
˙ 

ψ(k)  

˙ 
ˆ  

b 

ˆ 

´ ´ 
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C´odigo Fuente 7.5 cap7 ejemplo3.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 

 
cap7 ejemplo3.m 
 
1 clc; 

 
2 clear all; 

 
3 close all; 

 
4 format short g 

 
5 t=[0:0.001:10]’;%vector columna de tiempo 

 
6 %par´ametros del sistema 

 
7 a1=0.001; a2=456; a3=-345; %sistema a identificar 

 
8 y=a1*cosh(t)+a2*sinh(t)+a3*cos(t); 

 
9 fi=[cosh(t), sinh(t), cos(t)]; 

 
10 [˜ , theta] =mincuad(y,fi); 

 
11 theta %resultado de la identificací on 

 

 

♣ Ejemplo 7.4 

 
Identificar los paŕ ametros del siguiente sistema din´amico lineal: 

 

x  = −ax + bu 
 

donde los valores de los paŕ ametros son: [ a, b ]
T
 =  [ 6, 2 ]

T
 

 
 
 
Soluci´on 

 
El  error de prediccí on est́ a definido por: 
 

e(k) =  x −  [ −x u ] 

y(k)  

a 
ˆ  
 

θ(k−1) 
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˙ 

˙ 

˙ 
ˆ  

´ ´ 
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El cuadro 7.7 contiene el ćodigo del programa cap7 ejemplo4.m. Debido a que el 
 
sistema a identificar es din´amico, se empleaŕ a la funcí on ode45() para llevar a cabo 
 
el proceso de integrací on num´erica. El  programa cap7 se1.m tiene implementado al 

sistema din´amico x = −ax +  bu, cuyo ćodigo se encuentra en el cuadro 7.6. Esta 
 
declarací on tambí en se encuentra en el programa cap7 se1.m. 

 
Es importante resaltar la utilidad de la variable global u que registra la entrada 
 
del sistema din´amico u =  sen(t) (ver ĺ ınea 4 ). La ĺ ınea 12 del programa 

cap7 ejemplo4.m realiza la solucí on num´erica del sistema x = −ax +  bu para un 
 
intervalo de tiempo de 0 a 5 segundos, con incrementos de un milisegundo. En esta 
 
fase se obtiene la variable de estado x, la cual se emplea en la ĺ ınea 13 para obtener 
 
la variable velocidad x. El regresor de observaciones fi se forma en la ĺ ınea 14. El  

vector de paŕ ametros estimados θ se obtiene en la ĺ ınea 16; usando el algoritmo de 
 
m ı́nimos cuadrados implementado en la funcí on mincuad y el resultado se presenta 
 
en la ĺ ınea 17: 

 
theta= 

6 

2 
 
 
 
 

C´odigo Fuente 7.6 cap7 se1.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 

 
cap7 se1.m 
 
1 function xp =se1(t,x)  

 
2 global qpp u 

 
3 u=sin(t); a=6; b=2; 

 
4 xp=-a*x+b*u; 

 
5 qpp=xp; 

 
6 end 
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C´odigo Fuente 7.7 cap7 ejemplo4.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 

 
cap7 ejemplo4.m 
 
1 clc; 

 
2 clear all; 

 
3 close all; 

 
4 global u %variable global almacena la entrada del sistema 

 
5 format short g 

 
6 ti=0; 

 
7 h=0.001; 

 
8 tf =  5; 

 
9 ts=ti:h:tf; %vector tiempo de simulací on 

 
10 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’,2.5e-3,’MaxStep’,2.5e-3); 

 
11 %solucí on num´erica del sistema din´amico lineal 

 
12 [t,x]=ode45(’cap7 se1’,ts,0,opciones); 

 
13 xp=se1(t,x); %se obtiene la velocidad 

 
14 fi=[-x, u]; %regresor 

 
15 %algoritmo de m ı́nimos cuadrados 

 
16 [r,theta] =mincuad(xp,fi); 

 
17 theta %resultado de la identificací on 

 
 
 

 

♣♣♣ Ejemplo 7.5 

 
Identificar los paŕ ametros del siguiente sistema multivariable: 
 

y1 

y2 
=

 

8.7 sen(t)  + 0.001 cos(t)  

109.789 atan (t) −  0.23 ∗  tanh t 
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ˆ  

´ ´ 
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Soluci´on 

 
En el cuadro 7.8 se muestra el programa cap7 ejemplo5.m; observe que en la ĺ ınea 
 
3 se forma el vector columna, en la ĺ ınea 4 se obtiene el ńumero de observaciones o 
 
muestras Nob. En las ĺ ıneas 5-6 se define el sistema a identificar; en la ĺ ınea 7 se forma 

el vector de salida del sistema y = [y1; y2], el regresor o vector de observaciones se 
 
forma en la ĺ ınea 8 y 9. La funcí on mincuadm es utilizada en la ĺ ınea 10 para obtener el 

vector de estimací on param´etrica cuyo resultado es: θ =  [ 8.7, 0.001, 109.79, −0.23]. 
 
 
 

 
C´odigo Fuente 7.8 cap7 ejemplo5.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 

 
cap7 ejemplo5.m 
 
1 clc; clear all; close all; 

 
2 format short g 

 
3 t=(0:0.001:10)’; 

 
4 [Nob, ˜ ]=size(t); 

 
5 y1=8.7*sin(t)+0.001*cos(t); 

 
6 y2=109.789*atan(t)-0.23*tanh(t); 

 
7 y=[y1; y2]; 

 
8 fi=[sin(t), cos(t), zeros(Nob,1), zeros(Nob,1); 

 
9 zeros(Nob,1), zeros(Nob,1), atan(t), tanh(t)]; 

 
10 theta=mincuadm(y,fi,Nob,4,2); 

 
11 theta 

 

 
A continuací on se presentan aplicaciones de identificací on param´etrica de sistemas 
 
mecatr´onicos y robots manipuladores. Particularmente se explotan las propiedades 
 
matem´aticas del modelo din´amico de los robots manipuladores para expresarlo 
 
como un regresor lineal teniendo casos escalares (modelo de energ ı́a y potencia) 
 
y multivariable (modelo din´amico). 
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L ˜ 

c q ˙ ˙ 

q 

˙ 

´ ´ 
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7.5 Modelos de regresi´on del p´endulo 
 
 

a  metodolog ı́a de Euler-Lagrange permite obtener el modelo din´amico de robots 

manipuladores con propiedades importantes para disenar y analizar esquemas 

de control e identificací on param´etrica. 

 
Dentro de las propiedades del modelo din´amico de robots manipuladores se encuentra 
 
la de linealidad en los par´ametros, es decir: a pesar de que la din´amica del robot es 
 
no lineal con respecto a las variables de estado de la posicí on y velocidad, es posible 
 
expresar dicha din´amica como un regresor lineal de una matriz de observaciones y un 
 
vector columna de paŕ ametros desconocidos. Adem´as, las propiedades de linealidad 
 
tambí en se satisfacen en los modelos de energ ı́a y potencia que seleccionando de 
 
manera conveniente el regresor de observaciones, resultan los mismos par´ametros 
 
que los modelos de energ ı́a y potencia. 

 
Como caso particular de robots manipuladores de 1 gdl se encuentra el péndulo 
 
que tiene las mismas ventajas de linealidad en los par´ametros. En esta seccí on se 
 
presenta la implementací on y an´alisis comparativo de cinco esquemas de regresí on 
 
param´etrica: modelo din´amico, din´amico filtrado, energ ı́a, potencia y potencia 
 
filtrada. 
 

 
7.5.1. Modelo din´amico del p´endulo 

 

E 

l modelo din´amico del p´endulo robot se encuentra dado por la siguiente 

ecuací on: 

 
τ1 = [ Ir1 +  m1l

2
1 ] ¨1 +  b1q1 +  fc1 signo (  q1 ) +  m1glc1 sen(q1)  (7.9) 

 
donde Ir1 es el momento de inercia del rotor, m1 es la masa del p´endulo, lc1  
representa el centro de masa, b1, fc1 son los coeficientes de friccí on viscosa y de  
Coulomb, respectivamente; las variables articulares son la acelerací on ¨1, velocidad 
 
q1 y posicí on q1; la constante de la acelerací on debido a la gravedad es g y τ1 es el 
 
par aplicado al servomotor. 
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Ir1 +  m1
ˆ lc

2
1 

ˆb1 
⎢  

e(k)   =    τ1(k)  −  [ q¨1(k)  q˙1(k)  signo (  q˙1(k)  )  sen(q1(k))  ] ⎢  

ˆ lc1 
y(k)  ψ(k)  

⎥  

⎦    cf 

ˆ   g 

ˆ 

donde I
ˆ

r1 +  m1
ˆ lc

2
1, 
ˆb1, f

ˆ
c1, y m1gˆˆ lc1 son los paŕ ametros estimados de Ir1 +  m1glc

2

1, 

˜ q 

q ˙ 

´ ´ 
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♣ ♣ Ejemplo 7.6 

 
Obtener la identificací on param´etrica del modelo din´amico del p´endulo-robot. 
 
Tomar en cuenta los valores de los par´ametros del p´endulo que se encuentran 
 
contenidos en la tabla 6.3. 

 
Soluci´on 

 
El  esquema de regresí on del modelo din´amico del p´endulo est́a dado por: 

⎡  ˆ  ˆ  

⎢  

⎣  ˆ  1 

 
 
 
 
 

m1 ˆ  

⎤  

⎥  

⎥  

 
θ(k−1) 
 

ˆ  ˆ  
 

b1, fc1, y m1glc1, respectivamente. 

 
El modelo din´amico del p´endulo est́a contenido en el programa cap7 pendulo.m 
 
(ver cuadro 7.10). Para los prop´ositos de identificaci´on param´etrica es conveniente 
 
registrar la senal del par aplicado τ1 al servomotor y la acelerací on del p´endulo ¨1 a 
 
trav´es de variables globales tal y como se define en la ĺ ınea 2. En la declarací on de la 
 
funcí on del p´endulo (ĺ ınea 1) se ha incluido la variable bandera para poder obtener la 
 
acelerací on articular ¨1 empleando las variables de estado q1 y q1 (ver ĺ ıneas 4 y 5), 
 
o realizar integrací on num´erica usando el algoritmo de Runge-Kutta ode45( . . . ) , 
 
que en este caso se emplean en las ĺ ıneas 7 y 8. 

 
Los paŕ ametros del p´endulo se encuentran declarados en la ĺ ınea 11 que corresponden 
 
a la tabla 6.3. De acuerdo con esos valores num´ericos, el vector de par´ametros 

θ =  [ 0.18546 0.16 0.19 3.0831 ]
T
 . La acelerací on articular del p´endulo se obtiene 

 
en la ĺ ınea 20 y el vector de salida en la ĺ ıneas 22 y 23. 

 
El programa principal cap7 pendulosimu.m permite realizar la identificací on 
 
param´etrica del modelo din´amico y se presenta en el cuadro 7.9; en la ĺ ınea 2 se 
 
declaran las variables globales tau1 qpp1 que tambí en est́ an definidas en el programa 
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˙ 

˙ 

´ ´ 
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del modelo din´amico del p´endulo 7.10. El  tiempo de simulací on es de 0 a 5 segundos 
 
con pasos de 0.001 milisegundo (ĺ ınea 3); las condiciones iniciales del p´endulo son: 

[ q(0)1, q1(0) ]
T
 = [ 0, 0 ]

T
 (ĺ ınea 4). 

 
En la ĺ ınea 7 se realiza la integrací on num´erica del modelo din´amico del p´endulo. 
 
En esta fase se obtienen las variables de estado q1(t), q1(t) contenidas en el vector 

x=[ q1(t), q1(t)  ]
T
 . En la ĺ ınea 8 se emplea la funcí on cap7 pendulo(t,x,9) ; note que 

 
el valor del tercer argumento tiene asignado el valor 9 para no realizar el proceso de 
 
integrací on num´erica, solamente obtener la acelerací on articular del p´endulo usando 
 
la variable de estado x; la informací on de la acelerací on articular se registra en la 
 
variable global qpp1 y la energ ı́a aplicada al servomotor en la variable global tau1. 
 
En las ĺ ıneas 9 y 10 se realiza un cambio de notací on con la finalidad presentar más 
 
claro el vector de observaciones que se forma en la ĺ ınea 11 y el algoritmo de m ı́nimos 
 
cuadrados es llamado en la ĺ ınea 12). 
 
 

 
C´odigo Fuente 7.9 cap7 pendulosimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 
 

cap7 pendulosimu.m 
 
1 clc; clear all; close all; format short g 

 
2 global tau1 qpp1 %variables globales 

 
3 ti=0; h=0.001; tf =  5 ; 

 
4 ci=[0; 0]; %condiciones iniciales 

 
5 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’, 1e-3,’MaxStep’,1e-3); 

 
6 %solucí on num´erica del modelo din´amico del p´endulo 

 
7 [t,x]=ode45(’cap7 pendulo’,t,ci,opciones); 

 
8 xp=pendulo(t,x,9); 

 
9 q1=x(:,1) ; %posicí on articular 

 
10 qp1=x(:,2); %velocidad articular 

11 fi=[qpp1, qp1, sign(qp1), sin(q1)]; %regresor ψ 
 

12 [r,theta] =mincuad(tau1,fi); %m ı́nimos cuadrados 
 

13 theta 
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C´odigo Fuente 7.10 cap7 pendulo.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 

 
cap7 pendulo.m 
 
1 function xp =cap7 pendulo(t,x, bandera) 

 
2 global tau1 qpp1 

 
3 if (bandera==9) %evaĺ ua la aceleraci´on qpp1 en funci´on de q1 y qp1 

 
4 q1=x(:,1) ; 

 
5 qp1=x(:,2); 

 
6 else %integrací on num´erica 

 
7 q1=x(1); %posicí on articular 

 
8 qp1=x(2); %velocidad articular 

 
9 end 

 
10 %par´ametros del p´endulo 

 
11 m1=3.88; lc1=0.081; ; 

 
12 %coeficientes de friccí on viscosa y de Coulomb 

 
13 b1=0.16; fc1=0.19; 

 
14 Ir1=0.16; 

 
15 Ip=Ir1+m1*lc1*lc1; 

 
16 g=9.81; 

 
17 %par aplicado al servomotor 

 
18 tau1=sin(t); 

 
19 %acelerací on articular del p´endulo 

 
20 qpp1=(tau1-b1*qp1-fc1*sign(qp1)-m1*g*lc1*sin(q1))/Ip; 

 
21 %vector de salida 

 
22 xp=[ qp1 ; %xp(1)=x(2) %velocidad articular 

 
23 qpp1] ; %xp(2)=qpp %acelerací on articular 

 
24 end 

 

 
Los resultados de la identificací on param´etrica del modelo din´amico del p´endulo se 
 
presentan en la tabla 7.1. 
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˙ q 

˜ 

λ 

˜ ˙ 

˙ ˙ 
λ 

s +  λ  
=

   
[
 
Ir1

 
+

 
m1lc

2
1
 
]
 
 

s +  λ  
+

 
b1

   
λq˙1

 

 

s +  λ  
+

 
fc1

  

λ

 

signo

 

(

 

q˙1

 

)

 

 

λ + s    
+

 
m1glc1

  

λ

 

sen(q1)

 

q 

 

s +  λ  
+

 
fc1

  

λ

 

signo

 s    
+

 
mglc1

  
λ

 

sen(q1)

 

 

s + λ  
+

 
b1

 
s
   
λq1

 

=    [ Ir1 +  m1lc
2
1 ]  s   

λq˙1
 
˙
q  

+
 fc1F  signo( q  )  

+
 mglc1F sen(q1) Fτ  =    [ Ir1 +  m1l

2
1 ] FFq1 +  b1F  1 

˜ 

˙ 

˙ 

˙ ˙ 
˙ ˙ ˙ ˙ 

˙ 

˙ 

˜ ˙ 
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7.5.2. Modelo din´amico filtrado del p´endulo 
 

 
El  modelo din´amico presupone que el sistema cuenta con los sensores necesarios para 
 
medir la posicí on q1, velocidad q1 y acelerací on ¨1. Sin embargo, generalmente los 
 
robots industriales śolo cuentan con el encoder o sensor de posicí on. Esto representa 
 
una desventaja para medir la acelerací on. Por lo tanto, el problema consiste en 
 
usar la informací on de la posicí on articular para generar las senales de velocidad y 
 
aceleraci´on. 

 
Para resolver este problema pr´actico se puede usar un conjunto de filtros Fu = s+λ u 
para obtener la senal filtrada de u (representada por Fu) y la velocidad u es 
aproximada por:u ≈ Fu, entonces el modelo din´amico filtrado del p´endulo se obtiene 
por aplicar el operador filtro

 s+λ a la ecuací on (7.9) obteniendo: 
 
λτ1 λ¨1  

s +  λ 

 
s +  λ 
 

1 
 

donde s = dt y λ es la frecuencia de corte del filtro, y las senales filtradas est́ an 
dadas en forma recursiva como: 
 

Fτ1(k) = e
−λh

Fτ1(k −  1) + [ 1 −  e−λh ] τ1(k − 1) 

Fτ1(k) = −λFτ1(k)  +  λτ1(k)  

Fq1(k) = e
−λh

Fq1(k −  1) + [ 1 −  e
−λh

 ] q1(k −  1) 

Fq1(k) = −λF q1(k) +  λq1(k)  

Fq1(k) = e
−λh

Fq1(k −  1) + [ 1 −  e
−λh

 ] Fq1(k −  1) 

FFq1 (k) = −λFFq1 (k)  + λFq1(k)  

F sen(q1)(k) = e
−λh

F sen(q1)(k −  1) +  [ 1 − e
−λh

 ] sen(q1)(k −  1) 

F sen(q1)(k) = −λF  sen(q1)(k)  +  λ sen(q1)(k)  

F signo(  q1 )(k) = e
−λh

F signo(  q1 )(k −  1) +  [ 1 −  e−λh ] signo (  q1 )  (k −  1) 

F signo(  q1 )(k) = −λF  signo(  q1 )(k)  +  λ signo (  q1 )  (k)  
 

Fq1 representa la senal filtrada de la posicí on q1; la velocidad q1 es aproximada por 
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ˆ lc
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ˆb1 
 

λ+s        
λ
 
sen(q1(k))

   
⎢

 

⎢  

s+λ    ] ⎢  

m1gˆˆ lc1 
ψ(k)  

⎥  

⎦  
q˙1(k 

s

1(k
 

˙ 

fc 
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˙ 

˜ 

ˆ  

´ ´ 
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el filtro Fq1 y la aproximací on de la acelerací on es ¨1 ≈ FFq1 . 

 

♣♣♣ Ejemplo 7.7 

 
Obtener la identificací on param´etrica del modelo din´amico filtrado del p´endulo- 
 
robot. Para prop´ositos de simulací on del modelo din´amico tomar en cuenta los 
 
valores de los paŕ ametros del p´endulo que se encuentran contenidos en la tabla 
 
6.3. 
 
 
 
Soluci´on 

 
El  esquema de regresí on del modelo din´amico filtrado del p´endulo est́a dado por: 
 
 

e(k) =  
λτ1(k)

 
s + λ 

y(k)  

 
 

−  [ s 
λ

s+λ  
)

 

 
 

s 
λq

+λ  
)

 

 
 

λ signo( q1(k)  )  

⎡  ˆ  

ˆ  

 

⎣  ˆ  1 

 
 
 
 
 
ˆ  

⎤  

⎥  

⎥  

 

θ(k−1) 

 
El  programa cap7 pendulodinafiltsimu.m tiene el ćodigo MATLAB que permite 
 
realizar identificací on param´etrica del modelo din´amico filtrado del p´endulo (ver 
 
cuadro 7.11). El  vector tiempo vaŕ ıa de 0 a 5 segundos con incrementos de 0.001. 

 
En la ĺ ınea 8 se emplea la funcí on ode45 para obtener la solucí on num´erica q1, q1 
 
del p´endulo. Con estas variables de estado en la ĺ ınea 9 se llama a la funcí on 
 
cap7 pendulo.m para registrar la senal del par aplicado τ1 = sen(t) la cual fue 
 
declarada como variable global (ĺ ınea 3). De la ĺ ınea 11 a la 14 se generan los vectores 
 
correspondientes para implementar los filtros. La frecuencia de corte λ ha sido puesta 
 
de manera emp ı́rica en 25 Hertz. Los filtros se realizan en las ĺ ıneas 16-24. El  regresor 
 
de observaciones se forma en la ĺ ınea 25 y se emplea como paŕ ametro de entrada con 
 
el registro del par aplicado filtrado en la funcí on de m ı́nimos cuadrados (ĺ ınea 26).  
El vector de paŕ ametros estimado θ se encuentra indicado en la tabla 7.1. Nota: 
 
el tiempo de ejecucí on del programa cap7 pendulodinafiltsimu.m puede demorar 
 
varios segundos por utilizar la funcí on discontinua signo. 
 
Matlab Aplicado  a Robot ica  y Mecat ronica • Fernando Reyes  Cort´es Alfaomega 



´ ´ 

 

 
352 Cap´ıtulo 7: Identificaci´on param´etrica 
 
 

 
C´odigo Fuente 7.11 cap7 pendulodinafiltsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 
 

cap7 pendulodinafiltsimu.m 
 
1 clc; clear all; close all; 

 
2 format short g 

 
3 global tau1 %variable global almacena la entrada del sistema 

 
4 ti=0; h=0.001; tf =  5; t=ti:h:tf; %vector tiempo 

 
5 ci=[0; 0]; %condiciones iniciales 

 
6 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’,1e-3,’MaxStep’,1e-3); 

 
7 %solucí on num´erica del modelo din´amico del p´endulo 

 
8 [t,x]=ode45(’cap7 pendulo’,t,ci,opciones) ; 

 
9 xp=pendulo(t,x,9); 

 
10 [m n]=size(t); q1=x(:,1); qp1=x(:,2); 

 
11 Ftau1=zeros(m,1); 

 
12 Fq1=zeros(m,1); sFq1=zeros(m,1); 

 
13 Fqp1=zeros(m,1); sFqp1=zeros(m,1); 

 
14 Fsign=zeros(m,1); Fsin=zeros(m,1); 

 
15 lambda=25 ; 

 
16 for  k=2:m %filtros recursivos 

 
17 Ftau1(k)=exp(-h*lambda)*Ftau1(k-1)+(1-exp(-h*lambda))*tau1(k-1); 

 
18 Fq1(k)=exp(-h*lambda)*Fq1(k-1)+(1-exp(-h*lambda))*q1(k-1); 

 
19 sFq1(k)=-lambda*Fq1(k)+lambda*q1(k); 

 
20 Fqp1(k)=exp(-h*lambda)*Fqp1(k-1)+(1-exp(-h*lambda))*sFq1(k-1); 

 
21 sFqp1(k)=-lambda*Fqp1(k)+lambda*sFq1(k); 

 
22 Fsign(k)=exp(-h*lambda)*Fsign(k-1)+(1-exp(-h*lambda))*sign(sFq1(k-1)); 

 
23 Fsin(k)=exp(-h*lambda)*Fsin(k-1)+(1-exp(-h*lambda))*sin(q1(k-1)); 

 
24 end 

 
25 fi=[sFqp1, sFq1, Fsign, Fsin] ; 

 
26 [r,theta] =mincuad(Ftau1,fi); 

 
27 theta 
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˜ 

˙ 

 

2  
[
 
Ir1

 
+

 
m1lc

2
1 

]
 
q˙

2

 
+

 
m1glc1

 
[
 
1

 
−

 
cos(q1)

 
]
 
+

 
b1

 

˙2 ˙ 

Ir1 +  m1
ˆ lc

2
1 

q1τ1dt −  [ 2 q˙1  [ 1 −  cos(q1)  ]   
t
 

2
  

0 q˙1 dt   
t
0 |q˙1|dt ] ⎢  

⎣  ⎦  
ˆb1 

fˆ c1 
ψ(k)  

ˆ   g lc 

ˆ 

˜ 

´ ´ 
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7.5.3. Modelo de energ ı́a del p´endulo 
 

 
Un enfoque particularmente atractivo para el diseno de esquemas de identificací on 
 
param´etrica de robots manipuladores se basa en el modelo de energ ı́a aplicada al 
 
robot manipulador, el cual puede ser descrito como un modelo de regresí on lineal en 
 
t́ erminos de los paŕ ametros din´amicos. 

 

El  modelo de energ ı́a del p´endulo consiste de la suma de la energ ı́a cin´etica K(q1, q1), 

la energ ı́a potencial U (q1)  más la energ ı́a disipativa de la siguiente manera: 
 
 

0 

t 
q1τ1dt = 

1
 

 

0 

t 
q1dt +  fc1 

t

 
0 

|q1|dt. 

 

 

♣ ♣ Ejemplo 7.8 

 
Realizar el proceso de identificací on param´etrica del modelo de energ ı́a del 
 
p´endulo-robot. Emplear los valores num´ericos de los paŕ ametros del p´endulo 
 
indicados en la tabla 6.3. 

 
Soluci´on 

 
El  modelo de regresí on lineal de la energ ı́a para el p´endulo se encuentra dado por:  
 
 

e(k) =  

 
 
 

0 

 

t 

 
 
 
 

y(k)  

⎡  ˆ  ˆ  ⎤  

1 2 
⎢
 m1 ˆ1

ˆ
 1 

⎥
 

 
 

⎥  

 
θ(k−1) 
 

 
En el cuadro 7.12 se muestra el programa cap7 penduloenergsimu.m; en la ĺ ınea 7 se 
 
obtiene la solucí on num´erica de la din´amica del p´endulo. Por medio de las variables 
 
de estado de posicí on y velocidad en la ĺ ınea 8 se emplea el modelo din´amico para 
 
registrar la senal de par aplicado τ1 = sen(t). La integral de la energ ı́a, friccí on 
 
viscosa y de Coulomb se calcula de la ĺ ınea 15 a la 19. La t́ ecnica de integrací on 
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ˆ  

´ ´ 
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num´erica que se utiliza es la del método de Euler. El  regresor del modelo de energ ı́a  
se forma en la ĺ ınea 20 y el vector de paŕ ametros estimados θ se obtiene en la ĺ ınea 
 
21 por medio de la funcí on mincuad; el valor de los paŕ ametros identificados se 
 
encuentran en la tabla 7.1. 
 
 

 
C´odigo Fuente 7.12 cap7 penduloenersimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 

 
cap7 penduloenersimu.m 
 
1 clc; clear all; close all; format short g 

 
2 global tau1 %variable global almacena la entrada del sistema 

 
3 ti=0; h=0.001; tf =  5; t=ti:h:tf; %vector tiempo 

 
4 ci=[0; 0]; %condicí on inicial 

 
5 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’,1e-3,’MaxStep’,1e-3); 

 
6 %solucí on num´erica del modelo din´amico del p´endulo 

 
7 [t,x]=ode45(’cap7 pendulo’,t,ci,opciones) ; 

 
8 xp=pendulo(t,x,9) ; 

 
9 [m n]=size(t); 

 
10 q1=x(:,1); 

 
11 qp1=x(:,2); 

 
12 Int1=zeros(m,1); 

 
13 Int2=zeros(m,1); 

 
14 Int3=zeros(m,1); 

 
15 for  k=2:m 

 
16 Int1(k,1)=Int1(k-1,1)+h*qp1(k,1)*tau1(k,1); 

 
17 Int2(k,1)=Int2(k-1,1)+h*qp1(k,1)*qp1(k,1); 

 
18 Int3(k,1)=Int3(k-1,1)+h*abs(qp1(k,1)) ; 

 
19 end 

 
20 fi=[1/2*qp1.*qp1, Int2, Int3, (1-cos(q1))] ; 

 
21 [r,theta] =mincuad(Int1,fi) ; 

 
22 theta 
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˙ c ˙ q ˙2 ˙ ˙ 

q 

Ir1 +  m1
ˆ lc

2
1 

ˆb1 
⎢  

|q˙1|   sen(q1)q˙1 ] ⎢  

m1gˆˆ lc1 
ψ(k)  

⎥  

⎦  
˙ ˙ q ˙2 

fc 

ˆ 

˜ 

˜ 

ˆ  

´ ´ 
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7.5.4. Modelo de potencia del p´endulo 
 

 
El  modelo de potencia del p´endulo est́a dado por la siguiente ecuací on: 
 

τ1q1 = [ Ir1 +  m1l
2
1 ] q1 ̈  +  b1q1 +  fc1|q1| +  m1glc1 sen(q1)q1. (7.10) 

 
El  modelo de la potencia involucra la medicí on de la acelerací on articular ¨1. 

 

♣ ♣ Ejemplo 7.10 

 
Realizar el proceso de identificací on param´etrica para el modelo de potencia del 
 
p´endulo. Utilice los par´ametros del p´endulo indicados en la tabla 6.3. 

 
Soluci´on 

 
El  modelo de potencia del p´endulo tiene la propiedad de linealidad en los par´ametros; 
 
por lo que el regresor lineal adquiere la siguiente forma: 
 

 

e(k) =  τ1q1 −  [ q1 ̈  q1 

y(k)  

⎡  ˆ  

ˆ  

⎢  

⎣  ˆ  1 

 
 
 
 
 
ˆ  

⎤  

⎥  

⎥  

 
 
 
(7.11) 

 
θ(k−1) 

 
El programa en MATLAB cap7 pendulopotsimu.m se encuentra descrito en el 
 
cuadro 7.13. De manera an´aloga a los anteriores programas, el uso de las variables 
 
globales es adecuado para registrar senales importantes en la formací on del regresor. 

 
En la ĺ ınea 3 se encuentra la definicí on de las variables tau1 y qpp1 para registrar la 
 
informací on en el modelo din´amico del p´endulo (cap7 pendulo.m);  la ĺ ınea 8 resuelve 
 
num´ericamente la din´amica del p´endulo y en la ĺ ınea 9 se registran las senales tau1 
 
y qpp1 para formar el regresor de observaciones (ĺ ınea 12). La funcí on mincuad es 
 
empleada para obtener la estimací on de los paŕ ametros (ĺ ınea 13). 

 

El  resultado del vector de paŕ ametros θ se encuentra indicado en la tabla 7.1. 
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s+λ  al modelo de potencia (7.10) obteniendo la siguiente expresi´n: 
λ 

 

s + λ  
+

 
b1

   
λ

+
1

λ  
+

 
fc1

  
λ|q1|

 

 

s + λ  
+

 
m1glc1

  

λ

 

sen(q1)q˙1

 

s + λ  
=

   
[
 
Ir1

 
+

 
m1lc

2
1
 
]
 

 

2  
[
 
Ir1

 
+

 
m1l

2
1
 
]
 
s
   
λ

+
1

λ  
+

 
b1

   
λ

+
1

λ  
+

 
fc1

  
λ|q1|

 

 

s +  λ  
+

 
m1glc1

  

λ

 

sen(q1)q˙1

 

˙ ˙ q 

q 

´ ´ 
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C´odigo Fuente 7.13 cap7 pendulopotsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 

 
cap7 pendulopotsimu.m 
 
1 clc; clear all; close all; 

 
2 format short g 

 
3 global tau1 qpp1 %variables globales para almacenar par aplicado y acelerací on 

 
4 ti=0; h=0.001; tf =  5; t=ti:h:tf; %vector de tiempo 

 
5 ci=[0; 0]; %condiciones iniciales 

 
6 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’,1e-3,’MaxStep’,1e-3); 

 
7 %solucí on num´erica de la din´amica del p´endulo 

 
8 [t,x]=ode45(’cap7 pendulo’,t,ci,opciones); 

 
9 xp=pendulo(t,x,9); 

 
10 q1=x(:,1); 

 
11 qp1=x(:,2); 

 
12 fi=[qpp1.*qp1, qp1.*qp1, abs(qp1), sin(q1).*qp1]; 

 
13 [r,theta] =mincuad(tau1.*qp1,fi); 

 
14 theta 

 
 

 
7.5.5 Modelo de potencia filtrada 
 
 

El  modelo de la potencia filtrada del p´endulo se obtiene aplicando el operador filtro 
 

o 
 

λτ1q1 λq1 ̈ 1 

s + λ 

=  
1

 
s +  λ 

(7.12) 
 

El modelo de potencia del p´endulo tiene la desventaja de requerir la medicí on de 
 
la acelerací on ¨1 como en el caso del modelo din´amico. Sin embargo, la acelerací on 
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ser aproximada de la siguiente forma:  
λ

s
q˙

+
1q
λ

¨1

 =   12 s s+
1

λ , s =   dt
d
 

. 

˙ 

Ir1 + m1
ˆ lc

2
1 

ˆb1 
 

s+λ   
λ|q˙1|

   
⎢

 

⎢  

s+λ      
λq˙1

2

 −  [ 12 s s+
1

λ  
λ
 
sen(q1)q˙1

 s+λ  ] ⎢  

m1gˆ lˆ c1 
ψ(k)  

⎥  

⎦  

˙ 

fc 

ˆ 

˜ 

˜ 

˜ 

˜ 

˜ 

ˆ  

´ ´ 
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puede ser obtenida por aproximací on de t́ ecnicas de filtrado. La acelerací on puede 

λq
2 

 

 

♣♣♣ Ejemplo 7.10 

 
Obtener el valor num´erico de los paŕ ametros del p´endulo empleando el modelo de 
 
potencia filtrada. Utilice los paŕ ametros del p´endulo indicados en la tabla 6.3. 
 
 

 
Soluci´on 

 
El  modelo de regresí on de la potencia filtrada para el p´endulo es: 
 
 

e(k)  = 
λτ1q1

 
s +  λ 

y(k)  

 
 

λq
2 

⎡  ˆ  

ˆ  

 

⎣  ˆ  1 

 
 
 
 
 
ˆ  

θ(k−1) 

⎤  

⎥  

⎥  

 
El proceso de identificací on param´etrica del modelo din´amico filtrado del p´endulo 
 
se implement́ o en el programa cap7 pendulopotfilsimu.m (cuadro 7.14). A  trav´es 
 
de la senal filtrada de la posicí on (ĺ ıneas 13-21) se puede obtener la estimací on de 
 
la velocidad y acelerací on. Por ejemplo, la senal filtrada de la posicí on se obtiene en 
 
la ĺ ınea 15 y la aproximaci´on de la velocidad articular se realiza en la ĺ ınea 16. La 
 
senal filtrada de la velocidad articular se genera en la ĺ ınea 17, la cual se emplea para 
 
aproximar a la acelerací on en la ĺ ınea 18. Evidentemente la senal de la acelerací on 
 
es de baja calidad debido a que fue obtenida de la aproximací on de la velocidad; lo 
 
más adecuado es obtener la acelerací on por aproximací on de la senal de velocidad 
 
que entrega el sensor del robot. No siempre es posible realizar eso, ya que los robots 
 
śolo est́ an equipados con el sensor del encoder para proporcionar informací on de 
 
la posicí on. Sin embargo, este es un escenario real que corresponde al ambiente 
 
industrial donde la contaminací on de ruido es alto en las variables de estado. En 
 
este contexto, la sinton ı́a de la frecuencia de corte λ presenta un problema pr´actico 

el cual se determina de manera emp´ırica. El  resultado del vector θ se encuentra en 
 
la tabla 7.1. 
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C´odigo Fuente 7.14 cap7 pendulopotfilsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 

 
cap7 pendulopotfilsimu.m 
 
1 clc; clear all; close all; 

 
2 format short g 

 
3 global tau1 qpp1 %variables global para almacenar par y acelerací on 

 
4 ti=0; h=0.001; tf =  5; t=ti:h:tf; %vector tiempo 

 
5 ci=[0; 0]; %condiciones iniciales 

 
6 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’,1e-3,’MaxStep’,1e-3); 

 
7 %solucí on num´erica de la din´amica del p´endulo 

 
8 [t,x]=ode45(’cap7 pendulo’,t,ci,opciones); 

 
9 xp=pendulo(t,x,9); [m n]=size(t); 

 
10 q1=x(:,1); qp1=x(:,2); 

 
11 Ftau1qp1=zeros(m,1); Fq1=zeros(m,1); sFq1=zeros(m,1); Fqp1qp1=zeros(m,1); 

 
12 sFqp1=zeros(m,1); Fabs=zeros(m,1); Fsinqp1=zeros(m,1); lambda=25; 

 
13 for  k=2:m %filtros  

 
14 Ftau1qp1(k)=exp(-h*lambda)*Ftau1qp1(k-1)+(1-exp(-h*lambda))*tau1(k- 

 
1)*qp1(k-1); 
 

15 Fq1(k)=exp(-h*lambda)*Fq1(k-1)+(1-exp(-h*lambda))*q1(k-1); 
 

16 sFq1(k)=-lambda*Fq1(k)+lambda*q1(k) ; 
 

17 Fqp1qp1(k)=exp(-h*lambda)*Fqp1qp1(k-1)+(1-exp(-h*lambda))*sFq1(k- 
 

1)*sFq1(k-1); 
 

18 sFqp1(k)=-lambda*Fqp1qp1(k)+lambda*sFq1(k)*sFq1(k); 
 

19 Fabs(k)=exp(-h*lambda)*Fabs(k-1)+(1-exp(-h*lambda))*abs(sFq1(k-1)); 
 

20 Fsinqp1(k)=exp(-h*lambda)*Fsinqp1(k-1)+(1-exp(-h*lambda))*sin(q1(k- 
 

1,1))*sFq1(k-1,1); 
 

21 end 
 

22 fi=[(1/2)*sFqp1, Fqp1qp1, Fabs, Fsinqp1]; 
 

23 [r,theta] =mincuad(Ftau1qp1,fi); 
 

24 theta 
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´ ´ 
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7.5.6. An´alisis comparativo de esquemas de regresi´on 
 

 
La tabla 7.1 contiene el resumen de resultados de los cinco esquemas de regresí on 
 
evaluados para el p´endulo. Para prop´ositos de comparací on se presentan los valores  
reales de los paŕ ametros θi , con i  =  1, · · · , 4. 

 
Los modelos de regresí on din´amico y de potencia generan una estimací on exacta, 
 
libre de error, en contraste el modelo de regresí on de la energ ı́a tiene un 99.956 % 
 
de exactitud en el paŕ ametro del momento de inercia, tiene una deriva del 3.43 % en 
 
referencia al valor del coeficiente de friccí on viscosa, la exactitud de estimací on en 
 
el coeficiente de friccí on de Coulomb es del 99.91 %, mientras que para el paŕ ametro 
 
del par gravitacional es del 100 %. En este procedimiento hay que tomar en cuenta 
 
que el método de integrací on num´erica seleccionado fue el de Euler y tambí en influye 
 
el espaciamiento que existe entre las muestras (h = 0.001). Los modelos de regresí on 
 
filtrado presentan pobre exactitud en la identificací on param´etrica; errores grandes 
 
alrededor del 40 %. En este punto es conveniente resaltar que la frecuencia de corte 
 
de los filtros λ influye notablemente en la convergencia param´etrica, su valor se 
determina en forma emp´ırica; además la funcí on de transferencia del filtro

 λ+s 
distorsiona la fase, lo que trae como consecuencia errores de aproximací on en la 
 
acelerací on articular. 

 
Tabla 7.1 Comparaci´on de resultados de identificaci´on param´etrica 
 

Par´ametro  Nm

+

seg
1l

2
1

 
rad 

b1 
Nm seg 

rad 
fc1 
Nm 

m1glc1 
Nm 

 
Valor real 0.18546 0.16 0.19 3.0831 
 
Esquema de regresi´on ˆr1 +  m1

ˆ2
1     ˆ1 ˆ 1    m1ˆˆc1 

 
Modelo din´amico 0.18546 0.16 0.19 3.0831 

Modelo din´amico filtrado 0.17682 0.25021 0.15068 3.0384 

 
Modelo de energ ı́a 0.18538 0.16055 0.18983 3.0831 
 
Modelo de potencia 0.18546 0.16 0.19 3.0831 
 
Modelo de potencia filtrada 0.24657 0.26366 0.11265 3.1154 
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7.6 Modelos de regresi´on del robot de 2 gdl 
 
 

l modelo din´amico de un robot antropom´orfico planar de 2 gdl est́a determi- 

nado por la matriz de inercia, fuerzas centr´ıpetas y de Coriolis, par o torque 

gravitacional y feńomeno de fricci´on. Una parte clave del procedimiento de identi- 
 
ficací on param´etrica consiste en seleccionar un adecuado conjunto de par´ametros; 
 
para el caso particular del robot de 2 gdl se pueden seleccionar 11 par´ametros: 

⎡  

⎢  

 

⎡  

⎢  

θ1 +  2θ2 cos(q2) θ3 + θ2 cos(q2)  

 

θ3 +  θ2 cos(q2)       θ3 

−2θ2 sen(q2)  q2 −θ2 sen(q2)  q2 

⎤  

⎥  

 

⎤  

⎥  
 

⎡  

⎢  

θ2 sen(q2)  q1        0 

θ4 sen(q1)  + θ5 sen(q1 +  q2)  
⎤  

⎥  
 

θ5 sen(q1 +  q2)  
 

θ7 q2 +  θ9 sgn(q2)  +  θ11 [ 1 −  | signo (  q2 )  | ] 
 

donde 
 

θ1 = m1l
2
1 +  m2l1 +  m2l

2
2 +  I1 + I2, 

θ2 = l1m2lc2, 

θ3 = m2l
2
2 +  I2, 

θ4 = g(lc1m1 +  m2l1), 

θ5 = gm2lc2, 

θ6 = b1, 

θ7 = b2, 

θ8 = fc1, 

θ9 = fc2, 

θ10 = fe1, 

θ11 = fe2. 
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⎢  
⎢  

⎢  
⎢  

⎢  
⎢  

⎣  

⎥  
⎥  

⎥  
⎥  (7.13) 

⎥  
⎥  

⎦  

q 

q q ˙   ˙ ˙ 

q 

˙ 

˙ 

˙ 

´ ´ 
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7.6.1. Modelo de regresi´on din´amico del robot de 2 gdl 
 

 
El  modelo din´amico del robot antropom´orfico de 2 gdl puede ser expresado de manera 
 
conveniente como el producto de una matriz de regresí on y un vector de par´ametros. 

Observe que los componentes del vector de paŕ ametros θ = [θ1 · · · θ11]T dependen 
 
de una combinací on de los paŕ ametros f́ ısicos de los eslabones como masas, centros 
 
de masas, momentos de inercia y coeficientes de fricci´on, los cuales se consideran in-  
variantes en el tiempo. En este caso, el orden de la matriz de regresí on P es 11 ×  11. 
 
 
 
 
 
 

τ1 

τ2 
=

 

 
 
 
 
 

ψ11 ψ12 ψ13 ψ14 ψ15 ψ16 ψ17 ψ18 ψ19 ψ110 ψ111 
ψ21 ψ22 ψ23 ψ24 ψ25 ψ26 ψ27 ψ28 ψ29 ψ210 ψ211 

⎡  

⎢  

⎢  
⎢  
⎢  
⎢  
⎢  
⎢  

θ1 
θ2 
θ3 
θ4 
θ5 
θ6 
θ7 
θ8 
θ9 
θ10 

⎤  

⎥  

⎥  
⎥  
⎥  
⎥  
⎥  
⎥  

θ11 
 

donde los elementos del regresor ψ est́ an dados como: 
 

ψ11 =  ¨1 

ψ12 = 2 cos(q2) ¨1 +  cos(q2) ¨2 −  2 sen(q2)q2q1 − sen(q2)q2 

ψ13 =  ¨2 

ψ14 =  sen(q1)  

ψ15 =  sen(q1 +  q2)  

ψ16 = q1 

ψ17 = 0 

ψ18 =  signo (  q1 )  

ψ19 = 0 

ψ110 = 1 −  | signo (  q1 )  | 

ψ111 = 0 

ψ21 = 0 
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q ˙2 

q q 

˙ 

˙ 

˙ 

2  ˆ   3 
6  ˆ2  7 
6  ˆ   7 
6 θ3  7 
6
 θ̂ 4  

7
7 

6 7 
ψ11  ψ12  ψ13  ψ14  ψ15  ψ16  ψ17  ψ18  ψ19  ψ110  ψ111 6  ˆ   7 
ψ21  ψ22  ψ23  ψ24  ψ25  ψ26  ψ27  ψ28  ψ29  ψ210  ψ211 

6
  ˆ   

7
7 

|                       {z                       } 6 θ7  7 
6
 θ̂ 8  

7
7 6 7 

6 
6 θ9  7 
4 θ̂ 10 5 

θ 

θ̂ 11 

ˆ 

´ ´ 
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ψ22 = cos(q2) ¨1 + sen(q2)q1 

ψ23 =  ¨1 +  ¨2 

ψ24 = 0 

ψ25 =  sen(q1 +  q2)  

ψ26 = 0 

ψ27 = q2 

ψ28 = 0 

ψ29 =  signo (  q2 )  

ψ210 = 0 

ψ211 = 1 −  | signo (  q2 )  | 
 
 

 

♣♣♣ Ejemplo 7.12 

 
Realizar el procedimiento de identificací on param´etrica de un robot manipulador 
 
de 2 gdl empleando el modelo de regresí on din´amico. Emplear los valores 
 
num´ericos de los par´ametros del robot de 2 gdl indicados en la tabla 6.4. 
 
 

 
Soluci´on 

 
El modelo de regresí on del modelo din´amico del robot antropom´orfico de 2 gdl 
 
est́a dado por la siguiente expresí on: 

 
 
 
 
 

e(k) =  
τ1

 
τ2 

y(k) 

 
| {z } 
θ(k−1) 
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˙2 ˙ ˜ 

˜ 

˙ ˙ 

¨  q   q 

´ ´ 
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Note que el problema de identificací on param´etrica para un robot de 2 gdl es 
 
complejo, ahora el modelo de regresí on es multivariable y no escalar como los 
 
esquemas de regresí on del p´endulo, por lo que debeŕa usarse la funcí on mincuadm. 

 
Una fase importante del procedimiento consiste en elegir una adecuada trayectoria 
 
de entrada al robot manipulador que permita obtener cierto grado de excitací on en 
 
la matriz de regresí on debido a que la calidad de estimací on del vector de par´ametros 
 
depende de los niveles de excitací on del regresor; por ejemplo el algoritmo de m ı́nimos 
 
cuadrados recursivo usualmente requiere satisfacer ciertas condiciones de excitací on 
 
persistente. Sin embargo, la seleccí on de la trayectoria no es una tarea trivial, debido 
 
a que la matriz de regresí on est́a compuesta por una combinací on no lineal de 
 
las variables din´amicas del robot tal como sen(q2)q1 , cos(q2)q1. Para el diseno de  
la trayectoria de excitaci´on persistente se recomienda superposicí on de funciones 
 
senoidales como los siguientes pares aplicados: 
 

τ1 = [ 1 −  e−
0.8t ] 29.0 +  68 sen(16t +  0.1) +  9 sen(20t +  0.15) (7.14) 

τ2 = [ 1 −  e−
1.8t ] 1.2 +  8 sen(26t + 0.08) +  2 sen(12t +  0.34) (7.15) 

 
El cuadro 7.15 contiene implementado el modelo din´amico del robot de 2 gdl en 
 
lenguaje MATLAB (programa cap7 iderobot2gdl.m); se han utilizado los valores 
 
num´ericos de los par´ametros del robot mostrados en la tabla 6.4, as ı́ como las 
 
ecuaciones del par aplicado (7.14)-(7.15). 

 
El  programa principal cap7 iderobot2gdlsimu.m permite realizar el procedimiento 
 
de identificací on param´etrica del robot de 2 gdl, y est́a descrito en el cuadro 7.16. 
 
El registro de las senales de pares aplicados τ1, τ2 se realiza a trav´es de variables 
 
globales (ĺ ınea 2). La solucí on num´erica del modelo din´amico del robot de 2 gdl se 
 
encuentra en la ĺ ınea 7; empleando dicha solucí on num´erica q1(t), q2(t), q1(t), q2(t)  

en el modelo din´amico del robot se registran la acelerací on q = [ ¨1, ¨2 ] y pares 
 
aplicados τ1, τ2 (ver ĺ ıneas 11 a la 16). 

 
Las componentes ψij, con i = 1, 2, · · ·  , 11 y j = 1, 2 del regresor de observaciones 

se forman entre las ĺ ıneas 18 y 24. El regresor ψ queda formado en las ĺ ıneas 25 y 
 
26. La funcí on de m ı́nimos cuadrados recursivo para el caso multivariable mincuadm 

se usa en la ĺ ınea 27 para obtener el vector de paŕ ametros estimado θ ∈
ˆ IR11. Los 

 
resultados se encuentran en la tabla 7.2. 
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˜ 

´ ´ 
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C´odigo Fuente 7.15 cap7 iderobot2gdl.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 
 

cap7 iderobot2gdl.m 
 
1 function xp = cap7 iderobot2gdl(t,x)  

 
2 global tau1 tau2 

 
3 q1=x(1); q2=x(2); q =  [q1; q2]; %vector de posicí on articular 

 
4 qp1=x(3); qp2=x(4); qp =  [qp1; qp2]; % vector de velocidad articular 

 
5 m1=23.902; l1=0.45; lc1=0.091; %par´ametros del robot 

 
6 I1=1.266; b1=2.288; fc1=7.17; fe1=8.8; m2=3.880; l2=0.45; lc2=0.048; 

 
7 I2=0.093; b2=0.175; fc2=1.734; fe2=1.87; g=9.81; 

 
8 theta1=m1*lc1*lc1+m2*l1*l1+m2*lc2*lc2+I1+I2; 

 
9 theta2=l1*m2*lc2; theta3=m2*lc2*lc2+I2; theta4=g*(lc1*m1+m2*l1); 

 
10 theta5=g*m2*lc2; theta6=b1; theta7=b2; theta8=fc1; theta9=fc2; 

 
11 theta10=fe1; theta11=fe2; 

 
12 %matriz de inercia 

 
13 M=[theta1+2*theta2*cos(q2), theta3+theta2*cos(q2); 

 
14 theta3+theta2*cos(q2), theta3]; 

 
15 %matriz de Coriolis y fuerzas centr ı́petas 

 
16 C=[ -2*theta2*sin(q2)*qp2, -theta2*sin(q2)*qp2; 

 
17 theta2*sin(q2)*qp1, 0]; 

 
18 gq11=theta4*sin(q1)+theta5*sin(q1+q2); gq21=theta5*sin(q1+q2); 

 
19 gq=[gq11; gq21]; %par gravitacional 

 
20 %par de friccí on viscosa, Coulomb y est´atica 

 
21 fr=[theta6*qp1+theta8*sign(qp1)+theta10*(1-abs(sign(qp1))); 

 
22 theta7*qp2+theta9*sign(qp2)+theta11*(1-abs(sign(qp2)))]; 

 
23 tau1=(1-exp(-0.8*t))*29.0+ 68*sin(16*t+0.1) +  9*sin(20*t+0.15); 

 
24 tau2=(1-exp(-1.8*t))*1.2+ 8*sin(26*t+0.08)+2*sin(12*t+0.34); 

 
25 tau=[tau1; tau2]; %senal de excitací on persistente 

26 qpp =  M∧ (-1)*(tau-C*qp-gq-fr); %acelerací on articular 
 

27 xp =  [qp1; qp2; qpp(1); qpp(2)]; %vector de salida 
 

28 end 
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%vectores de posicí on q =  [ q1, q2 ] y velocidad q̇  =  [ q˙1, q˙2 ]
T
 

´ ´ 
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C´odigo Fuente 7.16 cap7 iderobot2gdlsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 
 

cap7 iderobot2gdlsimu.m 
 
1 clc; clear all; close all; format short g 

 
2 global tau1 tau2 

 
3 ti=0; h=0.001; tf =  5; t=ti:h:tf; %tiempo de simulací on 

 
4 ci=[0; 0; 0; 0]; %condiciones iniciales 

 
5 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’, 1e-3, ’MaxStep’, 1e-3); 

 
6 %solucí on num´erica del robot antropom´orfico de 2 gdl 

 
7 [t,x]=ode45(’cap7 iderobot2gdl’,t,ci,opciones); 

8 T  
 

9 q1=x(:,1); q2=x(:,2); qp1=x(:,3); qp2=x(:,4); 
 

10 [m n]=size(t); qpp1=zeros(m,1); qpp2=zeros(m,1); u1=zeros(m,1); u2=zeros(m,1); 
 

11 for k=1:m 
 

12 xp=cap7 iderobot2gdl(t(k),[x(k,1),x(k,2),x(k,3), x(k,4)]); 
 

13 qpp1(k,1)=xp(3,1); 
 

14 qpp2(k,1)=xp(4,1); 
 

15 u1(k,1) =tau1; u2(k,1) =tau2; 
 

16 end 
 

17 tau=[u1; u2]; 
 

18 fi11=qpp1; 
 

19 fi12=2*cos(q2).*qpp1+cos(q2).*qpp2-2*sin(q2).*qp2.*qp1-sin(q2).*qp2.*qp2; 
 

20 fi13=qpp2; fi14=sin(q1); fi15=sin(q1+q2); fi16=qp1; fi17=zeros(m,1); 
 

21 fi18=sign(qp1); fi19=zeros(m,1); fi110=(1-abs(sign(qp1))); fi111=zeros(m,1); 
 

22 fi21=zeros(m,1); fi22=cos(q2).*qpp1+sin(q2).*qp1.*qp1; fi23=qpp1+qpp2; 
 

23 fi24=zeros(m,1); fi25=sin(q1+q2); fi26=zeros(m,1); fi27=qp2; 
 

24 fi28=zeros(m,1); fi29=sign(qp2); fi210=zeros(m,1); fi211=(1-abs(sign(qp2))); 
 

25 fi=[fi11, fi12, fi13, fi14, fi15, fi16, fi17, fi18, fi19, fi110, fi111 ; 
 

26 fi21, fi22, fi23, fi24, fi25, fi26, fi27, fi28, fi29, fi210, fi211]; 
 

27 theta=mincuadm(tau,fi,m,11,2); 
 

28 theta 
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⎣  ⎦  

θ6  
t
 

2
 

 

+     
θ4

 
[
 
1

 
−

 
cos(q1)

 
]
 
+

 
θ5

 
[
 
1

 
−

 
cos(q1

 
+

 
q2)

 
]
 

θ5 [ 1 −  cos(q1 +  q2)  ]        
+

 
⎣

 
θ7 0 q˙2

2
dt 

θ8  
t
 θ10  

t
0 q˙1 [ 1 − | signo (  q˙1| )  ]dt |q˙1|dt 

⎢  ⎥  ⎢  ⎥  

⎦  

˙ 

˙ ˙ ˙ 

 

 0  ˙ ˙ ˙t 

 ˙ ˙ 

˙ 
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7.6.2. Modelo de energ ı́a del robot de 2 gdl 
 

 
El modelo de energ ı́a de un robot de 2 gdl con condiciones iniciales cero est́a dado 
 
por la siguiente ecuací on: 
 
 
 
 

0 

 

t 

 
 

[ τ1 τ2 ] 

 

q1 

q2 
dt
 

=
 

 

 
2

 
q
1

 
q

1 
 
 
 

 

⎡

 

⎤

 

⎡

 

⎤  
0 

+

 

⎣

 

⎦

 

+

 

⎣

 

⎦  

θ

9

 0 |q2|

dt θ11

 
t
 q2 [ 

1 − | si

gno (  q

2| )  ]dt 

⎡  ⎤  

1 q1 ⎢  ⎥  q1 

 

T θ

1 +  2

θ2 co

s(q2)

 θ3 
+  θ2 
cos(q

2)  
 

θ

3 +  θ

2 cos

(q2) 

    

  θ3 

 
 
 
 

⎡  

⎢  

 
 
 
 
 

0 q1dt 
 

t 



τ1q˙1 +  τ2q˙2 ] dt −  [ ψ11  ψ12  ψ13  ψ14  ψ15  ψ16  ψ17  ψ18  ψ19  ψ110  ψ111 ] θ t 

´ ´ 

 
 

 
 
⎤  ⎥  

(7.16) 

 
El  modelo de energ ı́a del robot manipulador de 2 gdl no requiere de la medicí on de 
 
la acelerací on articular, y a demás se convierte en un modelo de regresí on escalar. 
 

 

♣♣♣ Ejemplo 7.12 

 
Llevar a cabo la identificací on param´etrica de un robot manipulador de 2 gdl 
 
empleando el modelo de regresí on de la energ ı́a. Emplear los valores num´ericos de 
 
los paŕ ametros del robot de 2 gdl indicados en la tabla 6.4. 
 
 

 
Soluci´on 

 
El  error de prediccí on del modelo de regresí on de la energ ı́a del robot antropom´orfico 
 
de 2 gdl se encuentra expresado de la siguiente manera: 

 

e(k) = [ 
R

0 ˆ  
 

y(k)  ψ(k)  
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ψ11 =   
1

 ̈
2
 

˙ ˙ ˙ 

˙ ˙ ˙ 

˙2 

˙ 

˙ 

˙ 

˙ ˙ 

˙ ˙ 

˜ 

ˆ  

´ ´ 
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siendo las componentes ψij del vector de regresí on: 
 

 
2 1 

ψ12 = cos(q2)q1(q1 +  q2)  

ψ13 = q2 [ 12 q2 +  q1 ] 

ψ14 = 1 −  cos(q1)  

ψ15 = 1 −  cos(q1 +  q2)  

ψ16 =  

 
 

ψ17 =  
 
 

ψ18 =  

 

0 

 
 

0 

t 
 
 

t 
 
 

t 

q1 dt 

 
 

q2 dt 
 
 

|q1|dt 
0 
 

ψ19 =  
t 
|q2|dt 

0 
 

ψ110 =  
t 

q1 [ 1 −  | signo (  q1| )  ]dt 
0 
 

ψ111 =  
t 

q2 [ 1 −  | signo (  q2| )  ]dt 
0 

 
El programa cap7 energiarobot2gdlsimu.m que se encuentra en el cuadro 7.17 
 
lleva a cabo la implementací on de identificací on param´etrica para el robot de 2 gdl. 
 
De manera an´aloga al anterior ejemplo se emplea el modelo din´amico del robot de 
 
2 gdl para obtener la solucí on num´erica (ĺ ınea 10) y el registro de la senal del par 
 
aplicado en la ĺ ınea 15. 

 
El conjunto de integrales del regresor de observaciones se encuentra implementado 
 
de la ĺ ınea 20 a la 28 a trav´es de la t́ ecnica de integrací on num´erica de Euler. Las 
 
componentes individuales ψij del regresor se forman en las ĺ ıneas 30-32, mientras que  
el regresor completo est́a declarado en la ĺ ınea 33. La funcí on de m ı́nimos cuadrados 
 
para la versí on escalar mincuad se emplea en la ĺ ınea 34. El  resultado del vector de 

paŕ ametros estimados θ est́a contenido en la tabla 7.2. 
 
Matlab Aplicado  a Robot ica  y Mecat ronica • Fernando Reyes  Cort´es Alfaomega 



´ ´ 
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C´odigo Fuente 7.17 cap7 energiarobot2gdlsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 
 

cap7 energiarobot2gdlsimu.m 
 
1 clc; clear all; close all; 
2 format short g 
3 global tau1 tau2 
4 ti=0; h=0.001; tf =  5; t=ti:h:tf ;  %vector tiempo 
5 ci=[0; 0; 0; 0]; %condiciones iniciales 
6 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3, ’InitialStep’,1e-3, ’MaxStep’,1e-3); 
7 %soluci´on num´erica del robot de 2 gdl 
8 disp(’Advertencia: la simulaci´on puede durar varios segundos......’) 
9 disp(’Espere por favor. . . . . . . . . . . . .  ’) 
10 [t,x]=ode45(’cap7 iderobot2gdl’,t,ci,opciones); 
11 q1=x(:,1); q2=x(:,2);%vector de posicí on 
12 qp1=x(:,3); qp2=x(:,4); %vector de velocidad 
13 [m n]=size(t); Int1=zeros(m,1); Int2=zeros(m,1); Int3=zeros(m,1); Int4=zeros(m,1); 
14 Int5=zeros(m,1); Int6=zeros(m,1); Int7=zeros(m,1); u1=zeros(m,1); u2=zeros(m,1); 
15 for  k=1:m %registro de la se~nal del par aplicado τ 
16 xp=cap7 iderobot2gdl(t(k),[x(k,1),x(k,2),x(k,3),  x(k,4)]); 
17 u1(k,1) =tau1; 
18 u2(k,1) =tau2; 

19 end 
20 for  k=2:m %integrales del regresor 
21 Int1(k,1)=Int1(k-1,1)+h*(qp1(k,1)*u1(k,1)+qp2(k,1)*u2(k,1)); 
22 Int2(k,1)=Int2(k-1,1)+h*qp1(k,1)*qp1(k,1); 
23 Int3(k,1)=Int3(k-1,1)+h*qp2(k,1)*qp2(k,1); 
24 Int4(k,1)=Int4(k-1,1)+h*abs(qp1(k,1)); 
25 Int5(k,1)=Int5(k-1,1)+h*abs(qp2(k,1)); 
26 Int6(k,1)=Int6(k-1,1)+h*qp1(k,1)*(1-abs(sign(qp1(k,1)))); 
27 Int7(k,1)=Int7(k-1,1)+h*qp2(k,1)*(1-abs(sign(qp2(k,1)))); 

28 end  
29 %regresor ψ 
30 fi11=(1/2)*qp1.*qp1 ; fi12=cos(q2).*qp1.*(qp1+qp2); fi13=qp2.*((1/2)*qp2+qp1); 
31 fi14=1-cos(q1); fi15=1-cos(q1+q2); fi16=Int2; fi17=Int3; 
32 fi18=Int4; fi19=Int5; fi110=Int6; fi111=Int7; 
33 fi=[fi11, fi12, fi13, fi14, fi15, fi16, fi17, fi18, fi19, fi110, fi111]; 
34 [r,theta] =mincuad(Int1,fi) ; 
35 theta 
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⎣  ⎦  

−2θ2 sen(q2)q˙2  −θ2 sen(q2)q˙2 
⎢  ⎥    q˙1 +   

1
 

q˙1
 

−θ2 sen(q2)q˙2       0 

+     
θ4

 
sen(q1)q˙1

 
+

 
θ5

 
sen(q1

 
+

 
q2)

 
[
 
q˙1

 
+

 
q˙2

 
]
 

θ5 sen(q1 +  q2)  [ q˙1 +  q˙2 ]        
+

 
⎣

 

θ8|q˙1| θ10q˙1 [ 1 − | signo (  q˙1| )  ] 
+  ⎣  ⎦  + ⎣  ⎦  

⎦  

˙ 

˙ 

 q˙ 

˙ q 

˙ ˙ 

˙2 

˙ 

˙ ˙ ˙ 
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7.6.3. Modelo de potencia del robot de 2 gdl 
 

 
El  modelo de potencia del robot de 2 gdl representa la derivada temporal del modelo 
 
de energ ı́a. La siguiente ecuací on describe el modelo de potencia: 
 
 
 

[ τ1 τ2 ] 

 

q1 

q2   
=

 

⎡

 ⎤  

q1 

⎢  ⎥

 ¨

1 

q1 ¨

1 
 
 
 

2

 q

1 q1 

 
 
 

 

⎡  

⎤

 

⎡  ⎤  

⎢  

⎥

 

⎢  ⎥  

 

T θ1 +  2θ2 cos(q2) θ3 + θ2 cos(q2)  
 

θ3 +  θ2 cos(q2)       θ3 
⎡  ⎤  

T 

⎣  ⎦  

 
 
 
 
 
 
 

 

⎡  

⎢  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

θ6q1 

 

θ7q2 

 
 
 
 
 
 
 

 

⎤  

⎥  

 
θ9|q2| θ11q2 [ 1 −  | signo (  q2| )  ] 

 
(7.17) 

 
El modelo de potencia del robot manipulador de 2 gdl requiere la medicí on de la 
 
acelerací on articular, y pertenece a la clase de modelos de regresí on escalar. 
 



´ ´ 

 

♣♣♣ Ejemplo 7.13 

 
Obtener el valor num´erico de los paŕ ametros de un robot de 2 gdl empleando el 
 
modelo de potencia. Utilice los paŕ ametros del robot de 2 gdl indicados en la tabla 
 
6.4. 
 
 
 
Soluci´on 

 
Para llevar a cabo la identificací on param´etrica del robot de 2 gdl usando el modelo 
 
de potencia es necesario obtener el modelo de regresí on. Con esta finalidad considere 
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⎢  
⎢  

⎢  
−[ ψ11  ψ12  ψ13  ψ14  ψ15  ψ16  ψ17  ψ18  ψ19  ψ110  ψ111 ] ⎢  

⎢  
⎢  

⎣  

⎥  
⎥  

⎥  
⎥  

⎥  
⎥  

⎦  

˙ 

˙ 

˙ q 

˙   ˙ ˙ ˙ q ˙ ˙ ˙ q q 

q ˙ ˙ ˙ q ˙ ˙ ˙ q 

˙ 

˙ ˙ 

˙2 

˙ 

˙ 

˙ 

˙ ˙ 

˙ ˙ 

˜ 
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´ ´ 
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el siguiente regresor:  

⎡  

 

θ1 

 

⎤  

 
 
 
 

e(k) = [ τ1 τ2 ] 
 

y(k)  

 
 
 

q1 

q2 

⎢  

⎢  

⎢  
⎢  
⎢  
⎢  
⎢  

θ2 
θ3 
θ4 
θ5 
θ6 
θ7 
θ8 
θ9 
θ10 

⎥  

⎥  

⎥  
⎥  
⎥  
⎥  
⎥  

θ11 

 

donde los elementos del regresor ψ est́ an dados como: 

 
ψ11 = q1 ̈ 1 

ψ12 = − sen(q2)q2q1 [ q1 +  q2 ] +  cos(q2) ¨1 [ q1 + q2 ] +  cos(q2)q1 [ ¨1 +  ¨2 ] 

ψ13 =  ¨2 [ 12 q2 +  q1 ] +  q2 [ 12 ̈ 2 +  q1 ] +  q2 [ 12 q2 +  ¨1 ] 

ψ14 =  sen(q1)q1 

ψ15 =  sen(q1 +  q2)  [ q1 +  q2 ] 

ψ16 = q1 

ψ17 = q2 

ψ18 = |q1| 

ψ19 = |q2| 
 
ψ110 = q1 [ 1 −  | signo (  q1 )  | ] 
 
ψ111 = q2 [ 1 −  | signo (  q2 )  | ] 
 

El programa cap7 potenciarobot2gdlsimu.m contiene el ćodigo para realizar la 
 
identificaci´on param´etrica de un robot de 2 gdl a trav´es del modelo de potencia 
 
(ver cuadro 7.18). En forma similar a los anteriores ejemplos, primero se realiza 
 
la integrací on num´erica sobre la din´amica del robot, con las variables de estado se 
 
obtiene el registro de acelerací on y senales con los pares aplicados a los servomotores 
 
(ĺ ıneas 18-24). Las componentes del vector de observaciones se indican en las ĺ ıneas 
 
25 a la 31. El regresor se forma en la ĺ ınea 32 y la funcí on de m ı́nimos cuadrados  
escalar se emplea en la ĺ ınea 33. El  vector de prediccí on θ se encuentra indicado en 
 
la tabla 7.2. 
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C´odigo Fuente 7.18 cap7 potenciarobot2gdlsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 
 

cap7 potenciarobot2gdlsimu.m 
 
1 clc; clear all; 
2 close all; 
3 format short g 
4 global tau1 tau2 
5 ti=0; h=0.001; tf =  5; 
6 t=ti:h:tf ;  %vector tiempo 
7 ci=[0; 0; 0; 0]; %condiciones iniciales 
8 opciones=odeset(’RelTol’, 1e-3, ’InitialStep’,1e-3, ’MaxStep’,1e-3); 
9 %soluci´on num´erica del robot de 2 gdl 
10 disp(’Advertencia: la simulaci´on puede durar varios segundos......’) 
11 disp(’Espere por favor. . . . . . . . . . . . .  ’) 
12 [t,x]=ode45(’cap7 iderobot2gdl’,t,ci,opciones); 
13 q1=x(:,1);  q2=x(:,2);%vector de posicí on 
14 qp1=x(:,3); qp2=x(:,4);%vector de velocidad 
15 [m n]=size(t); 
16 qpp1=zeros(m,1); qpp2=zeros(m,1);%vectores de aceleraci´on 
17 u1=zeros(m,1); u2=zeros(m,1); %vectores de pares aplicados 
18 for  k=1:m %registro de la aceleraci´on q y par aplicado τ 
19 xp=cap7 iderobot2gdl(t(k),[x(k,1),x(k,2),x(k,3),  x(k,4)]); 
20 qpp1(k,1)=xp(3,1);%informaci´on de aceleraci´on ¨1(t)  
21 qpp2(k,1)=xp(4,1);%informaci´on de aceleraci´on ¨2(t)  
22 u1(k,1) =tau1; %par aplicado τ1(t) 
23 u2(k,1) =tau2; %par aplicado τ2(t) 
24 end 
25 y=qp1.*u1+qp2.*u2; %regresor y  
26 %regresor ψ 
27 fi11=qp1.*qpp1; 
28 12=-sin(q2).*qp2.*qp1.*(qp1+qp2)+cos(q2).*qpp1.*(qp1+qp2)+cos(q2).*qp1.*(qpp1+qpp2); 
29 fi13=qpp2.*((1/2)*qp2+qp1)+qp2.*((1/2)*qpp2+qp1)+qp2.*((1/2)*qp2+qpp1);  
30 fi14=sin(q1).*qp1; fi15=sin(q1+q2).*(qp1+qp2); fi16=qp1.*qp1; fi17=qp2.*qp2; 
31 fi18=abs(qp1); fi19=abs(qp2); fi110=qp1.*(1-abs(sign(qp1))); fi111=qp2.*(1-abs(sign(qp2))); 
32 fi=[fi11, fi12, fi13, fi14, fi15, fi16, fi17, fi18, fi19, fi110, fi111]; 
33 [r,theta] =mincuad(y,fi); 
34 theta 
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7.6.4. An´alisis comparativo de resultados de regresi´on 
 

 
La tabla 7.2 muestra los resultados de identificaci´on param´etrica obtenidos a trav´es 
 
de los esquemas de regresí on din´amico, energ ı́a y potencia para el robot manipulador 
 
de 2 gdl en configurací on antropom´orfica. 

 
De acuerdo a los resultados, el modelo din´amico es el que mejor estimací on realiza, 
 
inclusive identifica de manera exacta los paŕ ametros de friccí on est´atica. Estos 
 
paŕ ametros son particularmente dif ı́ciles de estimar debido a que la trayectoria 
 
de excitací on persistente produce movimiento en todo momento y por lo tanto el  
feńomeno de fricci´on est´atica desaparece, es decir el t́ ermino [ 1 −  | signo (  qi )  | ] =  0 
 
cuando el robot est́a en movimiento (qi  > 0 o qi  < 0), entonces esta componente no  
mostrar´a variací on temporal de tal forma que el algoritmo de m ı́nimos cuadrados 
 
tendŕ a divergencia en estos par´ametros. Uno de los motivos por lo cual se obtiene 
 
convergencia param´etrica en los paŕ ametros de fricci´on est´atica es debido al fuerte 
 
acoplamiento de la din´amica no lineal que se ve reflejado en el regresor multivariable. 
 
En contraste con los m´etodos escalares este acoplamiento es más d´ebil. De ah ı́ que la 
 
deriva en dichos paŕ ametros es más pronunciada. El  método de la potencia tambí en 
 
 
Tabla 7.2 Resultados de identificaci´on param´etrica del robot de 2 gdl 
 

Par´ametro Valor real Din´amico Energ´ıa Potencia 
ˆ

1 2.351 2.351 2.358 2.353 
ˆ

2 0.0838 0.0838 0.0841 0.0843 
ˆ

3 0.1019 0.1019 0.1025 0.1017 
ˆ

4 38.466 38.466 38.461 38.412 
ˆ

5 1.827 1.827 1.8134 1.812 
ˆ

6 2.288 2.288 2.282 2.522 
ˆ

7 0.175 0.175 0.1616 0.140 
ˆ

8 7.17 7.17 7.1082 6.865 
ˆ

9 1.734 1.734 1.8289 1.761 
ˆ

10 8.8 8.8 10 10 
ˆ

11 1.87 1.87 11 11 

 
proporciona buena exactitud en los resultados de identificací on param´etrica, debido 
 
que no se realiza ning´un tipo de aproximací on de la acelerací on. No obstante, el 
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d̈ 1 ḋ 1 signo ( d˙1 ) 

⎣  τ2 ⎦ =  ⎣  0  θ2   0 ⎦  ⎣  d¨
2 ⎦  + ⎣  0  θ5  0 ⎦  ⎣  d˙2 ⎦  + ⎣  0  θ8  0 ⎦  ⎣   signo ( d˙2 ) ⎦  

⎡  ⎤  

+  ⎣   0  ⎦  

¨ ˙ ˙ 

´ ´ 
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requerir medir la acelerací on representa una desventaja pr´actica. Por otro lado, 
 
el método de regresí on de energ ı́a tiene pobre desempeno, realiza la identificací on 
 
con mayor margen de error. Note que los dos esquemas escalares divergen en los 
 
paŕ ametros de friccí on est´atica 

 
Otro aspecto importante que afecta la calidad en el proceso de identificaci´on pa- 
 
ram´etrica es la forma de disenar la senal de excitací on persistente. Preferentemente 
 
debe tener estructuras senoidales cuyas amplitudes no saturen a los servoamplifica- 
 
dores. 
 

 

7.7 Robot cartesiano de 3 gdl 
 

 
l modelo din´amico del robot manipulador en configurací on cartesiana de 3 gdl 

est́a formado por la matriz de masas, para gravitacional y feńomeno de fricci´on: 

⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  
τ1 θ1 0 0 θ4 0 0 θ7 0 0 

⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  
 
τ3 0   0  θ3 

θ10 
⎢  ⎥  

d3 0   0  θ6 d3 0   0  θ9 signo ( d3 ) 

 
0 
 

donde 
 

θ1 = m1 + m2 +  m3 

θ2 = m1 + m2 

θ3 = m3 

θ4 = b1 

θ5 = b2 

θ6 = b3, 

θ7 = fc1, 

θ8 = fc2, 

θ9 = fc3, 

θ10 = g (  m1 +  m2 +  m3 )  
 

Matlab Aplicado  a Robot ica  y Mecat ronica • Fernando Reyes  Cort´es Alfaomega 



⎡  ˆ   ⎤  

⎢  ˆ   ⎥  
⎢  ⎥  ⎢  θˆ3 ⎥  

⎢  ⎥  
⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎢  ˆ4 ⎥  

⎢  ⎥  
⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  

ˆ
5 ⎥  

⎢  θˆ6 ⎥  
⎢  ⎥  ⎢  θˆ   ⎥  

⎢  ⎥  ⎢  θˆ8 ⎥  
⎢  ˆ   ⎥  

θ 

ˆ 

¨ 

¨ 

¨ 

˙ 

˙ 

˙ 

˙ 

˙ 

˙ 

˜ 

´ ´ 
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7.7.1. Modelo de regresi´on din´amico del robot cartesiano 
 

 
El  modelo de regresí on para el robot cartesiano de 3 gdl tiene la siguiente estructura: 

θ1 

⎢  θ2 ⎥  

⎢  ⎥  

τ1 ψ11 ψ12 ψ13 ψ14 ψ15 ψ16 ψ17 ψ18 ψ19 ψ110 ⎢  ⎥  

⎣  τ2 ⎦  = ⎣  ψ21 ψ22 ψ23 ψ24 ψ25 ψ26 ψ27 ψ28 ψ29 ψ210 ⎦  ⎢  ⎥  

τ3 ψ31 ψ32 ψ33 ψ34 ψ35 ψ36 ψ37 ψ38 ψ39 ψ310 
⎢  7 ⎥  

y(k)  ψ(k)  
⎢  ⎥  
⎣  θ9 ⎦  
ˆ

10 

θ(k−1) 
 

donde las componentes del vector de regresí on ψij, i = 1, 2, 3 y j = 1, 2, · · ·  , 10 se 
 
encuentran dados por: 
 

ψ11 =  d1 ψ21 =  0 ψ31 =  0 

ψ12 =  0 ψ22 =  d2 ψ32 =  0 

ψ13 =  0 ψ23 =  0 ψ33 =  d3 

ψ14 =  d1 ψ24 =  0 ψ34 =  0 

ψ15 =  0 ψ25 =  d2 ψ35 =  0 

ψ16 =  0 ψ26 =  0 ψ36 =  d3 

ψ17 = signo (  d1 )  ψ27 =  0 ψ37 =  0 

ψ18 =  0 ψ28 = signo (  d2 )  ψ38 =  0 

ψ19 =  0 ψ29 =  0 ψ39 = signo (  d3 )  

ψ110 =  1 ψ210 =  0 ψ310 =  0 
 

En el modelo din´amico del robot cartesiano no se ha considera la friccí on est´atica, que 
 
particularmente es muy pequena para servomotores con tecnolog ı́a de transmisí on 
 
directa. Note que dicho modelo din´amico no tiene el feńomeno de fuerzas centr ı́petas 
 
y de Coriolis, esto se debe a que en esta configurací on śolo tiene articulaciones lineales 
 
o prism´aticas. 
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⎡  ˆ   ⎤  

⎢  ˆ   ⎥  
⎢  ⎥  ⎢  θˆ3 ⎥  
⎢  ⎥  

⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎢  ˆ4 ⎥  
⎢  θˆ   ⎥  

e(k)   =    ⎣  τ2 ⎦  −  ⎣  ψ21  ψ22  ψ23  ψ24  ψ25  ψ26  ψ27  ψ28  ψ29  ψ210 ⎦  ⎢  
⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  5 ⎥  

⎢  θˆ6 ⎥  
⎢  ⎥  ⎢  θˆ   ⎥  
⎢  ⎥  ⎢  θˆ8 ⎥  
⎢  ˆ   ⎥  

θ 

ˆ 

˜ 

˜ 

´ ´ 
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♣♣♣ Ejemplo 7.14 

 
Realizar identificací on param´etrica de un robot en configurací on cartesiana de 
 
3 gdl empleando el modelo din´amico. Utilice los paŕ ametros del robot de 3 gdl 
 
indicados en la tabla 6.6. 
 
 

 
Soluci´on 

 
El  error de prediccí on del modelo din´amico del robot cartesiano de 3 gdl est́a dado 
 
por: 
 

θ1 

⎢  θ2 ⎥  

⎢  ⎥  

τ1 ψ11 ψ12 ψ13 ψ14 ψ15 ψ16 ψ17 ψ18 ψ19 ψ110 ⎢  ⎥  

⎥  

τ3 ψ31 ψ32 ψ33 ψ34 ψ35 ψ36 ψ37 ψ38 ψ39 ψ310 
⎢  7 ⎥  

y(k)  ψ(k)  
⎢  ⎥  
⎣  θ9 ⎦  
ˆ

10 

θ(k−1) 

 
El cuadro 7.19 contiene el ćodigo MATLAB donde se ha implementado el modelo 
 
din´amico del robot cartesiano de 3 gdl (programa cap7 idecartesiano3gdl.m), 
 
el cual contiene el efecto inercial, feńomeno de friccí on viscosa y Coulomb, par 
 
gravitacional, y la senal de prueba o par aplicado a los servomotores (excitací on 
 
persistente). Los valores de los paŕ ametros del robot se han tomado de la tabla 6.6. 

 
El programa cap7 idecartesiano3gdlsimu.m permite llevar a cabo el proceso de 
 
identificaci´on param´etrica (ver cuadro 7.20). En la ĺ ınea 2 se declaran las variables 
 
globales para el registro de las senales del par aplicado. La integrací on num´erica del 
 
modelo din´amico del robot cartesiano de 3 gdl se realiza en la ĺ ınea 7. A trav´es de 
 
la solucí on num´erica se obtiene la acelerací on articular y pares aplicados (ĺ ınea 13). 
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Las componentes del vector de observaciones se realiza de la ĺ ınea 22 a la ĺ ınea 30; 
 
el regresor completo se obtiene en las ĺ ıneas 31-33. La funcí on m ı́nimos cuadrados 
 
multivariable se emplea en la ĺ ınea 34 para obtener el vector de paŕ ametros estimados  
θ cuyo resultado est́a indicado en la tabla 7.3. 
 
 

 
C´odigo Fuente 7.19 cap7 idecartesiano3gdl.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 
 

cap7 idecartesiano3gdl.m 
 
1 function xp = cap7 idecartesiano3gdl(t,x)  

 
2 global tau1 tau2 tau3 

 
3 d =  [x(1); x(2); x(3)]; %vector de posicí on articular 

 
4 dp =[x(4); x(5); x(6)]; %vector de velocidad articular 

 
5 m1=0.7; m2=0.28; m3=0.28; 

 
6 b1=0.02; b2=0.08; b3=.02; 

 
7 fc1=0.01; fc2=0.07; fc3=.02; g=9.81; 

 
8 theta1=m1+m2+m3; theta2=m1+m2; theta3=m3; 

 
9 theta4=b1; theta5=b2; theta6=b3; theta7=fc1; 

 
10 theta8=fc2; theta9=fc3; theta10=g*(m1+m2+m3); 

 
11 %modelo din´amico del robot 

 
12 M = [theta1, 0, 0; 0 theta2, 0; 0 0 theta3]; %matriz de inercia 

 
13 B=[ theta4, 0, 0; 0, theta5, 0; 0, 0, theta6]; %friccí on viscosa 

 
14 Fc=[theta7, 0, 0; 0, theta8, 0; 0, 0, theta9]; %friccí on de Coulomb 

 
15 par grav =  [theta10; 0; 0]; %vector de pares de gravitacionales 

 
16 fr= B*dp+Fc*sign(dp); %vector de friccí on 

 
17 tau1=12.36+ 0.05*sin(t); 

 
18 tau2=(1-exp(-0.5*t))*0.13*sin(t); 

 
19 tau3=0.06*sin(t); 

 
20 tau=[tau1; tau2; tau3]; 

 
21 dpp =  inv(M)*(tau- par grav-fr); %vector de acelerací on articular 

 
22 xp =  [dp(1); dp(2); dp(3); dpp(1); dpp(2); dpp(3)]; %vector de salida 

 
23 end 
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dpp1=zeros(m,1); dpp2=zeros(m,1); dpp3=zeros(m,1);%registro para d 

´ ´ 
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C´odigo Fuente 7.20 cap7 idecartesiano3gdlsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 
 

cap7 idecartesiano3gdlsimu.m 
 
1 clc; clear all; close all; format short g 
2 global tau1 tau2 tau3 
3 ti=0; h=0.001; tf =  5; t=ti:h:tf ;  %vector tiempo 
4 ci=[0; 0; 0; 0;0; 0]; %condiciones iniciales 
5 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’,1e-3,’MaxStep’,1e-3); 
6 %soluci´on num´erica del robot cartesiano de 3 gdl 
7 [t,x]=ode45(’cap7 idecartesiano3gdl’,t,ci,opciones); 
8 d1=x(:,1); d2=x(:,2); d3=x(:,3); %posiciones articulares 
9 dp1=x(:,4); dp2=x(:,5); dp3=x(:,6); %velocidades articulares 
10 [m n]=size(t); % dimensí on del vector tiempo 
11 ¨  

12 u1=zeros(m,1); u2=zeros(m,1); u3=zeros(m,1); %registros para pares aplicados τ 
13 for k=1:m 
14 xp=cap7 idecartesiano3gdl(t(k),[x(k,1),x(k,2),x(k,3),  x(k ,4),  x(k ,5),  x(k,6)]); 
15 dpp1(k,1)=xp(4,1); 
16 dpp2(k,1)=xp(5,1); 
17 dpp3(k,1)=xp(6,1); 
18 u1(k,1) =tau1; 
19 u2(k,1) =tau2; 
20 u3(k,1) =tau3; 

21 end 
22 tau=[u1; u2; u3]; %vector de pares aplicados 
23 fi11=dpp1; fi12=zeros(m,1); fi13=zeros(m,1); fi14=dp1; 
24 fi15=zeros(m,1); fi16=zeros(m,1); fi17=sign(dp1); 
25 fi18=zeros(m,1); fi19=zeros(m,1); fi110=ones(m,1); 
26 fi21=zeros(m,1); fi22=dpp2; fi23=zeros(m,1); fi24=zeros(m,1); fi25=dp2; 
27 fi26=zeros(m,1); fi27=zeros(m,1); fi28=sign(dp2); fi29=zeros(m,1); fi210=zeros(m,1); 
28 fi31=zeros(m,1); fi32=zeros(m,1); fi33=dpp3; 
29 fi34=zeros(m,1); fi35=zeros(m,1); fi36=dp3; 
30 fi37=zeros(m,1); fi38=zeros(m,1); fi39=sign(dp3); fi310=zeros(m,1) ; 
31 fi=[fi11, fi12, fi13, fi14, fi15, fi16, fi17, fi18, fi19, fi110; 
32 fi21, fi22, fi23, fi24, fi25, fi26, fi27, fi28, fi29, fi210; 
33 fi31, fi32, fi33, fi34, fi35, fi36, fi37, fi38, fi39, fi310]; 
34 theta=mincuadm(tau,fi,m,13,3); 
 
35 theta 
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 ˙d1 + τ2ḋ 2 + τ3ḋ 3 ]   =   

⎢
 ḋ 2 

⎥
   

⎢
 0 θ2   0 ⎦  ⎣  d2 ⎦  + ⎣  d2 ⎦    ⎣  0  θ5  0 ⎦  ⎣  d˙2 ⎦  + 

⎥  ⎢  ¨ ⎥  ⎢  ˙  ⎥    ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  

⎡    ˙   ⎤  

[ θ7  θ8  θ9 ] ⎣  |d2| ⎦  + θ10d
˙
1 

˙ ¨ ˙ ˙ 

˙ 

θ 
6 θ̂ 2  7 
6 θ̂    7 
6  ˆ   7 
6 θ4  7 
6 θ̂    7 

e(k)   =   [ τ1d˙1 +  τ2d˙2 +  τ3d˙3 ] −  [ ψ11  ψ12  ψ13  ψ14  ψ15  ψ16  ψ17  ψ18  ψ19  ψ110 ] 6  ˆ   7 
6 θ6  7 
6 θ̂    7 
6  ˆ   7 
6 θ8  7 
4 θ̂ 9  5 
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7.7.2. Modelo de potencia del robot cartesiano de 3 gdl 
 

 
El  modelo din´amico de potencia del robot manipulador cartesiano de 3 gdl est́a dado 
 
por:  
 
 

[ τ1 

⎡  ⎤ T ⎡  

⎤  ⎡  ⎤

 ⎡  ⎤ T

 ⎡  ⎤  ⎡  

⎤  
 

⎣  ⎦  ⎣  

θ1  0  0 θ4  0  0 

 
d3 0 0 θ3 d3  

|d1| 
⎢  ˙ ⎥  

d3 0  0  θ6 d3 

 
|d3| 
 

el modelo de potencia del robot cartesiano de 3 gdl pertenece al tipo de regresores 
 
escalares. 

 

♣♣♣ Ejemplo 7.15 

 
Realizar el procedimiento de identificací on param´etrica de un robot cartesiano de 
 
3 gdl empleando el modelo de potencia. Utilice los paŕ ametros del robot de 3 gdl 
 
indicados en la tabla 6.6. 
 

 
Soluci´on 

 
El  error de prediccí on del regresor lineal del modelo de potencia del robot cartesiano 
 
de 3 gdl est́a dado por: 
 

2 ˆ1 3 
 
6 7 
6 3 7 

6 7 
6 5 7 

6 7 
6 7 7 

6 7 

 



θ̂ 10 

ˆ 

´ ´ 

| {z } 
θ(k−1) 
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donde los componentes del regresor est́ an compuestas por: 
 

ψ11 = d1d1 

ψ12 = d2d2 

ψ13 = d3d3 

ψ14 = d
2
 

ψ15 = d22 

ψ16 = d23 

ψ17 = |d1| 

ψ18 = |d2| 

ψ19 = |d3| 

ψ110 = d1 
 

El  programa cap7 potenciacartesiano3gdlsimu.m muestra el ćodigo para realizar 
 
la identificací on param´etrica de un robot cartesiano de 3 gdl empleando su modelo 
 
de potencia (ver cuadro 7.21). De la ĺ ınea 15 a 22 se forman las componentes del 
 
regresor o vector de observaciones. De tal forma que dicho regresor est́a definido en 
 
la ĺ ınea 23. La funcí on de m ı́nimos cuadrados versí on escalar se emplea para obtener  
el vector de paŕ ametros estimados θ (ĺ ınea 24). En la ĺ ınea 26 se grafica la variací on 

temporal que tienen las componentes del vectore θ (ver figura 7.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figura 7.1 Comportamiento de los componentes ˆ i . 
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C´odigo Fuente 7.21 cap7 potenciacartesiano3gdlsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 

 
cap7 potenciacartesiano3gdlsimu.m 
 
1 clc; clear all; close all; format short g 

 
2 global tau1 tau2 tau3 

 
3 ti=0; h=0.001; tf =  5; t=ti:h:tf; %vector tiempo 

 
4 ci=[0; 0; 0; 0;0; 0]’; 

 
opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’,1e-3,’MaxStep’,1e-3); 
 

5 %solucí on num´erica de la din´amica del robot cartesiano de 3 gdl 
 

6 [t,x]=ode45(’cap7 idecartesiano3gdl’,t,ci,opciones); 
 

7 d1=x(:,1); d2=x(:,2); d3=x(:,3); dp1=x(:,4); dp2=x(:,5); dp3=x(:,6); 
 

8 [m n]=size(t); dpp1=zeros(m,1); dpp2=zeros(m,1); dpp3=zeros(m,1); 
 

9 u1=zeros(m,1); u2=zeros(m,1); u3=zeros(m,1); 
 

10 for k=1:m 
 

11 xp=cap7 idecartesiano3gdl(t(k),[x(k,1),x(k,2),x(k,3), x(k,4), x(k,5), x(k,6)]); 
 

12 dpp1(k,1)=xp(4,1); dpp2(k,1)=xp(5,1); dpp3(k,1)=xp(6,1); 
 

13 u1(k,1) =tau1; u2(k,1) =tau2; u3(k,1) =tau3; 
 

14 end 
 

15 y=dp1.*u1+dp2.*u2+dp3.*u3 ; 
 

16 fi11=dp1.*dpp1; 
 

17 fi12=dp2.*dpp2; 
 

18 fi13=dp3.*dpp3; 
 

19 fi14=dp1.*dp1; 
 

20 fi15=dp2.*dp2; 
 

21 fi16=dp3.*dp3; 
 

22 fi17=abs(dp1); fi18=abs(dp2); fi19=abs(dp3); fi110=dp1; 
 

23 fi=[fi11, fi12, fi13, fi14, fi15, fi16, fi17, fi18, fi19, fi110]; 
 

24 [r,theta] =mincuad(y,fi); 

25 theta %vector estimado θ 
 

26 plot(t,r) %grafica la variací on temporal de los componentes del vector θ 
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7.7.3. An´alisis comparativo de identificaci´on 
 

 
Los resultados de identificací on param´etrica del robot cartesiano de 3 gdl de los 
 
modelos de regresí on din´amico y potencia se encuentran contenidos en la tabla 7.3. 
 
Para prop´ositos de comparací on se proporcionan los valores reales de cada uno de 

los componentes del vector θ. 

 
El modelo de regresí on din´amico tiene una identificací on exacta de los diez 
 
par´ametros, este modelo de regresí on es multivariable ya que toma como parte del 
 
regresor las senales de pares τ1, τ2, τ3, la matriz de regresí on con las observaciones 

de posicí on, velocidad y acelerací on tiene dimensí on: ψ ∈  IR
3×10. 

 
Por otro lado, el modelo de regresí on de la potencia resulta un esquema escalar, en 
 
este caso las senales del par no forman parte del vector de mediciones de la entrada 
 
del robot, más bien, forman parte de la potencia de entrada al robot en forma escalar 
 
q1τ1 +  q2τ2 + q3τ3; se incorpora un vector de observaciones en lugar de la matriz de 

mediciones. Dicho vector de observaciones tiene dimensí on: ψ ∈  IR
10×1. El  esquema 

 
escalar es mucho más atractivo que la versí on vectorial o multivariable debido a que 
 
su implementací on es mucho más f´acil. 

 
Tabla 7.3 Par´ametros identificados del robot cartesiano de 3 gdl 

Par´ametro Valor real Din´amico Potencia 
ˆ

1 1.26 1.26 1.26 
ˆ

2 0.98 0.98 0.98 
ˆ

3 0.28 0.28 0.28 
ˆ

4 0.02 0.02 0.02 
ˆ

5 0.08 0.08 0.08 
ˆ

6 0.02 0.02 0.02 
ˆ

7 0.01 0.01 0.01 
ˆ

8 0.07 0.07 0.07 
ˆ

9 0.02 0.02 0.02 
ˆ

10 12.361 12.361 12.361 

 
Ambos esquemas de regresí on din´amico (multivaribale) y potencia (escalar) 
 
requieren la medicí on de la acelerací on, lo que representa una desventaja cuando 
 
el robot no dispone de los sensores adecuados para medir esa senal. 
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7.8 Resumen 
 
 

l método de m ı́nimos cuadrados es una t́ ecnica de identificací on param´etrica 

que permite obtener el valor num´erico de los paŕ ametros del sistema empleando 

mediciones experimentales de posiciones y velocidades articulares. 

 
La naturaleza del modelo matem´atico a identificar puede ser diversa, por ejemplo: 
 
din´amico (lineal y no-lineal), est´atico, continuo o discreto. Sin embargo, una 
 
condicí on necesaria del método de m ı́nimos cuadrados es que el modelo matem´atico 
 
del sistema puede ser expresado como un regresor lineal de los paŕ ametros a 
 
identificar, es decir como el producto de una matriz de observaciones y un vector 
 
columna de paŕ ametros desconocidos; esta estructura genera un regresor vectorial 
 
o multivariable. Ejemplos de esta categoŕ ıa son los modelos din´amico y din´amico 
 
filtrado de robots manipuladores. 

 
Cuando el regresor lineal se puede expresar como el producto de un vector 
 
transpuesto de observaciones y un vector columna de paŕ ametros desconocidos, 
 
entonces el regresor lineal se denomina escalar. Los modelos de regresí on de la 
 
energ ı́a, potencia y potencia filtrada son ejemplos del regresor lineal escalar. 

 
Se han desarrollado dos librer´ıas en ćodigo fuente MATLAB para resolver el 
 
problema de identificací on param´etrica: 
 
 

[r, ˆ ] =mincuad(y,fi)  
 
 

θ =mincuadm(y,fi,Nob,p,n)  

 
Estas funciones permiten obtener la identificaci´on param´etrica de sistemas 
 
mecatr´onicos y robots manipuladores reales. La calidad de estimací on param´etrica 
 
est́a en funcí on del tipo de senal aplicada (excitací on persistente), la exactitud de 
 
aproximar las senales de velocidad y acelerací on y en la medida de lo posible no 
 
incluir en la matriz o vector de observaciones funciones discontinuas. 
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Parte I I I  Referencias selectas 
 

 
entro de la extensa literatura sobre din´amica de sistemas mec´anicos, se 

recomiendan ampliamente los siguientes textos para que el lector pueda 

profundizar en din´amica de sistemas mecatr´onicos y robots manipuladores. 
 
 

 
Dare A. Wells. “Lagrangian dynamics”.  Schaum’s outlines 1967. 
 
 

Leonard Meirovitch. “Methods of analytical dynamics”.  McGraw- 

Hill. 1970. 
 
 

A. P. French. “Mec´anica newtoniana”. Editorial Revert´e, S. A. 

1978. 
 
 

Wolfram Stadler. “Analytical robotics and mechatronics”.  

McGraw Hill International Editions. 1995. 
 
 

Donald T.  Greenwood. “Classical dynamics”.  Dover Publications 

Inc. 1997. 
 
 

Jerry B.  Marion. “Din´amica cĺ asica de las part´ıculas y sistemas”.  

Editorial Revert´e, S. A. 2000. 
 
 

H. Goldstein. “Mec´anica cĺ asica”.  Editorial Revert´e, S. A. 2000. 

 
 

G. C. Goodwin & K. S. Sin. “Adaptive filtering prediction and 

control ”.  Prentice-Hall, NY. 1984. 
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M. Gautier & W. Khalil. “On the identification of the inertial 

parameters of robot ”. Proceedings of the 27th Conference on 

Decision and Control. Austin, Texas, pp. 2264–2269. 1988. 
 
 

C. Canudas and A. Aubin. “Parameters identification of robot 

manipulators via sequential hybrid estimation algorithms ”.  Proc. 

IFAC’90 Congress, Tallin, pp. 178–183, (1990). 
 
 

M. Pr¨ufer, C. Schmidt & F. Wahl. “ Identification of robot 

dynamics with differential and integral models: a comparison 

”. Proceedings IEEE International Conference on Robotics and 

Automation. San Diego, California, Vol 1, pp. 340–345. 1994. 
 
 

F.  Reyes F.  & R. Kelly. “A  direct drive robot for control research”.  

Proc. IASTED  International Conference, Applications of Control 

and Robotics. Orlando, FL.  pp. 181–184. 1996. 
 
 

F. Reyes & R. Kelly. “Experimental evaluation of identification 

schemes on a direct drive robot ”.  Robotica. Cambridge University 

Press. 15, pp. 563-571. 1997. 
 
 

F. Reyes F. & R. Kelly. “On parameter identification of robot 

manipulators ”. Proceedings of the 1997 IEEE International 

Conference on Robotics and Automation. Albuquerque, New 

Mexico. April. pp. 1910-1915. 1997. 
 
 

F. Reyes, & E . Lopez. “A new hamiltonian-based identification 

scheme for robot manipulators ”.  Proceedings of the 5th WSEAS- 

IMMCCAS. Cancun, Mexico, May 11-14. pp. 126-131. 2005. 
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Parte I I I  Problemas propuestos 

 

E 

n esta seccí on se presenta una serie de ejercicios con la finalidad de que el lector 

mejore sus conocimientos sobre din´amica e identificací on param´etrica. 

 
Cap´ıtulo 6 Din´amica 
 

 
6.1 Considere la siguiente funcí on de transferencia 

 
y 

s
2
 + 2ρwn + wn 

donde y ∈  IR es la salida del sistema, u ∈  IR es la entrada , ρ ∈  IR+  es el factor 

de amortiguamiento, wn ∈  IR+ es la frecuencia natural de resonancia: 
 

(a) Obtener el modelo din´amico. 

(b) Realizar la conversí on a variables de estado fase. 

(c) Escribir un programa en MATLAB para simular el sistema con los 

siguientes valores: 

wn =  1, ρ = 0.1, c = 1. 

wn =  1, ρ = 0.9, c = 1. 

wn =  1, ρ = 1.5, c = 1. 

 
6.2 Considere el sistema masa resorte amortiguador, en referencia a los programas 
 

6.1 y 6.2 (modo oscilador), modifique el valor de la entrada de la fuerza a cero 

Newtons, además considere condiciones iniciales diferentes a cero. 

Realizar la simulací on del sistema masa resorte amortiguador y analizar: 

 

(a) La respuesta del sistema (posicí on y velocidad). 

(b) Explicar el comportamiento del sistema. 

 

Fundamente sus respuestas. 
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6.3 Modificar los programas 6.9 y 6.10 para simular el p´endulo robot usando la 
 

siguiente entrada: 
 

τ = 5 sen(t) +  0.33 cos(t +  0.1random(’Normal’,t,t)) 
 

Obtener: 

 

(a) Filtrado de la posicí on q1(t). 

(b) Estimaci´on de la velocidad. 

 
6.4 Implementar un control tipo proporcional derivativo 
 

τ1 0  

0   kp2 

˜1 kv1  0 

0   kv2 

q1 

 
para posicionar al robot antropom´orfico de 2 gdl en las siguientes 

configuraciones: 
 

(a) [ qd1, qd2 ]
T
 =  [ 45, 90 ]

T
 grados. 

(b) [ qd1, qd2 ]
T
 =  [ 180, 0 ]

T
 grados. 

 
¿Qu´e método de sinton ı́a en las ganancias proporcional derivativa puede 

proponer? 

 
6.5 Implementar un control tipo proporcional derivativo saturado dado por  

⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  
τ1 kp1 0 0 tanh(˜1) kv1 0 0 tanh(q1)  

⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  
 
τ3 0   0   kp3 tanh(˜3) 0   0   kv3 tanh(q3)  

 
para controlar las posiciones articulares de la base, hombro y codo del robot 

antropom´orfico de 3 gdl en las siguientes configuraciones: 
 

(a) [ qd1, qd2, qd3 ]
T
 =  [ 45, 90, 90]T grados. 

(b) [ qd1, qd2, qd3 ]
T
 = [ 45, 180, 0]T grados. 

 
¿Qu´e método de sinton ı́a en las ganancias proporcional derivativa puede 

proponer, para el robot de 3 gdl? 
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⎣  τ2 ⎦    =   ⎣   0   kp2   0  ⎦  ⎣   atan (q˜2) ⎦  − ⎣   0  kv2   0  ⎦  ⎣   atan (q˙2) ⎦  + g(q) 

q ˙ 

q ˙ 

˙ 

˙ 

˙ 

x2    
=

 −3  −4 x2  
+

   2   
sen(t)

 

⎣  x˙  2 ⎦    =    ⎣  −1  −2 −2 ⎦  ⎣  x2 ⎦  +  ⎣  2 ⎦   sen(t)  

⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  

⎣  x˙  3 ⎦  ⎣   2.22 4.56 8.23 6.7 ⎦  ⎣  x3 ⎦  ⎣  ⎦  

˙ 

˙ 

˙ 

˙ 

˙ 

˙ 

´ ´ 
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6.6 Realizar un programa en MATLAB para controlar al robot cartesiano de 3 
 

gdl usando un control proporcional derivativo tipo saturado 
⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  
τ1 kp1 0 0 atan (˜1) kv1 0 0 atan (q1) 

⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  
 
τ3 0 0   kp3 atan (˜3) 0 0   kv3 atan (q3) 

 
en las siguientes configuraciones: 

(a) [ dd1, dd2, dd3 ]
T
 =  [ 0.5, 0.3, .65]T m. 

(b) [ dd1, dd2, dd3 ]
T
 =  [ 0.8, 0.2, 0.34 ]

T
 m. 

¿Qu´e método de sinton ı́a en las ganancias proporcional derivativa puede 

proponer, para el robot cartesiano? 
 
 

Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica 

 

 
7.1 Sean los siguientes sistemas din´amicos escalares: 
 

x  = −3x  +  8 sen(x)  +  8.98x
3
 

y = 6.66y + 5.61e
−|y| +  1.23 senh(y)  

z = 2.345z
3
 +  6.1234z

4
 −  2.31z

5
 

Para cada uno de los sistemas propuestos implementar un esquema de 

identificaci´on param´etrica para obtener el valor de sus respectivos par´ametros. 

Tome un intervalo para y ∈  [−10, 10]. 
 

7.2 Sean los siguientes sistemas multivariables: 
 

x1 0 1 x1 0 
 

⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ⎤  
x1 0 1 1 x1 4 

⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  

x3 1 4 −6 x3 9 

x1 0.01 3.1 4.1 0.9 x1 3.2 sen(t)  
⎢  x2 ⎥  ⎢  2.2 1.11 −8.1 7.09 ⎥  ⎢  x2 ⎥  ⎢  2.1 sen(t)  cos(t)  ⎥  
⎢  ⎥  = ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  +  ⎢  ⎥  

0.56t 

x4 −0.09 2.33 1.21 4.55 x4 sen3(t)  
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0.33t
3
 +  0.24 sen(t) +  cos(t)  +  0.35t

2
 − 4.56 senh(t)  

⎢   0.33t
1
 +  0.48 sen3(t)  + 0.66 cos(t)  +  0.70t

2
 +  0.33 cos(t)   ⎥  ⎢  y2 ⎥  

⎢  y3 ⎥    =  ⎢   0.66t
4
 +  0.24 sen4(t)  +  0.99 cos(t)  +  0.35t

2
 − 0.66 tan(t)   ⎥  

⎢  ⎥  ⎢  ⎥  
⎣  y4 ⎦  ⎣  0.99t  +  0.72 sen (t) +  0.48 cos(t) +  0.24t  + 0.33 atan (t)  ⎦  

ˆ  ˜ 

para obtener la acelerací on q¨1 por el método de Euler: q¨1 ≈ 
1
 

h      y 
q˙1 ≈   

q1(k)−q1(k−1)

h 

˙ ˙ 

q 

q 
˙
 

q˙
 ˙ 

q
 

´ ´ 
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para un intervalo de t ∈  [0, 5]. 
 

7.3 Considere el siguiente modelo matem´atico: 
⎡  ⎤  ⎡  ⎤  

y1 
⎢  ⎥  ⎢  ⎥  
⎢  ⎥  ⎢  ⎥  
⎢  ⎥  ⎢  ⎥  

5 5 2 
 

y5 0.33t
3
 + 0.24 sen(t) +  cos(t)  +  0.48t

2
 −  0.24 sen(t)  

 
Seleccione un vector de paŕ ametros θ conveniente y disene un esquema de 

regresí on para llevar a cabo el proceso de identificací on param´etrica para un 

intervalo de t ∈  [0, 5]. 
 

7.4 Considere los esquemas de regresí on modelo din´amico filtrado y potencia 
 

filtrada del p´endulo 
 
(a) En el regresor del modelo din´amico filtrado sustituir la t́ ecnica de filtrado 

q (k)−q1(k−1) 

. Llevar a cabo el proceso de identificací on param´etrica 

y comparar los resultados con el método de filtrado. 

(b) En el regresor del modelo de potencia filtrada sustituir la t́ ecnica 

de filtrado para obtener la acelerací on ¨1 por el método de Euler: 

¨1 ≈  
q1(k)−

h

1(k−1)

 y q1 ≈  
q1(k)−

h

1(k−1)

 . Llevar a cabo el proceso de 
identificaci´on param´etrica y comparar los resultados con el método de 

filtrado. 

 
7.5 Considere un brazo robot antropom´orfico de 2 gdl: 
 

(a) Implementar el esquema de regresí on lineal del modelo din´amico filtrado. 

(b) Implementar el esquema de regresí on lineal del modelo de la potencia 

filtrada. 

 
7.6 Considere un robot manipulador en configurací on cartesiana de 3 gdl: 
 

(a) Implementar el esquema de regresí on lineal din´amico filtrado. 

(b) Implementar el esquema de regresí on lineal del modelo de energ ı́a. 

(c) Implementar el esquema de regresí on lineal del modelo de la potencia 

filtrada. 
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Control 
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˜ 

 
 
 
 

 
Control de robots manipuladores es un tema vigente en la actualidad y de inteŕ es 
 
para la comunidad cient´ıfica. El diseno de sistemas de control en aplicaciones 
 
industriales representa no śolo un reto te´orico, tambí en resuelve sustancialmente 
 
problemas pr´acticos para mejorar deficiencias de algoritmos de control tradicionales. 
 
La Parte IV est́a dedicada a presentar aplicaciones de la metodolog ı́a de 
 
moldeo de energ ı́a la cual hoy en d́ ıa representa una t́ ecnica moderna de diseno 
 
de algoritmos de control para robots manipuladores. 

 
La Parte IV se compone del Cap´ıtulo 8 Control 
 

 

Cap ı́tulo 8 Control de posicí on contiene aplicaciones 
de algoritmos de control disenados directamente por la t́ ecnica de moldeo de 

energ ı́a, y además presenta una explicací on cualitativa de esquemas cĺ asicos 

como lo son el control proporcional derivativo (PD)  y el control proporcional 

integral derivativo (PID); tambí en se incluye nuevas estrategias de control 

como el control tangente hiperb´olico y arcto tangente. 
 

 
La Parte IV  finaliza con: 

 

Referencias selectas 

 

Problemas propuestos 



C
a
p
´ı
tu
lo

 

˜ ˙ 

 
 
 

 

8 

Control de 

posicí on 

 
 

 

τ = ∇ Ua(Kp, q) − f v(Kv, q)  +  g(q)  
 
 
 
 
 

 
8.1 Introducci´on 

8.2 Control proporcional derivativo (PD)  

8.3 Control proporcional integral derivativo (PID)  

8.4 Control punto a punto 

8.5 Resumen 



 
 
 

Objetivos 

 
 

Presentar aplicaciones de la t́ ecnica de moldeo de energ ı́a de robots 

manipuladores. 
 
 

Objetivos particulares: 
 

Control proporcional derivativo. 
 

Control proporcional integral derivativo. 
 

Control tangente hiperb´olico. 
 

Control arcotangente. 
 

Control punto a punto.



C  
˜ 

˜ 

˜ 

˜ 

˜ ˜ 

˜ 

˙ 
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8.1 Introducci´on 
 

 
ontrol de robots manipuladores es un tema de control autom´atico vigente 

y de gran inteŕ es para la comunidad cient ı́fica de rob´otica debido a los retos 

te´oricos y pŕ acticos que involucra el diseno de nuevas estrategias de control con alto 
 
desempeno y exactitud en aplicaciones industriales tales como estibado de cajas, 
 
ensamble, traslado, pintado de objetos, etc. El  diseno de nuevos esquemas de control 
 
implica mejorar sustancialmente el desempeno de algoritmos de control tradicionales. 

 
El problema más simple de control de robots manipuladores se denomina control 
 
de posicí on o regulací on el cual se refiere a ubicar o posicionar al extremo final del 
 
robot en un punto constante en el tiempo al que se le denomina posicí on deseada o 
 
set point. El  objetivo de control es posicionar al extremo final del robot en el punto 
 
deseado y que permanezca ah ı́ de manera indefinida. 
 
 

El problema de control de posicí on o regulací on consiste en mover el 
 
extremo final del robot manipulador hacia una posicí on deseada constante qd; 

independientemente de su posicí on inicial q(0). Los puntos intermedios entre la 
 
posicí on inicial y la referencia deseada no son controlados como tal, forman parte 
 
de la etapa transitoria de la respuesta del robot incluido en la senal de error q(t)  
 
definida como la diferencia entre la posicí on deseada y la posicí on actual del robot 
 
q(t)  =  qd −  q(t). El  punto final qd es la posicí on clave donde se realiza el control. 

 
El objetivo del problema de control de posicí on est́a determinado por encontrar  
una ley de control τ que proporcione los pares aplicados a las articulaciones o 

servomotores del robot, de tal forma que la posicí on actual del robot q(t) y la 

velocidad articular de movimiento q(t) tiendan asint´oticamente hacia la posicí on 

deseada qd y velocidad cero, respectivamente, sin importar las condiciones iniciales. 

Es decir,  
 
 

ĺ ım 
t→∞ 

 
 

q(t)  

 
 
 

0                          
(8.1)
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El  objetivo de control se cumple cuando: 
 

ĺ ım 
t→∞ 

q(t)  

q(t) 
=

 

0 

0 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 8.1 Control de posicí on 
 

N´otese que en la figura 8.1 el robot se encuentra en su punto de equilibrio, lo que 
 
significa que el objetivo de control (8.1) se cumplí o sin depender de las condiciones 
 
iniciales, entonces la posicí on deseada se alcanza, por lo que la posicí on del extremo  
final del robot permanece constante (q(t) = qd) y por lo tanto la velocidad de 
movimiento es cero (q = 0). 

 
Evidentemente, para prop´ositos industriales, una vez que el extremo final del robot 
 
ha alcanzado el punto deseado, en el siguiente periodo de muestreo el punto 
 
deseado cambiar´a su valor, entonces el robot se moveŕa hacia al siguiente punto; 
 
el anterior punto deseado representa la condicí on inicial y el extremo final del robot 
 
se estaŕ a posicionando en la siguiente coordenada; as ı́ sucesivamente el robot sigue 
 
una curva compuesta de puntos cercanos entre s ı́. Esta forma de controlar a un robot 
 
se denomina control punto a punto. Para realizar esta aplicací on es necesario que 
 
el esquema de control forme parte de la ecuací on en lazo cerrado y que genere un 
 
punto de equilibrio asint´oticamente estable, ya que no dependeŕ ıa de las condiciones 
 
iniciales. Es importante aclarar que en control punto a punto no se controla la 
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velocidad de movimiento como en el caso de control de trayectoria, donde el error 
 
de posicí on y error de velocidad son controlados simult´aneamente. La gran mayoŕ ıa 
 
de las aplicaciones actuales de la industria son realizadas a trav´es de control punto 
 
a punto como en los casos de traslado y pintado de objetos, estibado y pintura de 
 
carrocer´ıas, etc´etera. 

 
El  desempeno de un algoritmo de control se refiere a realizar de manera correcta y 
 
exacta la tarea programada al robot, lo que lo habilita a llevar a cabo diversas 
 
aplicaciones de control punto a punto. Por lo tanto, el espectro de aplicaciones 
 
comerciales, dom´esticas, cient´ıficas e industriales se incrementa. 

 
A continuací on se describen los algoritmos tradicionales de control de robots 
 
manipuladores como lo son el esquema proporcional derivativo (PD) y el 
 
regulador proporcional integral derivativo (PID).  Posteriormente se presentan nuevas 
 
estrategias de control usando la t́ ecnica de moldeo de energ ı́a. 
 

 

8.2 Control proporcional-derivativo (PD)  
 

 
l algoritmo de control proporcional-derivativo (PD) es el esquema de 

controlador más simple y más popular que se puede usar en robots 

manipuladores. En 1981, Takegaki y Arimoto demostraron que la ecuací on en 
 
lazo cerrado del modelo din´amico del robot manipulador y el control proporcional 
 
derivativo tiene un punto de equilibrio global y asint´oticamente estable. 

 
El control proporcional derivativo más compensací on de gravedad (PD) est́a dado 
 
por la siguiente ecuací on: 
 

τ = Kpq −  Kvq +  g(q)  (8.2) 
 

donde q ∈  IRn es el vector de error de posicí on que se define como la diferencia entre 

la posicí on deseada qd ∈  IR
n
 y la posicí on actual del robot q ∈  IR

n; Kp ∈  IR
n×n

 es 
una matriz definida positiva, Kv ∈  IR

n×n
 es la ganancia derivativa la cual es una 

 
matriz definida positiva. 

 
La ecuací on en lazo cerrado en variables de estado que definen el problema de control 
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de posicí on es:  

d q 

dt q 

 
 

M  (q)
−1

 [ Kpq −  Kvq −  C(q, q)q ]        
(8.3)

 

 
la cual es una ecuací on diferencial aut́ onoma. 

 
El diagrama a bloques del control proporcional derivativo con compensací on de 
 
gravedad se muestra en la figura 8.2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 8.2 Diagrama a bloques del control PD. 
 

 
La posicí on articular del robot q se retroalimenta para generar la senal de 

error de posicí on q = qd − q. La velocidad de movimiento q se emplea para 
inyeccí on de amortiguamiento. Obś ervese que el signo menos de la accí on de control 
 
derivativa sirve para contrarrestar la energ ı́a al control proporcional. El t́ ermino  
de compensací on de gravedad g(q)  es una componente esencial para la unicidad del 
 
punto de equilibrio. Sin embargo, esta condicí on no es suficiente, tambí en se requiere 
 
que las ganancias proporcional y derivativa sean matrices definidas positivas. 

 

Desde el punto de vista pr´actico el t́ ermino g(q) se requiere en la implementací on 
 
del control PD, y se debe conocer como parte de la din´amica parcial del robot si el 
 
movimiento es en un plano vertical o en general en su espacio tridimensional. Para 
 
el caso en que el movimiento sea en un plano horizontal, la energ ı́a potencial es 
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constante y el gradiente de la energ ı́a potencial o par gravitacional g(q)  = 
∂U

 q es 
cero. 
 

 
8.2.1. Control PD  de un p´endulo 
 

 
La forma inmediata de entender el funcionamiento cualitativo del control PD es a 
 
trav´es del p´endulo. 

 
El  modelo din´amico de un p´endulo est́a dado por: 

 

τ1 = [ Ir1 +  m1l
2
1 ] ¨1 +  bq1 +  m1glc1 sen(q1)  

 
mientras que el control proporcional derivativo es: 
 

τ1 = kp1 ˜1 −  kv1q1 + m1glc1 sen(q1)  

 
donde el t́ ermino kp1 ˜1 corresponde al regulador proporcional; siendo el error de  
posicí on ˜1 definido como la diferencia entre la posicí on deseada qd1 y la posicí on  
actual del p´endulo q1(t). El nombre del esquema proporcional se debe al producto 
 
de la ganancia kp1 y el error de posicí on ˜1. 

 
Por otro lado, el t́ ermino −kv1q1 se denomina accí on de control derivativo y no 
 
debe ser confundido con un esquema de control; este t́ ermino se incluye con la 
 
finalidad de mejorar la respuesta del control proporcional a trav´es de la inyeccí on de 
 
amortiguamiento que se logra restando al control proporcional el producto entre la 
 
ganancia derivativa kv1 y la velocidad articular q1. En t́ erminos pr´acticos el efecto  
de amortiguamiento significa freno mećanico para dosificar la energ ı́a aplicada al 
 
servomotor τ1 y de esta forma lograr que la respuesta transitoria del p´endulo no 
 
tenga sobre impulsos y entre de manera suave al ŕ egimen estacionario. 

 
Por lo tanto, la ecuací on en lazo cerrado est́a determinada de la siguiente forma: 
 

d ˜1 

dt q1 
=

 

 
1 

−q1 

 
se ha eliminado la friccí on de Coulomb y est´atica con la finalidad que los programas 
 
de simulací on no demoren dicho proceso. 
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♣ Ejemplo 8.1 

 
Controlar la posicí on del extremo final del p´endulo en el siguiente punto deseado: 
 
qd1 =  90 grados 
 

 
Soluci´on 

 
La estructura matem´atica del algoritmo de control proporcional derivativo del 
 
p´endulo est́a dada por la siguiente expresí on: 
 

τ1 = kp1 ̃ 1 −  kv1 +  m1glc1 sen(q1)  

 
donde kp1 es la ganancia proporcional; kv1 representa la ganancia derivativa, ˜1 es 
el error de posicí on definido como la diferencia ˜1 = qd1 −  q1(t) entre la posicí on 
 
deseada qd1 y la posicí on actual del robot q1(t); τ1 es el par aplicado al servomotor  
del p´endulo. 

 
El  cuadro 8.1 contiene el modelo din´amico del p´endulo cap8 pendulo.m; observe que 
 
en la ĺ ınea 18 se utiliza el esquema de control proporcional derivativo [tau1, ~ ] = 
 
cap8 pdpendulo(q1,qp1), el cual proporciona la energ ı́a τ1 necesaria para mover al 
 
p´endulo desde la posicí on inicial q(0) hacia la posicí on deseada qd1 =  90 grados. 

 
El programa cap8 pdpendulo.m tiene el ćodigo fuente en MATLAB del control 
 
proporcional derivativo, el cual se encuentra en el cuadro 8.2 y a trav´es del programa 
 
principal cap8 pdpendulosimu.m (ver cuadro 8.3) se puede llevar a cabo el proceso 
 
de simulaci´on. 

 
En una primera fase de la simulací on las ganancias del control (PD) se han 
 
sintonizado con los siguientes valores: kp1 = 10 y kv1 =0.1; lo que significa que la  
inyeccí on de amortiguamiento del t́ ermino derivativo es pobre, causa sobre impulsos 
 
en la etapa transitoria y fluctuací on abrupta de la respuesta, marcando oscilaciones 
 
sucesivas y sostenidas en la etapa transitoria como se muestra en las gŕ aficas del 
 
error de posicí on y par aplicado de la figura 8.3. Note que en el espacio de trabajo 
 
(cinem´atica directa) tambí en la trayectoria del extremo final del p´endulo tiene 
 
oscilaciones; lo que se confirma por el diagrama fase (q1 vs ˜1) en que el atractor del 
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punto de equilibrio tiene un conjunto de espirales que van disminuyendo conforme 
 
las senales q1(t) y ˜(t)  evoluciona el tiempo t. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 8.3 P´endulo: control PD, kp1 =  10, kv1 =  0.1 

 
La segunda fase de la simulací on consiste en cambiar el valor de la ganancia 
 
derivativa kv1 = 2 (manteniendo el valor de la ganancia proporcional), es decir  
aumentar el efecto de amortiguamiento o freno meć anico para obtener una respuesta 
 
más suave en ŕ egimen transitorio, y en estado estacionario libre de oscilaciones. La 
 
figura muestra la respuesta del p´endulo con la nueva sinton ı́a de ganancia derivativa. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 8.4 P´endulo: control PD, kp = 10, kv =  2 
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400 Cap´ıtulo 8: Control de posici´on 
 
 

 
C´odigo Fuente 8.1 cap8 pendulo.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 pendulo.m 
 
1 function xp=cap8 pendulo(t,x)  

 
2 %modelo din´amico del p´endulo 

 
3 %no se incluye el fenómeno de friccí on de Coulomb, ni est´atica 

 
4 %variables de estados (entradas) ——————————————– % 

 
5 %posicí on articular 

 
6 q1=x(1); 

 
7 %velocidad articular 

 
8 qp1=x(2); 

 
9 %par´ametros del p´endulo ————————————————– % 

 
10 m1=5; %masa 

 
11 lc1=0.01; %centro de gravedad 

 
12 g=9.81; %constante de acelerací on gravitacional 

 
13 b1=0.17; %coeficiente de friccí on viscosa 

 
14 Ir1=0.16; %momento de inercia del rotor 

 
15 Ip=Ir1+m1*lc1*lc1; %momento de inercia del p´endulo 

 
16 %en este punto se inserta el algoritmo de control 

 
17 %par aplicado (controlador) ———————————————-% 

 
18 [tau1, ˜ ] =  cap8 pdpendulo(q1,qp1) ; 

 
19 %acelerací on articular del p´endulo ———————————————% 

 
20 qpp1=(tau1-b1*qp1-m1*g*lc1*sin(q1))/Ip; 

 
21 %vector de salida ——————————————————– % 

 
22 xp=[qp1; %xp(1)=x(2) velocidad articular 

 
23 qpp1]; %xp(2)=qpp acelerací on articular 

 
24 end 
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C´odigo Fuente 8.2 cap8 pdpendulo.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 
 
Esta funci´on retorna:  
 
error de posici´on ˜1 
 
par aplicado τ1 
 

cap8 pdpendulo.m 
 
1 function [tau1, qt1] = cap8 pdpendulo(x,xp) 

 
2 %variables de estados (entradas) ——————————————– % 

 
3 %posicí on articular 

 
4 q1=x; 

 
5 %velocidad articular 

 
6 qp1=xp; 

 
7 %par´ametros de la compensací on de gravedad del p´endulo 

 
8 m1=5; %masa 

 
9 lc1=0.01; %centro de gravedad 

 
10 g=9.81; %constante de acelerací on gravitacional 

 
11 %ganancias del controlador ———————————————-% 

 
12 kp1=10; %ganancia proporcional 

 
13 kv1=2; %ganancia derivativa 

 
14 %referencia (posicí on deseada en grados) 

 
15 qd1=90; 

 
16 %vector de pares de gravitacionales ————————————– % 

 
17 par grav =  m1*g*lc1*sin(q1); 

 
18 %error de posicí on 

 
19 qt1=pi*qd1/180-q1; 

 
20 %control proporcional derivativo 

 
21 tau1=kp1*qt1-kv1*qp1+par grav; 

 
22 end 
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C´odigo Fuente 8.3 cap8 pdpendulosimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 7 Identificaci´on param´etrica. 
 

cap8 pdpendulosimu.m 
 
1 clc; clear all; close all; 

 
2 format short g 

 
3 %par´ametros de simulací on ————————————————% 

 
4 ti=0; %tiempo inicial (segundos) 

 
5 tf=5; %tiempo de final (segundos) 

 
6 h=0.001; %incremento de tiempo (segundos) 

 
7 ts=ti:h:tf; %vector de tiempo 

 
8 ci=[0;0]; %condiciones iniciales 

9 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,´InitialStep’,1e-3,’MaxStep’,1e-3); 
 

10 %solucí on num´erica del sistema ——————————————-% 
 

11 [t,x]=ode45(’cap8 pendulo’,ts,ci,opciones); 
 

12 q1=x(:,1); 
 

13 qp1=x(:,2); 
 

14 [n,m]=size(t); 
 

15 tau1=zeros(n,1); 
 

16 qt1=zeros(n,1); 
 

17 xef=zeros(n,1); 
 

18 yef=zeros(n,1); 
 

19 for k=1:n 
 

20 [tau1(k), qt1(k)] =  cap8 pdpendulo(q1(k),qp1(k)); 
 

21 frq=Rz(-pi/2)*cinematica pendulo(0.45,q1(k),0.1); 
 

22 xef(k)=frq(1); 
 

23 yef(k)=frq(2); 
 

24 end 
 

25 subplot(2,2,1); plot(t,qt1) 
 

26 subplot(2,2,2); plot( t, tau1) 
 

27 subplot(2,2,3); plot(xef,yef) 
 

28 subplot(2,2,4); plot(qp1, qt1) 
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8.2.2. Control PD  de un brazo robot de 2 gdl 
 

 
El control proporcional derivativo (PD) para un robot en configurací on antro- 
 
pom´orfica de 2 gdl est́a dado por la siguiente ecuací on: 
 

τ1 

τ2 

τ 

0 

0   kp2 

Kp 

˜1 

˜2 

q 

0 

0   kv2 

Kv  

q1 

q2 

q 

+g(q)  

 
donde Kp, Kv ∈  IR

2×2
 son la ganancia proporcional y derivativa, respectivamente; la 

velocidad articular es representada por q = [ q1, q2 ]
T
 ; el error de posicí on q se define 

como la diferencia entre la posicí on deseada qd y la posicí on actual del robot q; g(q)  
es la compensací on de gravedad; τ1, τ2 son los pares aplicados a las articulaciones 
 
del hombro y codo, respectivamente. 

 

♣ ♣ Ejemplo 8.2 

 
Controlar la posicí on del extremo final de un robot de 2 gdl en configurací on 

antropom´orfica en el siguiente punto deseado: [ qd1, qd2 ]
T
 =  [ 90, 45 ] grados. 

 
Soluci´on 

 
El cuadro 8.8 contiene el modelo din´amico del brazo robot de 2 gdl (programa 
 
cap8 robot2gdl.m); en referencia a este programa es muy importante aclarar que 
 
la ecuací on en lazo cerrado est́a formada por la din´amica no lineal del robot y el 
 
esquema de control (ver ĺ ınea 18). Por lo tanto, en la ĺ ınea 22 es el lugar adecuado 
 
para insertar el algoritmo de control, en este caso es el proporcional derivativo cuyo 
 
ćodigo MATLAB se presenta en el programa cap8 PDrobot2gdl.m (ver cuadro 8.8). 

 
Las ganancias proporcional Kp y derivativa Kv son sintonizadas de tal forma que  
no produzcan sobre impulsos, ni oscilaciones en el ŕ egimen transitorio, as ı́ como una 
 
respuesta suave en estado estacionario. 

 
El valor de la sinton ı́a de las ganancias proporcional para las articulaciones del 
 
hombro y codo, respectivamente son: kp1=3 Nm/grados y kp2=0.15 Nm/grado; 
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mientras que las ganancias derivativas has sido seleccionadas con un factor de 
 
amortiguamiento del 20 % del valor de las ganancias proporcional: kv1 = 0.20kp1  
Nm-seg/grados y kv2 =  0.20kp2 Nm-seg/grados. 

 
La figura 8.5 muestra un perfil suave de los errores de posicí on, sin sobre impulsos, no 
 
hay oscilaciones pronunciadas, teniendo una respuesta suave; ambos componentes 
 
de error de posicí on tienden asint´oticamente a cero como el tiempo evoluciona a 
 
infinito (estabilidad asint´otica). 

 
Las senales de pares aplicados τ1 y τ2 se aplican directamente a las articulaciones del 
 
hombro y codo, respectivamente; el perfil de estas senales muestran de igual forma 
 
un comportamiento suave, sin oscilaciones que hace que el robot no vibre tal como 
 
se aprecia en la trayectoria que describe el extremo final del robot en su espacio 
 
de trabajo, la cual inicia desde la posicí on de casa ubicada en el eje y− hasta el  
punto deseado. Observe tambí en que en el diagrama fase del robot las velocidades 
 
articulares como las senales de error de posicí on convergen asint´oticamente al punto 
 
de equilibrio. Este tipo de respuesta es consecuencia de una adecuada sinton ı́a de las 
 
ganancias, as ı́ como del factor de amortiguamiento, que en este caso es del 20 %. La 
 
sinton ı́a de las ganancias es emp´ırica, es decir a prueba y error; este proceso depende 
 
en gran medida de la experiencia que tenga el usuario. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 8.5 Robot de 2 gdl: control PD, kp = 10, kv = 0.1 
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C´odigo Fuente 8.8 cap8 robot2gdl.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 robot2gdl.m 
 
1 function xp = cap8 robot2gdl(t,x)  

 
2 %vector de posicí on articular 

 
3 q1=x(1); q2=x(2); q =  [q1; q2]; 

 
4 %vector de velocidad articular 

 
5 qp1=x(3); qp2=x(4); qp =  [qp1; qp2]; 

 
6 m1=23.902; l1=0.45; lc1=0.091; I1=1.266; b1=2.288; 

 
7 m2=3.880; l2=0.45; lc2=0.048; I2=0.093; b2=0.175; g=9.81; 

 
8 theta1=m1*lc1*lc1+m2*l1*l1+m2*lc2*lc2+I1+I2; 

 
9 theta2=l1*m2*lc2; 

 
10 theta3=m2*lc2*lc2+I2; 

 
11 theta4=g*(lc1*m1+m2*l1); 

 
12 theta5=g*m2*lc2; theta6=b1; theta7=b2; 

 
13 M=[theta1+2*theta2*cos(q2), theta3+theta2*cos(q2); 

 
14 theta3+theta2*cos(q2), theta3]; 

 
15 C=[ -2*theta2*sin(q2)*qp2, -theta2*sin(q2)*qp2; 

 
16 theta2*sin(q2)*qp1, 0]; 

 
17 gq11=theta4*sin(q1)+theta5*sin(q1+q2); 

 
18 gq21=theta5*sin(q1+q2); 

 
19 gq=[gq11; gq21]; 

 
20 fr=[theta6*qp1; 

 
21 theta7*qp2]; 

 
22 [ ˜ , tau ]=cap8 PDrobot2gdl(q,qp); %en esta ĺ ınea se inserta el controlador 

23 qpp =  M∧ (-1)*(tau-C*qp-gq-fr); 
 

24 %vector de salida 
 

25 xp =  [qp1; qp2; qpp(1); qpp(2)]; 
 

26 end 
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C´odigo Fuente 8.8 cap8 PDrobot2gdl.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 PDrobot2gdl.m 
 
1 function [qtilde tau] = cap8 PDrobot2gdl(x,xp) 

 
2 q1=x(1); q2=x(2); q =  [q1; q2]; %vector de posiciones 

 
3 qp1=xp(1); qp2=xp(2); qp =  [qp1; qp2]; %vector de velocidades 

 
4 %par´ametros del robot: par gravitacional 

 
5 m1=23.902; lc1=0.091; l1=0.45; 

 
6 m2=3.880; lc2=0.048; g=9.81; 

 
7 theta4=g*(lc1*m1+m2*l1); 

 
8 theta5=g*m2*lc2; 

 
9 %par gravitacional 

 
10 par grav =  [theta4*sin(q1)+theta5*sin(q1+q2); 

 
11 g*m2*lc2]; 

 
12 %ganancia proporcional 

 
13 kp1=3; kp2=0.15; 

 
14 Kp=[kp1, 0; 

 
15 0, kp2]; %ganancia proporcional 

 
16 %ganancia derivativa 

 
17 kv1=0.20*kp1; kv2=0.20*kp2; 

 
18 Kv=[kv1, 0; 

 
19 0, kv2]; %ganancia derivativa 

 
20 qd1=45; qd2=90; 

 
21 qd=[qd1; 

 
22 qd2]; %vector de referencias 

 
23 qtilde=pi/180*qd-q; 

 
24 qtgrados=(180/pi)*qtilde; %error de posicí on en grados 

 
25 qpgrados=180*qp/pi; %velocidad en grados/segundo. 

 
26 tau=Kp*qtgrados-Kv*qpgrados+par grav; 

 
27 end 
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C´odigo Fuente 8.6 cap8 robot2gdlsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 robot2gdlsimu.m 
 
1 clc; clear all; close all; 

 
2 format short g 

 
3 ti=0; h=0.001; tf =  5; t=ti:h:tf; %vector tiempo 

 
4 ci=[0; 0; 0; 0]; %condiciones iniciales 

 
5 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’, 1e-3,’MaxStep’,1e-3); 

 
6 %solucí on num´erica del sistema din´amico lineal 

 
7 [t,x]=ode45(’cap8 robot2gdl’,t,ci,opciones); 

 
8 q1=x(:,1); q2=x(:,2); 

 
9 qp1=x(:,3); qp2=x(:,4); 

 
10 [n,m]=size(t); 

 
11 tau1=zeros(n,1); tau2=zeros(n,1); 

 
12 qtilde1=zeros(n,1); qtilde2=zeros(n,1); 

 
13 xef=zeros(n,1); yef=zeros(n,1); 

 
14 beta1=0.15; beta2=0.15; l1=0.45; l2=0.45; 

 
15 for  k=1:n 

 
16 [qt tau] =  cap8 PDrobot2gdl( [q1(k);q2(k)], [qp1(k); qp2(k)]); 

 
17 tau1(k)=tau(1); tau2(k)=tau(2); 

 
18 qtilde1(k)=qt(1); qtilde2(k)=qt(2); 

 
19 [xef(k), yef(k),˜ ]=cinematica r2gdl( beta1, l1, q1(k), beta2, l2, q2(k)); 

 
20 p=Rz(-pi/2)*[xef(k), yef(k), beta1+beta2]’; 

 
21 xef(k)=p(1); 

 
22 yef(k)=p(2); 

 
23 end 

 
24 subplot(2,2,1); plot(t,qtilde1,t,qtilde2) 

 
25 subplot(2,2,2); plot( t, tau1, t,tau2) 

 
26 subplot(2,2,3); plot(xef,yef) 

 
27 subplot(2,2,4); plot(qtilde1, qp1, qtilde2,qp2) 
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q ˙ 

q 

˜ 

˙ 

˙ 

˜ 

q   ˙ 

˜ 

´ ´ 
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8.2.3. Control PD  de un brazo robot de 3 gdl 
 

 
El algoritmo de control proporcional derivativo para un brazo robot de 3 gdl 
 
est́a dado por: 

⎡  ⎤  
τ1 

⎢  ⎥  
 

τ3 

τ 

o   0  kp3 

Kp 

˜3 

q 

0    0   kv3 

Kv  

q3 

q 
 

donde Kp, Kv ∈  IR
3×3

 son la ganancia proporcional y derivativa, respectivamente; 

el error de posicí on q ∈  IR
3
 se define como la diferencia entre la posicí on deseada 

qd ∈  IR
3
 y la posicí on actual del robot q ∈  IR

3. 

 
Por conveniencia se seleccionan las ganancias proporcional y derivativa como 
 
matrices diagonales definidas positivas con la finalidad de desacoplar la estructura 
 
de control; de esta forma la sinton ı́a de la i -́ esima ganancia śolo depende de la i- 
 
´esima articulaci´on. Es decir, el par aplicado a la i -́ esima articulaci´on depende de: 
 
τi  =  τ (kpi, ˜i, qi). 

 

♣ Ejemplo 8.3 

 
Controlar la posicí on del extremo final de un robot de 3 gdl en configurací on 

antropom´orfica en las siguientes coordenadas: [ qd1, qd2, qd3 ]
T
 =  [ 30, 45, 90 ] grados 

 
 
 

 
Soluci´on 

 
El  modelo din´amico del robot antropom´orfico de 3 gdl se encuentra en el programa 
 
cap8 robot3gdl.m como se describe en el cuadro 8.7. De particular inteŕ es 
 
representa la ĺ ınea de ćodigo 23, debido a que en este lugar se inserta el algoritmo de 
 
control que env ı́a la senal de par aplicado para que el robot se mueva a la posicí on 
 
indicada. 

 
El esquema de control proporcional derivativo se encuentra implementado en el 
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criterio para sintonizar las ganancias es el siguiente: k ≤ 0.80 
i

 qdi    , donde τ 
max

 

´ ´ 
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programa cap8 PDrobot3gdl.m del cuadro 8.8. La sinton ı́a de las ganancias han sido 
 
pensadas en la capacidad de par aplicado que puedan suministrar las articulaciones 
 
del robot; es decir, la idea es no saturar a los servoamplificadores de tal forma que 
 
se encuentren trabajando en la parte lineal, lejos de los ĺ ımites de saturaci´on. 

 
Sup´ongase que se cuenta con un prototipo de un robot manipulador de 3 gdl, 
 
cuyos servomotores corresponden a las siguientes caracter´ısticas: 50 Nm, 150 Nm 
 
y 15 Nm para las articulaciones de la base, hombro y codo, respectivamente. El  

τ max 
pi i  

corresponde al par m´aximo de la i -́ esima articulaci´on. En la ĺ ınea 18 del programa 
 
cap8 PDrobot3gdl.m se encuentra la sinton ı́a final de la ganancia proporcional; el 
 
factor de amortiguamiento de la ganancia derivativa se ha seleccionado en el 20 % 
 
de la ganancia proporcional. 

 
El ćodigo fuente que contiene la simulací on del control proporcional derivativo del 
 
robot manipulador en configurací on antropom´orfica se encuentra en el programa 
 
cap8 robot3gdlsimu.m (cuadro 8.9). La figura 8.6 muestra el comportamiento de 
 
los errores de posicí on para las tres articulaciones; presentan un perfil suave, sin 
 
ruido mec´anico, ni sobre impulsos, tampoco se observan oscilaciones en ŕ egimen 
 
estacionario. Los pares aplicados evolucionan dentro de los ĺ ımites de saturací on y 
 
la trayectoria que describe el extremo final del robot en su espacio de trabajo es 
 
suave, tal y como se muestra en el diagrama fase. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 8.6 Control PD: robot cartesiano de 3 gdl. 
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C´odigo Fuente 8.7 cap8 robot3gdl.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 robot3gdl.m 
 
1 function xp = cap8 robot3gdl(t,x)  
2 q1=x(1); q2=x(2); q3=x(3); q =  [q1; q2; q3]; %vector de posici´on articular 

3 qp1=x(4); qp2=x(5); qp3=x(6); qp =  [qp1; qp2; qp3]; %vector de velocidad articular 
4 Iz1=1.26; Iz2=0.084; Iz3=0.056; Iy1=0.089; Iy2=0.003; Iy3=0.0012; Ix1=0.03; Ix2=0.05; 
5 Ix3=0.009; m1=26.902; l1=0.45; b1=2.288; m2=30; l2=0.45; lc2=0.038; b2=0.2; m3=3.880; 

 
l3=0.45; lc3=0.048; b3=0.175; g=9.81; 

6 m11=Iy2*sin(q2)*sin(q2)+ Iy3*sin(q2+q3)*sin(q2+q3)+ Iz1+Iz2*cos(q2)*cos(q2)+ 
 

Iz3*cos(q2+q3)*cos(q2+q3)+ m2*lc2*lc2*cos(q2)*cos(q2)+ m3*(l2*cos(q2)+ 
lc3*cos(q2+q3))*(l2*cos(q2)+lc3*cos(q2+q3)); 

7 m12=0; m13=0; m21=0; 

8 m22=Ix2+ Ix3+m3*l2*l2+ m2*lc2*lc2+m3*lc3*lc3+ 2*m3*l2*lc3*cos(q3); 
9 m23=Ix3+m3*lc3*lc3+m3*l2*lc3*cos(q3);  m31=0; 

10 m32=Ix3+m3*lc3*lc3+m3*l2*lc3*cos(q3);  m33=Ix3+m3*lc3*lc3; 
11 M=[m11, m12, m13; m21, m22, m23 ;m31, m32, m33]; %matriz de inercia 
12 gamma112=(Iy2-Ix2-m2*lc2*lc2)*cos(q2)*sin(q2)+(Iy3 -Iz3)*cos(q2+q3)*sin(q2+q3)- 

13 
14 

m3*(l2*cos(q2)+lc3*cos(q2+q3))*( l2*sin(q2)+  lc3*sin(q2+q3)); 
gamma113=(Iy3-Iz3)*cos(q2+q3)*sin(q2+q3)- m3*lc3*sin(q2+q3)*( l2*cos(q2)+lc3*cos(q2+q3));  
gamma121=(Iy2-Iz2-m2*lc2*lc2)*cos(q2)*sin(q2)+(Iy3 -Iz3)*cos(q2+q3)*sin(q2+q3)- 

15 
16 

m3*(l2*cos(q2)+lc3*cos(q2+q3))*( l2*sin(q2)+lc3*sin(q2+q3)) ;  
gamma131=(Iy3-Iz3)*cos(q2+q3)*sin(q2+q3) -m3*lc3*sin(q2+q3)*( l2*cos(q2)+ lc3*cos(q2+q3));  
gamma211=(Ix2-Iy2+m2*lc2*lc2)*cos(q2)*sin(q2)+(Iz3-Iy3)*cos(q2+q3)*sin(q2+q3)+ 

17 
18 

m3*(l2*cos(q2)+lc3*cos(q2+q3))*( l2*sin(q2)+lc3*sin(q2+q3)) ;  
gamma223=-l2*m3*lc3*sin(q3); gamma232=-l2*m3*lc3*sin(q3); 
gamma233=-l2*m3*lc3*sin(q3); gamma311=(Iz3-Iy3)*cos(q2+q3)*sin(q2+q3)+  

19 
20 
21 

m3*lc3*sin(q2+q3)*(l2*cos(q2)+lc3*cos(q2+q3));  
gamma322=l2*m3*lc3*sin(q3); c11=gamma112*qp2+gamma113*qp3; 
c12=gamma121*qp1; c13=gamma131*qp1; c21=gamma211*qp1; c22=gamma223*qp3; 
c23=gamma232*qp2+gamma233*qp3; c31=gamma311*qp1; c32=gamma322*qp2; c33=0; 

22 C=[c11, c12, c13; c21, c22, c23; c31, c32, c33]; 
23 gq11=0; gq21=(lc2*m1++m2*l2)*sin(q1)+ m2*lc3*sin(q1+q2); 
24 gq31=m2*lc3*sin(q1+q2); 
25 gq=g*[gq11; gq21; gq31]; 
26 fr=[b1*qp1; b2*qp2; b3*qp3]; 
27 [˜  , tau] =  cap8 PDrobot3gdl(q,qp); 
28 qpp =  inv(M)*(tau-C*qp-gq-fr); 
29 xp =  [qp1; qp2; qp3; qpp(1); qpp(2); qpp(3)];%vector de salida 

 
30 end 
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˜ 

˜ 

˙ 
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8.2 Control proporcional-derivativo (PD)  411 
 
 

 
C´odigo Fuente 8.8 cap8 PDrobot3gdl.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 PDrobot3gdl.m 
 
1 function [qtildeg tau] = cap8 PDrobot3gdl(x,xp) 

 
2 q1=x(1); q2=x(2); q3=x(3); 

 
3 q =  [q1; q2; q3]; %posiciones 

 
4 qp1=xp(1); qp2=xp(2); qp3=xp(3); 

 
5 qp =  [qp1; qp2; qp3]; %velocidades 

 
6 %par´ametros del robot: par gravitacional 

 
7 m1=26.902; l1=0.45; m2=30; l2=0.45; lc2=0.038; 

 
8 m3=3.880; l3=0.45; lc3=0.048; g=9.81; 

 
9 gq11=0; 

 
10 gq21=(lc2*m1++m2*l2)*sin(q1)+m2*lc3*sin(q1+q2); 

 
11 gq31=m2*lc3*sin(q1+q2); 

 
12 gq=g*[gq11; gq21; gq31]; %par gravitacional 

 
13 qd=[30; 45; 90]; %referencias o posiciones deseadas 

14 qtilde=qd*pi/180-q; %error de posicí on q 

15 qtildeg=(180/pi)*qtilde; %error de posicí on q en grados 

16 qpgrados=180*qp/pi; %velocidad q en grados/segundo. 
 

17 %ganancia proporcional 
 

18 Kp=[1, 0,0 ; 
 

19 0, 2,0; 
 

20 0,0,0.15]; 
 

21 %ganancia derivativa 
 

22 Kv=[0.3, 0,0; 
 

23 0, 0.6,0; 
 

24 0,0,0.015]; 
 

25 % control proporcional derivativo PD 
 

26 tau=Kp*qtildeg-Kv*qpgrados+gq; 
 

27 end 
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C´odigo Fuente 8.9 cap8 robot3gdlsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 robot3gdlsimu.m 
 
1 clc; clear all; 

 
2 close all; 

 
3 format short 

 
4 %par´ametros de simulací on: 

 
5 ti=0; h=0.0025; tf =  5; ts=ti:h:tf; %vector tiempo 

 
6 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’, 2.5e-3,’MaxStep’,2.5e-3); 

 
7 ci=[0; 0; 0; 0;0;0]; 

 
8 [t,x]=ode45(’cap8 robot3gdl’,ts,ci,opciones); 

 
9 q1=x(:,1); q2=x(:,2); q3=x(:,3); %posiciones articulares 

 
10 qp1=x(:,4); qp2=x(:,5); qp3=x(:,6); %velocidades articulares 

 
11 [n,m]=size(t); 

 
12 tau1=zeros(n,1); tau2=zeros(n,1); tau3=zeros(n,1); 

 
13 qtilde1=zeros(n,1); qtilde2=zeros(n,1); qtilde3=zeros(n,1); 

 
14 xef=zeros(n,1); yef=zeros(n,1); zef=zeros(n,1); 

 
15 beta1=0.15; beta2=0.15; beta3=0.15; l1=1; l2=0.45; l3=0.45; 

 
16 for k=1:n 

 
17 [qt tau] =  cap8 PDrobot3gdl([q1(k);q2(k)q3(k)],[qp1(k);qp2(k); qp3(k)]); 

 
18 tau1(k)=tau(1); tau2(k)=tau(2); tau3(k)=tau(3); 

 
19 qtilde1(k)=qt(1); qtilde2(k)=qt(2); qtilde3(k)=qt(3); 

 
20 [xef(k), yef(k),zef(k)]=cinematica r3gdl (beta1, l1, q1(k), beta2, 

 
l2,q2(k),beta3,l3,q3(k)); 
 

21 end 
 

22 subplot(2,2,1); plot(t,qtilde1,t,qtilde2, t,qtilde3) 
 

23 subplot(2,2,2); plot( t, tau1, t,tau2, t,tau3) 
 

24 subplot(2,2,3); plot3(xef,yef,zef) 
 

25 subplot(2,2,4); plot(qtilde1, qp1, qtilde2,qp2, qtilde3,qp3) 
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⎣  τ2 ⎦    =    ⎣   0   kp2   0  ⎦  ⎣  d˜2 ⎦  − ⎣   0   kv2   0  ⎦  ⎣  d˙2 ⎦  +g ⎣  ⎦  
˜ ˙ 

˜ ˙ 

˜ 

´ ´ 

 

 
8.2 Control proporcional-derivativo (PD)  413 
 

 
8.2.4. Control PD  de un robot cartesiano de 3 gdl 
 

 
El algoritmo de control proporcional derivativo para el robot manipulador en 
 
configurací on cartesiana est́a dado por la siguiente estructura: 

⎡  ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ˜ ⎤  ⎡  ⎤  ⎡  ˙ ⎤  ⎡  

⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  ⎥  ⎢  

 
τ1 kp1  0 0 d1 kv1  0 0 d1 

 
m1 + m2 +  m3 

0 

⎤  

⎥  

 
τ3 o   0  kp3 d3 0 0   kv3 d3 0 

τ Kp d Kv  d 
 

donde Kp, Kv ∈  IR
3×3

 son la ganancia proporcional y derivativa, respectivamente; 

el error de posicí on d ∈  IR
3
 se define como la diferencia entre la posicí on deseada 

dd ∈  IR
3
 y la posicí on actual del robot d ∈  IR

3. 

 

♣ Ejemplo 8.4 

 
Controlar la posicí on del extremo final de un robot de 3 gdl en configurací on 

cartesiana en la siguiente ubicací on: [ dd1, dd2, dd3 ]
T
 =  [ 0.5, 0.4, 0.2 ] m 

 
 
 
Soluci´on 

 
El modelo din´amico del robot car- resultados se encuentran en la figura 

 
tesiano se encuentra en el cua- 8.7. 

 
dro 8.10 que describe el programa 
 
cap8 cartesiano3gdl.m; en la ĺ ınea 
 
23 de este programa se inserta el al- 
 
goritmo de control PD definido por 
 
la funcí on cap8 PDcartesiano3gdl.m 
 
(ver cuadro 8.11). El programa prin- 
 
cipal para realizar la simulací on del 
 
control PD en el robot cartesiano de 
 
3 gdl se encuentra en el cuadro 8.12 
 
que describe el contenido del progra- 
 
ma cap8 cartesiano3gdlsimu.m; los Figura 8.7 Control PD. 
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C´odigo Fuente 8.10 cap8 cartesiano3gdl.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 cartesiano3gdl.m 
 
1 function xp = cap8 cartesiano3gdl(t,x)  

 
2 %vector de posicí on articular 

 
3 d =  [x(1); 

 
4 x(2); 

 
5 x(3)]; 

 
6 %vector de velocidad articular 

 
7 dp =[x(4); 

 
8 x(5); 

 
9 x(6)]; 

 
10 m1=0.7; m2=0.28; m3=0.28; g=9.81; 

 
11 b1=0.02; b2=0.08; b3=.02; 

 
12 B=[b1, 0, 0; 

 
13 0, b2,0; 

 
14 0, 0, b3]; 

 
15 %modelo din´amico del robot 

 
16 M =  [m1+m2+m3, 0, 0; % Matriz de inercia 

 
17 0 m1+m2, 0; 

 
18 0 0 m3]; 

 
19 par grav =  g*[m1+m2+m3; % vector de pares de gravitacionales 

 
20 0; 

 
21 0]; 

 
22 fr= B*dp; 

 
23 [˜ , tau] =  cap8 PDcartesiano3gdl(d,dp); 

 
24 dpp =  inv(M)*(tau- par grav-fr); %vector de acelerací on articular 

 
25 xp =  [dp(1); dp(2); dp(3); dpp(1); dpp(2); dpp(3)]; %vector de salida 

 
26 end 
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C´odigo Fuente 8.11 cap8 PDcartesiano3gdl.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 PDcartesiano3gdl.m 
 
1 function [dtilde tau] = cap8 PDcartesiano3gdl (d,dp)  

 
2 d1=d(1); 

 
3 d2=d(2); 

 
4 d3=d(3); 

 
5 dp1=dp(1); 

 
6 dp2=dp(2); 

 
7 dp3=dp(3); 

 
8 %par´ametros del robot: par gravitacional 

 
9 m1=0.7; m2=0.28; m3=0.28; g=9.81; 

 
10 par grav =  g*[m1+m2+m3; 

 
11 0; 

 
12 0]; 

 
13 dd=[0.5; 

 
14 0.4; 

 
15 0.2]; 

 
16 dtilde=dd-[d1; d2;d3]; 

 
17 kp1=3; kp2=2.5;kp3=1.7; 

 
18 kv1=3; kv2=2.5; kv3=1.4; 

 
19 Kp=[kp1, 0,0; 

 
20 0, kp2,0; 

 
21 0,0,kp3]; 

 
22 Kv=[kv1, 0,0; 

 
23 0, kv2,0; 

 
24 0,0,kv3]; 

 
25 %Control proporcional derivativo 

 
26 tau=Kp*dtilde-Kv*dp+par grav; 

 
27 end 
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416 Cap´ıtulo 8: Control de posici´on 
 
 

 
C´odigo Fuente 8.12 cap8 cartesiano3gdlsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 cartesiano3gdlsimu.m 
 
1 clc; 

 
2 clear all; 

 
3 close all; 

 
4 format short 

 
5 %par´ametros de simulací on: 

 
6 ti=0; h=0.001; tf =  10; ts=ti:h:tf; %vector tiempo 

 
7 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’,1e-3, ’MaxStep’,1e-3); 

 
8 ci=[0; 0; 0; 0; 0; 0]; 

 
9 [t,x]=ode45(’cap8 cartesiano3gdl’,ts,ci,opciones); 

 
10 d1=x(:,1); d2=x(:,2); d3=x(:,3); 

 
11 dp1=x(:,4); dp2=x(:,5); dp3=x(:,6); 

 
12 [n,m]=size(t); 

 
13 tau1=zeros(n,1); tau2=zeros(n,1); tau3=zeros(n,1); 

 
14 dtilde1=zeros(n,1); dtilde2=zeros(n,1); dtilde3=zeros(n,1); 

 
15 xef=zeros(n,1); yef=zeros(n,1); zef=zeros(n,1); 

 
16 for k=1:n 

 
17 [dt tau] =  cap8 PDcartesiano3gdl([d1(k); d2(k); d3(k)],[dp1(k);dp2(k); 

 
dp3(k)]); 
 

18 tau1(k)=tau(1); tau2(k)=tau(2); tau3(k)=tau(3); 
 

19 dtilde1(k)=dt(1); dtilde2(k)=dt(2); dtilde3(k)=dt(3); 
 

20 [xef(k), yef(k),zef(k)]=cinematica cartesiano (d3(k), d2(k), d1(k)); 
 

21 end 
 

22 subplot(2,2,1); plot(t,dtilde1,t,dtilde2, t,dtilde3) 
 

23 subplot(2,2,2); plot( t, tau1, t,tau2, t,tau3) 
 

24 subplot(2,2,3); plot3(xef,yef,zef) 
 

25 subplot(2,2,4); plot(dtilde1, dp1, dtilde2,dp2, dtilde3,dp3) 
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˜ ˙ ˜ 

lo tanto, ε =  0 q˜dt +  ε(0), con ε(0) ∈  IR
n
 es un vector constante. La ecuací on en 

˙ ˜ 

˜  ˙ 

ε 
d ⎢  ˙  ⎥  ⎢  

⎣  q˜ ⎦    =    ⎣  ⎦  

˙ 

˜ 

˙ 

˜ ˙ ˙   ˙ ˙ 

´ 

´ ´ 
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8.3 Control PID  

 

E 

l esquema de control proporcional integral derivativo (PID)  tiene la siguiente 

estructura: 

 

τ = Kpq − Kvq +  Ki 
t

 
0 
q(μ)dμ + g(q)          (8.4) 

 

donde Kp, Kv ∈  IR
n×n

 son matrices definidas positivas y se les denomina ganancias 

proporcional y derivativa, respectivamente. Ki ∈  IRn×n
 es una matriz definida 

 
positiva denominada ganancia integral. Todas las ganancias Kp, Kv y Ki son  
matrices definidas positivas y generalmente son diagonales. 

 

La accí on de control PID introduce una nueva variable de estado ε, la cual se 

encuentra relacionada con la derivada temporal del error de posicí on ε = q. Por 
t 

lazo cerrado en t́ erminos de las variables de estado [ ε, q, q ]
T
 adquiere la siguiente 

 
forma:  

 
 
 

dt 

 

⎡  ⎤  ⎡  

 
 

q 

 
 

q 

−q 

M  (q)  −
1
 [ Kpq −  Kvq + Kiε −  C(q, q)q − Bq ] 

 

⎤  

⎥  

 
(8.5) 
 
 

 
El  algoritmo de control PID  no representa una nueva estructura de control; es una 
 
versí on modificada del control PD más la accí on de control integral. El algoritmo 
 
de control PD tiene la desventaja que en ŕ egimen estacionario presenta un error 
 
permanente de posicí on denominado offset; para disminuir este error se incorpora 
 
en la estructura matem´atica del PD un t́ ermino más que se denomina accí on de 
 
control integral. El  proceso de integrací on es la suma del area bajo la curva del error 
 
de posicí on, por lo tanto acumula energ ı́a la cual canalizada adecuadamente puede 
 
disminuir la magnitud del error en ŕ egimen estacionario. 
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418 Cap´ıtulo 8: Control de posici´on 
 

 
8.3.1. Control PID  de un robot de 2 gdl 
 

 
La ecuací on del esquema de control proporcional derivativo para un brazo robot de 
 
2 gdl est́a dado por: 
 

τ1 0  

0   kp2 

˜1 0  

0   ki2 

t 

t 

 
g(lc1m1 +  m2l1)  sen(q1) + gm2lc2 sen(q1 +  q2)  

gm2lc2 sen(q1 +  q2)  
 
 

 

♣ ♣ Ejemplo 8.5 

 
Controlar la posicí on del extremo final de un robot de 2 gdl en configurací on 

antrop´orfica en la siguiente ubicací on: [ qd1, qd2 ]
T
 =  [ 45, 90 ] m 

 
Soluci´on 

 
El programa cap8 PIDrobot2gdl.m tiene implementado el modelo din´amico del 
 
robot de 2 gdl (cuadro 8.13). La figura 8.8 muestra los resultados del algoritmo 
 
de control PID  sobre el brazo robot de 2 gdl. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 8.8 Control PID  de un robot de 2 gdl. 
 

Alfaomega Matlab Aplicado  a Robot ica  y Mecat ronica • Fernando Reyes  Cort´es. 
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8.3 Control PID 419 
 
 
El  esquema de control PID  se encuentra en el programa cap8 PIDrobot2gdl.m que 
 
se muestra en el cuadro 8.13. La regla de sinton ı́a de la ganancia derivativa e integral 
 
se ha fijado respectivamente en 20 % y 10 % de la ganancia proporcional. La integral 
 
del error introduce una nueva variable de estado (varepsilon) cuya integrací on 
 
num´erica se realiza en el modelo din´amico del robot. 
 
 

 
C´odigo Fuente 8.13 cap8 PIDrobot2gdl.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 PIDrobot2gdl.m 
 
1 function [qtilde tau] = cap8 PIDrobot2gdl(x, xp, varepsilon)  

 
2 q =  [x(1); x(2)]; %posiciones 

 
3 qp =  [xp(1); xp(2)]; %velocidades 

 
4 kp1=2.666; kp2=0.133; 

 
5 Kp=[kp1, 0; 0, kp2]; %ganancia proporcional 

 
6 ki1=0.1*kp1; 

 
7 ki2=0.1*kp2; 

 
8 Ki=[ki1, 0; 0, ki2]; %ganancia integral 

 
9 kv1=0.2*kp1; 

 
10 kv2=0.2*kp2; 

 
11 Kv=[kv1, 0; 0, kv2]; %ganancia derivativa 

 
12 %referencias 

 
13 qd1=45; qd2=90; qd=[qd1; qd2]; %vector de posiciones deseadas 

 
14 %vector de pares de gravitacionales 

 
15 par grav =  [38.46*sin(q(1))+1.82*sin(q(1)+q(2)); 

 
16 1.82*sin(q(1)+q(2)) ]; 

 
17 qtilde=[pi*qd(1)/180-q(1); pi*qd(2)/180-q(2)]; %error de posicí on en grados 

 
18 qtgrados=(180/pi)*[qtilde(1) ;qtilde(2)]; 

 
19 %velocidad en grados/segundo. qpgrados=180*qp/pi; 

 
20 tau=Kp*qtgrados+Ki*varepsilon-Kv*qpgrados+par grav; 

 
21 end 
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420 Cap´ıtulo 8: Control de posici´on 
 
 

 
C´odigo Fuente 8.14 cap8 robot2gdlPID.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 robot2gdlPID.m 
 
1 function xp = cap8 robot2gdlPID(t,x)  

 
2 %vector de posicí on articular 

 
3 q1=x(1); q2=x(2); q =  [q1; q2]; 

 
4 %vector de velocidad articular 

 
5 qp1=x(3); qp2=x(4); qp =  [qp1; qp2]; 

 
6 varepsilon =  [x(5); x(6)]; %integral de qtilde 

 
7 m1=23.902; l1=0.45; lc1=0.091; I1=1.266; b1=2.288; 

 
8 m2=3.880; l2=0.45; lc2=0.048; I2=0.093; b2=0.175; g=9.81; 

 
9 theta1=m1*lc1*lc1+m2*l1*l1+m2*lc2*lc2+I1+I2; 

 
10 theta2=l1*m2*lc2; 

 
11 theta3=m2*lc2*lc2+I2; 

 
12 theta4=g*(lc1*m1+m2*l1); 

 
13 theta5=g*m2*lc2; theta6=b1; theta7=b2; 

 
14 M=[theta1+2*theta2*cos(q2), theta3+theta2*cos(q2); 

 
15 theta3+theta2*cos(q2), theta3]; 

 
16 C=[ -2*theta2*sin(q2)*qp2, -theta2*sin(q2)*qp2; 

 
17 theta2*sin(q2)*qp1, 0]; 

 
18 gq11=theta4*sin(q1)+theta5*sin(q1+q2); 

 
19 gq21=theta5*sin(q1+q2); 

 
20 gq=[gq11; gq21]; 

 
21 fr=[theta6*qp1; theta7*qp2]; 

 
22 %ley de control 

 
23 [qtilde tau] =  cap8 PIDrobot2gdl(q,qp,varepsilon); 

 
24 varepsilonp=qtilde; 

25 qpp =  M∧ (-1)*(tau-C*qp-gq-fr); 
 

26 xp =  [qp1; qp2; qpp(1); qpp(2);varepsilonp(1); varepsilonp(2)]; 
 

27 end 
 

 
Alfaomega Matlab Aplicado  a Robot ica  y Mecat ronica • Fernando Reyes  Cort´es. 



´ ´ 

 

 
8.3 Control PID 421 
 
 
El  programa cap8 robot2gdlPIDsimu.m que se presenta en el cuadro 8.15 permite 
 
realizar la simulací on del control PID  con el robot de 2 gdl 
 
 

 
C´odigo Fuente 8.15 cap8 robot2gdlPIDsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 robot2gdlPIDsimu.m 
 
1 clc; 
2 clear all; 
3 close all; 
4 format short g 
5 ti=0; h=0.001; tf =  5; t=ti:h:tf ;  %vector tiempo 
6 ci=[0; 0; 0; 0;0;0]; %condiciones iniciales 
7 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’, 1e-3, ’MaxStep’,1e-3); 
8 [t,x]=ode45(’cap8 robot2gdlPID’,t,ci,opciones); 
9 q1=x(:,1); q2=x(:,2); 
10 qp1=x(:,3); qp2=x(:,4); 
11 int1=x(:,3); int2=x(:,4); 
12 [n,m]=size(t); 
13 tau1=zeros(n,1); tau2=zeros(n,1); 
14 qtilde1=zeros(n,1); qtilde2=zeros(n,1); 
15 xef=zeros(n,1); yef=zeros(n,1); 
16 beta1=0.15; beta2=0.15; l1=0.45; l2=0.45; 
17 for  k=1:n 
18 [qt tau] =  cap8 PIDrobot2gdl([q1(k); q2(k)], [qp1(k); qp2(k)],[int1(k); int2(k)]); 
19 tau1(k)=tau(1);  tau2(k)=tau(2); 
20 qtilde1(k)=qt(1); qtilde2(k)=qt(2); 
21 [xef(k), yef(k),˜  ]=cinematica r2gdl(beta1, l1, q1(k), beta2,l2,q2(k)); 
22 p=Rz(-pi/2)*[xef(k),  yef(k), beta1+beta2]’; 
23 xef(k)=p(1); 
24 yef(k)=p(2); 

25 end 
26 subplot(3,3,1); plot(t,qtilde1,t,qtilde2) 
27 subplot(3,3,2); plot( t, tau1, t,tau2) 
28 subplot(3,3,3); plot( t,int1,t,int2) 
29 subplot(3,3,4); plot(xef,yef) 
30 subplot(3,3,5); plot(qtilde1, qp1, qtilde2,qp2) 
31 subplot(3,3,6); plot(t, qp1, t,qp2) 
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422 Cap´ıtulo 8: Control de posici´on 
 
 

 

8.4 Control punto a punto 
 
 

na aplicaci´on inmediata de control de posicí on es el que se denomina control 

punto a punto, consiste en mover el extremo final del robot para cada una de 

las posiciones desdeas qdi, con i  =  1, 2, · · ·  , n. De esta forma es posible parametrizar 

ĺ ıneas, c´ırculos, elipses, figuras y superficies en funcí on de un conjunto de puntos  
qdi. Los algoritmos de control de posicí on de alto desempeno pueden ser empleados 
en control punto a punto como son los casos de los esquemas tangente hiperb´olico y 
 
arcotangente. 
 

 
8.4.1. Control tangente hiperb´olico 
 

 
La estructura matem´atica del control tangente hiperb´olica es la siguiente: 

 

τ = Kp tanh(q)  −  Kv tanh(q) + g(q)  

 

♣ ♣ Ejemplo 8.6 

 

Posicionar el extremo final de un robot de 2 gdl en: [ qd1, qd2 ]
T
 = [ 45, 90 ] m. 

 
Soluci´on 

 
El programa cap8 robot2gdlTANH.m 8.9. 

 
que se presenta en el cuadro 8.16 
 
tiene el modelo din´amico del robot 
 
de 2 gdl; en la ĺ ınea 22 se conec- 
 
ta el archivo cap8 TANHrobot2gdl.m 
 
(ver cuadro 8.17) para realizar el con- 
 
trol tangente hiperb´olico. El  programa 
 
cap8 TANHrobot2gdlsimu.m del cua- 
 
dro 8.18 permite realizar la simulací on 
 
del control tangente hiperb´olica cuyos 

resultados se muestran en la figura 8.8. 
Figura 8.9 Control tanh(). 
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8.4 Control punto a punto 423 
 
 

 
C´odigo Fuente 8.16 cap8 robot2gdlTANH.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 robot2gdlTANH.m 
 
1 function xp = cap8 robot2gdlTANH(t,x) 

 
2 %vector de posicí on articular 

 
3 q1=x(1); q2=x(2); q =  [q1; q2]; 

 
4 %vector de velocidad articular 

 
5 qp1=x(3); qp2=x(4); qp =  [qp1; qp2]; 

 
6 m1=23.902; l1=0.45; lc1=0.091; I1=1.266; b1=2.288; 

 
7 m2=3.880; l2=0.45; lc2=0.048; I2=0.093; b2=0.175; g=9.81; 

 
8 theta1=m1*lc1*lc1+m2*l1*l1+m2*lc2*lc2+I1+I2; 

 
9 theta2=l1*m2*lc2; 

 
10 theta3=m2*lc2*lc2+I2; 

 
11 theta4=g*(lc1*m1+m2*l1); theta5=g*m2*lc2; 

 
12 theta6=b1; theta7=b2; 

 
13 M=[theta1+2*theta2*cos(q2), theta3+theta2*cos(q2); 

 
14 theta3+theta2*cos(q2), theta3]; 

 
15 C=[ -2*theta2*sin(q2)*qp2, -theta2*sin(q2)*qp2; 

 
16 theta2*sin(q2)*qp1, 0]; 

 
17 gq11=theta4*sin(q1)+theta5*sin(q1+q2); 

 
18 gq21=theta5*sin(q1+q2); 

 
19 gq=[gq11; gq21]; 

 
20 fr=[theta6*qp1; 

 
21 theta7*qp2]; 

 
22 [˜ , tau]=cap8 TANHrobot2gdl(q,qp); 

23 qpp =  M∧ (-1)*(tau-C*qp-gq-fr); 
 

24 %vector de salida 
 

25 xp =  [qp1; qp2; qpp(1); qpp(2)]; 
 

26 end 
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424 Cap´ıtulo 8: Control de posici´on 
 
 

 
C´odigo Fuente 8.17 cap8 TANHrobot2gdl.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 TANHrobot2gdl.m 
 
1 function [qtilde tau] = cap8 TANHrobot2gdl(x,xp) 

 
2 q1=x(1); q2=x(2); q =  [q1; q2]; %posiciones 

 
3 qp1=xp(1); qp2=xp(2); qp =  [qp1; qp2]; %velocidades 

 
4 %par´ametros del robot: par gravitacional 

 
5 m1=23.902; lc1=0.091; l1=0.45; 

 
6 m2=3.880; lc2=0.048; g=9.81; 

 
7 theta4=g*(lc1*m1+m2*l1); 

 
8 theta5=g*m2*lc2; 

 
9 %par gravitacional 

 
10 par grav =  [theta4*sin(q1)+theta5*sin(q1+q2); 

 
11 g*m2*lc2]; 

 
12 %ganancia proporcional 

 
13 kp1=10; kp2=2; 

 
14 Kp=[kp1, 0; 0, kp2]; 

 
15 %ganancia derivativa 

 
16 kv1=8; kv2=1; Kv=[kv1, 0; 0, kv2]; 

 
17 %referencias 

 
18 qd1=45; qd2=90; qd=[qd1; qd2]; 

 
19 qtilde=pi/180*qd-q; 

 
20 %error de posicí on en grados 

 
21 qtgrados=(180/pi)*qtilde; 

 
22 %velocidad en grados/segundo 

 
23 qpgrados=180*qp/pi; 

 
24 tau=Kp*tanh(qtgrados)-Kv*tanh(qpgrados)+par grav; 

 
25 end 
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8.4 Control punto a punto 425 
 
 

 
C´odigo Fuente 8.18 cap8 TANHrobot2gdlsimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 TANHrobot2gdlsimu.m 
 
1 clc; 

 
2 clear all; 

 
3 close all; 

 
4 format short g 

 
5 ti=0; h=0.001; tf =  5; t=ti:h:tf; %vector tiempo 

 
6 ci=[0; 0; 0; 0]; %condciones iniciales 

 
7 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’,1e-3,’MaxStep’,1e-3); 

 
8 [t,x]=ode45(’cap8 robot2gdlTANH’,t,ci,opciones); 

 
9 q1=x(:,1); q2=x(:,2); 

 
10 qp1=x(:,3); qp2=x(:,4); 

 
11 [n,m]=size(t); 

 
12 tau1=zeros(n,1); tau2=zeros(n,1); qtilde1=zeros(n,1); qtilde2=zeros(n,1); 

 
xef=zeros(n,1); yef=zeros(n,1); 
 

13 beta1=0.15; beta2=0.15; l1=0.45; l2=0.45; 
 

14 for k=1:n 
 

15 [qt tau] =  cap8 TANHrobot2gdl([q1(k);q2(k)],[qp1(k);qp2(k)]); 
 

16 tau1(k)=tau(1); tau2(k)=tau(2); 
 

17 qtilde1(k)=qt(1); qtilde2(k)=qt(2); 
 

18 [xef(k), yef(k),˜ ]=cinematica r2gdl(beta1,l1,q1(k),beta2,l2,q2(k)); 
 

19 p=Rz(-pi/2)*[xef(k), yef(k), beta1+beta2]’; 
 

20 xef(k)=p(1); yef(k)=p(2); 
 

21 end 
 

22 subplot(2,2,1); plot(t,qtilde1,t,qtilde2) 
 

23 subplot(2,2,2); plot( t, tau1, t,tau2) 
 

24 subplot(2,2,3); plot(xef,yef) 
 

25 subplot(2,2,4); plot(qtilde1, qp1, qtilde2,qp2) 
 
 
 

 
Matlab Aplicado  a Robot ica  y Mecat ronica • Fernando Reyes  Cort´es Alfaomega 



˜ ˙ 

˜ 

´ ´ 

 

 
426 Cap´ıtulo 8: Control de posici´on 
 

 
8.4.2. Control arcotangente 
 

 
El  control arcotangente est́a dado por la siguiente expresí on: 

 

τ = Kp atan (q)  −  Kv atan (q) + g(q)  
 

 

♣ ♣ Ejemplo 8.7 

 
Generar una flor de 8 p´etalos con un robot de 2 gdl usando el control arcotangente. 
 
 

 
Soluci´on 

 
Dentro de las aplicaciones de control punto a punto se encuentra el trazo de figuras. 
 
El programa cap8 robot2gdlatansimu.m (cuadro 8.19) realiza la simulací on para 
 
que un robot antropom´orfico de 2 gdl trace una figura tipo flor con 8 p´etalos usando 
 
el control arcotangente como se muestra en la figura 8.10. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Figura 8.10 Control atan(). 

 
El control arcotangente es de alto desempeno y la sintonizaci´on de las ganancias 
 
proporcional y derivativa deben satisfacer ser menor al par m´aximo que pueda 
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8.4 Control punto a punto 427 
 
 
entregar el servoamplificador. Con esta sinton ı́a de las ganancias es posible controlar 
 
todos los puntos de la figura a trazar. 

 
El programa cap8 robot2gdlflor8p.m que se encuentra en el cuadro 8.20 tiene el 
 
ćodigo fuente del robot de 2 gdl; particularmente en la ĺ ınea 11 se inserta el algoritmo 
 
de control arcotangente el cual se encuentra en el programa cap8 atanflor8p.m del 

cuadro 8.21. Observe que el pase de paŕ ametros del control arcotangente son: t, q, q; 
 
el tiempo t es necesario para generar la figura en forma de flor con 8 p´etalos. 
 
 

 
C´odigo Fuente 8.19 cap8 robot2gdlatansimu.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 robot2gdlatansimu.m 
 
1 clc; clear all; close all; 

 
2 format short g 

 
3 ti=0; h=0.001; tf =  10; %vector tiempo 

 
4 t=ti:h:tf; %tiempo de simulací on 

 
5 ci=[0; 0; 0; 0]; 

 
6 opciones=odeset(’RelTol’,1e-3,’InitialStep’,1e-3,’MaxStep’,1e-3); 

 
7 [t,x]=ode45(’cap8 robot2gdlflor8p’,t,ci,opciones); 

 
8 q1=x(:,1); 

 
9 q2=x(:,2); 

 
10 [n,m]=size(t); 

 
11 xef=zeros(n,1); 

 
12 yef=zeros(n,1); 

 
13 beta1=0.15; beta2=0.15; l1=0.45; l2=0.45; 

 
14 [xef, yef,˜ ]=cinematica r2gdl(beta1,l1,q1,beta2,l2,q2); 

 
15 plot(xef,yef) 
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C´odigo Fuente 8.20 cap8 robot2gdlflor8p.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 robot2gdlflor8p.m  
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

function xp = cap8 robot2gdlflor8p(t,x) 
q = [ x(1) ; x (2 )] ;  %vector de posici ´n art icular 
qp = [x (3) ; x(4) ] ;  %vector de velocidad articular 
M = [2.351+0.168*cos(q(2)) 0.102+0.084*cos(q(2));  %matriz  de inercia 
0.102+0.084*cos(q(2)) 0.102 ] ; 
C = [-0.168*sin(q(2))*qp(2) -0.084*sin(q(2))*qp(2);  %matriz de fuerzas centr´ıpetas y de Coriolis 
0.084*sin(q(2))*qp(1) 0.0 ] ; 
par grav = [38.46*sin(q(1))+1.82*sin(q(1)+q(2)) ;  %vector de pares de gravitacionales 
1.82*sin(q(1)+q(2)) ]; 
fr  = [2.288*qp(1); 0.175*qp(2)]; 
[˜ ,  tau] = cap8 atanflor8p(t,q,qp) ; %ley  de control arcotangente 
qpp = inv(M)*(tau-C*qp- par grav-fr);  %vector de aceleraci´n  art icular 
xp = [qp(1); qp(2);qpp(1); qpp(2) ] ;  %vector de salida 

end 
 
 

 
C´odigo Fuente 8.21 cap8 atanflor8p.m 
 

%MATLAB Aplicado a Rob´otica y Mecatr´onica. 
 
%Editorial Alfaomega,  Fernando Reyes Cort´es. 
 
%Cap´ıtulo 8 Control de posici´on. 

 
cap8 atanflor8p.m  
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 

function [qtilde tau] = cap8 atanflor8p(t ,x,xp) 
q = [ x(1) ; x (2 )] ;  %posiciones 
qp = [xp(1) ; xp(2)] ;  %velocidades 
kp1=100; kp2=15; kv1=kp1;kv2=kp2;  
Kp=[kp1 ,  0; 0, kp2]; %ganancia proporcional 
Kv=[kv1, 0; 0, kv2] ;  %ganancia derivativa 
lambda1=180/pi; lambda2=180/pi; Lambda=[lambda1 0; 0 lambda2]; 
gamma1=1; gamma2=1; Gamma=[gamma1 0; 0 gamma2]; 
par grav = [38.46*sin(q(1))+1.82*sin(q(1)+q(2)) ;  %vector de pares de gravitacionales 
1.82*sin(q(1)+q(2)) ]; 
xc=0.3; yc=0.3; r=0.2; l1=0.45; l2=0.45; alfa=0.07; beta=4; x=xc+alfa+r* (cos( t ) )* ( s in (beta*t) ) ;  
y=-yc+alfa+r* (s in(t ) ) * ( s in (beta* t) ) ;  
[qd1 qd2]=cinv r2gdl(l1, l2,x ,y) ; 
qd=[qd1; qd2]; 
qtilde=[qd(1)-q(1); qd(2)-q(2)];  %error de posici ´n 
%ley  de control PD 
tau=Kp*atan(Lambda*qt i lde) -Kv*atan(Gamma*qp)+par grav; 

end 
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8.5 Resumen 
 

 
ontrol de posicí on robots manipuladores permite realizar una amplia gama 

de aplicaciones industriales, comerciales, cient´ıficas, etc. La aplicací on más 

popular del control de robot manipuladores es la que se denomina control punto 
 
a punto. Pr´acticamente todas las aplicaciones industriales pueden ser realizadas a 
 
trav´es de esta t´ecnica de control. 

 
En el presente cap ı́tulo se present́o las bases para entender el funcionamiento 
 
cualitativo de los algoritmos de control, partiendo desde los tradicionales como el 
 
proporcional derivativo (PD)  y control proporcional integral derivativo (PID),  hasta 
 
nuevos esquemas como las funciones tangente hiperb´olica y arcotangente. 

 
El modelo din´amico de robots manipuladores permite evaluar cualitativamente el 
 
desempeno de nuevos esquemas de control como: 
 

 
[qti lde tau] = pd(x, xp) 
 
 
 

[qti lde tau] = pid(x , xp, varepsilon)  
 
 
 

[qti lde tau] = atan(x, xp) 
 
 
 
[qti lde tau] = tanh(x, xp) 
 

 
El  diseno de nuevas estrategias de control es posible gracias a la t́ ecnica de moldeo de 
 
energ ı́a la cual genera una familia muy extensa de esquemas de control para robots 
 
manipuladores. 

 
En el Web del libro se encuentran los programas fuentes de las librer´ıas de control 
 
de posicí on. 
 
Matlab Aplicado  a Robot ica  y Mecat ronica • Fernando Reyes  Cort´es Alfaomega 



´ 

A  

´ ´ 

 

 
430 Cap´ıtulo 8: Control de posici´on 
 
 

 

Parte IV Referencias selectas 

 

H  

ay una extensa literatura para el area de control de robots manipuladores, 

particularmente se recomienda los siguientes textos: 

 
8 Control de posici´on 
 
 
 
 

M. Vidyasagar. “Nonlinear systems analysis”. Prentice-Hall, 

Englewood Cliffs, NJ (1993). 
 
 
 
R.M. Murray, Z. Li  and S.S. Sastry. 

“A  mathematical introduction to robotic manipulation”.  CRC  

Press (1994). 
 
 
 
A. Isidori. “Nonlinear control systems”.  Springer-Verlag, London, 

UK  (1995). 
 
 
 
Karl J.  ˚str̈ om and Bj̈ orn Wittenmark. 

“Computer controlled systems: theory and design”.  Third Edi- 

tion. Prentice Hall Inc. 1997. 
 
 

Shankar Sastry. “Nonlinear systems: analysis stability and control”.  

Springer 1999. 
 
 
 
Hassan K. Khalil. “Nonlinear systems”. Third Edition. Prentice 

Hall Inc. 2002. 
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R.  Kelly y V.  Santib´anez. “Control de movimiento de robots manipuladores”.  

Printice-Hall, Pearson. 2003. 
 
 

R.  Kelly, V.  Santib´anez and A.  Lor´ıa. 

“Control of robot manipulators in joint space”.  Springer-Verlag 

London 2005. 
 
 
Mark W.  Spong and Seth  Hutchinson, M. Vidyasagar. 

“Robot modeling and control”.  John Wiley and Sons, Inc. 2006. 
 
 

Fernando Reyes “Rob´otica: control de robots manipuladores”.  

Alfaomega, 2011. 
 
 

 

Parte IV Problemas propuestos 

 

E 

n esta seccíon se presenta una serie de ejercicios con la finalidad de mejorar 

las habilidades en simulací on de control de robots manipuladores. 

 
Cap´ıtulo 8 Control de posici´on 
 

 
8.1 Implementar el control PID  para los siguientes robots: 
 

(a) P´endulo qd1 =  90 grados. 

(b) Robot antropom´orfico de 3 gdl qd =  [ 30, 45, 90] grados. 

(c) Control cartesiano de 3 gdl dd =  [ 0.3, 0.4, 0.5 ] m. 
 

8.2 Considere la siguiente estructura de control: 
 

τ = Kp sen(q)  −  Kv sen(q)  +  g(q)  

implementar esta estructura de control en los siguientes robots: 
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(a) P´endulo qd1 =  90 grados. 

(b) Robot antropom´orfico de 2 gdl qd =  [ 45, 90 ]
T
 grados. 

(c) Robot antropom´orfico de 3 gdl qd = [ 45, 90, 135]T grados. 

(d) Control cartesiano de 3 gdl dd =  [ 0.5, 0.8, 0.9]T m. 

 
8.3 Considere la siguiente familia de algoritmos de control tipo PD: 
 

τ = Kpq
2m−1

 − Kvq
2m−1

 +  g(q)  
 

donde m ∈  N . 

Implemente esta estructura de control en los casos para m =  1, 2, 3, 4, 5 en los 

siguientes robots: 
 

(b) Robot antropom´orfico de 2 gdl qd =  [ 90, 135 ]
T
 grados. 

(c) Control cartesiano de 3 gdl dd =  [ 0.5, 0.8, 0.9]T m. 
 

¿Qu´e reglas de sinton ı́a puede proponer para obtener el valor de las ganancias 

de tal forma que no sature a los servoamplificadores cuya capacidad son de 

τ 
max = 150 Nm, τ 

max = 15 Nm para el robot de 2 gdl y τ 
max = 50 Nm, 

τ 
max = 150, τ 

max = 15 para el robot de 3 gdl. 

 
8.4 Sea la siguiente familia de controladores 

 

1 +  cosh(q)  
−

 
Kv

 
atan

 
(q)

 
+

 
g(q)

 

considere los casos de estudio para m =  1, 2, 3, 4, 5 en un robot cartesiano de 

3 gdl para controlar la posicí on del extremo final del robot en las siguientes 

coordenadas: [ 0.4, 0.3, 0.8] m. 

 
(a) ¿C´omo var ı́a la respuesta del robot (errores de posicí on) conforme se 

incrementa el exponente m. 

(b) ¿Describa el desempeno de este esquema de control en funcí on de las 

ganancias y el exponente m. 
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E 
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PID,  100, 390, 417 
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regulací on, 393 
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