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‘\ Codigo Fuente 2.6  Integraci'on num’erica trapezoidal

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica
%Capitulo 2 M'etodos num’ericos

%Editorial Alfaomega

%Fernando Reyes Cort’es

%Archivo cap2 trap.m Contin‘ua 2.5

Integraci’on num'erica trapezoidal

6 tfinal=pi;

7 x=tini:tinc:tfinal;

8 f=sin(x);

9 |_trapz= trapz(x,f);

10 l.a= 1-cos(pi);

11 disp('Resultado’)

12 %despliega los resultados comparativos
13 %del m'etodo trapezoidal con el anal’itico.
14 disp([ltrapz | a])

En este ejemplo se ha calculado el ‘area bajo la curva sobre el intervalo [0 .
El clalculo se realiza una sola vez. Sin embargo, hay aplicaciones en control
de robots manipuladores donde se requiere realizar el c’alculo de la integral de
manera sistem’atica conforme el tiempo evoluciona. A continuaci’'on se muestra un

procedimiento recursivo donde se obtiene la integral por el m'etodo trapezoidal para
pequen os Intervalos ael taman o GEggon SODre un Intervalo ampliio |_U, <1l

& & Ejemplo 2.7

Calcular la integral de la funcion sen(x) por el metodo trapezoidal para cada
valor de intervalo +fi; contenido en el intervalo [0 2]

21
Itrapz = sen(x) dx.
0
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La 10€ea €5 optener un parriao ae la Integral ae sen(y) pdara cada INtervalo (pgdrgue
pertenece al Intervalo |0, 2rg. ks deair, x € |V, 10982 1008-3 100d-: -, 2rtl- EN otras
palaoras, el intervalo va evolucionanao por INCrementos A€ 1agg~MNasta liegar a 4y,

con esto se requieren 2000 iteraciones para alcanzar el valor de 2.

El programa que se presenta en el cuadro de codigo 2.7 contiene la forma de
implementar el m'etodo trapezoidal para aproximar la integral de una funci'on

f(x) = sen(x) en el intervalo [0 2r. De la lI'lnea 4 a la 9 se define el intervalo
ae uempo ae Integraci on. el INCremento ael paso ae integraci on €s cada 10088~

En la I'nea 10 se obtiene la dimensi‘'on del vector de tiempo, con esa informaci‘on se
realizar’a el algoritmo recursivo, es decir el n'umero de veces (2000) que se realizar’a el
ciclo for para abarcar el intervalo [0, 2r el cual se presenta de las I'ineas 11 a la 21.

En la lI'nea 12 se exploran los registros de la base de tiempo t(k); cuando k=1
entonces se redliZa €l primer pdso ae integraci on ael intervdio |_U, ‘IOO%LCUYO Ccoago

abarca las l'neas 13 a la 16. Este c'odigo es necesario por razones t'ecnicas del
lenguaje de MATLAB debido a que el primer elemento del vector de tiempo
t(1) es cero, ts=0, entonces no se podria llevar a cabo el primer intervalo de
integraci'on x=0:tinc:0, marcando un error de programaci‘on. En su lugar se realiza
x=0:tinc:tinc.

Para el segundo incremento del tiempo de integraci'on y posteriores incrementos

se ubica en las lneas 1/ a la 21 sobre intervalo [1@@,_---’21-[]. En la l'nea 23 se

asigna la funci'on sen(x) para el correspondiente k-‘esimo intervalo de integraci'on
[(k = 1) iio, k1ol La l'nea 24 tiene la funcion I trapz(k)=trapz(x,t). kste

procedimiento se realiza un n'umero de veces (2000) hasta igualar la dimensi'on del
vector de tiempo t.

En la I'nea 28 se grafica la integral de la funci'on sen(x) por el m'etodo trapezoidal
y se compara con el m'etodo analitico:
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21
Itrapz = sen(x) dx
0

~ cosi)[g"
1-cos(x), xe [0 2nd

¢\ Codigo Fuente 2.7 M'etodo de integraci‘on trapezoidal

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica
%Capitulo 2 M'etodos num’ericos

%Editorial Alfaomega

%Fernando Reyes Cort’es

%Archivo cap2 trapezoidal.m

% calcula la integral de la funci‘on sen(x)
% el c’alculo se realiza por medio de
%integraci‘on iterativa (2000 iteraciones)
%con incrementos de 1gfr

% para el intervalo [0, 2m].

M’etodo de integraci‘on trapezoidal

1 clg

2 clear all;

3 close all;

4 % intervalo de integraci'on

5 tini=0; % tiempo inicial de integraci‘on

6 tinc=pi/1000; % pasos de incremento del tiempo de integraci'on
7 tfinal=2*pi; % tiempo final de integraci'on

8 % base de tiempo de integraci'on

9 t=tiniitinc:tfinal;

[m,n]=size(t); % dimensi'on del vector de tiempo

-y
o
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2.4 Integraci‘'on num’erica 107

i Codigo Fuente 2.8  M’etodo de integraci'on trapezoidal

%Contin‘'ua programa 2.7
%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatronica
%Cap’itulo 2 M'etodos num’ericos
%Editorial Alfaomega
%Fernando Reyes Cort’es
%Archivo cap2 trapezoidal.m
M’etodo de integraci‘on trapezoidal

11 for k=1:n

12 % registro de la base de tiempo

13 ts=t(k);

14 if k==

15 % para el primer paso de integraci'on

16 % se integra desde 0 a iy

17 x=0:tinc:ting;

18 else

19 % para el segundo paso de integraci'on y posteriores
20 % se integra desde x = 0 hasta el tiempo actual ts.
21 x=0:tinc:ts;

22 end

23 f=sin(x); % funci'on a integrar

24 | trapz(k)= trapz(x,f); % integraci'on por m'etodo trapezoidal
25 end

26 % grafica comparativa entre los m'etodos

27 % analitico y trapezoidal
28 plot(x,| trapz,x,1-cos(x))

La figura 2.7 muestra el resultado comparativo entre el m'etodo trapezoidal y el
anal’itico para la integral de la funci'on sen(x) que genera el programa 2.7. Obs’ervese
que el m'etodo trapezoidal es una aproximaci‘'on muy buena comparada con el exacto
o m'etodo anal’itico, de tal forma que el resultado trapezoidal se superpone a la gr'afica
del metodo anal’itico (cos(x)-1) en el intervalo [0, 2.
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Figura 2.7 Comparaci‘on entre los m'etodos trapezoidal y anal’itico.

! : I Regla de Simpson

Cuando el drea bajo la curva de la funcon f(x) es representada sobre aréas de
secciones cuadraticas y si el intervalo [a,b] es dividido en 2n secciones iguales,
entonces el ‘area de f(x) puede ser aproximada por la regla de Simpson cuya expresi'on
esta dada de la siguiente manera:

-a
Isimp = T [f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + ... + 2f(x2n-2)
+4f(x2n-1) + f(x2n)] (2.12)
donde x; representan los valores finales de cada seccion, paraj = 12 ... n-1;

X0 = a: Y x2n = b

En MATLAB, la regla de Simpson se implementa en forma adaptiva por medio de
la funci'on quad; la tabla 2.1 muestra su sintaxis.

quad(f,a,b) aproxima la integral de una funci'on f(x) dentro de los I'imites finitos
[a, bl, usando un algoritmo recursivo adaptable de cuadratura de Simpson, donde
a,b e IR. El error de integraci’'on num’erica que usa es 1e-06. La funci'on f(x) puede

ser escalar o vectorial. En el caso vectorial quad retorna un vector de salida donde
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2.4 Integraci‘'on num’erica 109

Tabla 2.1 Funciones de cuadratura

Retorna el ‘area de la funci'on en el

quad('nombre funcion’,a,b) intervalo comprendido entre 3 y b
usando la regla de Simpson.

Emplea un error absoluto de tole-
rancia tol en lugar del valor por de-
fault 1e-06 sobre el intervalo [a, b].
g = quad(fun,a,b,tol) .
Valores grandes de tol producen in-
tegraci'on num’erica muy r‘apida, pe-

ro con menor exactitud.

cada componente tiene la integral de la correspondiente componente de la funci'on
vectorial f(x). La funcion quad puede ser menos eficiente (pobre exactitud) con
funciones no suaves.

& Ejemplo 2.8

Calcular la integral por el metodo de Simpson de la funcion ra'iz cuadriatica
f(x) = ~ x para intervalos no negativos [a, b].

La funcion ra’iz cuadrada f(x) = v X puede ser integrada analiticamente sobre el
intervalo [a, b], a,b e IR+ de la siguiente forma:

= - (2.13)

Este procedimiento sirve de referencia para comparar el valor num’erico que calcula
el m’etodo de Simpson.
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El cuadro 2.9 contiene el programa para calcular la integral de la funci'on f(x) = v X

por el metodo de Simpson sobre un intervalo no negativo [a, b] especificado por
el usuario, y el resultado es comparado con el m'etodo anal‘itico (2.13) el cual se
encuentra implementado en la l'inea 17.

Por precauci'on, sobre los datos del intervalo definido por el usuario se inserta la
instrucci‘on if para verificar que los extremos del intervalo sean positivos y adem’as
que cumplan 3 < b.

Se hace la aclaraci‘'on que dentro del lenguaje de programacion de MATLAB la
funci'on sqrt acepta valores negativos y retorna n‘umeros complejos. Sin embargo,
en modelado din‘amico y control de robots manipuladores usando moldeo de energ'ia
(estabilidad de Lyapunov) no se requiere la teor’ia de n'umeros complejos.

) Codigo Fuente 2.9  Integraci‘'on Simpson

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica

%Capitulo 2 M'etodos num’ericos

%Editorial Alfaomega

%Fernando Reyes Cort’es

%Archivo cap2 simpson1l.m

%Funci'on quad para calcular la integral de la

%funci'on ra’iz cuadrada por el metodo de Simpson.

%El resultado se compara con la integral anal’itica.

%El intervalo de integraci’'on es definido por el usuario.

Integraci’on Simpson

clg

clear all;

close all;

disp(M’etodo de Simpson’)

% los valores del intervalo [a, b] son proporcionados

% por el usuario desde el teclado

a=input('Introduzca el valor inicial del intervalo de integraci'on: *);

0 N o U A W N =

b=input('Introduzca el valor final del intervalo de integraci‘on: *);

Alfaomega Matlab Aplicado a Robotica y Mecatrorica « Fernando Reyes Cort’es.



2.4

Integraci‘'on num’erica

111

‘\ Codigo Fuente 2.10  Integraci'on Simpson

% Continuaci‘on del programa 2.9

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica
%Cap’itulo 2 M’etodos num’ericos

%Editorial Alfaomega

%Fernando Reyes Cort’es

%Archivo cap2 simpson1.m

Integraci‘'on Simpson

10
1
12
13
14
15
16
17

18
19
20
21
22
23
24

9 ifa>=0 8% b>=0

ifa>b
disp(‘Error: el intervalo positivo [a,b] debe cumplir a<b.’)
return

end

% regla de Simpson

% la funci‘on ra’iz cuadrada (sqrt) es indicada como

% cadena de caracteres en la funci'on quad

| simp=quad('sgrt’,a,b);

% m'etodo anal‘itico

|_a=2/3*(b(3/2)-a"(3/2));

fprintf('Valor anal'itico= %f \n Simpson: %f\n",1 a,l simp)

else % Para el caso de valores negativos

disp(‘Error en los valores del intervalo de integraci‘on.)

disp('El intervalo [a,b] con a<b debe contener unicamente valores positivos.)

La salida del programa cap2 simpson1.m produce resultados id'enticos entre el
m'etodo de Simpson con el analitico:

Valor anal’itico=33.333333
Simpson=33.333333

corresponde al intervalo a=0y b=10.
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& Ejemplo 2.9

Calcular la integral de la funcion f(x) = x° por el m'etodo de Simpson.

La integral de la funcion f(x) = x° esta dada por:
1= CxSdx= L © @2.14)
a . 6\
El cuadro 2.11 contiene el codigo fuente para aproximar la integral de la funci'on
cuadr’atica f(x) = x°2 por el metodo de Simpson sobre un intervalo de [0, 10]. En la
I'nea 6, la funci’on cuadr'atica es utilizada a trav’es de un manejador de funciones:
f=@(x)x." 5; e incorporada la funcion quad(f,a,b) enla I'nea 7.

) Codigo Fuente 2.11 M’etodo de Simpson

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica
%Cap’itulo 2 M'etodos num’ericos
%Editorial Alfaomega
%Fernando Reyes Cort’es
%Archivo cap2 simpson.m
M’etodo de Simpson

clc;

clear all;

close all;

a=0; b=10;

x=a:b;

f= @(x)x.A5; %funci‘on cuadr’atica

| simp=quad(f,a,b);

| a= (1/6)*(b"6-a"6); % m'etodo analitico

0 N O U1 A W N =

9 % comparaci‘on entre el metodo anal’itico y el de Simpson
10 fprintf('Valor anal’itico= %f \n Simpson: %f \n',| al simp)
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La salida del programa cap2 simpson.m es la siguiente:

Valor analitico=166666.666667
Simpson=166666.666667

corresponde al intervalo [0, 10].

! I Funciones de cuadratura

M ATLAB tiene varias funciones que calculan la integral de funciones por m'etodos
num ‘ericos conocidas como funciones de cuadratura. Adicional a la regla de Simpson
quad, existen m'as opciones que se presentan a continuaci‘on:

[quacs |

La funcion quad8('nombre funcion’,a,b) retorna el ‘area de la funcion en el
intervalo [a, b] usando la regla de Newton-Cotes 8 panel.

quad |

g = quadl(f,a,b) aproxima la integral de la funci'on f en un intervalo finito [a, b]
dentro de un error 1e-06 usando el algoritmo recursivo adaptable de cuadratura de
Lobatto. La sintaxis de quadl| requiere que la funci'on f sea una funci'on manejador.

quad| acepta funciones vectoriales y retorna un vector con la integral de cada
componente. quadl puede ser mas eficiente (alta exactitud) que la funci'on quad
con funciones suaves.

La funcion quadgk tiene buena eficiencia para funciones oscilatorias, y soporta
intervalos de integraci'on infinitos, as’ como manejar moderadamente valores
singulares. Una ventaja de esta funci‘on es que soporta integraci‘on de contorno a lo
largo de trayectorias continuas por trozos. Si el intervalo de integraci'on es infinito,
es decir [a, co], entonces para que la integral de f(x) exista, f(x) debe caer como
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x — oo. Esta es una condici'on para poderse utilizar quadgk, particularmente para
funciones oscilatorias sobre intervalos infinitos, f(x) debe caer muy r'apida.

Una ventaja que tiene la funcion quadgk es que integrara funciones que tienen
puntos singulares no muy fuertes. Si la funci'on tiene puntos singulares dentro del
intervalo (a, b), entonces lo recomendable es escribir la integral como la suma de
integrales sobre subintervalos con puntos singulares como puntos finales, computar
cada integral con quadgk y sumar los resultados.

quadv I

La funci'on quadv vectoriza a quad para una funci'on vectorial.

! I M’etodo de Euler
o

Un m'etodo ampliamente utilizado en rob'otica y sistemas mecatr'onicos es la
integraci'on num’erica discreta, la cual se puede establecer directamente del m'etodo
de Euler.

Por ejemplo al derivar con respecto al tiempo la integral |(t) de la funcion f(t) se
obtiene lo siguiente:

0= “fOdt = 1 =fO tte b tol (2.15)

t1

Partiendo de la definici'on matem’atica de la derivada se tiene:

i) = ©m M+ 9-10 (2.16)
(2.17)

donde t = t2 — t1, representa un infinit'esimo intervalo de tiempo.
Si aproximamos a la derivada I(t) en su forma discreta |(t) [(t,) entonces el

tiempo discreto esta dado por tx = kh, k = 1,2 .-, ny h es el periodo de muestreo.
De esta forma se cumple tx-1 = (k- Dhy  t = t - tk-1 = kh - (k= Dh = h.
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Por lo tanto la derivada discreta |(t) se puede realizar por diferenciaci’on num’erica
de la posici'on |(t,) de la siguiente forma:

: 1(te) = 1(tx-1)
(t) = =
I (tx ORI o) ftw. (2.18)

La expresi'on 2.18 se conoce como m'etodo de Euler y sirve para estimar la velocidad
por diferenciaci’'on num‘erica de la posici‘on.

Despejando |(tx) de la expresion (2.18), la integral discreta adquiere la siguiente
forma:

1(t) = 1(tk-1) + hf(tw (2.19)

La expresi'on (2.19) es muy simple, se convierte en una sumatoria y es adecuada para
poderse implementar como algoritmo recursivo.

& Ejemplo 2.10

Calcular la integral de la funci'on f(t) = sen(t) por el m'etodo de Euler en forma
recursiva para el periodo de integraci'on t ¢ [0, 10] segundos. El incremento del

tiempo es por pasos de un milisegundo.

En el cuadro 2.12 se presenta el codigo fuente que implementa el m'etodo de Euler
para integrar la funcion f(t) = sen(t). El intervalo de integracion es de 0 a 10
segundos, con incremento de un milisegundo. Este mismo incremento se toma como
el valor del periodo de muestreo h = 0.001. Para propositos de comparaci'on el
resultado generado por el m'etodo de Euler se compara con el m'etodo trapezoidal.
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' Codigo Fuente 2.12  M’‘etodo de Euler

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica
%Cap’itulo 2 M'etodos num’ericos

%Editorial Alfaomega

%Fernando Reyes Cort’es

%Archivo cap2 euler.m

M’etodo de Euler

clg;

-

clear all;

close all;

h=0.001; % periodo de muestreo
t=0:h:10; % intervalo de integraci'on
f=sin(t); % funci'on a integrar

| _e=0; % condici'on inicial de la integral por
% m'etodo de Euler

% m'etodo comparativo trapezoidal
| trap=trapz(t,f);

O 00 N o U A W N

- -
- O

% m'etodo comparativo regla de Simpson
| simp=quad(’sin’,0,10);
[m, n]=size(t); % Orden del vector de tiempo
for k=1:n
I_e=I_e+h*f(k);

O i G |
uu b W N

end

[ S —y
N O

fprintf(M’etodo Euler= %f \n M'etodo Trapezoidal= %f \n Regla de Simpson = %f

\n’,l &1 trap, | simp)

La salida del programa cap2 euler.m produce el siguiente resultado.

M’etodo Euler= 1.838799
M’etodo Trapezoidal= 1.839071

Regla de Simpson= 1.839072
Los resultados corresponden al intervalo [0, 10], con incrementos de 0.001.
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Obs’ervese que existe un mayor error de integraci'on del metodo de Euler con
respecto a los m'etodos trapezoidal y el de Simpson. Sin embargo, en rob’otica se
utiliza el m'etodo de Euler para estimar la velocidad de movimiento del robot por
diferenciaci’'on num'erica de la posici‘on.

2.5 Sistemas din’amicos de primer orden

os sistemas din‘amicos estan formados por ecuaciones diferenciales, ya que
L representan la estructura matem‘atica fundamental para modelar la dinamica
de los robots manipuladores y de cualquier sistema mecatr'onico. A trav'es de estas
ecuaciones es posible estudiar en detalle todos los fen'omenos f'isicos que se encuentran
presentes en la estructura mec’anica de los robots.

Particularmente la ecuaci'on diferencial ordinaria de primer orden:

x = f(x) (2.20)

representa la base matem’atica del modelado din‘amico y control de robots
manipuladores. Donde x ¢ IR" es la solucion de la ecuacion diferencial (2.20);
tambi’en representa la variable de estado, la cual proporciona informaci'on sobre
la din"amica del sistema, por esta raz'on x es que es una funci'on continua del tiempo
x = x(t). En otras palabras dentro de las propiedades intr'insecas de las variables de
estado se encuentra que es una funci‘on impl’icita del tiempo. La variable x representa
los cambios de estado din‘amicos x(t) en el tiempo.

La ecuacion 2.20 es un sistema din‘amico aut'onomo para modelar din‘amica lineal
y no lineal de sistemas mecatr'onicos y rob’oticos. Este tipo de ecuacion din‘amica
se emplea en la simulaci‘on, diserio de algoritmos de control, an‘alisis y estudio de
fen‘'omenos fiisicos y construcci‘on de sistemas mecatr onicos.

Pr'acticamente cualquier sistema din‘amico autonomo (que no depende de manera
expl'icita del tiempo) cuyo modelo matem‘atico este caracterizado por ecuaciones
diferenciales de cualquier orden puede ser convertido mediante un adecuado cambio
de variables de estado a la forma de la ecuacion 2.20, entonces se puede simular
mediante un adecuado procedimiento de integraci‘on num‘erica.
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! I M’etodo de Runge-Kutta

Uno de los metodos mas importante para integracion num'erica de ecuaciones
diferenciales de primer orden (2.20) son los m'etodos de Runge-Kutta. Dichos
m'etodos se basan en aproximar la soluci'on a trav'es de series de Taylor. El m'etodo
m'as simple, el denominado m'etodo de primer orden, usa una serie de expansi'on de
Taylor de primer orden, el m'etodo de segundo orden usa la serie de expansi'on de
Taylor de segundo orden, y as’i sucesivamente (el m'etodo de Euler es equivalente al
de primer orden de Runge-Kutta). MATLAB tiene funciones del m'etodo de Runge-
Kutta para los ‘ordenes segundo, tercero, cuarto y quinto.

La serie de Taylor para evaluarla en el t-'esimo tiempo a la funci'on x(tx) esta dada
por la siguiente expresi‘on:

) (tk = tk-D”
x(tk) = x(tk-1 + (tk = te-1x (tk-1) + _tk_t!kr.)'('(tk_ﬁ +o+
n derivadas
n o =)
(tk - tk=1) Ny

n!
(2.21)

El termino t, — tx—1 representa un pequend intervalo el cual sera representado por
h =tk - tk-1 = kh = (k = 1h, entonces la serie de Taylor queda de la siguiente
forma:

. n de_riviadas

. he ..
x(tk) = x(tk=1) + hx (tk=1) + X (tk-1) +---+F X )t
(2.22)

M’etodo de Runge-Kutta de primer orden I

La integraci‘on num’erica de la ecuaci'on 2.20 por el m'etodo de Runge-Kutta de primer
orden esta dado de la siguiente manera:

x(tk) = x(tk=1) + hx{tk-1) = x(tk=1) + hf(tk-1) (2.23)
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La interpretaci’'on geom'etrica de la ecuaci'on (2.23) significa que el valor de estimaci‘on
de x(tx) es igual a la I'nea tangente que la une con el valor y (- 1) como se muestra
en la figura 2.8. Este es un proceso iterativo para todos los puntos x(ty), con

k=12---,n. El primer metodo de Runge-Kutta es muy simple, ya que aproxima
x(t) |
1 J:(f&.:‘):::__.-' B s
(i)
.
2 e
[ 1 e
fk:~l fk t

Figura 2.8 Calculo de x(tx) usando el primer el metodo de Runge-Kutta primer

orden.

la funci'on con una serie de Taylor corta que une los puntos tx Y tk-1 con l'ineas
tangentes, por lo cual la exactitud es pobre si el paso h = tx — tk-1 €s grande osi la
pendiente de la funci'on cambia r'apidamente.

M’etodo de Runge-Kutta de orden mayor I

Los m'etodos de Runge-Kutta de orden mayor (dos, tercero, cuarto, y quinto) se usan
para aproximar funciones desconocidas; la aproximaci‘on se realiza a trav'es de varias
I'neas tangentes, por lo tanto la exactitud es mejorada. Por ejemplo, en el m'etodo de
integraci'on de cuarto orden usa la serie de Taylor con las primeras cuatro derivadas,
es decir la estimaci‘on de la funci'on x(t) es a trav'es de 4 I'ineas tangentes.
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[ Funciones ode .

MATLAB tiene las funciones para integrar la solucion num’erica de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden llamadas ode.

[ oded5 I

La sintaxis de la funci'on ode45 es la siguiente:

[t x]=ode45('nombre funcion’,ts,cond iniciales,opciones)

La funci'on ode45 utiliza los m'etodos de Runge-Kutta de cuarto y quinto orden.
nombre funcion representa una funci'on M-File donde est’a implementado el sistema
din’amico en la estructura matem’atica x = f(x).

La funci'on ode45 retorna la solucion del sistema x = f(x), es decir x, as’1 como
el vector de tiempo t. El tiempo de simulaci'on o el intervalo de integraci'on se
encuentra especificado por ts = [tjnjcjal, tfinal], POr €jemplo se puede especificar
como un intervalo [0, 10]. Tambi’en es v'alido expresarlo como: ts = 0: 0,001 : 10, el
cual incluye incrementos de tiempo de un milisegundo. Las condiciones iniciales
se encuentran determinadas por cond iniciales, su forma depende del orden
del sistema. Por ejemplo, para un sistema escalar cond inciales=0; para el caso
vectorial x(0) ¢ IR3, tenemos cond inciales=[0;0;0].

El cuarto par’ametro de opciones es muy importante debido a que contiene las
propiedades de integraci'on num’erica, y de eso depende la simulaci'on del sistema.
Para tal efecto se emplea la funci'on odeset de la siguiente forma:

opciones=odeset('RelTol’,1e-3,'AbsTol’,1e-6,'InitialStep’,1.0e-3,'MaxStep’,1.0e-3)

Error de integraci'on

En cada j-esimo paso de integracion se estima un error local de la i-
‘esima componente de la solucion; este error debe ser menor o igual
que el error aceptable, el cual es una funcion de la tolerancia relativa
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RelTol y de la tolerancia absoluta AbsTol. La expresion para e(j)
satisface la siguiente condicion: |e(j)|] = max(RelTol|x(i), AbsTol(j)|).

RelTol representa el error relativo de tolerancia que se
aplica a todas las componentes x; del vector soluci'on
x € IR".Este parametro tambi‘en controla el n'umero
RelTol .
correcto de digitos en todas las componentes y;. El
valor t'ipico RelTol= 1e-3, el cual corresponde al 0.1 %
de exactitud.
Error absoluto de tolerancia que se aplica a todas
las componentes individuales y; del vector soluci'on x.
Tambi’en determina la exactitud cuando la soluci'on se
aproxima a cero.
Si AbsTol es un vector, entonces su dimensi'on debe ser
la misma del vector x. El valor de cada componente

AbsTol ) ]
de AbsTol se aplica a la correspondiente componente

Xi-

Si AbsTol es un escalar, ese valor se aplica a todas las
componentes yx; del vector soluci'on x.

Generalmente, el valor t'ipico que se le asigna a AbsTol
es: AbsTol= 1e-6.

NormControl significa la norma del error relativo. Es-
ta opcon solicita a la funcion ode45 que el error
de integraci'on en cada paso cumpla con la siguiente
condicion: e < max(RelTol x , AbsTol). Se habili-

ta/deshabilita como: on (off). Para funciones sua-
ves, la funci'on ode45 entrega un error equivalente a la
exactitud solicitada. La exactitud es menor para pro-
blemas donde el intervalo de integraci'on es grande y
para problemas moderadamente inestables.

NormControl
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Paso de integraci'on

Especifica el valor inicial del paso de integraci'on.

Representa una cota superior en la magnitud del
primer paso. En caso de no especificarlo, entonces el

tamafo del paso se obtiene como la pendiente de la

InitialStep soluci'on en el tiempo inicial. Si la pendiente de todas
las componentes de la soluci'on es cero, entonces el
procedimiento puede generar un tamaro de paso muy
grande. Por lo tanto, es recomendable iniciar con un

valor adecuado esta opci‘'on.

Representa una cota superior del tamano del paso,
es un valor escalar positivo que se obtiene de la
siguiente forma: O 1|tinicial — tfinall- La ecuacion
MaxStep . - |.|n|C|aI ﬁh?” e
diferencial tiene soluciones o coeficientes peri‘odicos,

es recomendable inicializar MaxStep=,-del periodo.

La funci'on ode45 es la que presenta mayor exactitud en el m'etodo de integraci‘on
para el sistema x = f(x). Sin embargo, debido a esto tambi’en puede tomar mas
tiempo en dicho proceso.

A continuaci'on se describe otras opciones de funciones para resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden, cuya sintaxis es exactamente la misma que
la funci'on ode45. Sin embargo, tienen otras caracter’isticas operativas.

l ode23 I

La funci'on ode23 utiliza el segundo y tercer metodo de integraci'on. Tiene menor
exactitud comparada con la funci‘'on ode45. Sin embargo, puede realizar m’as rapido
el proceso de integraci’'on num’erica. La sintaxis esta dada por:

[t x]=ode23('nombre funcion’,ts,cond iniciales,opciones)
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[t x]=ode113('nombre funcion’,ts,cond iniciales,opciones)

Esta funci'on se recomienda para resolver sistemas din’amicos complicados; mantiene
un error de integraci'on riguroso. La funci'on ode113 es un m'etodo de integraci'on de
orden variable propuesto por Adams-Bashforth-Moulton.

ode15s l

[t x]=ode15s('nombre funcion’,ts,cond iniciales,opciones)

Para el caso en que el proceso de integraci'on de la funcion ode45 sea muy lento
debido a la rigidez del sistema din’amico, entonces es recomendable usar la funci'on
ode15s. Esta funcion es de orden variable, multi pasos basada en diferenciaci'on
num’erica (backward o m'etodo Gear).

ode23s I

[t x]=ode23s('nombre funcion’,ts,cond iniciales,opciones)

Es muy Util para sistemas din‘amicos masa-resorte con alta rigidez en que el resorte
la matriz de masas es constante. La funci'on ode23s se basa en el m'etodo modificado
de segundo orden de Rosenbrock. Debido a que el proceso de integraci‘on es por
pequenos pasos, puede ser mas eficiente que la funcion odel15s para tolerancias
pequefias en el error de integraci'on. Adem’as es mucho mas efectivo en sistemas
din’amicos con rigidez donde ode15s no lo es.

[t,x]=o0de23t('nombre funcion’,ts,cond iniciales,opciones)
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La funci'on ode23t emplea el m'etodo trapezoidal usando una interpolaci‘on libre. Es
recomendable para resolver sistemas din’amicos moderados en la rigidez del resorte,
sin utilizar amortiguamiento. La exactitud en la integraci‘on es baja.

[ ode23th I

[t x]=ode23tb('nombre funcion’,ts,cond iniciales,opciones)

La funci'on ode23tb es una combinaci‘on de m’etodos de Runge-Kutta y diferenciaci‘on
num’erica (backward) de segundo orden. Para sistemas din‘amicos con alta rigidez del
resorte y errores de integraci’'on muy pequends, la exactitud de integraci'on es baja.

! l Simulaci‘on de sistemas din"amicos x = f(x)

A continuaci'on se presenta una serie de ejemplos ilustrativos cuya finalidad es
mostrar el empleo de las funciones ode en simulaci‘on de sistemas mecatr’onicos y
robots manipuladores.

& Ejemplo 2.11

Considere un sistema din‘amico lineal escalar dado de la siguiente forma:

—ax(t) + bu(t)
ex(t)

x(t)
y(t)

donde x es la soluci'on del sistema din‘amico y representa la variable de estado.
La entrada del sistema es u(t) y la respuesta es y. Los parametros estan dados
por a, b,ce IR,.

Realizar la simulaci'on del sistema usando integraci'on num'erica a trav'es de la
funci'on ode45. Para una entrada y = 1, y parametros g = 133,h = 26y c= 1.
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El sistema din’amico lineal escalar tiene una funci‘on de transferencia (control cl’asico)
dada por:

X

y
sta

donde s = jw, j representa la parte imaginaria o compleja, y w € IR+ esla frecuencia
enrad/seg. El par’ametro 3 ¢ IR, esel ancho de banda del sistemay p ¢ IR significa
la ganancia del sistema. Por otro lado, c e IR+ es una ganancia de un amplificador

operacional que acopla de manera adecuada la impedancia entre la variable de estado
x Y la respuesta del sistema y-

Para obtener la ecuacion diferencial (modelo din‘amico) a partir de la funcion de
transferencia, entonces s no representa frecuencia, en este caso se interpreta como

un operador s = g

X _
Al = sxtax=hu
spa
- = Xx = -ax+* bu
y = X
donde se ha empleado que sy = GiX = X

Figura 2.9 Diagrama a bloques de un sistema din"amico lineal.
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El programa que implementa al sistema din‘amico lineal o planta de estudio se
encuentra contenido en el cuadro 2.13 archivo cap2 ejemplo26 (M-File). Para
resolver el sistema din‘amico, se emplea la funci'on de integraci‘'on num’erica ode45.
Por facilidad, se emplea una entrada constante de magnitud unitaria. Los valores de
los par‘ametros de la planta son g = 133y p = 2.6. La ganancia del amplificador es

unitaria ¢ = 1.
Para ejecutar correctamente la funci'on cap2 ejemplo26 se requiere del programa
simuejemplo26 que se encuentra listado en el cuadro 2.13, donde se definen las
propiedades de integraci‘on usando la funci'on odeset, las cuales son incorporadas en
la funci‘'on ode45. El tiempo de simulaci‘on es de 0 a 10 segundos con incrementos de

una mil'esima de segundo.
La salida del programa 2.13 se presenta en la figura 2.10, observe que la respuesta a
una entrada constante de magnitud unitaria no produce sobre impulso para sistemas

lineales de primer orden. En estado estacionario, la salida x(t) llega a un valor de
1.9549 (frecuencia cero o DC: s = 0) debido a que la funci‘on de transferencia adquiere

la forma ‘3: 19549,

Ircat. Tools  Desitop  Window  Help -

File Edt  View
RAANDBDEL- QS 0B aDd

o d @

0Bf |
06}

04

OZJ
L L L L L
10

Figura 2.10 Respuesta a una entrada constante unitaria del sistema lineal escalar.
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‘\ Codigo Fuente 2.13 Sistema lineal escalar

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica
%Cap'itulo 2 M'etodos num’ericos

%Editorial Alfaomega

%Fernando Reyes Cort’es

%Archivo cap2 ejemplo26

% Simulaci'on de un sistema lineal escalar

% de la forma x = —ax + bu

%Entradas de la funci‘on: t tiempo

% x vector de estados

% x (xp) es la velocidad del estado x

% u es la entrada al sistema

% a, b son los par‘ametros

% Salida derivada de la variable de estados: xp
% Para su correcta ejecuci‘on requiere del archivo
%cap2 simuejemplo26

Sistema lineal escalar

1 function xp =cap2 ejemplo26(t,x)

2 %par‘ametros del sistema: a, b.
3 %el par'ametro g representa el ancho de banda
4 %del sistema din‘amico lineal.
5 a=1.33;
6 %la proporci'on & es la ganancia
7 %de la funci‘on de transferencia en frecuencia cero.
8 b=2.6;
9 %senal de entrada unitaria
10 u="1;
1 %sistema din’amico lineal escalar
12 Xp=-a*x+b*u;
13 %fin de funci'on
14 end
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) Codigo Fuente 2.14  Simulaci‘on del ejemplo 2.11

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica

%Capitulo 2 M'etodos num’ericos

%Editorial Alfaomega

%Fernando Reyes Cort’es

%Archivo cap2 simuejemplo26

% Realiza la simulaci’on de un sistema din‘amico lineal escalar
% Requiere del archivo cap2 ejemplo26.m

Simulaci‘on del ejemplo 2.11

1 clg

2 clear all;

3 dlose all;

4 %tiempo de simulaci‘on

5 ti=0; %tiempo inicial

6 tf = 10;% tiempo de simulaci‘on (segundos)

7 h=0.001;% incremento de un milisegundo

8 ts=ti:h:tf; % vector de tiempo

9 cond.niciales=0;

10 %opciones del proceso de integraci‘'on num'erica

11 opciones=odeset('RelTol’,h, ‘AbsTol’,1e-06, InitialStep’,h, MaxStep’,h);

12 % funci'on ode45 para integraci'on num’erica

13 % soluci'on del sistema x(t) por integraci'on num'erica Runge-Kutta de cuarto y
quinto orden:

14 disp('Simulaci‘on de un sistema lineal escalar’)

15 [tx]=ode45('cap2 gjemplo26'ts,cond ipiciales,opciones);

16 % ganancia del amplificador que acopla impedancia de la variable de estados x(t)
con la salida.

17 c=1;

18 %salida del sistema

19 y=c*x;

20 % grafica del sistema lineal escalar

21 plot(ty)
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& & Ejemplo 2.12

Considere un sistema din‘amico lineal de segundo orden, dado por la siguiente
ecuaci'on:
0

0
5 x(t) + u(t)
—Wn —prn Wn

[T 0lx(t)

x(t)

y(t)

donde x € IR" es el vector soluci'on del sistema din‘amico y representa la variable

de estado. La entrada del sistema es y(t) y la respuesta esy. Los par’ametros est’'an
dados por: yn ¢ IR+ es la frecuencia natural del sistema, p ¢ IR+ es el factor de

amortiguamiento (damping) y s = jw, j s la componente imaginaria o compleja,
w es la frecuencia en rad/seg, t es la evoluci'on del tiempo.

El sistema din‘amico lineal de segundo orden puede ser deducido de la siguiente
funci‘on de transferencia

Wn
u s+ 2pwps + W

1<
|

Manipulando la funcion de transferencia y considerando que s =
s?y(p) = 1), sy(t) = y(t), se obtiene lo siguiente:

2 =
dr—S dat™

) s° + prns T Szy(t) + 2pwnsy(t) + wag(t) = wau(t)
u WS + Wy

= y(t) + 2pway(t) + wiY(t) = wau(t).

Ahora se realiza un cambio adecuado de variable. Sea x1(t) = y(t), x2(t) = x1(t) =
y(t), entonces

x2(0) + 2ownx2(t) + wex 1) = wou(d).

Por lo tanto, el sistema din‘amico de la forma x(t) = Ax(t) + Bu(t) esta dado de la
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siguiente forma:

0 0
i X1 _ 1 X1 y
dt x2 —w2 -Zuwn  x2 wn
X A X B
X1

y = ¢x=[1 0]
X2

El programa que implementa al sistema din‘amico lineal de segundo orden se
encuentra descrito en el cuadro 2.15 que corresponde al archivo cap2 ejemplo27
(M-File). Para resolver el sistema din‘amico por integraci'on num’erica, se emplea la
funci‘on ode45. Por facilidad, se emplea una entrada constante unitaria para estudiar
la respuesta del sistema para varios valores de amortiguamiento p y frecuencia de
resonancia g)n.

Para ejecutar correctamente la funci'on cap2 ejemplo27 se requiere del programa
simuejemplo27 que se encuentra listado en el cuadro 2.15, donde se definen las
propiedades de integraci‘on usando la funci'on odeset, las cuales son incorporadas en
la funci‘'on ode45. El tiempo de simulaci‘on es de 0 a 10 segundos con incrementos de
una mil’esima de segundo.

La salida del programa 2.15 se presenta en la figura 2.11, observe que la respuesta
a una entrada constante de magnitud unitaria puede generar varios sobre impulsos,
esto depende del valor que tome p. Por ejemplo, para valores de 0 < p < 1 sele
conoce como sub-amortiguado, se caracteriza por presentar una etapa transitoria
muy abrupta, r'apida y compuesta por varios sobre impulsos y oscilaciones. Cuando
p = 1 se le conoce como amortiguamiento critico, disminuye considerablemente
las oscilaciones. Sobre amortiguado es para valores de p > 1 el cual no presenta
oscilaciones, es muy lento para llegar a la etapa transitoria.

La figura 2.11 fue obtenida variando los valores de p = 0.2 04,06,0.8 1, 2, para
generar la respuesta sub-amortiguada, amortiguamiento cr'itico y sobre amortiguada.
Se puede observar las oscilaciones muy pronunciadas que presenta en la etapa sub-
amortiguada y a medida que p va aumentando su valor, entonces las oscilaciones
gradualmente van disminuyendo hasta desaparecer completamente para p > 1.
Cuando p = 0, el sistema oscila a la frecuencia natural de resonancia .
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%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica
%Cap’itulo 2 M'etodos num’ericos

%Editorial Alfaomega

%Fernando Reyes Cort’es

%Archivo cap2 ejemplo27

%Sistema din‘amico lineal de segundo orden
%Para su correcta ejecuci‘on requiere del
%programa cap2 simuejemplo27

%Entradas: t tiempo

% x vector de estados

% Salida xp=Ax+Bu

% la matriz A est’a formada por p factor
% de amortiguamiento y y, la frecuencia natural

% de resonancia mec anica.

Y Codigo Fuente 2.15  Sistema lineal de segundo orden

Sistema lineal de segundo orden

1 function xp =cap2 ejemplo27(t,x)

2 % frecuencia natural de resonancia
3 wn=T1;

4 % factor de amortiguamiento
5 rho=1;

6 A=[0, 1;

7 -wnA2, -2*rho*wn];

8 %matriz B

9 B=[0;

10 wn];

1 %senal de entrada

12 u=1;

13 %sistema din‘amico lineal

14 Xp=A*x+B*u;

15 end
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‘\ Codigo Fuente 2.16  Simulaci‘on del ejemplo 2.12

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica

%Capitulo 2 M'etodos num’ericos

%Editorial Alfaomega

%Fernando Reyes Cort’es

%Archivo cap2 simuejemplo27

% Simulaci‘on: sistema din‘amico lineal de primer orden
% requiere del archivo cap2 ejemplo27.m

Simulaci‘on del ejemplo 2.12

1 clc; clear all; close all;
2 % par'ametros de simulacion:

3 ti=0; tf = 10; h=0.001;

4 % intervalo de simulaci'on

5 ts=ti:h:tf;

6 cond.niciales=[0;0];

7 opciones=odeset('RelTol’,h, 'AbsTol’, 1e-06, InitialStep’,h, MaxStep’,h);
8 disp('Simulaci’on de un sistema lineal de segundo orden’)

9 [tx]=oded5(cap2 gjemplo27'ts,cond iniciales,opciones);

10 y=x(;,1); %salida del sistema

11 plot(ty)

il Bt Vew ot Tosls Oeeblep Whdew Mely -~
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Figura 2.11 Respuesta a una entrada escal'on.
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2.6 Resumen

‘etodos de integraci'ony diferenciaci’'on num’erica representan una herramien-
M ta poderosa de computo en la implementaci‘'on pr'actica para an‘alisis y estu-
dios de esquemas de control en simulacion y en evaluacion practica de sistemas

mecatr’onicos y robots manipuladores.

Existen varios m'etodos priacticos para resolver una integral, entre los mas
importantes se encuentran trapezoidal, Simpson, Euler recursivo, Runge-Kutta. Sin
embargo, dependiendo de la naturaleza del problema, la seleccion de un metodo
influye directamente en el desemperio, calidad y fidelidad del proceso de simulaci'on
o experimentaci‘on.

Por ejemplo, el m'etodo recursivo de Euler es muy rapido y puede ser incluido en el
c'odigo del experimento para realizarse en tiempo real. Sin embargo, la exactitud con
que aproxima la integral es pobre en contraste con otros m'etodos como el trapezoidal
o el de Simpson, que pudieran ser mejores opciones para prop ositos de simulaci’on.

Para el caso de esquemas de control de robots manipuladores donde se involucre
alguna integral como el caso del algoritmo proporcional integral derivativo, el m'etodo
recursivo de Euler puede ser una buena opcion a pesar de que la exactitud en la
aproximaci'on de dicha integral no sea bueno. Esta caracter’istica no es importante
debido a que el desempeno del algoritmo de control depende de la sinton’ia de las
ganancias y por lo tanto la pobre exactitud queda absorbida por la ganancia integral.

Para el estudio y an‘alisis de la din‘amica en sistemas mecatr'onicos o robots
manipuladores es importante convertir mediante un adecuado cambio de variables
de estado (variables fase) el modelo din‘amico a la forma de una ecuaci’'on diferencial
de primer orden x = £(x).

La simulaci‘on de estos sistemas din‘amicos se realiza por medio de la funci'on ode45
(m’etodo de Runge-Kutta para orden cuarto y quinto), con pasos de integraci’on de un
milisegundos. Las propiedades del m'etodo de integraci‘on, as'i como las condiciones
iniciales del vector x(0) se configuran con la funci'on odeset.
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Parte | referencias selectas

xiste Una extensa literatura sobre los aspectos basicos de MATLAB.
as’'t como m'etodos num'ericos. A continuaci'on se presenta literatura selecta
correspondiente a la Parte | donde el lector puede profundizar sobre los t'opicos

presentados.

! I Capitulo 1 Conceptos basicos

&

Alfaomega

http://www.mathworks.com

Delores M. Etter. "Engineering problem solving with MATLAB".
Second edition. Prentice-Hall. 1997.

Shoichiro Nakamura. “An‘alisis num’erico y visualizaci'on gr'afica
con MATLAB ". Pearson Eduaci‘on. 1997.

Ashish Tewari. “Modern control design with MATLAB and Simulink”.
John Wiley & Sons, LTD. 2002.

The MathWorks. “Matehmatics: The language of technical computing”.
The MathWorks. 2005.

The MathWorks “Getting started with MATLAB 7 “. The Math-
Works. 2007.

David Baez Lopez & Ofelia Cervantes Villagomez.
" MatLab con aplicaciones a la ingenier’ia, fisica y finanzas".
2da edici'on Alfaomega, diciembre 2011.
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! I Cap’itulo 2 M'etodos num’ericos

™

Tom M. Apostol. ‘Calculus’. Revert'e. 2da. ed., vols. | y I, 2006.

Norman B. Hasser, Joseph P. La Salle, Joseph A. Sullivan.
‘An‘alisis matem’atico’ Trillas, 1970.

w

Watson Fulks. ‘C’alculo avanzado'. Limusa. 1983.

Adrian Biran & Moshe Breiner. ‘"MatLab for engineers’. Addison
Wesley, 1997.

™

William H Press, Saul A. Teukoisky, William T. Vetterling,
& Brian P. Flannery. ‘Numerical recipes in C++'. Cambridge
university Press. 2002.

Parte | problemas propuestos

n esta secci'on se presentan una serie de ejercicios con la finalidad que el lector
E mejore sus conocimientos sobre m'etodos num‘ericos.

,! l Cap'itulo 1 Conceptos basicos

1.1 Considere el programa 1.13, realizar los cambios necesarios en el codigo fuente
para encontrar los minimos y m’aximos locales de la funci‘on.

1.2 Dado la siguiente secuencia de n'umeros:
datos = (1,4 -3,8 12725 -12571,0,22215462 -1 -3 11}
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136 Cap’itulo 2: M'etodos num’ericos

escribir un programa donde se use instrucciones if, for, while para realizar
lo siguiente:

(@) Ordenar los n'umeros de menor a mayor.

(b) Ordenar los n'umeros de mayor a menor.

(c) Encontrar el m’inimo y m’aximo.

1.3 Calcular la norma euclidiana de los siguientes vectores:

[

b : |, 1000
_0.888] ) 4
= | 2435 | z- 7 .
X ' el 567 |
3 _‘ [ _12.333J
i y=1 _09 ;
4

Para todos los vectores x € IR® y € IR* z ¢ IR obtener la norma euclidiana
a trav'es de los siguientes m'etodos.

— V_
(@ x = xT x.
(b) x = P=1-
(A x = xptxu+xstxutxy

(d) x =norma(x,2).

14 En referencia del ejercicio inmediato anterior considere los vectores x, y;

implementar la multiplicaci‘on y divisi‘on entre las componentes de los vectores
a trav'es operaciones con arreglos.

1.5 Obtener la griafica de las siguientes funciones:
(@) f(x) =x% -10< x < 10.
(b) f(x) =tan(x), -15< x < 15.

(o) f(x) = 1+Xz, -100 < x < 100.
(d) f(x) = [1- e 2%"*] senh(x), -3 < x < 3.

Alfaomega Matlab Aplicado a Robotica y Mecatronica « Fernando Reyes Cort’es.



Parte | problemas propuestos 137

! ‘ I Cap'itulo 2 M’etodos num’ericos

2.1 Considere los siguierﬁtej sistest de ecuaciones lineales:

|

2 | 2x1 + 3.33x2 + 4.56x3 |
[ 4J = | 8x1+ 12562 + 8123 |
9 —-3x1+ 845x2 - 7.12x3
| 6 | | 1,11)(1 + 8.13)(2 + 2,14)(3 + 6,73x4+ 12,55)(5
_3 _4)(1 + —8.34)(2 + 467)(3 + 4.10)(4 + 248)(5 |
10_44' = | 1.2)(1 + —5_6)(2 + 2'12)(3 + —3.24)(4 + 12_55)(5 |
612 | 2351 + 4 5y5 + 5893 + 078y + 0345
O 0,67)(1 + 1.21)(2 + —0,98)(3 + 0,34)(4 + 16,12)(5
Resuelva el sistema de ecuaciones usando los siguientes m’etodos
(@ x=A"y.
(b) x=inV(A)y.
(0 x:A\y.

(d) x=linesolve(A,y).

(e) Regla de Cramer.
2.2 jQu'e argumentos puede utilizar para obtener la derivada de la funci'on |t|?

2.3 ;Como puede obtener la derivada con respecto al tiempo de una funci'on
discontinua como la funci‘on signo(t)?

2.4 Aproximar la derivada con respecto al tiempo por diferenciaci’'on num’erica de
las siguientes funciones:

fil0) = t

fatt) = |t

f3(t) = signo(t)
fat) = tanh(y)
fs(t)

Comparar los resultados con el correspondiente m'etodo anal’itico.

atan (¢)
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138 Cap’itulo 2: M'etodos num’ericos

2.5 Calcular la integral de las siguientes funciones:

u
h = Hx7dx 12 = |x|dx
Mi Wi
no i
I3 = signo(x) dx la = tanh(x) dx
HL Wi
Is = atan (x) dx
Wi

considere el intervalo de integraci'on e [-10, 10].
Realice el c'alculo de la integral para cada funci'on utilizando los siguientes
m'etodos:

(a) Trapezoidal.
(b) Simpson.
(c) Euler.

comparar y analizar los resultados.

2.6 Utilizar el programa del ejemplo 2.7 para calcular la integral de la siguientes
funciones

(a) 7

(b) cos(x)

(@ x°

realizando un barrido del intervalo de integraci'on por pasos de 0.001 para

x € [-10,10]. Comparar los resultados obtenidos con su respectivo m'etodo
anal’itico.

2.7 Realizar la simulaci‘on de los siguientes sistemas din‘amicos (t ¢ [0, 10]):

(a)
. ox1 _osen(x2)
x = 7 =
X2 X3
(b)
% = x1 _ atan(xi + x2)
X2 cos(x 2x 1)
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Parte 11|

Cinem atica



La Parte Il esta dedicada al estudio de la cinem’atica directa de robots
manipuladores y sistemas mecatr’onicos, y se componen de tres capitulos. El cap’itulo
3 incluye Preliminares matem’aticos para apoyar la representaci'on de matrices
homog'eneas. El cap’itulo 4 Cinem’atica directa cubre los temas de cinem’atica
directa e inversa, cinematica diferencial y jacobiano de robots manipuladores,
as’'t como la metodolog’ia Denavit-Hartenberg. El cap’itulo 5 Cinem’atica directa
cartesiana esta destinado para analizar el modelo que relaciona las coordenadas
cartesianas con las coordenadas articulares para las principales configuraciones de
los robots industriales (sin tomar en cuenta la orientaci'on de la herramienta de
trabajo).

Capitulo 3  Preliminares matem’aticos incluye
los temas de producto punto entre vectores, matrices ortogonales y sus
propiedades matem’aticas, reglas de rotaci'on, matrices de transformaci‘on
homog'enea para traslaci'on y rotaci‘on, as’i como la presentacion de varios
ejemplos ilustrativos y el desarrollo de librer'ias para M ATLAB.

Captulo4 Cinem’atica directa presenta los conceptos de

cinem’atica directa, cinem’atica inversa, cinem’atica diferencial y el jacobiano del
robot. Tambi‘en explica la metodolog’ia de Denavit-Hartenberg la cual usa un
grupo de par’ametros geom'etricos para determinar la matriz de transformaci‘on
homog'enea que caracteriza al modelo cinem’atico de robots manipuladores
industriales.

Cap'itulo 5 Cinem'atica directa cartesiana

realiza un an‘alisis detallado de la cinem’atica cartesiana de las principales
configuraciones de robots industriales. Un conjunto de librer’ias se desarrollan
para llevar a cabo simulaci’'on con robots manipuladores.

La parte Il concluye con:
Referencias selectas

Problemas propuestos



K
=
-t
‘o
©
J

Preliminares
matem aticos

Hii_1

Rii-1

dii- 1

3.1 Introducci’on
3.2 Producto interno

3.3 Matrices de rotaci‘'on

3.4 Reglas de rotaci'on

3.5 Transformaciones de traslaci’on

3.6 Transformaciones homog eneas

3.7 Librerias para matrices homog'eneas
3.8 Resumen




Presentar los preliminares matem’aticos para la cinem’atica directa de
robots manipuladores y sistemas mecatr’onicos, asimismo desarrollar [i-
brer‘ias en lenguaje MATLAB (toolbox) para las matrices de transforma-
d'on homog'enea de rotaci'on y traslaci‘on.

Objetivos particulares:

Producto interno de vectores.
Matrices de rotaci'on y traslaci‘on.

Transformaciones homog'eneas.

Librer'ias de matrices homog'eneas para M ATLAB.




3.1 Introducci’'on 143

3.1 Introducci'on

| posicionamiento del extremo final del robot en el espacio tridimensional
E (pose) requiere de 6 coordenadas: 3 coordenadas para la posicion cartesiana
y 3 coordenadas para la orientaci'on de la herramienta de trabajo. A la relaci'on que
existe entre las coordenadas articulares del robot con las coordenadas cartesianas y
la orientaci‘on de la herramienta de trabajo colocada en el extremo final del robot se
le denomina cinem’atica directa.

Como parte de la representacion matem’atica de la cinem‘atica directa de robots
manipuladores se encuentra el uso de transformaciones homog'eneas para representar
orientaci'on y traslaci'on de la herramienta de trabajo, con respecto al sistema de
referencia fijo ubicado generalmente en la base del robot.

Como pre'ambulo al tema de matrices de transformaci‘'on homog'enea estan los
conceptos de producto punto o escalar entre vectores y matrices ortogonales.

El producto punto permite utilizar proyecciones de ortogonalidad de los ejes
principales de un sistema de referencia >1(x1, y1, 1) relativo a otro sistema
de referencia Zo(xo, yo, zo). Otro de los temas de prerrequisito es el de las
matrices ortogonales para modelar la orientaci'on y traslaci'on de la herramienta
de trabajo respecto al sistema fijo del robot >o(xo, Y0, Z0)- Resaltan las propiedades
matem‘aticas de las matrices ortogonales que facilitan el an‘alisis y descripci'on de
movimientos de rotaci'on y traslaci‘'on. En funci‘on de las propiedades matem'aticas
de las matrices ortogonales se generan diferentes reglas de rotaci‘on.

Las matrices homog'eneas incluyen estos conceptos para ofrecer una representaci‘on
compacta de la matriz de rotaci'on, que determina la orientaci'on relativa de un
sistema de referencia >1(x1,y1,z1) con respecto a un sistema de referencia fijo
>o(xo, yo, z0) Y del vector de coordenadas o de traslaci‘on xo = [xo, Y0, Z0 .

Con la estructura matem’atica de la transformaci‘'on homog'enea se desarrolla un
conjunto de librerias para prop ositos de simulaci‘on de cinem’atica directa de robots
manipuladores y sistemas mecatr’onicos.
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144 Cap’itulo 3: Preliminares matem’aticos

3.2 Producto interno

ara modelar la orientaci‘on de la herramienta de trabajo del robot se encuentra

el producto escalar o producto interno, tambi’en conocido como producto punto
(dot product), el cual permite utilizar los conceptos de la geometria euclidiana
tradicionales como longitudes, angulos, proyecciones geom'etricas, ortogonalidad en
dos y tres dimensiones de los sistemas de referencia asociados al robot y de la
herramienta de trabajo.

El t'ermino espacio euclidiano se denomina as’t en honor del matem’atico y fil'osofo
griego Euclides, y se utiliza para distinguirlo de otro tipo de espacios como los
espacios curvos de la geometr’ia no euclidianay la teoria de la relatividad de Einstein.
El espacio euclidiano es un tipo de espacio geom'etrico donde se satisfacen los axiomas
de la geometria de Euclides. Como casos particulares del espacio euclidiano se
encuentran la recta real, el plano y el espacio tridimensional, que corresponden a las
dimensiones 1, 2y 3, respectivamente.

El concepto abstracto de espacio euclidiano geom’etrico se generaliza para el caso
general de espacio euclidiano n-dimensional, el cual tambi‘en se considera como un
espacio vectorial n-dimensional real.

Al producto interno x -y €suna operaci'on definida sobre dos vectores x, ye IR" de
un espacio euclidiano cuyo resultado es un n‘umero o escalar (los espacios vectoriales
que incluyen al producto interno reciben el nombre de espacios prehilbertianos).

Considere los siguientes vectores y, y e IR, el producto interno vectorial se define
como:

X'y = X'y=  Xiyi = xlyl+ x2y2 + .-+ xnyn. 3.1
i=1

El producto punto se le llama producto escalar debido a que tambien se puede

realizar como: x -y = x'y.

En un espacio euclidiano real, el producto interno (3.1) tambi’en acepta una definici'on
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3.2 Producto interno 145

geom etrica dada por:
X-y= x y cos(@) (3.2)

donde @ es el ‘angulo que forman los vectores x y y (ver figura 3.1), y las
normas euclidianas se encuentran definidas por x = Xp+txgt o+ xg y =

yi +y, + .-+ +y5 respectivamente.

Geom'etricamente y cos(g) representa la proyecci'on del vector y sobre la direcci'on
del vector x, como se presenta en la figura 3.1. El concepto de proyecci'on geom’etrica
se usa particularmente en las matrices rotacionales para modelar la orientaci'on del
sistema de referencia de la herramienta de trabajo del robot.

- Y

Ylcogy,
-~
X
Figura 3.1 Producto interno vectorial x - y.
Considere x,y,z € IR" y o € IR; el producto interno tiene las siguientes
propiedades:

Conmutativa: x -y = y - x.
Distributiva: z- (x +y) =z-x+z-y.
Asociativa: ox -y = x - ay = X - yo

La expresion geom'etrica del producto escalar permite calcular el coseno del
‘angulo g existente entre los vectores x y y de la siguiente manera:

cos) = XY

PRIy xRYR -y = RS DLEE

Vectores ortogonales: x y=0=x1y 0= " yad (90 grados).
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146 Cap’itulo 3: Preliminares matem’aticos

Vectores paralelos o con la misma direcci‘on si el “angulo que forman es 0 rad
(0 grados) ot rad (180 grados).: x -y = x vy .

x-x=0&= x=0¢ IR

Six=0=x-x>0.

* —_—
@. \,

-A - — z

M ATLAB contiene la funci'on dot(x,y) para realizar la operaci‘'on producto interno
Xy de los vectores x, y e IR", con la siguiente estructura de sintaxis:

dot(x,y)
dot(x,y,n)

<
1l

x - y=dot(x,y,n) retorna el producto escalar de los vectores x, y con dimensi'on n.

el producto punto x - y equivale a realizar la operacion en MATLAB:
X - y=x"*y.

La norma euclidiana x de un vector x ¢ IR", tambi’en conocida como norma 2, se
puede calcular utilizando la funci'on norm con la siguiente sintaxis:

x =norm(x,2)

Sean x, y ¢ IR? con las siguientes componentes respectivamente:
4 8
X = 4 y

obtener el producto punto x -y y el ahgulo § que forman entre los vectores x, y.
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3.2 Producto interno 147

Puesto que los vectores x, y € IR? est’an formados porx = [2 41" yy=1[8 - 37T,
y tomando en cuenta la definici'on del producto punto se obtiene lo siguiente:

X'y = xiy1+xy2=2(8)-43)=16-12=4

El “angulo que forman los vectores x y y se obtiene como:

- xxWkit X%H y2

_ 4
= e—

cos(p) X'y

= = O 1046
22+ 242 82+ (-3)¢2 (44721)(8544)
lo que significa que § =1.465 rad (83.99 grados).
Observe que evidentemente se cumple:
v_
X'y = x y cos@) = 20 73cos(1.465)= (4.472135)(8.544003)(0,1046) = 4,

El cuadro 3.1 presenta el codigo fuente para realizar el desarrollo del ejemplo 3.1.

) C'odigo Fuente 3.1 Producto interno o escalar

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Cap’itulo 3 Cinem’atica %Programa cap3 prodint.m

Producto interno o escalar
clc; clear all; close all;

disp('Producto interno o escalar de vectores’)

x = [2; 4 ]; %vector columna de dos renglones x ¢ IR?

y = [8; -3]; %vector columna de dos renglones ye€ IR2
xdoty=dot(x,y) %producto interno x - y usando la funci‘on dot
xdoty m=x"*y %forma matem‘atica del producto interno x - y

N o 1A W N =

theta=acos(x*y/(norm(x,2)*norm(y,2))) % angulo que forman los vectores
X,y € IR?

8 %forma geom'etrica del producto interno: x - y= x y cos@)

9 xdoty.geometrica=norm(x,2)*norm(y,2)*cos(theta)
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148 Cap’itulo 3: Preliminares matem’aticos

3.3 Matrices de rotaci'on

a figura 3.2 muestra dos sistemas de referencia cartesianos, asociados a
Lun cuerpo r'igido, representados por X ( xo, yo,z0) Y Z1(x1,y1,21), ambos
sistemas comparten el mismo origen. El sistema de referencia >1(x1,y1,21)
mantiene una orientaci‘on relativa al sistema de referencia fijo o ( xo, yo, zo)-

Figura 3.2 Sistemas de referencia fijo 2o y rotado 1.

Consid’erese un punto p sobre el cuerpo rigido, con respecto al sistema g ( X0y0Z0)
tiene coordenadas po = [xo, yo, z0l", el mismo punto p Se representa como p; =
[x1,y1,z1]T con respecto al sistema de referencia 34 (x1,y1,z1). El problema que
se plantea es encontrar la relaci'on que hay entre las coordenadas de un punto
p1 en el sistema de referencia X4 (x1,y1,z1) con el vector po definido en el
sistema de referencia X ( xo, yo, zo). Considere vectores bases para cada sistema
de referencia Xy y X;. Sean {io, jo, ko} Vvectores unitarios a lo largo de los
ejes xo, yo, zo respectivamente. Es decir, jo = [1,0,0]", jo = [0,1,0]", ko =

[0 0 1]7. Similarmente se definen los vectores unitarios {i1, j1, k1} para el sistema

21 (x1,y1,21)-

Un vector que va desde el origen com'un para ambos sistemas hasta el punto p, puede
ser expresado en funci‘on de cualquiera de las dos bases de vectores unitarios de la
siguiente forma:

po = poxio+ poyjo + pocko  con respecto al sistema > (3.3)
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3.3 Matrices de rotaci'on 149

p1 = piil* piyj1 t pizki con respecto al sistema >4 (3.4)

Los vectores po, p1 representan al mismo punto p. Tomando en cuenta las ecuaciones
(3.3) y (3.4) la relaci'on que hay entre sus componentes adquiere la siguiente forma:

POx = po-i0 = p1-i0

= pixi1-i0+ piyj1-io + pizk1-io (3.5)
poy = po-jo=pi-jo
= pixit-jo+ plyj1-jo+ pizki- jo (3.6)

poz = po- ko= p1-ko
= pixit-ko+ piyji- ko + pizk1 - ko. (3.7)

Estas ecuaciones pueden ser escritas de manera compacta como:
po = Rup1 (3.8)

donde R representa la siguiente matriz

|

i1-io ji1-io  ki-io
RO = [i1-jo ji-jo ki-jol. (3.9)
it-ko j1-ko ki-ko

La matriz Ry ¢ IR*3 es la matriz de transformaci'on de las coordenadas del
punto p del sistema de referencia X1 ( x1, y1,z1) hacia las coordenadas del sistema
%5 (xo,yo, zo)- En otras palabras, dado un punto p1 en el sistema 1 (x1, y1,21)
entonces Ryp1 representa el mismo vector expresado con respecto al sistema de

referencia 3o ( xo, yo, z0)-

Obs’ervese que las columnas de Ry son los cosenos directores de los ejes coordenados

X1, y1, 1 respecto de los ejes coordenados xo, yo, zo. Por ejemplo, la primera columna
li1-i0,i1-jo,i1- kol” especifica la direcci’'on del gje x 1 relativa al sistema de referencia

20.
Similarmente se puede obtener el punto p1 en funci'on del punto po:

pix = Pp1-i1 = po-il
= poxi0- i1+ poyjo-i1+ pozko- i
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ply = p1-J1=po-ji
= pOciT-§1t poygi- g1t poka - i
piz = p1-k1 = po-ki
= poxit- k1 + poyj1- ki + pok1- ki

pr = ﬁmpo (3.10)
io-i1  jo-i1 ko-i1|
R(1) = [ io-j1  jo-ji kO-j1J . (3.11)

io-ki jo-ki ko-k1

La matriz Ry ¢ IR¥>3 (3.11) representa la matriz inversa de la transformaci'on Ry
(3.9). Debido a que el producto interno de vectores unitarios cumple la propiedad
conmutativa, entonces j 1 -§j1 = j1-i1, io-jo = jo-io, etc, por lo que resulta:

Ri = Ri = Ri| (3.12)
La matriz Ry cuya inversa es su transpuesta se denomina matriz ortogonal. La
norma de los vectores columna de Rq son de magnitud unitaria y mutuamente
ortogonales, el determinante de Ry es + 1. Si el sistema de referencia se selecciona
de acuerdo con la regla de la mano derecha, entonces el determinante de Ry es 1.
La matriz Ry se denomina matriz de rotaci'on y pertenece a la clase de matrices
ortogonales que se denotan como SO(3).

Notaci'on

La matriz Ry representa la orientaci‘on del sistema X1 (1, y1,z1) respecto al sistema

>0(x0,y0,z0). Ry representa la orientaci‘'on del sistema 22 ( x2, y2, z2) respecto al
sistema 21 (x1,y1,21), ¥ as’1 sucesivamente. Mientras que la transformaci’on inversa
Ry significa la orientaci’on del sistema de referencia > ( xo, y0, z0) relativa al sistema
de referencia X1 (x1, y1,z1). De manera an‘aloga, Ry es la transformaci’on inversa de

coordenadas del sistema de referencia X1 ( x1, y1,21) hacia el sistema 2 (x>, y2, 22)-

Hay varios m'etodos para expresar la orientacion del sistema de referencia
>1(x1, y1,z1) con respecto al sistema de referencia fijo Zo(xo, yo, zo), entre los mas
usuales se encuentra la rotaci‘'on con respecto a uno de los ejes principales xo, yo, yo.
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A continuaci‘on se tratan los casos de rotaci‘on alrededor de un eje principal.
|! I Matriz de rotaci‘on alrededor del eje 7o
K/

Considere que el sistema de referencia X1 ( z3, y1,z1) el cual se encuentra rotado un

‘angulo g alrededor del eje zo del sistema X ( zo, yo, zo). Obtener la matriz resultante
de transformaci‘on Ry

Como se muestra en la figura 3.3, los ejes zo y z1 son paralelos. El signo del arigulo
9 esta dado por la regla de la mano derecha. Por convenci’on, un angulo positivo es
aquel cuyo sentido de rotaci‘on es contrario al movimiento de las manecillas del relo;j.

{0

¥

Figura 3.3 Rotaci'on de un angulo g alrededor del gje 7.

De la figura 3.3 se obtienen las siguientes ecuaciones:
i1-i0 = cos(g) ji-io= - sen(p)
j1-jo = cos(g) i1-jo= sen(g)
ko- ki =1
todos los dem’as productos punto son cero, puesto que el arigulo que existe entre los

vectores unitarios jo, i1,jo Y j1 conkoy ki es de 90 grados, excepto entre ellos
mismos, puesto que ko Yy ki1 forman un angulo de O grados: k1 - jo = cos(™)z=

0 ki-jo=cos(y,i1-ko=cos("y =0,y ji-ko = cos(™) O.
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Notaci‘on

La matriz (3.13) se conoce como matriz de rotaci'on alrededor del eje z y es

representada por R,().

cos@ -sen(@ O

R,(0) = l' sen()  cos(p) OJ. (3.13)
0 0 1

La matriz de rotacion R,(p) se interpreta como una matriz que especifica la
orientaci’on del sistema de referencia X1 ( x1, y1,21) relativo al sistema de referencia

| cos(@@ - sen® O |
po = Rz(e)p1=l| sen(p) cos(g) 0 p. | (3.14)
0 0 1

20(x0, yo, 0)-

Por convenci'on consid’erese que el ‘angulo § es positivo en el sentido contrario al
movimiento de las manecillas del reloj.

La relacion inversa que determina la orientaci'on del sistema X (xo, y0, o) CON
respecto al sistema X1 (x1, y1,21) esta dada por:

cos(@) sen(p) 0]
pr = Rp(8)po= [‘ - sen(@)  cos(p) OJ po. (3.15)
0 0 1

Por lo tanto, un punto po en el sistema X, (xo, yo, zo) €s transformado hacia un
punto pq en el sistema >4 (x;, y1,z1) incluyendo su orientaci‘on relativa.

Otra forma de obtener la matriz R,(9) que relaciona la orientaci'on g del sistema
de referencia X1 (z, y1,z1) con respecto al eje zo del sistema de referencia
20(zo, yo,zo) €s por medio de una proyecci'on geom’etrica, es decir, analizando la
proyeccion de los ejes x1, y1 sobre los ejes xo, yo como se ve en la figura 3.4.

Los ejes z1 Y zo son paralelos entre s', el plano x1 - y1 Se encuentra rotado un angulo
g con respecto al plano xo - yo, entonces la proyecci'on del punto p1 = [piy, pty, |O1Z]T
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Figura 3.4 Rotaci'on § grados del plano x1 — y1 con respecto al plano xo - !

sobre los ejes del sistema >¢ son:

pPx = pix €0s(@) - p1y sen(g)
py = pix sen(g) + py cos(p)
Pz = plz
cos(@ - sen(@) 0]
po = RdAB)pr | seng  cos@ O p.

0 0 1

Propiedades de la matriz de rotaci'on R,(g) I

La matriz de rotaci'on R,(@) tiene varias propiedades importantes que a continuaci‘on
se presentan:

RA(0) = 1. 1 € IR¥*3 es la matriz identidad.
R(8)RAB) = R(BIRAD) = RAO+ B) = Ral B + 0)-

R(8)"" = Ra(-8).
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R(8)" = Ra(0) ™"
R:(8)R:(6)T = Ra(8)" Re(B) = I

f det[R,(9)] = 1si el sistema de referencia cartesiano X ( z, y,z) €S seleccionado
por la regla de la mano derecha, en otro caso det[R,(g)] = - 1.

Funci’on matriz de rotaci'on R,(9) I

La funci’on matriz de rotaci'on R,(9)

cos(@ - sen(@) 0|

ri(9) = | sen@@ cose) o]
0 0 1

tiene la siguiente sintaxis:

R=Rz(8)

donde 9 ¢ IR es el ‘angulo de rotaci'on alrededor del eje z, y representa el argumento
de entrada. Retorna la matriz de rotaci'on R.

El cuadro 3.2 contiene el programa en c'odigo fuente para evaluar en forma simb’olica
las propiedades matem’aticas de la matriz de rotacion R,(g). Para simplificar el
‘algebra simb’olica es recomendable utilizar la funci'on simplify.

Para expresiones matem’aticas con variables simbolicas, la funcion simplify
resulta importante para obtener un resultado matem’atico compacto, es decir
factorizado y reducido.

Cuando un programa se encuentra combinando c’alculos num’ericos con variables
simb’olicas, se recomienda usar la funci‘on vpa con una precisi'on de tres digitos a
trav'es de digits(3).
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‘\ Codigo Fuente 3.2 Funci‘on R,(p)

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Cap’itulo 3 Cinem’atica %Archivo Rzm

Funci'on R,(0)
function R=Rz(theta)

-

2 dato=whos('theta’);

3 if strcmp(dato.class, 'sym’) %para variables simb’olicas

4 R=simplify([cos(theta), -sin(theta), 0;

5 sin(theta), cos(theta), 0;

6 0,0, 10);

7 else %calculos num’ericos

8 digits(3);

9 R=simplify([ double(cos(theta)), double(-sin(theta)), 0;
10 double(sin(theta)), double(cos(theta)), O;
1 0,0, 10);

12 end
13 end

& & Ejemplo 3.2

Escribir un programa en MATLAB para comprobar las propiedades de la matriz
de rotaci'on R,(8)

En el cuadro 3.5 se presenta el programa en codigo fuente para MATLAB de las
propiedades de la matriz de rotaci'on R,(9).

Para que el resultado simb’olico sea compacto o simplificado se emplea la funci'on
simplify.

Para visualizar los resultados de las propiedades matem’aticas de la matriz R,(g) es
necesario no insertar en cada |'inea el operador ;).
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Cuando se trabaja unicamente con variables simb'olicas es importante

utilizar la funci'on simplify para obtener resultados algebraicos compactos.

Cuando hay una combinaci‘on entre variables simbolicasy calculos num’ericos

es recomendable usar la funci'on double como en el cuadro del codigo 3.2
de la matriz R,(9). Otras opciones que se pueden usar son la funci'on vpa
y digits(3) (ver el codigo 3.8).

#\ Codigo Fuente 3.5 Propiedades de la matriz de rotacion R,(p)

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Captulo 3 Cinem’atica %Archivo cap3 propiedadesRz.m

Propiedades de la matriz de rotaci'on R()

1

2
3
4

O 00 N o wun

10
1
12
13
14
15

16

clg

clear all;

close all;

syms a b real

%resultados simb’olicos
simplify(Rz(a)*Rz(b)) %R.(a)R.(b)
simplify(Rz(b)*Rz(a)) %R.(b)R.(a)
simplify(inv(Rz(a))) %R.(a)”’
simplify(Rz(-a)) %R.(a)”" = R.(-a)
simplify(Rz(a)) %R.(a) 7= R.(a)”"
SIMpITY(KZ(a) "Kz(a)) %R a) Rzla) = I
SImpTy(Kz(a)*Kz(a)) %R:a)R:la) = |
simplify(det(Rz(a))) %det[R,(a)]1="1

%c alculo num’erico

theta=90*pi/180; g = k>

Rz(theta) %R,(9)
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Escribir un algoritmo en lenguaje M ATLAB que realice la rotaci‘on de 90 grados
alrededor del gje zo de una imagen de prueba (flecha).

El programa 3.4 contiene el c'odigo para realizar la rotaci'on de la imagen de prueba.
El vector po = [px0, pyo, pz0 1" tiene las coordenadas de la imagen de prueba definidas
en el sistema de referencia X(xo, yo, zo)- El arigulo de rotaci'on g es de 90 grados con

respecto al eje zo. El sistema Za(x1,y1, z1) tiene la imagen rotada con respecto
al sistema Xo(xo, y0, z0). La matriz de rotaci'on R 1T)zrelaciona la orientaci'on

que tiene la imagen rotada definida en X1(x1, y1,z1) €n relaci'on al sistema fijo
20(xo0, yo, z0)-

En la figura 3.5 se muestra el resultado del programa en ambos sistemas de referencia
20(x0, yo, zo) Y €l sistema de referencia rotado X1(x, y1,z1)-

Flle Edit Yigw Inscet Tools Deskiop Window Help =
Jdd® | kX 9VEL-20E e
1
05
0
s
e wr
Tey Tt
"‘ ‘e ant
5. e
1.,
o
. e i
0 (i e 10
sl 10
0 20

Figura 3.5 Rotaci'on de 90 grados alrededor del eje zo.
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P Codigo Fuente 3.4  Rotaci’‘on alrededor del eje 7

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Cap’itulo 3 Cinem‘atica %Archivo cap3 totacionRz.m

“Rotaci on alrededor del eje zo0

1 clg
2 clear all;
3 close all;

px0
ocoOrdenadas del vector p, = [| ol

4 px0
5 pxo0=[0,0,0,0,0,6,7,7, 8, 8, 9,9, 10,10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 11, 12, 13, 14,14,
14, 14, 14, 14, 14, 14,14, 14, 15, 15, 16,16, 17,17,18,19,20,21];
6 pyo=[0,0,0,0,099,109, 11,912, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, 12,12, 12, 12,1, 2, 3, 4, 5,
6,7,89 12,9, 12,9, 11,9, 10,9,0,0,0 J;
7 pzo=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,01;
8 theta=90*3.1416/180.0;
9 %matriz de rotaci‘on R-(9)
10 R ztheta=[ cos(theta), -sin(theta), O;
11 sin(theta), cos(theta), O;
12 0, 0,11;

13 %conversi'on de coordenadas del sistema X(xo, y0, Z0) al sistema 24(x1, y1, z1)
14 %p1 = kz(e)L)O
15 %%p&1 FPpﬁtpeta*[pxo; pyo; pzol;

| P

16 pei
17 px1=Sigmal(1,);
18 py1=Sigmal(2,);
19 pz1=Sigmal(3,);

[0) + £ A | ] 1k, S L N\ S L AY
ZU OPUTTIUS UTATILAUUS Tl T1US SIOWCTTIAS B E ZANXA VO /70 VY D1 = Z1IX1T Vi 1]

21 plot3(pxo,pyo,pzo,’,px1,py1,pz1,X)

Alfaomega Matlab Aplicado a Robotica y Mecatronica « Fernando Reyes Cort’es.



3.3 Matrices de rotaci'on 159

& Ejemplo 3.4

Considere un punto p1 = [piy, piy, pizl’ = [0.8 0,5 1] en el sistema de referencia
Z1(z1,y1,21), el cual mantiene una orientaci’‘on relativa de 90 grados alrededor
del gje zo del sistema fijo X ( zo, yo, zo). Obtener la proyecci'on del punto p; en el
sistema fijo >o.

El punto p1 = [piy, piy, pzd” = [0.8 0,5, 1]" se encuentra en el sistema de referencia
Z1(z1,y1,21), la conversi'on de coordenadas al sistema de referencia fijo se realiza a
trav'es de: po = R(z, 8)p1. obteniendo lo siguiente:

cos(',) - sen(,) U] | ,8]

po = sen(%,)  cos(%,) OJ l 05]
001
|_05?

1

N'otese que el punto po en el sistema de referencia fijo X ( zo, yo,20) Se puede
convertir al punto p¢ en el sistema de referencia rotado %4 (z1,y1,21), trav'es
de la siguiente relaci‘on:

| cos(lp)  sen(l, UH _0.5]
pr = [_sen(lz) cos(%) OH 08 Jl
00
08
_ | us)
1

La figura 3.6 muestra la descripci'on geom'etrica del punto pq y su proyecci'on sobre
el sistema de referencia Xq ( zo, Y0, Z0)- Observe que los ejes zo ¥ z1 se mantienen
paralelos entre s'.
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Figura 3.6 Rotaci'on relativa de 90 grados del sistema X1 alrededor del eje zo.

Considere un paralelep’ipedo rectangular definido en el sistema de referencia
20(zo,yo,z0); rotar el poliedro 180 grados alrededor del eje zo. Describir la
proyeccion del sistema de referencia rotado > ( z1,y1,z1) €n el sistema de
referencia fijo.

Sea po = [pox, poy, poz]T un punto sobre el paralelep’ipedo rectangular, al rotar este
punto po 180 grados con respecto al eje zo se mueve rigidamente junto con todo el
s'olido quedando en el punto p1 = [pix, py, p1Z]T.

Todos los puntos que pertenecen al poliedro estan sujetos a la siguiente
transformaci‘on: p1 = Rz(m)po €s decir los puntos po definidos en el sistema
Zo(xo0, yo, zo) son transformados a coordenadas p1 en el sistema >1(x, y1,z1) por
medio de la matriz de rotaci'on R,(1t). La interpretaci‘'on geom'etrica de la rotaci'on
del poliedro 90 grados alrededor del eje zg se presenta en la figura 3.7.

Alfaomega Matlab Aplicado a Robotica y Mecatronica « Fernando Reyes Cort’es.



3.3 Matrices de rotaci'on 161

, 2
Figura 3.7 Rotaci'on de 180 grados alrededor del eje zo de un paralelep’ipedo
rectangular.

! : I Matriz de rotaci'on alrededor del eje xo
-

Considere el sistema de referencia X1 (z1,y1,21) el cual esta rotado un angulo g
alrededor del eje xo del sistema X (zo, yo, zo); obtener la matriz resultante de
rotaci’on.

En la figura 3.8 se muestra la rotaci‘'on del sistema X1 ( z1, y1,z1) con respecto al eje
xo del sistema fijo 3¢ ( zo, Y0, 20); el ‘angulo de rotaci'on g gira alrededor del eje xo
en sentido positivo (contrario a las manecillas del reloj).

En este caso el ‘angulo de rotacion que existe entre los ejes xo Yy x1 €S cero,

puesto que son ejes paralelos. Para la primera columna [i1-i0 i1 -jo i1-ko I
de la matriz de rotacion Ry(g) ecuacion (3.9) tiene las siguientes componentes:

i1-i0 = cos(0) = 1, i1 jo = cos("y = O; i1-ko = cos(");= 0. La segunda

columna [j1-io j1-jo ji1- kol" adquiere la siguiente forma: jq.jo = cos(M)y= 0,

j1-jo=cos(@) Yy ji-ko = cos(@ - "k= sen(g).

Finalmente, la tercera columna [k1-io0 ki jo ki- kol” se encuentra definida
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Figura 3.8 Rotaci'on de un angulo § alrededor del gje xo.

como: k1 - jo = €os(™y = 0, k1 - jo = cos(@ + M= - sen(@) Y k1 - ko = €os(@).

Por lo tanto, la matriz correspondiente de rotaci’on esta dada por:

‘ 1 0 0 |
Ro® = [0 «cos(e) - sen(@)] . (3.16)
0 sen(@ cos(@)

Observe que los ejes xo Y x1 coinciden entre s, y el plano z1 - y1 se desplaza un
‘angulo § de derecha a izquierda con respecto al plano xo - yo.

Notaci'on

La matriz (3.16) cuyo ahgulo de rotaci'on g se realiza alrededor del eje x se denota

por Rx( @) Yy su estructura matem’atica es:

[ |

‘ 1 0 0 |
R«(g) = [0 cosle - sen(@)] . (3.17)
0 sen(p) cos()

Las propiedades de la matriz de rotaci'on Ry () son las mismas para R,(9).
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! I Matriz de rotaci'on alrededor del eje yo

Considere los sistemas de referencia 21(z1,y1,z1) Y Zo(z0,y0,20), el sistema
>1(z1,y1,z1) se encuentra rotado un angulo g alrededor del gje yo del sistema fijo
20(z0, yo, zo). Obtener la matriz resultante de rotaci‘on.

De la figura 3.9 se puede obtener la matriz que relaciona la orientaci'on relativa
del sistema de referencia X1 (z1,y1,z1) con respecto al sistema de referencia fijo
20(z0,yo,zo0). El angulo de rotaci'on g es alrededor del eje yo.

La matriz Ry(p) adquiere la siguiente expresi‘on:

[ cos@ O sen(e)]

Ri(@) = l‘ 0 T 0 J (3.18)
- sen@ O cos(p)

9
-\
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\
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\ -
J —
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iy J L
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X N % 1
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Figura 3.9 Rotaci'on de un angulo g del sistema >4 alrededor del eje yo del sistema
0.

Observe que la rotaci‘on del ‘angulo § alrededor del eje yo mueve el plano z1 - x1.
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Notaci‘on

La matriz de rotacion (3.18) describe la orientacion relativa del sistema

>1(z1,y1,21) con respecto al sistema de referencia fijo ¢ ( zo, Y0, Z0) usando una

cos(@) 0 sen(p) ]

010 | (3.19)
- sen@ O cos(p)

rotaci‘on alrededor del eje yo, la cual se denota por:

R(8) = |

Las propiedades de Ry(§) son las mismas que R,(9).

3.4 Reglas de rotaci‘'on

eneralmente la descripci‘on de la orientaci‘on del sistema de referencia de la
G herramienta de trabajo del robot colocada en el extremo final del robot con
respecto al sistema de referencia fijo en la base del robot involucra varias rotaciones
sucesivas (composici‘'on de rotaciones). Existen varios m'etodos que permiten definir
el orden o reglas de las rotaciones consecutivas.

Composici'on de rotaciones para sistemas de referencia sucesivos

Considere tres sistemas de referencia cartesianos definidos por g ( xo, Y0, 20)
(sistema fijo), X1 (x1,y1,z1) tiene una rotaci'on relativa al sistema fijo y sea el
sistema de referencia X (x2, y2,z2) Cuya orientaci'on relativa es con respecto al
sistema de referencia >4 (x1,y1,21)- Todos los sistemas de referencia cartesianos
comparten el mismo origen como se presenta en la figura 3.10.

El problema que se plantea es encontrar la expresion matem’atica que relaciona la
orientaci'on del sistema de referencia X ( x2, y2, z2) relativo al sistema de referencia

fijo 2o (x0, yo, z0)-

Puesto que los tres sistemas de referencia tienen el mismo origen, entonces un punto
p Puede ser representado en funci'on de las coordenadas po, p1, p2 de la siguiente
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Figura 3.10 Composici'on de rotaciones.

forma:

po = Rup1 (3.20)
pi = Rup2 (3.21)

donde la matriz Ry representa la orientaci‘on del sistema de referencia 1 ( x1, y1,z1)
con respecto al sistema de referencia o (o, y0,z0), Yy la matriz R, describe
la orientacion del sistema de referencia X, (x», y2,z2) respecto al sistema
21 (x1,y1,21)-

Por lo tanto, la relacion que hay entre un punto po e Zo(xq, y0,z0) €ON las
coordenadas p2 € Z2(x2,y2 22) esta determinada por la siguiente expresi‘on:

po = RuRip2 (3.22)

donde RyRy representa la orientaci'on del sistema de referencia X2 (x2, y2,z2)
respecto al sistema fijo 3o (xo, yo, zo), ¥ significa una regla de composici'on para
establecer el orden para transformar un punto p desde su representaci‘on en el sistema
25(x2,y2,22) asu correspondiente representaci‘on en el sistema g ( xo, Y0, Z0)-

La regla de transformaci'on RyRy establece que el primer paso es transformar el
punto p, en coordenadas del sistema 1 (x1, y1,z1) por medio de Ry, posteriormente
al punto po por medio de Ry. La regla de composicion de rotaciones sucesivas se
establece como:
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Ry = RuRx (3.23)

La regla de composici‘'on de rotaciones (3.23) puede ser interpretada de la siguiente
manera: sup‘ongase que inicialmente los tres sistemas >4, >, y >3 coinciden. Primero

se rota el sistema de referencia X1 (x1, y1,z1) relativo a 2o ( xo, Y0, Z0) de acuerdo
a la transformaci'on Ry. Ahora con los sistemas de referencia coincidentes > y

2, se rota el sistema X (x», y2, 22) relativo a X4 (x1,y1,z1) de acuerdo a la
transformaci‘on R;y. El sistema de referencia 2 (x2, y2, z2) tiene una orientaci'on

con respecto al sistema de referencia o ( xo, y0, 20) dado por la matriz RyRy como
se muestra en la figura 3.11.

:u‘ 3 ‘2 0y

Figura 3.11 Regla de composici'on de rotaciones sucesivas.

La regla de composici'on de rotaci‘'on sucesivas (3.23) se basa en generar nuevos
sistemas de referencia consecutivos. Por ejemplo, se forma el sistema de referencia
>1(x1,y1,z1) CcOMO consecuencia de rotar un ahgulo determinado alrededor de
uno de los ejes principales del sistema X ( xo, Y0, 20), seguido por otra rotaci'on
ahora alrededor del gje y1 del sistema actual X1 (x1, y1,z1) para obtener el sistema
de referencia X ( x», y2, 72)- Realizando giros en diferente orden, se obtienen otros

tipos de representaciones.

Es importante subrayar que la multiplicaci'on de matrices de rotacion no es
conmutativa, en consecuencia el orden de las rotaciones no es conmutativo.
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& Ejemplo 3.6

Considere el procedimiento de rotaci'on que se muestra en la figura 3.12; obtener la
matriz resultante que define la rotaci‘on del sistema de referencia > con respecto
al sistema de referencia >o.

En la figura 3.12 se pueden observar los tres sistemas de referencia Xg, X1y 2.
Todos los sistemas de referencia comparten el mismo origen.

Figura 3.12 Rotaci‘on con respecto al sistema actual.

En el esquema izquierdo de la figura 3.12 se encuentran definidos los sistemas de
referencia X ( xo, yo,z0) Y 21(x1,y1,21). Los ejes yo Y y1 son paralelos entre s7;
existe una rotaci‘'on por un angulo ¢ alrededor del eje yo que se representa por la
matriz Ryo,¢- Posteriormente, contin'ua una rotaci‘'on por un angulo g alrededor del
eje z1 para generar el sistema de referencia X, ( x>, y2,z2) (parte central de la figura
3.12), los €jes z1 y z2 son paralelos entre s'i. La orientaci'on relativa del sistema >,
con respecto al sistema de referencia X1 esta determinada por la matriz R,,(0).

El esquema derecho de la figura 3.12 muestra la orientaci‘'on del sistema de referencia
2> con respecto al sistema de referencia 2o, cuya matriz de rotaci'on se encuentra
dado por:

Ry = RuRy = Ryl @) Rx(0)
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cos(@) O sen((p)] [ ]cos(e) -sen(@ O
[ 0 1 0 ] [ |sen(9) cos(cos(g)) O]
- sen(p) 0 cos(p 00 1
cos(Lp) cos(9) - cos(Lp) sen(p) sen(Lp) ]
sen(g) cos(@) 0
- sen((p) cos(p) sen((p) sen(g) cos((p)

donde R = Ryo( (.p) Y Ry = Rx(8).

Para mostrar que el orden de las rotaciones es importante, considere el caso donde
las rotaciones se realizan en orden inverso: Ry = RyRy = Rx(8)Ryol ¢)- Es decir,

primero la rotaci‘on alrededor del eje z1, seguida por una rotaci‘on alrededor del eje
yo. Entonces, la matriz resultante esta dada por:

Ry = Fu( 9) Ryo( (.P)
cos(p) - sen(@) 0 cos(qp) 0 sen(y)

| ]
[ sen(g) cos(cos()) UJ l 010 }
0 0 1 - sen(y 0 cos(g)
cos(p) cos(l_p) - sen(@ cos(@) sen(q_;)
sen(g) cos(y) cos(g) sen(g) sen(y) |
- sen(y) 0 cos(y)

Observe que es importante el orden de rotaciones: Ry = RqRy. Es decir, en general
Ra = RuRu.

& & Ejemplo 3.7

Considere una figura de prueba (flecha) que se encuentra definida en el sistema
de referencia Xo(xo, Y0, Z0)- Realizar rotaciones sucesivas por un angulo g = ™ &

alrededor de los eje zo, del sistema resultante >1(x1, y1, z1) realizar una rotaci'on
=73 alrededor del eje x1, y finalmente del sistema generado > (x>, y2, z2) rotar

alrededor del eje y> porg = '
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La figura de prueba es una flecha cuyas coordenadas se encuentran definidas en
el sistema de referencia >o(xo, yo, zo), cada coordenada de la figura de prueba se
encuentra especificada por un punto po = [pxo, pyo, pzo]T. Un observador en el
sistema de referencia >o(xo, yo, zo) vera a la figura de prueba sin ning'un efecto
de rotaci‘on. Sin embargo, despu'es de realizar la rotacion R,( ™) un observador
colocado en el sistema de referencia Zo(xo, yo, zo) vera a dicha figura rotada 90
grados en el nuevo sistema generado X 1(x 1, y1,z1). Las coordenadas de la flecha en
el sistema Z1(x1,y1,z1) SON p1 = Ryl n%po- Posteriormente se realiza una nueva
rotaci'on de 90 grados alrededor del eje x1, dada por: Ry,( ™% con esto se genera
el sistema X(x», y2, z2). Las coordenadas de la flecha en este sistema >5(x2, y2, 2)

estan especificadas por p, = Ry( ™9 ps. La ultima rotaci'on consiste en girar a la
imagen de prueba (flecha) 90 grados alrededor del eje y.. Esta rotaci'on genera el
sistema de referencia X3(x3, y3, z3) con coordenadas de la imagen p3 = Rya( ” )PZ'

La relacion del sistema de referencia X3(x3, y3,z3) con el sistema de referencia
ZO(XO, yO, ZO) es: P3 = Ryz( 1'[9 Rx1( H%Rzo( T %pO Opo = [Ryz( b )8)(1( T )Bzo( T ) ]ZT P3-

La figura 3.13 muestra la sucesion de rotaciones.

e Edit Wew Insart Tools Deaktop Window Melp >
Jdd& h SAODEL-QR/0E sD
%
ol
15 ¥}
10 e
o ssh
6 = ;
E_:&&. ¥
0 B ottt Toder
» ‘.-A,N‘\\. -
- e o d -
0 - T 0
10 e e
¥ —~
v — " 10
020

Figura 3.13 Rotaciones sucesivas de la figura de prueba alrededor de los ejes

Z0, X1, y2-
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‘\ C’odigo Fuente 3.5 Rotaciones alrededor de los ejes 7o, x1, y2

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Cap’itulo 3 Cinem’atica %Archivo cap3 rotacion.m

Rotaciones alrededor de los ejes zo, x1, y2

1 clc; clear all; close all;
2 pzo=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0;
3 pyo=[0,0,0,0,099,109, 11,912, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, 12,12, 12,121, 2, 3, 4, 5,
6,789 12,9, 12,9, 11,9, 10,9,0,0,0];
4 px0=[0,0,0,0,0,6,7,7, 8, 8, 9,9, 10,10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10, 11, 12, 13, 14,14,
14, 14, 14, 14, 14, 14,14, 14, 15, 15, 16,16, 17,17,18,19,20,21];
theta=90*3.1416/180.0;
R ztheta=[ cos(theta), -sin(theta), O; sin(theta), cos(theta), 0; 0, 0,1];
R xtheta=[ 1, 0, 0; O, cos(theta), -sin(theta); 0, sin(theta), cos(theta)];
Rrythe‘tj:[ cTs(theta), 0, sin(theta); 0, 1, O; -sin(theta), 0, cos(theta)];
T

0 N o un

X1
y1 m= Rz|(6)l yo |

9 Z1 20

10 Sigmal=R ztheta*[pxo; pyo; pzo];

11 p>f1 =Si|gma1(1,:);q)y1 =Figma1(2,:); pz1=Sigmal(3,);

70|

X2 X1
70 y2r|= x|(6)l y1l
72

12 Z1
13 Sigma2=R xtheta*[px1; py1; pz1];

14 p>f2=Si|gma2(1,:); |pyZTSigmaZ(Z,:); pz2=Sigma2(3,:);

xarﬁ |
7l y3 ! = RO y2
15 Z3 72

16 Sigma3=R ytheta*[px2; py2; pz2];
17 px3=Sigma3(1,:); py3=Sigma3(2,:); pz3=Sigma3(3,);
18 plot3(pxo,pyo,pzo,.,px1,py1,pz1,X,px2,py2,pz2,0,px3,py3,pz3,0)
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3.5 Transformaciones de traslaci'on

onsidere €l sistema de referencia cartesiano fijo 2o (xo, yo, zo) Y €l sistema de
referencia X4 (x1, y1,z1), donde sus respectivos or'igenes son no coincidentes.
El origen del sistema de referencia X, se encuentra desplazado una distancia ¢y con

respecto al origen del sistema >0, como se muestra en la figura 3.14.

Y4
Figura 3.14 Transformaciones de traslaci’'on y rotaci‘on del sistema X1 con respecto
al sistema Xo.

/ : o = T
El vector dy esta expresado en coordenadas del sistema Zo: dy = [dy,, dhy, do, 1
entonces cualquier punto p tiene representacion po y p1. La relaci'on general entre

los sistemas de referencia g ( xo, y0,20) Y Z1(x1,y1,21) incluyendo la matriz de
rotaci'on Ry y el vector de traslaci‘on ¢ es:

po = do+ Rips (3.24)
I
dliix pix
= [ dmyJ| + Rm[‘ p1yJ|.
dh, plz

Para el caso de tres sistemas de referencia cartesianos 2o(xoyozo), Zi(x1y1z1) Y
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3 2(x2y2z2) (ver figura 3.15) se obtienen las siguientes expresiones:

po = di+ Rop1 (3.25)
pi = dit+ Rup2 (3.26)
\ ';. P
- _--/. )
; ,/' = p
A & |

Figura 3.15 Traslaci'on y rotaci'on de X1y 3> con respecto al sistema Xo.

Sustituyendo la ecuaci'on (3.26) en (3.25) se tiene:

po = di+ Ruds + RoRup2. (3.27)

Por lo tanto, la regla de transformaci‘on de traslaci'on y orientaci‘on de un punto p;
en el sistema 25(x2y2z2) hacia un punto po €n el sistema Zo(xoyozo) adquiere la
siguiente estructura:

po = dn+ Rup2 (3.28)
donde

R» = RuRx
di = dot Rudy
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3.6 Transformaciones homog'eneas

a hotaci’on mas com'un para representar la transformaci'on de traslaci'on y
rotaci'on en forma compacta se conoce como transformaci‘'on homog’enea.
Por ejemplo, para representar el caso de traslaci’'on y rotaci‘on del sistema 2 1(x1y1z1)

con respecto al sistema 3o(xoyozo)
po = di* Ropr

la transformaci‘'on homog'enea se realiza con la siguiente notaci‘on:

1 3.29
Ho or 1 (3:29)
‘ Matriz  de
[ traJsIaci'on
o7 1

donde Rye SOB) Y di e IR®. Para prop’ositos de acoplamiento en dimensiones, el
vector 0T y el nN'umero 1 aparecen en el ultimo renglon.

La representaci‘on inversa que relaciona el punto p; en funci‘on del punto po adquiere
la siguiente forma:

- T T
pr = -Ruo do* Ro po
entonces, la transformaci’'on homog'enea inversa est’a determinada por:

TT
1-1 -Rn d

hd o : (3.30)

Las matrices de rotaci'on permiten modelar la orientaci'on de la herramienta de
trabajo colocada en el extremo final del robot, y junto con las transformaciones
homog'eneas dentro de una sola matriz incluye la orientaci'on y posicion de la
herramienta de trabajo, formando la estructura del modelo cinem’atico directo.
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3.7 Librerias para matrices homog'eneas

n esta seccion se presentan las librerias de transformaci’'on homog'enea de
E rotaci‘on y traslaci‘on con respecto a los ejes principales x, y, z.

Matrices de transformaci’'on homog'enea de rotaci'on

Las matrices de transformaci’on homog'enea de rotaci‘on con respecto a los ejes x, v, z,

respectivamenfe, tienen la siguiente estructura:
21 0 o 3 203 [ 2 cos(® 0 sen(@3 203]
40 cos(@ - sen(® 5 405J = 4 0 1 0 5 405
HRX(e) 0 sen(® cos(6) 0 HRy(e) - sen@ 0 cos® 0 J
[0 0 0] 1 [00 0] 1
[ 2 cos(® - sen(® 03 203]
- [ 4 sen(d) cos(6) 05 405
HR:(8) SR
[0 0 0] 1

Matrices de transformaci’on homog'enea de traslaci'on I

Las matrices de transformaci‘'on homogenea de traslaci‘'on con respecto a los ejes
X, Y,z respectivamente tienen la siguiente estructura:

21 0 03 2d3 21 0 03 203 21 0 03 203
(d) _ 40 1 05 405 40 1 05 445 40 1 05 405
HTx 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1d
[O 0 O] 1
i (N — i (N —

Matriz de transformaci‘'on homog'enea Denavit-Hartenberg I

La matriz de transformaci'on homogenea Denavit Hartenberg tiene la forma
siguiente:
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)

Matriz de transformaci‘on homog'enea HR,(6)

La sintaxis de la funci‘on de transformaci’on homog'enea de rotaci’'on HRy(g) alrededor
del eje x est'a dada por:

RHx=HRx(8)

donde g es el ‘angulo de rotaci'on alrededor del eje x y es la variable de la funci'on

HRx(9). Retorna la matriz de transformaci’'on homog'enea RHx.

i Codigo Fuente 3.6  Funci'on HR,(6)

%MaTLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Cap’itulo 3 Cinem“atica %funci'on HRxm

Funci'on HRy(0)

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14

function RHx=HRx(theta)

end

dato=whos('theta’);
if strcmp(dato.class, ‘'sym’) %variables simb’olicas
RHx=[1, 0, O, O;
0, cos(theta), -sin(theta), O;
0, sin(theta), cos(theta), O;
0,0,0, 1]
else digits(3); %calculos num’ericos
RHx=round([1, 0, O, O;
0, vpa(cos(theta),3), vpa(-sin(theta),3), 0;
0, vpa(sin(theta),3), vpa(cos(theta),3), 0;
0,0, 0, 11);

end
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! I Matriz de transformaci‘'on homog'enea HR,(9)

La sintaxis de la funci‘on de transformaci’on homog'enea de rotaci’'on H Ry(g) alrededor
del eje y esta dada por:

RHy=HRy(©)

donde ¢ es el ‘angulo de rotaci‘'on alrededor del eje y y es la variable de la funci‘on
HRy(0). Retorna la matriz de transformaci‘'on homog'enea RHy.

) Codigo Fuente 3.7  Funci'on HR(6)

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Cap’itulo 3 Cinem’atica %funci‘'on HRym

Funci'on HRy(6)
1 function RHy=HRy(theta)

2 dato=whos('theta’); if strcmp(dato.class, 'sym’) %variables
simb’olicas

3 RHy=[cos(theta), O, sin(theta), O;

4 0,1,0,0;

5 -sin(theta), 0, cos(theta), O;

6 0,0, 0, 1]

7 else digits(3); %calculos num’ericos

8 RHy=round([ vpa(cos(theta),3), 0, vpa(sin(theta),3), O;

9 0,1,0,0;

10 vpa(-sin(theta),3), 0, vpa(cos(theta),3), O;

1 0,0, 0, 1]);

12 end

13 end
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! l Matriz de transformaci‘on homog'enea HR(6)

La sintaxis de la funci‘on de transformaci’on homog'enea de rotaci'on HR(g) alrededor
del eje 7 est'a dada por:

RHz=HRz(g)

donde g es el ‘angulo de rotaci'on alrededor del eje 7z y es la variable de la funci'on
HRz(9). Retorna la matriz de transformaci‘'on homog'enea RHz.

Tl Codigo Fuente 3.8  Funci'on HR(p)

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Capitulo 3 Cinem‘atica %funci'on HRzm

Funci'on HR,(0)

1 function RHz=HRz(theta)

2 dato=whos(‘theta’);

3 if strcmp(dato.class, ‘'sym’) %variables simbolicas
4 RHz=[cos(theta), -sin(theta), O, O;

5 sin(theta), cos(theta), 0, O;

6 0,0 1,0;

7 0,0,0, 1]

8 else digits(3); %c alculos num'ericos

9 RHz=round([ vpa(cos(theta),3), vpa(-sin(theta),3), 0, 0;
10 vpa(sin(theta),3), vpa(cos(theta),3), 0, 0;
1 0,0 1,0;
12 0,0, 0, 1]);
13 end
14 end
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'! I Matriz de transformaci‘on homog'enea HT,(d)

La sintaxis de la funci'on de transformaci‘'on homog'enea de traslacion HTx(d) a lo
largo del eje x esta dada por:

THx=HTx(d)

donde d es el desplazamiento de traslaci'on sobre el eje x. Retorna la matriz de
transformaci‘on homog'enea THx.

) Codigo Fuente 3.9  Funci'on HT,(d

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica.

%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.

%Cap’itulo 3 Cinem’atica %funci‘'on HTxm
Funcion HT(d)

1 function Tx=HTx(d)
2 | Tx=[100d;0100;,0010;, 000 1];
3 end

! I Matriz de transformaci‘'on homog’enea HT,(d)

La sintaxis de la funci'on de transformaci’'on homog'enea de traslaci'on HT,(d) a lo
largo del eje y est'a dada por:

THy=HTy(d)

donde d es el desplazamiento lineal de traslaci‘'on sobre el eje y. Retorna la matriz
de transformaci’'on homog'enea THy.
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‘\ Codigo Fuente 3.10 Funci‘on HT(d)

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Cap’itulo 3 Cinem’atica %funci'on HTy.m

Funci'on HTy(d)

1 function Tz=HTy(d)
2 | Tz=[1000;,010d;0010;,000 1];
3 end

! I Matriz de transformaci’'on homog’enea HT,(()

La sintaxis de la funci'on de transformaci‘'on homog'enea de traslacion HT,(d) a lo

largo del eje 7 esta dada por:

THz=HTz(d)

donde d es el desplazamiento lineal de traslaci‘on sobre el eje z. Retorna la matriz

de transformaci’on homog'enea THz.

1\ Codigo Fuente 3.11 Funci'on HT.(d)

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Captulo 3 Cinem‘atica %funci'on HTzm

Funcion HT,(d)

1 function Tz=HTz(d)
2 Tz=[1000;0100;,001d;000 1];
3 end
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! I Matriz de transformaci'on DH

La funcion H DH(H) extrae de la matriz de transformaci’'on homog'enea H la matriz
de rotaci'on y el vector de coordenadas cartesianas.

La sintaxis de la funci‘on de transformaci‘'on homog'enea DH esta dada por:

[R vect d vect cero c]=H DH(H)

donde H es la variable de entrada y representa la matriz de transformaci‘on
homog'enea. Retorna la matriz de rotaci'on R, el vector de coordenadas cartesianas
vect.d, el vector vect cero=[0,0,0]" y la constante unitaria c=1.

1l Codigo Fuente 3.12  Funcion H DH

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Cap’itulo 3 Cinem‘atica %funci'on H DHm

Funcion H _DH

function [R vect d vect cero c]=H DH(H)
fori=1:3

for j=1:3
R(ij)=H(i]);

end

1

2

3

4

5 end
6

7 %estructura de la matriz de transformaci’on homog'enea
8 vect_d=[H(1,4); H(2,4); H(3,4)];

9 vect.cero=[0;0;0];

10 c=1;

11 end
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3.8 Resumen

inematica de robots manipuladores y sistemas mecatr'onicos encuentra su
C fundamento en una clase particular de matrices denominadas ortogonales.
Estos preliminares matem’aticos constituyen la base para desarrollar propiedades,
reglas y operaciones de traslaci'on y rotaci'on entre dos sistemas de referencia
>o(xo, yo, z0) Y Z1(x1, y1, z1) bajo una estructura matem’atica denominada matriz
de transformaci‘on homog'enea.

La matriz ortogonal Rjy representa la orientacion del sistema de referencia
20(x0, yo, zo) con respecto al sistema 21(x1,y1,z1). De particular inter'es son las
matrices de rotaci'on Rx(9), Ry(8), R-(8) ya que representan la rotaci'on alrededor
de los ejes principales , Y, Z respectivamente. El orden como se realice la rotaci'on
determina la regla o procedimiento de orientar un sistema de referencia con respecto
a otro.

En este cap’itulo se ha desarrollado un conjunto de librer'ias para realizar operaciones
de traslaci'on y rotaci'on. La librerla R=Rz(g) realiza la rotaci'on del sistema de
referencia 21(x1, y1,z1) con respecto al sistema de referencia Xo(xo, yo, zo). Esta
funci‘'on puede trabajar con variables simb’olicas y tambi‘en para realizar aplicaciones
num’ericas. De manera an‘aloga se puede implementar las funciones R=Rx(§) y

R=Ry(8).

Cuando hay combinaci’on de calculos num’ericos con variables simb’olicas, como es
el caso de las matrices de transformaci‘'on homog'enea (rotaci'on y traslaci‘on) la
funciones vpa, round y double pueden ayudar a presentar el resultado num’erico
de manera conveniente.

Por otro lado, para simplificar las expresiones simb’olicas se recomienda usar la
funcion simplify, por lo que el lector puede modificar el codigo fuente de las
librer'ias desarrolladas para presentar resultados simb olicos o num’ericos a su entera
conveniencia.

La tabla 3.1 contiene el resumen de las librerias para realizar las matrices de
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transformaci’on homog'enea de traslaci'on y rotaci‘on.

Tabla 3.1 Matrices de transformaci’'on homog’enea

Funci‘on

Matriz de transformaci‘on
homog'enea de rotaci'on al-
rededor del eje x

Sintaxis

RHx=HRx@®) 6 ¢ IR.

Matriz de transformaci‘on
homog'enea de rotaci'on al-
rededor del eje y

Matriz de transformaci‘on
homog'enea de rotaci'on al-
rededor del eje z

RHy=HRy®) 6 ¢ IR.

RHz=HRz(®) 6 ¢ IR.

Matriz de transformaci‘on
homog'enea de traslaci'on
sobre el gje x

THx=HTx(d) de IR.

Matriz de transformaci'on
homog'enea de traslaci'on
sobre el eje y

THy=HTy(d) de IR.

Matriz de transformaci‘on
homog'enea de traslaci'on
sobre el gje z

THz=HTz(d) de IR.

Matriz de transformaci’'on
homog'enea Denavit-

Hartenberg

Alfaomega

[R vectd vect cero c]=H DH(H)
Re SO(3) es la matriz de rotaci'on
vect_d es el vector con coordenadas cartsianas:

[x y zI'
vect cero=[0,0,0]"
c=1.
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Hi'_1 = Hr,(8)HT,(di -BIHT, U)HR,(0u)

4.1 Introducci‘on

4.2 Cinem’atica inversa

4.3 Cinem’atica diferencial

4.4 Clasificaci’'on de robots industriales
4.5 Convenci'on Denavit-Hartenberg
4.6 Resumen



Presentar el modelo de cinem‘atica directa de las principales configura-
ciones de robots industriales considerando los par‘ametros geom’etricos y
desarrollar librer'ias en lenguaje M ATLAB (toolbox) que permitan realizar
aplicaciones en el ‘area de cinem‘atica directa de robots manipuladores.

Objetivos particulares:

Matrices de rotaci‘on.
Transformaciones homog'eneas.

M'etodo de Denavit-Hartenberg.

Cinem’atica directa cartesiana.

Librerias de an‘alisis y diserio de cinem’atica de robots industriales.
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4.1 Introducci’on

inematica es la parte de la fisica que estudia el movimiento de sistemas

mecanicos, sin tomar en cuenta las fuerzas que originan dicho movimiento,
por lo tanto no involucra ecuaciones diferenciales como en el caso de la din‘amica.
Al estudio de la cinem’atica de sistemas mecatr'onicos y robots manipuladores se
le denomina cinem’atica directa, se refiere al estudio anal’itico del movimiento
del robot con respecto a un sistema de referencia cartesiano fijo o (xo, yo, x0)
relacionando la dependencia que existe entre las coordenadas articulares o
generalizadas q e IR", y los par’ametros geom'etricos (longitudes del j-'esimo eslabon
i), con coordenadas cartesianas [x, Y, 1" € IR3 y la orientaci'on [ g, ?, q_,]T € IR3 del
extremo final del robot a trav’es de una funci‘on vectorial £ continua y diferenciable
en la variable de estado g generalmente no lineal.

Cinem’atica directa es una func’on vectorial fy(l;, @ que relaciona las
coordenadas articulares qe IR" y propiedades geom’etricas del sistema mecanico
li con las coordenadas cartesianas [x, ylz]T € IR? del robot y la orientaci'on
(g, (p,qJ]T € IR? de la herramienta colocada en el extremo final. Es decir fr:
IR" — IR™ tal que:

DN < X

- IRULY 4.1)

®
P

donde n indica el nNumero de grados de libertad y la dimension del vector
de coordenadas articulares g m es la dimensi'on conjunta de las coordenadas
cartesianas y la orientaci'on de la herramienta de trabajo.

De manera general, el posicionamiento del extremo final del robot en el espacio
tridimensional (pose) requiere de 6 coordenadas (m = 6): 3 coordenadas para la
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posici'on cartesiana y 3 coordenadas para la orientaci'on de la herramienta de trabajo.
Dependiendo de la aplicacion del robot se pueden requerir menos coordenadas
de posicion y orientaci'on. Por ejemplo, un robot para pintura de armaduras
automotrices requiere las 6 coordenadas, en contraste con un robot que corta figuras
de plastico sobre un plano requiere 2 coordenadas cartesianas de posici'on y ninguna
de orientaci'on. Cuando n > m se denomina robots redundantes. El empleo de la
cinem’atica directa resulta de utilidad en la planificaci'on de trayectorias y en el
control cartesiano. El papel fundamental de la cinem’atica directa, es computar la
posici'on y orientaci‘'on del extremo final del robot manipulador como una funci‘on de
las variables articulares.

Un robot manipulador se considera como una serie de eslabones interconectados
a trav'es de articulaciones (servomotores) rotacionales o prism’aticas en forma de
cadena cinem’atica abierta, es decir el extremo final donde se coloca la herramienta
no se encuentra conectada mec’anicamente a la primera articulaci'on (base) del
robot. Desde el punto de vista topol'ogico, la cadena cinem’atica se considera
abierta cuando los dos extremos de la cadena no se tocan. De otra manera la
cadena cinem’atica formar'ia un lazo si sus dos extremos estan mecanicamente
unidos.

La estructura mec’anica del robot manipulador se caracteriza por tener un n‘umero
de grados de libertad, los cuales determinan en forma uhica su configuraci‘on.
T'ipicamente, cada grado de libertad esta asociado a una articulaci'on (variable
articular ¢).

4.2 Cinem’atica inversa

ada la posicion del extremo final del robot en coordenadas cartesianas

x, v, zI" y la orientaci'on [y, 6, (p]T, con respecto a un sistema de referencia fijo
>0(x0, yo, z0), as't como los par'ametros geom'etricos |;, entonces surge la pregunta
natural: ;pueden obtenerse las coordenadas articulares del robot q para que el
extremo final del robot se posicione en las coordenadas cartesianas solicitadas, con
la orientaci'on requerida?
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El problema planteado se conoce como cinem’atica inversa y representa un area
de la rob'otica de mayor complejidad que la cinem‘atica directa. Para un robot
manipulador siempre es posible encontrar el modelo de cinem’atica directa, mientras
que en la cinem‘atica inversa pueden haber varias soluciones e inclusive no existir
soluci'on analitica; si este es el caso, entonces como posibles formas de soluci‘on pueden
proponerse redes neuronales, m'etodos num’ericos, iterativos, geom’etricos, etc’etera.

La cinematica inversa es un problema no lineal que relaciona las coordenadas
articulares en funcion de las coordenadas cartesianas y la orientaci'on de la
herramienta del extremo final del robot manipulador

q = f;:(x, v,z i, 6,0 (4.2)

donde f;(x, y,Z, li, 8, ¢, ) €s funci'on inversa de la ecuacion (4.1).

4.3 Cinem’atica diferencial

a cinem’atica diferencial directa es la derivada con respecto al tiempo de la
I cinem’atica directa

dd N _
Fxy z 8 ¢yl w _ gfr@ (4.3)
dq
Como se ve, ‘esta relaciona la velocidad articular q'¢ IR" con la velocidad lineal
v = di'u I.X, ylzj' = I.X, Y, z I' € IR” y la velocidad angular y = "'dtu I_e,(plLlJJ' =

[ 6, QY 1' € IR® adem’as el mapeo es descrito en t'erminos de una matriz Jg =
afR(gg

imBo n f . f . e '] .(q_)
_ v

(4.4)

Ju(g e IR3*" relaciona la velocidad articularq ¢ IR" con la velocidad lineal y ¢ IR,
mientras que Jwig € IR3*n relaciona la velocidad angular w ¢ IR? con la velocidad
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articular qe IR", es decir:

(4.5)

- Jda = w@q
El jacobiano del robot representa una importante herramienta en rob’otica que sirve
para caracterizar a un robot manipulador, encontrar configuraciones singulares,
analizar redundancia, determinar la cinem’atica diferencial inversa, as'icomo describir
la relaci‘on entre la fuerza aplicaday los pares o torques resultantes del extremo final.
Es indispensable para el an‘alisis y diseri® de algoritmos de control cartesiano.

Hay varias formas de seleccionar la orientacion de la herramienta del robot
manipulador: si de manera particular dicha orientaci'on es representada por los
‘angulos de Euler (un sistema de referencia asociado al extremo final del robot o
a la herramienta de trabajo), entonces la velocidad angular w = [0, ¢,y 1' € IR’
relaciona la matriz jacobiano anal’itico, como se encuentra descrita en la ecuaci'on
(4.3). Otra posible forma de modelar la orientaci'on de la herramienta del robot es
expresarla directamente en un sistema de referencia espec’ifico, por ejemplo al origen
localizado en la base del robot, entonces a la matriz J(qg) se le denomina jacobiano
geom’etrico que depende de la configuraci'on del robot manipulador. El jacobiano
analtico difiere del jacobiano geom’etrico: b'asicamente la diferencia se encuentra en
como modelar la orientaci'on de la herramienta de trabajo del robot.

La cinem’atica diferencial inversa representa la relaci'on entre la velocidad articular
q con la velocidad lineal de movimiento v y la velocidad angular w, expresada en
t'erminos de la matriz inversa del jacobiano del robot:

_ Vv
g = J @ N (4.6)

donde J‘1(q) ¢ IR®N es la matriz inversa del jacobiano del robot, la cual existe si
es una matriz cuadrada y su determinante es diferente a cero.

Si el determinante del jacobiano del robot J(q) es cero, entonces se dice que no es
de rango completo y se presentan problemas de singularidades.
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Singularidad significa que no es posible indicarle un movimiento arbitrario
al extremo final del robot, es decir para una velocidad lineal y y velocidad

angular w finitas puede corresponder una velocidad articular q infinita.

Puede existir un conjunto infinito de soluciones para la cinem’atica directa.

b

La cinem’atica inversa diferencial tiene un n'umero infinito de soluciones.

b

En control cartesiano la fuerza aplicada al robot puede provocar un par
infinito a las articulaciones del robot.

b

Dependiendo del tipo de robot, las singularidades pueden generar un n'umero

b

infinito de puntos de equilibrio en la ecuaci'on en lazo cerrado, formada por
la din"amica del robot y la estructura cartesiana de control.

4.4 Clasificaci'on de robots industriales

n robot industrial esta compuesto por una serie consecutiva de eslabones y
U articulaciones para formar una cadena en cinem’atica abierta, la cual es la
estructura mec’anica basica de un robot industrial. La cadena en cinem’atica abierta
esta formada de la siguiente manera: la primera articulaci'on sirve para formar la
base; a continuaci‘on siguen conexiones sucesivas entre articulaciones y eslabones, en
el extremo final del dltimo eslab’'on no hay articulaci'on, generalmente se destina a
colocar la herramienta de trabajo para llevar a cabo una aplicaci'on espec’ffica. El
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extremo final del robot no se encuentra conectado fiisicamente a la base como se
muestra en la figura 4.1:

o Sy

Figura 4.1 Cadena en cinem’atica abierta.

Las articulaciones se construyen por medio de un servomotor y representan la
interconexi'on entre dos eslabones consecutivos. Una articulaci'on puede realizar
solo un tipo de movimiento, ya sea lineal, tambi’en conocida como prism’atica, y
rotacional. La figura 4.2 presenta el tipo de articulaciones:

v 0

Eelobe Retacioral

Lineal o prismitica

Figura 4.2 Tipo de articulaciones: rotacional y lineal o prismatica.

La figura 4.3 muestra la analog'ia entre el brazo humano y un brazo robot o robot
industrial. La articulaci’'on de la base corresponde a la cintura. La articulaci‘on
del hombro (shoulder) debe ser la de mayor capacidad con respecto a las otras
articulaciones, ya que es la que mueve y soporta el peso de la articulaci’'on del codo
(elbow) y de la herramienta de trabajo, asi como la carga de objetos que realice
durante una determinada aplicaci’on.

Dependiendo del tipo de articulaciones (lineales o rotacionales) que se encuentran
incluidas en la estructura mecanica en cinem’atica abierta de la base, hombro y
codo del robot (sin incluir las articulaciones de la orientaci'on de la herramienta de
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Figura 4.3 Base, hombro y codo de un robot industrial.

trabajo), se desprende la clasificaci’'on general de robots manipuladores industriales,
tambi‘en conocidos como brazos robots: antropom’orfico, esf'erico, cil'indrico, SCARA
y cartesiano.

Tabla 4.1 Clasificaci’on de robots industriales

Robot Caracter’isticas
Antropom’orfico (RRR) 3 articulaciones rotacionales
SCARA (RRP) 2 articulaciones rotacionales y 1 prism’atica
Esf'erico (RRP) 2 articulaciones rotacionales y 1 prism’atica
Cil'indrico (RPP) 1 articulaci’on rotacional y 2 prism’aticas
Cartesiano (PPP) 3 articulaciones prism’aticas

La nomenclatura empleada en robots industriales para representar el tipo de
movimiento que realizan sus articulaciones esta dada de la siguiente manera:
R significa articulaci’on tipo rotacional, mientras que la letra P representa una
articulaci’on prism’atica. E| orden en que se presentan corresponde a las articulaciones
de la base, hombro y codo, respectivamente. Por ejemplo, en la tabla 4.1 la notaci'on
robot cil'indrico (RPP) significa que la base es una articulaci’'on rotacional, mientras
que el hombro y codo corresponden a articulaciones prismaticas.

En la figura 44 se muestra la clasificacion de las 5 configuraciones de robots
industriales.
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b
P

Cilindnvo

At ponedifice

SCARA

Figura 4.4 Clasificaci'on de los robots industriales.

4.5 Convenci‘on Denavit-Hartenberg

el ‘area de ingenier’ia, ya que ofrece un procedimiento sencillo para obtener el
modelo cinem‘atico directo cuya estructura queda en t'erminos de la transformaciones

E | m'etodo de Denavit-Hartenberg es una herramienta ampliamente conocida en

homog'eneas.

Jaques Denavit y Richard S. Hartenberg en 1955 presentaron un procedimiento
para obtener una representacion m’inima de la orientaci'on y traslaci’'on de robots
manipuladores. Consiste en determinar una tabla de par'ametros relacionados con
los eslabones del robot. La convenci'on Denavit-Hartenberg toma como referencia el
diagrama de un robot manipulador en cadena cinem‘atica abierta como se muestra
en la figura 4.5.

Las variables articulares en la representaci’'on Denavit-Hartenberg se denotan con g;
para el tipo rotacional, prism’atica o lineal por ¢;; este par'ametro g tambi‘en hace
el papel de representar el ancho del servomotor de la articulaci'on rotacional m'as el
espesor de la placa m’etalica del eslab’on, en este caso se denota por el sTmbolo p;; la
longitud del eslab’on se representa con |; y el ahgulo de separaci'on entre los ejes z;
y zi—1 se denota con ;.

El “angulo g; es el ‘angulo entre los gjes xi-1 y xi medido alrededor del eje zi_1; di €s
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Figura 4.5 Convenci'on Denavit-Hartenberg para un robot manipulador.

la distancia del origen del sistema de referencia j — 1 a la intersecci'on del eje x; con
el eje zi_1. Su medici'on se realiza a lo largo del eje zi_1, como se indica en la figura
4.6. Adicionalmente a las variables articulares g; y ¢, hay 2 parametros constantes
que describen caracter’isticas especificas del eslab'on j-‘esimo. Esos par‘ametros son:
el parametro |; se define como la distancia a lo largo del eje x; desde el origen del
sistema de referencia coordenado j — 1 hasta la intersecci'on del gje zi_1 con el gje ;.
El otro par'ametro es el ‘angulo entre los ejes zi y zi—1 se denota por q;, su medici'on
es respecto a un plano normal a x;. Una medici‘on de arigulo positivo para ¢; se toma
en direcci'on del eje zi_1 hacia zj. Por ejemplo, para un robot con 6 articulaciones
rotacionales se requieren de 24 elementos para describir completamente su modelo
cinem‘atico (J;, q, Bi, 6i)-

Selecci'on de sistemas de referencia I

En la metodologia Denavit-Hartenberg, primero se describira la convencion para
asignar los sistemas de referencia cartesianos asociados a los eslabones del robot.
En este punto es necesario aclarar que en la literatura de robotica, la convenci'on
Denavit-Hartenberg no es unica, depende de la selecci‘on de los sistemas de referencia
cartesianos en las articulaciones y eslabones, as’i como en sus eslabones adyacentes.
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Figura 4.6 Convenci'on para medir g; y -

La cinem‘atica directa del robot proporciona las coordenadas cartesianas del extremo
final del robot relativo a un sistema de referencia cartesiano fijo Zo(xo, yo, zo); en la
figura 4.5 se muestra la asignaci‘on de sistemas de referencia para las articulaciones
i — 1-"esima, j-'esima e j + 1 de un robot manipulador.

En general se tiene el siguiente procedimiento:

El eje z; se asigna rigidamente a la articulaci'on j + 1. Es decir, z0 es el eje de
la articulaci‘on 1, z1 es el gje de la articulaci‘on 2, y as’i sucesivamente.

Localizar el origen o; del sistema de referencia Z; (xj, yi, zi) en la intersecci'on
del eje zi con la normal com'un a los €jes zi_1 Y z;.

Seleccionar el eje x;-1 sobre la normal que une los ejes zi_1 Yy zi en direcci'on
de la articulaci'on j - 1 hacia la articulaci'on j.

Definir el ‘angulo de torsi'on ¢, este es el ‘angulo entre los ejes zi y zi-1 Yy se
mide con valor positivo en el sentido de las manecillas del reloj sobre el gje ;.

Seleccionar el gje y; por la regla de la mano derecha.

EEEREE

La convenci'on Denavit-Hartenberg proporciona una representaci'on no uriica para
los siguientes casos:
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-~ N

EEE

Para el sistema de referencia >0 (xo, yo, zo) solo la direccion del eje zo es
especificada, entonces su origen oo y el eje xo pueden ser seleccionados de
manera arbitraria.

Para el sistema de referencia X, (xp, yn, zn) NO existe la articulaci'on n + 1,
entonces el eje z, no esta completamente definido, mientras que el eje x,, es
normal al eje z,-1. T'ipicamente la n-'esima articulaci'on es rotatoria, por lo
tanto z, se alinea en la direcci'on de z,_1.

Cuando dos ejes consecutivos z; ¥ zi—1 son paralelos entre s', la normal com'un
entre ellos no es unica.

Cuando dos ejes consecutivos zi y zj-1 se interceptan, la direcci'on del gje i
es arbitraria.

Cuando la articulaci’on j-‘esima es lineal o prism’atica, entonces la direcci'on de
7i €s arbitraria.

De acuerdo con esta convenci'on previamente descrita, a continuaci’on se resumen los
par’ametros del j-'esimo eslab’on:

1. |; es la longitud del j-'esimo eslab’on, es la distancia del eje zi_1 hacia el gje z

medida sobre el egje x;_1.

2. @i es el ‘angulo de torsi‘on, el cual representa el angulo entre los ejes zi-1 a z;

medido en el sentido de las manecillas del reloj sobre el gje ;.

3. di se emplea en articulaciones lineales o prism‘aticas y representa el desplazamien-

to lineal. Cuando la articulaci'on es rotacional, entonces representa el offset o
espesor del servomotor (la distancia de xj_1 a xj medido sobre el gje zi_1), se

denota por p;.

4. o; es el desplazamiento rotacional de xi_1 a xj medido alrededor del eje zi_1. El

signo positivo de g; es el sentido contrario a las manecillas del reloj.

Obs'ervese que |; y B siempre seran positivos puesto que corresponden a longitudes,
mientras que o, di, 6 representan cantidades con signo.
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Algoritmo Denavit-Hartenberg

A continuaci’on se describe el procedimiento para encontrar la cinem’atica directa a
trav'es de la convenci'on Denavit-Hartenberg.

1. Localizar la direcci'on de los ejes 70, z1, - - -, zn-1.

2. Establecer el sistema de referencia cartesiano fijo >0 (xo, yo, zo) cuyo origen es
colocado sobre el sistema de referencia en la base del robot. Los ejes xo, yo son
determinados de acuerdo con la regla de la mano derecha.

Una vez que el sistema de referencia X ( xo, Y0, Z0) ha sido establecido, se inicia
un proceso iterativo en el cual se define el sistema de referencia % (x;, yi, zi)
usando el sistema de referencia X;_ xi-1yi-1 zi-1), iniciando con el sistema
de referencia X1 (x1, y1,z1). En la figura 4.5 se muestra el procedimiento.

Llevar a cabo los pasos 3 al 5 para la articulacionesj =1 ... n- 1.

3. Localizar el origen g; en la intersecci'on de la normal com’'un que une al eje z; con
el ge zj_1.

Si el gje z; intercepta al eje zi_1 colocar g; en la intercepci'on.
Para el caso en que los ejes zi y zj-1 son paralelos:
s Si la articulaci'on j-‘esima es rotacional, colocar el origen g; sobre la
articulaci‘on j-"esima, tal que ¢ = 0.

s Si la articulaci'on j-‘esima es prism’atica, colocar el origen g; en un punto
I'imite fisico de la articulaci’on j-‘esima, por ejemplo en un punto extremo.

4. Seleccionar el eje x; a lo largo de la normal com’un que une a los ejes zi-1y z;,
en direcci'on de la articulaci'on | — 1 hacia la articulaci'on j.

5. Determinar y; por la regla de la mano derecha.
6. Establecer el sistema de referencia del extremo final X, (xn, yn, Zn )-

= Si la articulaci’on n-‘esima es rotatoria, entonces alinear el eje z, con el
eje Zn-1
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s Si la articulaci’on p-‘esima es prism’atica, entonces seleccionar el gje 7, de
forma arbitraria. El eje x,, debe cumplir el paso 4.

7. Establecer la tabla 4.2 de par’ametros de eslabones.

8. Obtener las matrices de transformaciones homog'eneas (4.7):

Hi_qparai=12... n-1

Tabla 4.2 Par'ametros Denavit-Hartenberg

Caracter’isticas de eslabones

I Longitud del eslab’on j-"esimo.

Articulaciones lineales o prism’aticas. Tamb’ien

representa el espesor del servomotor (Bi)-

ai | ‘Angulo entre los ejes zi-1 y zi medido con respecto al eje xi-

articulaciones rotacionales; representa el “angulo
6i entre los ejes xi-1 y xi medido alrededor del eje

Zi-1.

En la representaci'on Denavit-Hartenberg cada transformaci'on homog'enea H;_1 se
representa por el producto de cuatro transformaciones b’asicas:

Hi'-1 = Hr,_,6)HT,,_,(di (BiIHT, ,U)HR, (i) 4.7)
Cos(ei) -sen(@ O 0'"1 0 00
sen(@)  cos@) O O' l 010 0

001 g (BoJ‘

0 0 1 1
00 10 0 0 1

|y 0 v || 0 0 0|

o 1 0 OI ' O cos(ai) - sen(o)

\ 0 OJ 0 sen(qi)  cos(ai) OJ

[o 0 0 100 01 ]

cos(@i) - sen(g) cos(exi)  sen(g;) sen(ai) | cos(pi)
I sen(g)  cos(g) cos(ai) - cos() sen(o) i sen(g;) !
) \ 0 sen(q;) cos(cr) d (B) |

0 0 0 1
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La transformaci’on homog'enea total se obtiene como H" = HoH1---H,_2H,_1

La cinem‘atica directa es la forma general de transformaciones homog'eneas que
concatena los sistemas de referencia cartesianos asociados a los eslabones del robot,
todos relativos al sistema de referencia fijo Xo.

4.6 Resumen

inematica directa relaciona las coordenadas articulares y propiedades
C geometricas del sistema mecanico con las coordenadas cartesianas del robot
y la orientaci'on de la herramienta colocada en el extremo final. En este cap’itulo
se ha presentado los conceptos de cinem’atica inversa, cinem’atica diferencial y la
importancia que presenta el jacobiano del robot en control cartesiano y en el tema
de singularidades. Para las finalidades de la presente obra, cuando se relaciona
las coordenadas articulares con las coordenadas cartesianas sin tomar en cuenta
la orientacion de la herramienta de trabajo, se denomina cinematica directa
cartesiana, la cual sera la base de an‘alisis de las principales configuraciones de

robots industriales.

El procedimiento Denavit-Hartenberg permite obtener el modelo de cinem‘atica
directa de robots manipuladores con eslabones en serie a trav'es de la siguiente tabla
de par’ametros 3.1:

Tabla 4.3 Par'ametros DH

Eslabon; i o d 6

La formulaci'on Denavit-Hartenberg queda expresada en terminos de matrices
homog'eneas con el estricto orden de transformaciones de traslaci‘on y rotaci‘on:

Hi'_1 = r'|Rzi(9i+1)HTzi(di+1)HTxi(|i+1)Hin(O(i+1)
cos(g) - sen(g;) cos(a) sen(pi) sen(ai) | cos(@i) }
| sen(@)  cos(@)cos(ei) - cos(@) sen(oi) i sen(@i) !
) 0 sen(q) cos(qi) di
0 0 0 1
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Presentar el an‘alisis de cinem’atica directa cartesiana, cinem’atica inversa y
matriz jacobiano de las principales configuraciones de robots industriales
considerando los par'ametros geom'etricos y desarrollar librerias en
lenguaje M ATLAB (toolbox) que permitan realizar aplicaciones en el ‘area
de cinem’atica directa de robots manipuladores.

Objetivos particulares:

Modelo de cinem’atica directa.
Modelo de cinem’atica inversa.

Jacobiano.

Librerias de an‘alisis y diserio de cinem’atica de robots industriales.
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5.1 Introducci'on

sta seccion analiza la cinem’atica directa cartesiana de las configuraciones mas

importantes en rob’otica industrial tales como el brazo robot (antropom’orfico),
configuracion SCARA, esferico, cil'indrico y cartesiano. El analisis cinem’atico que se
presenta es tomando en cuenta la relaci‘'on que existe entre las coordenadas articulares
con las coordenadas cartesianas del extremo final del robot (cinem’atica directa
cartesiana), no se incluye la orientaci'on de la herramienta de trabajo ubicada en
el extremo final del robot.

Para el an‘alisis cinem’atico cartesiano se utiliza la metodolog’ia Denavit-Hartenberg,
y por lo tanto dicho modelo queda en funci‘on de transformaciones homog'eneas.

El jacobiano anal’itico del robot se deduce como la derivada parcial de la cinem’atica
directa cartesiana con respecto al vector de posici'on articular; el jacobiano anal‘itico
del robot proporciona informaci‘on sobre el problema de singularidades que puede
presentar el movimiento del robot en su espacio de trabajo. Esta informaci‘'on es muy
importante en aplicaciones donde interviene la inversa de la matriz jacobiana, ya que
una singularidad significa que el determinante es cero para un conjunto espec’fico
de valores de las posiciones articulares.

Debido a la importancia que tiene la cinem‘atica inversa en la programaci’on de tareas
en espacio cartesiano y la conversion al espacio articular, se presenta la soluci'on
geom etrica en detalle para cada una de las configuraciones de robots industriales.

Un conjunto de librer’ias en codigo fuente de M ATLAB se desarrollan y documentan
de la matriz de transformaci’'on homog'enea, cinem’atica directa cartesiana, jacobiano
y su determinante, cinem‘atica inversa, en variables simbolicas y aplicaciones
num’ericas de todas las configuraciones analizadas. El c'odigo fuente de los ejemplos,
aplicaciones y librer'ias de cada robot manipulador se encuentra disponible en el sitio
WEB del libro:

http://virtual.alfaomega.com.mx
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202 Cap'itulo 5: Cinem’atica directa cartesiana

5.2 Brazo robot antropom’orfico

entro de la clasificaci’'on de robots industriales, el robot antropom’orfico

o brazo robot es la configuracion que mas se utiliza debido a la destreza
que presenta el movimiento del extremo final como una consecuencia de sus
tres articulaciones rotacionales, lo cual lo hace ideal para un amplio espectro de
aplicaciones tales como: industriales, quir'ofanos robotizados, fisioterapia, asistencia
a personas con capacidades diferenciadas, maniobras submarinas y espaciales, etc.
La configuraci'on antropom’orfica se divide en tres casos de estudio: p’endulo robot,
robot planar de 2 grados de libertad y el brazo robot (movimiento tridimensional).

[ P’endulo robot I

Como un caso particular del robot de 3 grados de libertad antropom’orfico, se
encuentra el p'endulo robot de 1 grado de libertad formado por un servomotor que
tiene acoplado mec’anicamente una barra met’alica de longitud |1 y esta sometido al
fen'omeno de gravedad. EI movimiento del p’endulo se encuentra en el plano vertical
X0 — yo COMO se indica en la figura 5.1.

L x,

Figura 5.1 P'endulo robot.
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5.2 Brazo robot antropom’orfico 203

Cinem’atica directa cartesiana del p’endulo robot I

El' origen del sistema de referencia cartesiano >o(xo, yo, zo) se coloca sobre la
articulaci'on del p'endulo (en el respaldo del estator del servomotor), el eje zo se
alinea con el eje de giro del servomotor el cual es perpendicular al plano xo - yo.

El' servomotor del p'endulo tiene un espesor de longitud B el cual ya incluye el
ancho de la barra metalica. El origen del sistema de referencia 21(x1,y1,21) se
coloca en el extremo final de la barra y se mueve de manera conjunta al p’endulo, el
origen X tiene las siguientes coordenadas con respecto al origen de Zo(xo, yo, z0):
[11 cos(q), 11 sen(gr), Bal- Debido al espesor B el origen de 31 mantiene una distancia
B1 sobre el eje zo. Los ejes z1 y zo son paralelos entre s', por lo tanto el angulo 1
que existe entre ellos es o1 = 0.

El plano x1 - y1 tiene una rotaci'on de q1 grados con respecto al plano xo - Yo del
sistema fijo Zo(xo, y0, z0), Y la matriz R,,(q1) determina dicha rotaci’on:

‘ cos(qr) - sen(qr) 0]
Ri = Ralq1) =[ sen(g)  cos(@) O
0 0 1

Los par'ametros Denavit-Hartenberg correspondientes al p’endulo-robot se encuen-
tran especificados en la tabla 5.1.

Tabla 5.1 DH del p’endulo
Eslabon | | |a | d | 6
1 110 |B1|qg1

La matriz de transformaci’on homog'enea H o 'se obtiene de la ecuaci'on (4.7), que para
el caso del p’endulo-robot adquiere la siguiente forma:

Ho' r-lR(zo, g HT(z0, BN HT (x0, [ HR(xO, (1) (5.1)
cos(qr) - sen(gi) O |1cos(gr)
sen(qr)  cos(@) O 1 sen(g1)

{ 0 0 1 B1 J )

0 0 0 1

(5.2)
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204 Cap'itulo 5: Cinem’atica directa cartesiana

Las coordenadas cartesianas del extremo final del p’endulo robot (cinem’atica directa
cartesiana), es decir el origen del sistema X1(x1, y1,z1) CON respecto al sistema fijo
>o(xo, yo, zo) se encuentra determinado por:

[

X0 | [1 cos(qg1) |
l yoJ = [ j1sen(gn]'. (5.3)
Z0 B1

Las coordenadas cartesianas del extremo final del p’endulo dependen de la ubicaci'on
de la posici'on de casa (home position), la cual es el punto de reposo u origen del
pendulo que corresponde a g1 = 0. Como se puede apreciar en la figura 5.1, la
posicion de casa esta colocada sobre el eje xo,. La matriz de rotaci'on Rzo(q1)
que determina la rotacion entre los sistemas de referencia fijo Xo(xo, yo,z0) Y
>1(x1,y1,z1) fue obtenida con respecto al primer cuadrante, es decir en el plano

X0, — y0+

Otra posibilidad para ubicar la posici'on de casa del p’endulo es colocar el origen
q1 = 0 sobre el lado negativo del eje yo como se muestra en la figura 5.2.

A
[}

posicién de casa qlﬂﬂ ~ x
1

Figura 5.2 Cambio de posici'on de casa del p'endulo sobre el eje yo_.

En este caso, para poder obtener la matriz de rotaci'on resultante del p'endulo en la
nueva ubicaci‘on de la posici'on de casa, la matriz R,,(q1) debe ser precedida por
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5.2 Brazo robot antropom’orfico 205

una rotaci'on de un angulo igual a -zalrededor del eje 7o, es decir:

[
|

COS(q1) - sen(q1) 0]
Ri = Rgpl-%)| sen(@) cos(g) O
0 0 1
| 0O 10 cos(qr) - sen(g1) O|
[ -1 0 UJ{ sen(q1) cos(q1) Uj
0 0 1 0 0 1

sen(q1) cos(q) O
= - cos(gr)  sen(q1) OJ
0 0 1

La matriz de transformaci'on homog'enea para el p‘endulo-robot (IV cuadrante)
est’a determinada como:

[ ‘[ ]cos(q1) ~ sen(q) O
1 Raol - )| Len(qﬂ cos(@) 0] Rp(-% )| Isen(g]
o’ 1
| sen(qr)  cos(q) 0 |1 sen(q) |
I _cos(q) sen(g) O —l1cos(g)!
= . (5.5)
0 0 B1
0 0 0 1

Las coordenadas del extremo final del p’endulo respecto a la posici‘'on de casa colocada
sobre el eje yo_ adquiere la siguiente forma:

[

X0 l1 sen(q1)
[ yO‘ = [ —11cos(gn | (5.6)
Z0 B1
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206 Cap'itulo 5: Cinem’atica directa cartesiana

[Jacobiano del p’endulo I

Debido a que el p’endulo robot es un sistema escalar, no tiene matriz jacobiana. Sin
embargo, se puede realizar la siguiente interpretaci'on partiendo de la cinem‘atica
diferencial:

d licos(gi) _ —l1sen(g)
_ Ofgi) 11 cos(qn)
—|Sen(' )\ O .
= el I = y(g1g (5.7)
0 l1cos(qr) 41
J(q1) q

el jacobiano J(q1) se puede pensar como est'a expresado en la ecuaci'on (5.7). N'otese
que existe una singularidad cuando la variable articular g1 = 0, £nm ya que su
determinante esta dado como: det[_j(q1)] = _| 2sen(q1) cos(q1). Tambi’en existen
singularidades en q1 = +n'y esto ultimo puede verificarse en la cinem’atica inversa
(5.8), siq1 = +ns = xo = 0, entonces se indefine la funci'on arco-tangente (por
ejemplo divisi'on entre cero).

Cinem’atica inversa del p’endulo I

La cinem’atica inversa se obtiene despejando la variable q1 de la ecuacion (5.3),
obteniendo:

g = atan ¥ (5.8)
X0

Funci’on transformaci‘on homog'enea del p'endulo 1, ' I

La funci‘on transformaci’on homog'enea del p'endulo 4, Se encuentra expresada como:

Hd=Hpendulo()

El codigo M ATLAB de la funci‘on transformaci’on homog'enea del p’endulo se describe
en el cuadro 5.1. En la I'nea 5 despliega la tabla 5.1 de par’ametros DH. La l'inea 7
contiene el c'alculo de la matriz homog'eneaHo = H Reo (1 H T, (B1) HTy (1) H Ry, (0)
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5.2 Brazo robot antropom’orfico 207

y en la l'inea 8 se emplea la funci'on H DH(H10) para obtener la matriz de rotaci'ony
las coordenadas cartesianas.

i Codigo Fuente 5.1  H _pendulo.m

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica.

%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.

%Cap'itulo 5 Cinem’atica directa cartesiana.
H_pendulo.m

1 function H=H pendulo()

2 syms 11 g1 betal real

3 disp('Par'ametros Denavit-Hartenberg del p’endulo)
4 disp([ | alpha d q]') dh=[l1, 0, betat, q1];

5 disp(dh)

6 BHJ = HRy (@) HT., (B1)H Ty (11 H Ry, (0)

7 H10=HRz(q1)*HTz(beta1)*HTx(I1)*HRx(0) ;

8 [R10, cinemat pendulo, cero, c]J=H DH(H10);

9 H=[R10, cinemat pendulo;;

10 cero, cJ;

11 end

Funci'on cinematica directa cartesiana del p’endulo

La funci‘on de cinem’atica directa cartesiana del p'endulo tiene la siguiente sintaxis:

[xo, yo, zo]=cinematica pendulo(B1, 11, q1)

donde B1, 11, g1 representan el ancho del servomotor y espesor de la barra metalica,
longitud de la barra met‘alica y posici‘'on articular del p’endulo, respectivamente. Esta
funci‘on retorna las coordenadas cartesianas del extremo final del p'endulo ubicadas
en el sistema >o(xo, yo, z0)-

El codigo de la funcion de cinem’atica cartesiana del p’endulo se encuentra en el
cuadro 5.2; se contempla el caso simb’olico y num’erico.
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208 Cap'itulo 5: Cinem’atica directa cartesiana

4\ Codigo Fuente 5.2  cinematica pendulo.m

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Capitulo 5 Cinem’atica directa cartesiana.

cinematica oendulo.m

1 function [x0, y0, zO]=cinematica pendulo(betal,|1,q1)

2 dato1=whos('betal’); dato2=whos(11"); dato3=whos(q1’);
3 v1=strcmp(dato1.class, 'sym’); v2=strcmp(dato2.class, 'sym’);
4 v3=strcmp(dato3.class, 'sym’); digits(3);

5 if (vl & v2 & v3) %caso simb’olico

6 x0=I1*cos(q1);

7 y0=I1*sin(q1);

8 z0=betal;

9 end

10 else %caso num’erico

11 x0=double(simplify(vpa(l1*cos(q1),3)));

12 y0= double(simplify(vpa(l1*sin(q1),3)));

13 z0=double(simplify(vpa(betai,3)));

14 end

Funci‘on cinem’atica inversa del p’endulo I

La funci‘on de cinem’atica inversa del p’endulo se encuentra expresada como:

gqi=cinv pendulo(xo, yo)

donde xo, yo representan las coordenadas del extremo final del p'endulo con respecto
al sistema Zo(xo, yo, zo). Esta funci‘on retorna la posici'on articular 1 del p’endulo;
observe que el modelo de cinem’atica inversa no depende del grosor del servomotor

(B1)-
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El c'odigo de la funci‘on de cinem’atica inversa se encuentra en el cuadro 5.3.

i\ Codigo Fuente 5.3  cinv pendulo.m

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Cap'itulo 5 Cinem’atica directa cartesiana.

cinv_pendulo.m

-

function gql1=cinv pendulo(x0,y0)
2 %cinem’atica inversa del p’endulo
3 g1=atan(y0/x0);

4 end

Desarrollar un programa para MATLAB que presente de manera simbolica los
parametros DH, cinem’atica cartesiana y el jacobiano del p’endulo. Ademas,
contemple el an‘alisis donde la posici'on de casa se traslada del primer al cuarto
cuadrante.

En el cuadro 5.4 se presenta el programa que permite desplegar en forma s imbolica
los par‘ametros DH, cinem’atica cartesiana y el jacobiano del p’endulo.

La l'nea 7 obtiene la transformaci’on homogenea del p'endulo H 'empleando la
funci‘on H¢=H pendulo(). La I'nea 9 deduce la matriz de rotaci'on Ry y la cinem’atica
cartesiana fr(q1) a trav'es de la funci'on H DH(H o).

En la I'nea 11 se realiza una rotacion Hg,, (- ™3 (-90 grados alrededor del eje zo)
para trasladar la posicion de casa al cuarto cuadrante. De la l'lnea 13 a la 20 se
presenta un ejemplo num’erico, para trasladar las coordenadas del extremo final en
la rotaci'on del primer al cuarto cuadrante.
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210 Cap'itulo 5: Cinem’atica directa cartesiana

El programa 5.4 contiene la descripci'on completa del modelo cinem’atico directo del
p’endulo robot, el cual emplea las funciones de transformaci’'on homog'enea H incluye
la matriz de rotaci'on Ry, que relaciona la rotaci‘on del extremo final del eslab’on con
respecto a la base del p’endulo, as’icomo la cinem‘atica directa cartesiana en variables
simb’olicas como aplicaci’'on num’erica.

i\ Codigo Fuente 5.4  cap5 pendulo.m

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Cap’itulo 5 Cinem’atica directa cartesiana.

cap5 pendulo.m

clg;

clear all;

close all;

format short

syms betal |1 g1 real

PHJ = HRy (D HT, (B H T, (1 HR,, (0)
H10=H pendulo() %H,'

%obtiene la matriz de rotaci'on R, y cinem’atica directa £, (q)

O 00 ~N o U1 A W N =

[R10, frq pendulo, cero, c]=H DH(H10) %R, £r(B1, 1, qv)
jac pendulo=jacobian(frq pendulo, q1)
H10a=HRz(-pi/2)*H10 %H,, = Hr,, (- "&H, |

[ —
- O

12 %ejemplo num’erico

13 q1=55*pi/180; %posici'on angular del p’endulo

14 beta1=0.1; %ancho del servomotor m'as espesor de la barra

15 11=0.45; beta1=0.1; %longitud del p’endulo y espesor del servomotor
16 %cinematica cartesiana cuadrante I: £, (B4, |1, g1)

17 [x0,y0,z0]=cinematica pendulo(betal,!1,1)

18 %cinem’atica directa en el cuadrante 1V

19 %fFr,, (B1, 11, q1) = Ra(="}Fg, (B1, 11, 1)

20 Rz(-pi/2)*cinematica pendulo(betal,l1,q1)
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Robot planar vertical de dos grados de libertad I

La figura 5.3 muestra un robot de dos grados de libertad con articulaciones
rotacionales que se mueve en el plano vertical xo - yo. El sistema de referencia
fijo Zo(xo, yo, zo) se coloca en el respaldo del servomotor del hombro, de tal forma
que el gje zo coincida con el gje de rotaci'on (perpendicular al plano de la hoja). El
ancho de cada servomotory espesor de la barra met'alica est'an determinados por B
y B2. Los ejes xo, yo se seleccionan con la regla de la mano derecha.

Cinem’atica directa cartesiana del brazo robot de 2 gdI I

El sistema de referencia X 1(x1, y1,z1) Se coloca en el extremo final del primer eslab’on,
el eje z1 se coloca paralelo al eje zo (o1 = 0). El origen del sistema Z1(x 1, y1,z1) se
ubica en la intersecci'on del eje xo con el eje z1 (cuando =0y esta a una distancia
B1 sobre el eje zo. El origen del sistema de referencia X(x», y2, 72) S€ coloca en el
extremo final del robot. El ancho del servomotor del codo y el espesor de la segunda
barra miden B2 Cuando =0 el origen de X, se encuentra a una distancia |, sobre
el eje x1y a una distancia B2 sobre el gje z1. Los ejes y;, yi,conj =1 2se seleccionan
con la regla de la mano derecha. Los ejes z1 y z2 son paralelos entre s'i (o2 = 0).

-
To

posicidn de casa g=0

Figura 5.3 Robot planar vertical de dos gdl.

En la tabla 5.2 se muestran los par‘ametros de los eslabones para la convenci'on
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212 Cap'itulo 5: Cinem’atica directa cartesiana

Denavit-Hartenberg de un robot planar de dos grados de libertad.

Tabla 5.2 DH del robot de 2 gdI

Eslabon | i | i | di | 6i
1 110 |B1|q1
2 210 |B2|q

Generalmente la posicion de casa para un robot de dos grados de libertad se
selecciona sobre el eje x 0., midiendo el angulo 1 en sentido contrario a las manecillas
del reloj, es decir del gje xo, hacia el eje yo,, con esta consideraci‘on se obtienen las
siguientes matrices de transformaci’on homog'enea:

Ho' = ’_{Rzo(qﬂHTzo(B”HTxo(“)HRxo(0) (5:9)

cos(@) - sen(q) O 11cos(qr)
sen(qr)  cos(gr) O 11 sen(qr)

= \ ] (5.1V)
0 0 1 [31
0 0 0 1
H:+™ = ’-iRu(qZ)HTu(BZ)HT)q(|2)HRX1(0) (5.11)
cos(g2) - sen(qa) 0 I2cos(g2) ]
sen(gp) cos(q2) 0 |2 sen(gn)
= \ % % ? % (5.12)
0 0 1 Bz
0 0 0 1
H6 = HOHT ]
os(qi + q2) - sen(gr + q2) 0 11€08(q1) + 12 Coslgr + q2)
— sen(qr + q2)  cos(qr + q2) O 1 sen(gi) + |2 sen(gr + q2)
= | i 1 i I (5.13)
0 0 0 1

La cinem’atica directa de las coordenadas cartesianas del extremo final del robot (sin
tomar en cuentT la ﬂrientaci'on de la herramienta de trabajo) esta ?ada por:

X0 | l1cos(gi) + l2cos(gr + g2) |
yoJ = frlg =11 sen(qr) + 2 sen(gr + q2) | - (5.14)
z0 B1+ B2
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Obs’ervese que la coordenada zo incluye el espesor de los dos servomotores con sus
respectivos espesores de las barras metalicas, de tal forma que el origen del sistema
22(x2, y2,z2) se encuentra a una distancia B1 + B2 sobre el eje zo del sistema fijo

20(xo0, yo, z0)-

La posicion de casa de un robot manipulador planar de dos grados de libertad
tambi'en puede ser ubicada sobre el eje yo_. Esto equivale a hacer una rotaci'on
alrededor del eje zo por -90 grados para la articulacion del hombro, es decir:
Hr., (=) Ho y tambi‘en para articulaci’on del codo Hg,, ( - ™3%H1. El angulo g1 se
mide del eje yo_ hacia el eje yo, (valor positivo en sentido contrario a las manecillas
del reloj) como se muestra en la figura 5.4.

postetdn de casa .:;,-—0

Figura 5.4 Rotaci'on de la posici'on de casa por -90 grados alrededor del eje zo.

Hoyp = Hr, - % Ho
0O 1 0 0][ cos(q1) _sen(q1) 0 |1cos(q1)
= 1 _01 0 0 0] | senig)  cosig) 0 I sen(q1)J
010 0 0 1 B1
0 0 0 1 0 0 0 1
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214 Cap'itulo 5: Cinem’atica directa cartesiana
sen(qr)  cos(g) O 1 sen(g)
|~ cos(g) sen(q) O ~-lcos(gn)!
) 0 0 1 B1
0 0 0 1
Hiy,_ HR:, -2y
[ 0 10 0] [ cos(qe) - sen(g2) 0 ]2 cos(q) ]
= 1 —01 0 0 OJ l sen(qz) cos(q2) 0 | sen(ga) J
010 0 0 1 B2
0 00 10 0 0 | 1
sen(gz)  cos(gz) 0 12 sen(ga)
~cos(ga)  sen(qa) O -l2cos(g) !
B 0 0 1 B2
0 0 0 1
2 _ 1 2
Hoyo_ f—|oy0,H1y1,
sen(gr + g2)  cos(qr + g2) O |1 sen(gr) + |2 sen(gr + q2)
[ - cos(gr + q2)  sen(qr+ q2) O —J1cos(gr) - 12¢cos(qr + g2)
0 0 1 B1 + B2
0 0 0 1

El' mismo resultado se puede obtener premultiplicando la matriz homog'enea de
rotaci'on Hg,, ( - ™) a la matriz de transformaci‘'on homog'enea Ho (5.13). Es decir,

Hoyoo = HRy (=) Ho:

Por lo que la cinem‘atica directa de coordenadas cartesianas para un robot planar
de dos grados de libertad cuya posici'on inicial es sobre el eje yo negativo:

[XO
[ ol -

Z0

| [1 sen(g1) + 12 sen(q1 + g2) |
I —n cos(q1) — |2cos(q1 + qz)J

B1+ B2

(5.15)

Debido a que la rotaci'on se realiza alrededor de los ejes 71 y z2, ambos paralelos al
eje zo, no existe ninguna modificaci'on de coordenadas de los par’ametros geom’etricos
B1Y B2 Por lo que el origen del sistema Z,(x>, y2, 72) siempre tendr'a una distancia

B1 + B2 sobre el eje zo.

Alfaomega
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5.2 Brazo robot antropom’orfico 215

Jacobiano del brazo robot de 2 gdi I

El jacobiano anal'itico del robot de 2 gdl se obtiene como:
J(q) - afR(B1/ le|1/|2/q)
aq

tomando en cuenta que los parametros geom'etricos B1, B2, I1, I2 son constantes, y
considerando la posici'on de casa sobre el gje xo (primer cuadrante):

—11sen(q1) — |2 sen(q1 + q2) -2 sen(g1 + q2)
(g

o . , _ e IR>? (5.16)
El determinante del jacobiano es detU(q)] = l1l2 sen(ga), el cual es cero para
g2 = 0, +nm y q1 cualquier valor. Por lo tanto, cuando la articulaci’'on del codo
tiene alguno de esos valores para g2 el robot entra en una singularidad. Esto es
importante en aplicaciones donde interviene q = J(q)‘1v.

Cinem’atica inversa del brazo robot de 2 gdI I

La cinematica inversa (sin tomar en cuenta la orientacion de la herramienta
de trabajo) de un robot manipulador de dos grados de libertad se obtiene por
procedimiento geom'etrico (ver figura 5.5).

[}

[
‘/0 | ® -

X
o

Figura 5.5 Cinem’atica inversa de un robot planar de dos grados de libertad.
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216 Cap'itulo 5: Cinem’atica directa cartesiana

El “angulo § que se encuentra dentro del tri'angulo formado por los lados adyacente
I1 + |2€os(g2), cateto opuesto |2 sen(qz) y la hipotenusa xn + yg, del teorema de
Pit’agoras se obtiene la soluci‘on para la variable articular g:

xn+y8 = 1+ 12c0s(@]” + |2 sen’(q2)
-1
= + 20 Ty
N 21 |2W0s2 \g / sen gq )]+ %|2| cos(g)
= |#+ 12+ 20112c0s(g2)
@ = acos ( gt otiln=lz )
2 2

Observe que el dngulo § satisface:

9 = atan ﬂ
[1 + |2cos(q2)

Ahora, tomando los angulos ¢ + q1 dentro del tri'angulo formado por los catetos
adyacente yo, opuesto yo y la hipotenusa ~ yy + yg se cumple la siguiente expresi‘on:

9+ qr = atan }/.9.
X0

Entonces, la variable articular qt adquiere la siguiente forma:

qu = atan £ -9
X0
= atan ¥ _ atan _125€7@
X0 [1 + |2 cos(q2)

Por lo tanto, la cinem’atica inversa de un robot de 2 gdl no depende de B1Y B2
debido a que no hay proyecciones de estos par‘ametros sobre el plano xo - yo:

@ = acos ( *a* ’ohlzzw‘lzz ) (5.17)
@1 = atan YO _ atan _l2Sen@ _ (5.18)
X0 [1+ 12 cos(q)

Alfaomega Matlab Aplicado a Robotica y Mecatronica « Fernando Reyes Cort’es.



5.2 Brazo robot antropom’orfico 217

Funci‘on transformaci’on homog'enea del robot 2 gdl H, 2'

La funcion transformaci'on homogenea Ho?del robot planar vertical de 2 gdl se
encuentra expresada como:

Hg=Hr2gd1()

esta funci'on retorna H¢’la transformaci‘'on homog'enea del robot planar vertical de 2
gdl. El codigo MATLAB de la func’on transformaci’'on homog'enea H, del robot de

2 gdl se encuentra en el cuadro 5.5.

i\ Codigo Fuente 5.5 H r2gdl.m

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Cap’itulo 5 Cinem’atica directa cartesiana.
H r2gdl.m
function H=H r2gdI()

1
2 syms q1 g2 betal beta2 |1 12 alpha1 alpha2 real

3 disp('Par'ametros Denavit-Hartenberg del robot planar vertical de 2 gdl’)
4 disp([ | alpha d q]")

5 dh=[l1, O, betal, q1; |12, 0, beta2, g2];

6 disp(dh)

7 %BHJ = HRryo (q)HT., (B1)HTy (1 H Ry, (0)

8 H10=HRz(q1)*HTz(beta1)*HTx(11)*HRx(0)

9 %BH 7 = HRy, (q2)HT,, (B2 HTy (12 H Ry, (0)

10 H21=HRz(q2)*HTz(beta2)*HTx(I12)*HRx(0)

1 H20=simplify(H10*H21); % Hy%= HyM, 2

12 [R20, cinemat r2gdl, cero, c]=H DH(H20)

13 | H=[R20, cinemat r2gdl; % Ry(q1, g2), Frlqs, g2)

14 cero, cJ;

15 end
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218 Cap'itulo 5: Cinem’atica directa cartesiana

Funci‘on cinem’atica directa del robot de 2 gdI I

La funci'on de cinematica directa de un robot de 2 gdl se encuentra dada por:

[xo, yo, zol=cinematica c2gdI(B1, I1, g1, B2, 12, q2)

donde los argumentos de entrada son los par'ametros geom’etricos B, 11, B2 12 Y
posiciones articulares q1, g2 del hombroy codo, respectivamente. Esta funci‘on retorna
las coordenadas cartesianas (xo, yo, zo) en el sistema o(xo, yo, zo)-

) Codigo Fuente 5.6  cinematica r2gdl.m
%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Capitulo 5 Cinematica directa cartesiana.
cinematica r2gdl.m
1 function [x0, y0, zO]=cinematica r2gdl(betal,l1,q1,beta2,12,92)
2 | datol=whos('betal’); dato2=whos('I1’); dato3=whos('q1);
3 dato4=whos('beta2’); dato5=whos('I12"); dato6=whos('q2");
4 v1=strcmp(datol.class, 'sym’); v2=strcmp(dato2.class, 'sym’);
5 v3=strcmp(dato3.class, 'sym’); v4=strcmp(dato4.class, 'sym’);
6 v5=strcmp(dato5.class, 'sym’); v6=strcmp(datob.class, 'sym’);
7 digits(3);
8 if (vl & v2 & v3 & v4 &5 & v6) %caso simb’olico
9 x0=simplify(vpa(l1*cos(q1)+I2*cos(q1+q2),3));
10 y0=simplify(vpa(l1*sin(q1)+12*sin(q1+q2),3));
11 z0=vpa(betal+beta2,3);
12 else %caso num’erico
13 x0=11*cos(q1)+I2*cos(q1+q2);
14 y0=11*sin(q1)+I2*sin(q1+92);
15 z0=betal+beta2;
16 end
17 end
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5.2 Brazo robot antropom’orfico 219

Funci‘on cinem’atica inversa del robot de 2 gdI I

La funci'on de cinematica inversa de un robot de 2 gdl tiene la siguiente sintaxis:

[q1, g2l=cinv r2gdI(l4, I2, x0, yo)

donde los argumentos de entrada son los parametros geom'etricos |1, 12 y las
coordenadas cartesianas del extremo final xo, yo en el sistema Zo(xo, yo, zo). Esta
funci'on retorna las coordenadas articulares del hombro qry codo q2-

i Codigo Fuente 5.7  cinv.r2gdl.m

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr'onica.

%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.

%Cap'itulo 5 Cinem’atica directa cartesiana.
cinv_r2gdlm

-

function [q1 g2]=cinv t2gdI(l1,12,x0,y0)
g2=acos((x0.*x0+y0.*y0-11*11-12*12)/(2*11*12));
g1=atan(y0./x0)-atan((12*sin(q2))./(11+12*cos(g2)));
end

H W N

& & Ejemplo 5.2

Disefiar un programa para MATLAB que permita desplegar en forma simb’olica
los par'ametros DH, cinem‘atica cartesiana y el jacobiano del robot vertical planar
de 2 gdl. Adem’as, programar una aplicaci'on donde el extremo final del robot
trace un circulo de radio r = 0.2m, con centro en [x, ye "= [0.3 031" m, con
periodo de movimiento de 6.28 segundos.

El programa 5.8 contiene el c'odigo fuente para M ATLAB que soluciona el problema
planteado. En la I'nea 4 se obtiene la matriz de transformaci‘'on homog'enea H éel
robot de 2 gdl y en la l'inea 7 se obtiene la matriz de rotacion Ry y la cinem’atica
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220 Cap'itulo 5: Cinem’atica directa cartesiana

directa cartesiana £g(I1, q1, |2, g2)- Las 'neas 12'y 13 despliegan en forma simb’olica
el jacobiano y su determinante, respectivamente. La ecuaci‘on del circulo se encuentra
implementada en las I'neas 21y 22:

Xc *+  6O5(H)

donde x, yc representan el centro del circulo, ¢ es el radio.

La l'nea 24 convierte las coordenadas cartesianas del circulo en coordenadas
articulares (g1, g2) por medio de la funci‘on cinv r2gdl(l1, I2, x, y), y en la I'lnea
26 se transforman las coordenadas articulares (g1, q2) en las coordenadas cartesianas
del extremo final del robot en el sistema Zo(xo, yo, z0). Se genera una base de tiempo
de 100 segundos con incrementos de 1 mseg. El periodo de trazo del c'irculo es de
6.28 segundos ( sen(wt), con w = 21t f = 1, entonces t = 2rr sequndos).

La figura 5.6 muestra el c'irculo generado por el extremo final del robot (ver l'inea
27) durante una simulaci'on de 100 segundos, lo que significa que el robot traza 15
c'irculos que se superponen en la misma figura.

Pis  fae Yww  Inet Tools Daitop  Mrdoo  Hep -

Jdd e BINKN VD A-QA' DB 0D

LA LA a2 LY LB LR LB 04s [E)

Figura 5.6 Trayectoria circular que traza el robot de 2 gdl.
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4 Codigo Fuente 5.8  cap5 robot2gdl.m

%MATLAB Aplicado a Rob’otica y Mecatr’onica.
%Editorial Alfaomega, Fernando Reyes Cort’es.
%Capitulo 5 Cinem“atica directa cartesiana.

cap5_robot2gdl.m

clc; clear all ;close all;

format short

syms g1 g2 betal beta2 I1 12 alpha?l alpha2 real

H20=H r2gdl()

disp('Transformaci’'on homog'enea del robot 2 gdl’);
disp(H20);

[R20, cinemat r2gdl,cero, c]J=H DH(H20) ;

disp('Matriz de rotaci'on’); disp(R20);

disp(cinematica directa’);

disp(cinemat r2gdl);

[x0, y0, z0]=cinematica r2gdl(betal,I1,q1,beta2, 12,g2)
jacr2gdl=jacobian([x0; y0], [q1;92])
det.r2gdl=simplify(det(jac r2gdl)) % det[J]= |4, sen(qz)
%ejemplo num’erico

t=0:0.001:100;%par ametros del c’irculo: [xc, y " =103 -03]" y radio r = 02
xc=0.3; yc=-0.3; r=0.20;

[1=0.45; 12=0.45;

beta1=0.1; beta2=0.1;

q1=[]; 92=[I;

% ecuaci'on del c'irculo

W 0 N 6o U1 A W N =

N = = ) e e omd el e e e
© VW 0O N o U1 A W N = O

X=XC+r*sin(t) ;

N N
N =

y=yc+r*cos(t) ;

% cinematica inversa

N N
H W

[q1,92]=cinv 12gdI(11,12,x,y) ;

%coordenas cartesianas del extremo final del robot de 2 gdl
[x0, y0, z0]=cinematica r2gdl(betal,l1,q1,beta2,12,g2) ;
plot(x0,y0)

N N N
N o un
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222 Cap'itulo 5: Cinem’atica directa cartesiana

|Robot antropom’orfico (RRR) I

La gran mayor'ia de los robots industriales tienen la configuraci'on antropom’orfica
(brazos robots) ya que presentan mayor destreza en su espacio de trabajo debido a
que sus eslabones est'an unidos por articulaciones rotacionales. El espacio de trabajo
de la configuraci’on antropom’orfica corresponde a una esfera, cuyo radio corresponde
a la suma de longitudes de los eslabones. Por similitud con la forma anat’omica con
el brazo humano, la segunda articulaci'on se conoce como hombro (shoulder) y
la tercera articulaci'on se llama codo (elbow). La figura 5.7 muestra ejemplos de
robots industriales antropom’orficos de la compania ABB y FANUC que se utilizan
en aplicaciones de traslado de objetos.

Figura 5.7 Robots industriales en configuraci'on antropom’orfica: ABB y FANUC.

|Cinem’atica directa cartesiana del brazo robot de 3 gdl I

Consid’erese un robot manipulador antropom’orfico de tres grados de libertad como
el que se presenta en la figura 5.8, donde el sistema de referencia fijo Zo(xo, yo, zo)
se encuentra en la base del robot, el eje zo coincide con el eje de rotaci'on de la
articulaci'on de la base. Los sistemas de referencia Zalx1,y1,z1), Zax2,y2,22) Y
23(x3,y3, z3) estan seleccionados de tal forma que sus ejes z1,z2 y z3 coincidan
con sus respectivos ejes de rotacion de cada articulaci'on. El eje z1 del sistema

Alfaomega Matlab Aplicado a Robotica y Mecatronica « Fernando Reyes Cort’es.
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5.2 Brazo robot antropom’orfico 223

21(x1,y1,z1) se encuentra ortogonal al eje zo (o1 = % el eje z1 es paralelo al

eje 72 (o2 = 0) y el gje z2 se ha considerado paralelo al eje 7, de la herramienta de

trabajo (a3 = 0). Note que el plano x, - y2 se encuentra rotado un arfgulo g3 con
respecto al plano x1 - y1.

Ll (£ SORL Y PO

iy r:u:-r(q;‘ *q,. %
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Figura 5.8 Robot antropom’orfico.

La tabla 5.3 contiene los par’ametros Denavit-Hartenberg para el robot antropom’orfi-
co de tres grados de libertad.

Tabla 5.3 DH del robot de 3 gdi

Eslabon | |i | ai di Bi
1 0 5 11+p1|q
2 2 0 B2 q2
3 30 B3 93

Los par‘ametros geom'etricos de cada servomotor son: B1, B2, B3 representan el ancho
y espesor de las placas met'alicas para la base, hombro y codo, respectivamente; |
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