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La transformacion inversa estd determinada por:

R, —RT d}
fl_' - [ ExX) 2.0 ﬂ] (1")

o” 1

Observe que. la matriz de rotacién R,y aparece como transpuesta, es-
to es debido a que la inversa de una matriz ortogonal coincide con su

transpuesta.

Las matrices de rotacién permiten modelar la orientacién de la herra-
mienta de trabajo colocada en el extremo final del robot, ¥ junto con las
transformaciones homogéneas dentro de una sola matriz incluye la orien-
tacion y posicién de la herramienta de trabajo. formando la estructura

del modelo cinematico directo.

4.4 Cinematica

La cinemitica es la parte de la fisica que aborda el problema de la des-
cripeion geométrica del movimiento de sistemas mecanicos sin tomar en
cuenta las fuerzas que lo producen. Por consiguiente, la cinemdtica directa
de robots manipuladores se refiere al estudio analitico del movimiento del
robot (sin tomar en cuenta las fuerzas que originan dicho movimiento) con
respecto a un sistema de referencia cartesiano fijo X ( z. y. x ) relacionando
la. dependencia que existe entre las coordenadas articulares o generaliza-
das g € R". sus pardmetros geométricos v las coordenadas cartesianas
T £ R® del extremo final del

robot. Matematicamente se tiene la siguiente definicion,

[2,y.2]" € R? y de orientacién [6. ¢, v']

Cinemadtica directa es una funcién vectorial que relaciona las coorde-
nadas articulares g € IR™ con las coordenadas cartesianas [z, y,2]" €
R? del robot f : IR™ — IR™, asi como la orientacion [0, ¢, % ]" € R?
de la herramienta colocada en el extremo final, tomando en cuenta las

propiedades geométricas del sistema mecdnico del robot.
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=

™

= faulg) (44)

En esta definicion £ es una funcién continua en el vector de posiciones o
desplazamiento articular g € IR™, n representa el niimero de grados de li-
bertad y la dimensién del vector de posiciones o desplazamiento articular,
.y, z € IR son las coordenadas cartesianas asociadas al extremo final del
robot v @, ¢. v son los dngulos de Euler. que representan la orientacién
de la herramienta colocada en el extremo final con respecto al sistema
de referencia fijo en la base del robot, m es la dimensién de la funcién
vectorial fr(q) = [z.y. 2.0, ¢, LJI € R, para el caso general m = 6.
Cuando n > m se denomina robots redundantes.

El posicionamiento de un robot en el espacio tridimensional generalmente
requiere de 6 coordenadas, 3 coordenadas representan la posicion carte-
siana del extremo final del robot (z,y, z) ¥ 3 coordenadas la orientacién
de la herramienta de trabajo denotadas por los dngulos de Euler (8, ¢. v2).
Dependiendo de la aplicacién del robot se pueden requerir menos coor-
denadas de posicién y orientacién. Por ejemplo. un robot que pinta ar-
maduras automotrices requiere las 6 coordenadas, en contraste con un
robot que corta figuras de pldstico que puede requerir 2 coordenadas
cartesianas de posicién y ninguna de orientacién, en este caso el robot
puede desarrollar su trabajo sobre un plano, sin requerir coordenadas de

orientacion,

Para el programador de robots en aplicaciones de automatizacién y proce-
sos industriales, es mucho mas facil programar los movimientos del robot

en coordenadas cartesianas que en coordenadas articulares. Las coorde-

Cadena cinemaditica

Un robot manipulador se conside-
ra como una serie de eslabones in-
terconectados a través de articula-
ciones (servomotores) rotacionsles
o prismiticas en forma de cadena
cinemitics abierta, es decir el ex-
tremo final donde se coloca Ja he-
rramienta no se encuentra conec-
tada mecanicamente a la primera
articulacion (base) del robot.

Desde el punto de vista de la
topologia, la cadena cinematica se
considera abierta cuando los dos
extremos de la cadena no se tocan.
De otra manera la cadena cinema-
tica formaria un lazo si sus dos
extremos se encontrardn mecanica-

mente unidos.

La estructura mecanica del robot
manipulador se caracteriza por
tener un numero de grados de li-
bertad, los cuales determinan de
manera tnica su  configuracion,
Tipicamente, cada grado de liber-
tad esta asociado a una articu-
lacion {variable articular g).

El papel fundamental que juegs la
cinematica directa, es computar la
posicion y orientacion del extremo
final del robot manipulador como
una funcién de las variables arti-

culares.
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212 Capitulo 4 Cinematica de robots manipuladores

nadas cartesianas resultan un medio natural para ser correctamente inter-
pretadas para un mejor entendimiento del posicionamiento del robot, la
cinemdtica directa realiza la funcién de convertir coordenadas articulares

a coordenadas cartesianas.

Dada la posicién del extremo final del robot en coordenadas cartesianas
[2,¥.2]" € IR®, su orientacién en angulos de Euler [0, ¢.%:]" € R? y
sus parametros geomdétricos con respecto a un sistema de referencia fijo

Y (x.y. z). jpuede el robot posicionarse en cualquier configuracién?

La anterior interrogante representa el problema de la cinematica in-
versa v como drea de la robd6tica representa mayor complejidad que la
cinemdtica directa. Siempre es posible encontrar la cinemdtica directa.
mientras que en la cinemdtica inversa pueden darse diversos escenarios.
por ejemplo puede haber varias soluciones o no haber solucion analitica, si
este es el caso entonces pueden proponerse métodos numéricos, iterativos,

geométricos. ete., como posibles formas de solueién.

La cinemdtica inversa es un problema no lineal que relaciona las
coordenadas articulares en funcién de las coordenadas cartesianas. Este
problema representa la solucién inversa de la ecuacion (4.4): dada la
posicién cartesiana y la orientacién de la herramienta colocada en el

extremo final del robot, obtener los angulos de las articulaciones.
q = fr(z.920,6,0) (4.5)

donde f,}l (&, y, z, 8. . 1) es funcién inversa de la ecuacién 4.4.

4.4.1 Convencién Denavit-Hartenberg

Existen varios métodos para obtener el modelo de cinematica directa. por
cjemplo por geometria aplicada al mecanismo del robot se pueden deducir

facilmente las ecuaciones cinematicas del robot. Sin embargo, cuando el
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mimero de grados de libertad crece. este método puede resultar tedioso.
Otra alternativa es la metodologfa Denavit-Hartenberg. la cual es amplia-
mente conocida en el ambiente de ingenieria y ofrece un procedimiento
sencillo para obtener el modelo cinematico directo cuya estructura queda

en representacion de transformaciones homogéneas.

Jaques Denavit ¥ Richard S. Hartenberg en 1955 presentaron un pro-
cedimiento para obtener una minima representacion de la orientacion y
traslacién de robots manipuladores. La convencién Denavit-Hartenberg
es una herramientaitil para deducir las ecuaciones de cinematica directa
de robots manipuladores. Consiste en determinar una tabla de parame-
tros relacionados con los eslabones del robot. La convencién Denavit-
Hartenberg toma como referencia al diagrama de un robot manipulador
en cadena cinemdtica abierta como se muestra en la figura 4.8, Las varia-
bles articulares en la representacién Denavit Hartenberg son denotadas
por ; para el tipo rotacional, prismatica o lineal por d;, la longitud del
eslab6n esta representada por ; v el dngulo de separacion entre los ejes

z; ¥ 71 es denotado por a;.

z, 47
! 1 4 I
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Figura 4.8 Convencion Denavit-Hartenberg para un robot manipulador.

El angulo ; es el angulo entre los ejes x;—; v x; medido alrededor del
eje z;_1. d; es la distancia del origen del sistema de referencia i — 1 a la

interseccion del eje x; con el eje z; 1. Su medicién se realiza a lo largo

RooTica. ConrroL DE RoBOTS MANIPULADORES - FERNANDD REYES CORTES

Reyes Cortés, Fernando. Robética: control de robots manipuladores.

: Alfaomega Grupo Editor, . p 246
http://site.ebrary.com/id/10741037?ppg=246

Copyright © Alfaomega Grupo Editor. . All rights reserved.

May not be reproduced in any form without permission from the publisher,
except fair uses permitted under U.S. or applicable copyright law.

Jaques Denavit (1930...)

Jaques Denavit nacié el 1 de oce-
tubre de 1930 en la ciudad de Paris.
En 1949 recibid el grado de inge-
niero en la Universidad de Paris.
Denavit obtuvo la ciudadania esta-
dounidense. En 1953 y 1956, res-
pectivamente en la Universidad de
Northwestern recibid los grados de
maestria y doctorado en ingenieria
mecanica. En 1958 fue profesor asis-
tente del departamento de inge-
nieria mecanica de la Universidad
de Northwestern, donde se retirs co-
mo profesor de tiempo completo en
1032, También trabajd como fisico
residente en ol Naval Research Lab
de 1969 a 1971, De 1982 a 1993 De-

navit trabajoé en ol Lawrence Liver-

more National Laboratory.
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214 Capitulo 4 Cinematica de robots manipuladores

del eje z; ;. En el caso de artienlaciones rotacionales d; es un pardmetro
constante y representa el offset o espesor del servomotor. Adicionalmente
a las variables articulares ¢; v d;. hay 2 pardmetros constantes que descri-
ben caracteristicas especificas del eslabon i-ésimo. Esos pardmetros son:
el pardametro {; se define como la distancia a lo largo del ¢je @; desde el
origen del sistema de referencia coordenado i — 1 hasta la interseceién
del eje z;—1 con el eje x;. El dngulo entre los ejes 2; ¥ z;—1 se denota por
a@;, su medicion es respecto a un plano normal a ;. Una medicion de
angulo positivo para «; se toma en direccion del eje z;_; hacia z;. Por
ejemplo, para un robot con 6 articulaciones rotacionales se requieren de

18 elementos para describir completamente su modelo cinemdtico.

En la representacion Denavit-Hartenberg cada transformacion homogénea

H; se representa por el producto de cuatro transformaciones bésicas:

My = RyaTialenRiw: (4.6)
[ cos(#;) —sen(f;) 0 0O 1 00 0
sen(6;) cos(¢;) 0 0 01 0 0
B 0 0 1 1|0 0 1 g
0 0 0 1 00 0 1
1 0 0 1 (0 0 0
01 0 0f [0 cos{e;) —sen(a;) 0
0 0 0|0 sen(a;) cos{e) 0O
00 0 1 0 0 0 1
" cos(0;) — sen(#;)cos(a;) sen(@;) sen(cy)) I cos(d;)
sen(0;)  cos(#;)cos(c;)  —cos(6;) sen(a;) I; sen(d;)
- 0 sen(a;) cos(a;) d,
0 0 0 1

4.4.2 Seleccion de sistemas de referencia

Antes de presentar la metodologia Denavit-Hartenberg, primero se des-
cribird la convencién para asignar los sistemas de referencias cartesianos
asociados a los eslabones del robot. En este punto es necesario aclarar
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que en la literatura de robética. la convencién Denavit-Hartenberg no es
linica, depende de la seleccion de los sistemas de referencia cartesianos
en las articulaciones v eslabones, asi como en sus eslabones advacentes.
La cinematica directa del robot proporciona las coordenadas cartesianas
del extremo final del robot relativo a un sistema de referencia cartesiano

fijo Xg. 2o, yn. zp: en la figura 4.8 se muestra la asignacion de sistemas de

Hartenberg (1907-1997)

Richard S, Hartenberg nacio ol 27
de febrero de 1907 en Chicagao, THi-
nois. En 1928 obtuve el grado en in-
genieria en la Universidad de Wis-

consin, también la matestria y doc-

5 5 i . Co ST £ torado en ingenieria mecanica en
referencia para las articulaciones ¢ — 1-ésima. i-ésima e i + 1 de un robot ;

1933 y 1941, respectivamente, Tra-
manipulador. En general se tiene el siguiente procedimiento: bajo 34 afios en la Universidad de
Northwestern, donde se jubilé en
1975. Hartenberg fue miembro de
la ASME {American Society of Me-

chanical Engineers) y de la Scientif-

El eje z se asigna rigidamente a la articulacién i + 1. Es decir, 2

es el e¢je de la articulacion 1, z; es el eje de la articulacion 2, v
. ic Research Society. Fue galardona-
asf sucesivamente. 5 2
do por la ASME en 1974, Sus inves-
tigaciones abarcaban cinemadtica y

Localizar el origen o; del sistema de referencia X; (x;. ;. 2 ) en la diserio de maquinas ¥ la historia de

la teenologin. Hartenberg marié el
24 de diciembre de 1997.

interseccién del eje z; con la normal comin a los ejes z;_ ¥ 2;.

Seleccionar el eje ;1 sobre la normal que une los ejes z; _; v z, en
i-1 1 t—-1 J 44

direccion de la articulacion ¢ — 1 hacia la articulacion 1.

Definir el dngulo de torsién «;. este es el dAngulo entre los ejes 2; v

[~~~

z;—1 v se mide con valor positivo en el sentido de las manecillas del

reloj sobre el eje x;.

Seleccionar el eje y, por la regla de la mano derecha.

[ =

La convencién Denavit-Hartenberg proporciona una representacion no
g prog I

1inica para los siguientes casos:

,I Para el sistema de referencia o ( xq, yo. z0) solo la direccion del
eje zy es especificada, entonces su origen op y el eje xy pueden ser

seleccionados de manera arbitraria.

,l Para el sistema de referencia X,, ( 2. yn. 2, ) no existe la articulacién

n =+ 1, entonces el eje z, no estd completamente definido. mientras
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216 Capitulo 4 Cinematica de robots manipuladores

que €l eje x,, es normal al eje z, ;. Tipicamente la n-ésima arti-
culacién es rotatoria, por lo tanto z, se alfnea en la direccién de
Zp—1-

> § Cuando dos ejes consecutivos z; v z;—1 son paralelos entre si, la

normal conmin entre ellos no es tinica.

,I Cuando dos ejes consecutivos z; v z;-1 se interceptan. la direccién

del eje =; es arbitraria.

,l Cuando la articulacién i-ésima es lineal o prismética, entonces la

direccién de z; es arbitaria.

De acuerdo con esta convencién previamente descrita, a continuacién se

resumen los parametros del i-é&simo eslabon:

1. I; es la longitud del i-ésimo eslabon, es la distancia del eje z;_ hacia

el eje z; medida sobre el eje @;—1.

2. a; es el angulo de torsidn, el cual representa el Angulo entre los ejes
z; 1 a z medido en el sentido de las manecillas del reloj sobre el gje

Z;.
3. d; es el offsel, es la distancia de x;_; a x; medido sobre ¢l gje z,_,.

4. 0, s el desplazamiento rotacional de x; ;1 a x; medido alrededor del eje
#i-1. El signo positivo de #; es el sentido contrario a las manecillas

del reloj.

Obsérvese que [; siempre serd positivo puesto que corresponde a una lon-

gitud. mientras que a,.d;. 8, representan cantidades con signo.
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4.4 Cinemaética 217

4.4.3 Algoritmo Denavit-Hartenberg

A continuacion se describe el procedimiento para encontrar la cinemaitica

directa a través de la convencidén Denavit-Hartenberg.

1. Localizar la direccién de los ejes zg. 71.- - -, Zn-1.

2. Establecer el sistema de referencia cartesiano fijo Xy ( zp, yo. 20 ) cuyo
origen es colocado sobre el sistema de referencia en la base del robot.
Los ¢jes xq, yg son determinados de acuerdo con la regla de la mano
derecha.
Una vez que el sistema de referencia X ( xg. to. 20} ha sido es-
tablecido. se inicia un proceso iterativo en el cual se define el sis-
tema de referencia ¥; (i, v;, zi ) usando el sistema de referencia
Yii(®ic1.yi-1. 2zi—1). iniciando con el sistema de referencia

Y1 (w1, 41.21). En la figura 4.8 se muestra el procedimiento.

Llevar a cabo los pasos 3 al 5 para la articulacionesi =1,---,n—1

3. Localizar el origen o; en la interseccion de la normal commin que
une al eje z; con el gje z;_4.

Si el eje z; intercepta al eje z,-1 colocar o; en la intercepcién.
Para el caso en que los ejes z; v z;_; son paralelos:

» Si la articulacién i-ésima es rotacional. colocar el origen
o; sobre la articulacién i-ésima, tal que d; = 0.

= Si la articulacién i-ésima es prismdtica. colocar el origen

o; en un punto limite fisico de la articulacién i-ésima, por

ejemplo en un punto extremo.

4. Seleccionar el eje x; a lo largo de la normal comiin que une a
los ejes z;_1 v z;, en direceién de la artienlacion i — 1 hacia la

articulacion i.

5. Determinar y; por la regla de la mano derecha.

6. Establecer el sistema de referencia del extremo final £, (&,,. 4y, 2, )-
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w Si la articulacidén n-ésima es rotatoria, entonces alinear el eje

z,, con el gje z,_q

s Si la articulacién n-ésima es prismdtica, entonces seleccionar

el eje z,, de forma arbitraria. El eje x,, debe cumplir el paso 4.
7. Establecer la tabla 4.1 de pardmetros de eslabones.

8. Obtener las matrices de transformaciones homogéneas (4.6) H;(g;). i =

1.2,++-.m.

Tabla 4.1 Parametros Denavit-Hartenberg.

Caracteristicas de eslabones

l; longitud del eslabén i-ésimo

d; articulaciones lineales o prismaticas

a; | &ngulo entre los ejes 2, ; ¥y 2z medido con respecto al eje ;.

articulaciones rotacionales; representa el angulo

o; entre los ejes &, ; Yy r; medido alrededor del eje .

>
“1-1

La cinemdtica directa es la forma general de transformaciones homogéneas
que concatena los sistemas de referencia cartesianos asociados a los es-

labones del robot, todos relativos al sistema de referencia fijo £p.

D 4.4.4 Cinematica diferencial

La cinemadtica diferencial directa es la derivada con respecto al tiempo de

la cinemadtica directa

I v | ! e
sz y z 009 v = [:}:éfk(‘” (4.7)
_ Ofple). .
= TQ—J(Q)Q

Clomo se ve, ésta relaciona la velocidad articular ¢ € IR™ con la velocidad
lineal v = & [z, g, z]" = [@.9.2]7 € R® y la velocidad angular i —
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L1600, 2]T =[6.d.v)]T € R*. ademds el mapeo es descrito en términos
de una matriz J(q) = g{»ﬁ;;q’ £ R"™" denominada jacobiano del robot

0 jacobiano analitico:

B Jv(q) ;
A9) = [-]w(Q)] (48)

Jviq) € R**™ relaciona la velocidad articular ¢ € IR” con la velocidad
lineal » € IR®, mientras que Jwl(q) R**” relaciona la velocidad angnlar

w € IR? con la velocidad articular ¢ € IR™. es decir:

v X lv(q)q] " )
= J — , 4.9
[w] \9)e [Jw(q)a (=9

El jacobiano del robot representa una importante herramienta en robotica
que sirve para caracterizar a un robot manipulador. encontrar configura-
ciones singulares, analizar redundancia, determinar la cinematica diferen-
cial inversa. asi como describir la relacion entre la fuerza aplicada y los
pares o torques resultantes del extremo final. Es indispensable para el

andlisis ¥ diseno de algoritmos de control cartesiano.

Hay varias formas de seleccionar la orientacion de la herramienta del robot
manipulador: si de manera particular dicha orientacion es representada
por los dngulos de Euler (un sistema de referencia asociado al extremo
final del robot o a la herramienta de trabajo), entonces la velocidad an-
gular w = [f) b, :]1 e IR? relaciona la matriz jacobiano analitico, como
se encuentra descrita en la ecuacién (4.7). Otra posible forma de modelar
la orientacién de la herramienta del robot es expresarla directamente en
un sistema de referencia especifico. por ejemplo al origen localizado en
la base del robot, entonees a la matriz .J(q) se le denomina jacobiano
geomélrico que depende de la configuracién del robot manipulador. El

jacobiano analftico difiere del jacobiano geométrico: bisicamente la dife-
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rencia se encuentra en coémo modelar la orientacion de la herramienta de

trabajo del robot.

La cinemdtica diferencial inversa representa la relacion entre la velocidad
articular ¢ con la velocidad lineal de movimiento v y la velocidad angular
w, expresada en términos de la matriz inversa del jacobiano del robot:

. = ]_l v B
q = J  (aq) (4.10)

w

donde J~!(g) € IR¥*" es la matriz inversa del jacobiano del robot, la cual

existe si es una matriz cuadrada v su determinante es diferente a cero.

Si el determinante del jacobiano del robot .J{g) es cero. entonces se dice

que no es de rango completo ¥ se presentan problemas de singulari-
dades.

Singularidad significa que no es posible indicarle un movimiento
arbitrario al extremo final del robot. es decir para una velocidad
lineal » v velocidad angular w finitas puede corresponder una

velocidad articular g infinita,

Puede existir un conjunto infinito de soluciones para la cinemdtica

directa.

,l La cinemaética inversa diferencial tiene un mimero infinito de solu-

ciones.

'8 En control cartesiano la fuerza aplicada al robot puede provocar

un par infinito a las articulaciones del robot.
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,l Puede generar un mimero infinito de puntos de equilibrio en la
ecuacién en lazo cerrado. formada por la dindmica del robot y la

estructura cartesiana de control.

4.5 Tipos de robots industriales

La estructura fundamental de los robots industriales es la cinemdtica
abierta, la cual puede tener diferentes combinaciones de articulaciones
rotacionales y prismaticas dando origen a diversos tipos de robots. A con-
tinuacién se presenta la clasificacidn de robots industriales con base en
las tres primeras articulaciones del robot, es decir sin incluir la muneca o
garra colocada en su extremo final. De acuerdo con lo anterior, los robots

industriales se clasifican como se muestra en la tabla 4.2,

Tabla 4.2 Clasificacion de robots industriales.

Robot Caracteristicas
Antropomérfice (RRR) 3 articulaciones rotacionales
SCARA (RRP) 2 articulaciones rotacionales y 1 prismatica
| Esférice (RRP) 2 articulaciones rotacionales y 1 prismatica
| Cilindrico (RPP) 1 articelacién rotacional y 2 priamaticas
i Cartesiano (PPP) 3 articulaciones prisméticas

En relacién con la nomenclatura presentada en la tabla 4.2 se tiene que
la letra R significa que es un tipo de articulacion rotacional, mientras
que la letra P representa una articulacién prismética. El orden como son
presentadas corresponden a las articulaciones de la base, hombro v codo.
Por ejemplo, la notacion robot cilindrico (RPP) significa que la base es
una articulacion rotacional, mientras que el hombro y codo corresponden

a articulaciones prismditicas.

La gran mayoria de los robots industriales tienen la configuracion an-
tropomdérfica (RRR) debido a que presentan mayor versatilidad en sus

movimientos. El robot antropomérfico tiene todas sus articnlaciones del
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222 Capitulo 4 Cinematica de robots manipuladores

tipo rotacional. El robot SCARA (RRP) (Selective Compliance Assembly
Robot Arm) tiene la base y hombro del tipo rotacional y el codo de arti-
culacién prismatica. El robot esférico (RRP) estd formado por 2 articula-
ciones rotacionales para la base v el hombro, el codo es una articulacion
prismatica. El robot cilindrico (RPP) tiene 1 articulacion rotacional y
2 prismaticas. El robot cartesiano (PPP). también conocido como robot

lineal o portico. tiene sus tres articulaciones prismadticas.

En la figura 4.9 se muestra la clasificacion de las 5 configuraciones de

robots industriales.

Esférico

Cartesiano

SCARA Antropomérfico

Figura 4.9 Clasificacién de los robots industriales,

A continuacion se deduce el modelo cinematico directo para cada uno de

los robots industriales descritos en la tabla 4.2.

IPéndulo robot (R) I

El robot mas simple de la configuracion antropomdrfica es el péndulo-

robot, formado por un servomotor el cual tiene acoplado mecdnicamente

una barra metdlica de longitud /; y se encuentra sometido al fenémeno de
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gravedad. E] péndulo es un sistema robético de un grado de libertad. enyva
articulacion corresponde al codo de un robot industrial. El movimiento
del péndulo se encuentra en el plano xg, como estd indicado en la figura
4.10.

Figura 4.10 Péndulo robot.

Los pardmetros para la convencién Denavit-Hartenberg correspondientes

al péndulo-robot se encuentran especificados en la tabla 4.3.

Tabla 4.3 DH del péndulo.

Eslabdén | I, | oy | d; | 6,
1 Ll1o|Oo|q

El origen del sistema de referencia cartesiano ¥y se coloca sobre la arti-
culacién del péndulo. el eje z coincide con el eje de giro del servomotor
el cual es perpendicular al plano de la hoja. El sistema de referencia ¥,
se coloca sobre el péndulo y se mueve de manera conjunta al péndulo:

coincide inicialmente con el sistema X cuando ¢ = 0, ademis el eje 2
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224 Capitulo 4 Cinematica de robots manipuladores

es paralelo al eje zg. El plano xjy; tiene una rotacion de gy grados con
respecto al plano zpy del sistema fijo £g. v la matriz R, ,, determina

dicha rotacién:

cos(gi)  —senf(q) 0
Ry = sen(qy)  cos(q) O
0 0 1

La matriz de transformacion homogénea para el péndulo-robot estd de-

terminada como:

cos(qy) —sen{qy) 0 lycos(q)

sen cos(qy) O Iy sen(q;
H - “(cn) ((]fn) : 1 U(cn) (4.11)

0 0 0 1

La cinemdtica directa para un péndulo-robot de un grado de libertad es:
T [ cos(qy
N 1 cos(q1) (4.12)
i Iy sen(q)

La cinemdtica inversa se obtiene despejando la variable ¢ de la cinemdtica

directa (4.12): para el péndulo se tiene que:

_ u Pl
aQ = atan(T) (4.13)

La cinematica diferencial del péndulo se obtiene como:
d [1} _d [II(-()s(rjl)] _ [—11 sen(fn)] i (4.14)
dt |y dt |1y sen(q;) 1y cos(q)

[—11 sen(qy) 0 } [(h]
| 0 lycos(g1)] La

v

-~

Jig)

El modelo de cinematica directa depende de la ubicacion de la posicion de
casa (home position). la cual es el punto de reposo u origen del péndulo

que corresponde a g; = 0. Como se puede apreciar en la figura 4.10 la
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posicién de casa estd colocada sobre el eje xq, . La matriz de rotacién

R., 4 que determina la orientacién entre los sistemas de referencia fijo
0 ) < _. e X i A

Yy v el que se mueve en forma conjunta con el robot X, fue obtenida con

respecto al cuadrante 1, es decir sobre el plano xg, yo. .

Otra posibilidad de ubicar la posicidn de casa del péndulo es colocar el
origen par ¢, = 0 sobre el lado negativo del eje yy, es decir y,_ entre los

cuadrantes 111 ¥ IV, como se muestra en la figura 4.11.

pasicitn de case g-=0

Figura 4.11 Cambio de posicién de casa del péndulo sobre el eje yp_.

En este caso, para poder obtener la matriz rotacional resultante del

péndulo, la matriz de rotacién R., ,, debe ser precedida por una rotacién
T

de -F grados con respecto al eje z). es decir:

COs{( — senff, ()
Bl s o {q1) (71)

-

= B

sen(q;)  cos(qy) U
0 =k 9 cos(qu) —sen(g) O
= -1 0 0 sen(q1) cos(qy) O
0 01 0 0 1
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226 Capitulo 4 Cinematica de robots manipuladores

sen(g) cos(g) O
= —cos(q) sen{qi) 0
0 0 1

La matriz de transformacién homogénea para el péndulo-robot esti de-
terminada como:
sen(qr) cos(qr) O i sen(q)
— cos(q) sen (¢ 0 =1y cos(q .
B i (q1) (a1) 1 cos{qy) (4.15)
0 0 1 0 ’
0 0 0 1

La cinemdtica directa para un péndulo-robot respecto a la posicién de

casa colocada sobre el eje yp_ adquiere la siguiente forma:
T 1 sen(q :
_ [ 1 (Il) ] (4.16)
U —ly cos(qr) ‘

Robot planar de dos grados de libertad (RR)I

Considérese un robot de dos grados de libertad con articulaciones rota-

cionales que se mueve en el plano vertical rqyo como el que se muestra
en la figura 4.12. El sistema de referencia fijo £y, xougzg. se coloca en la
base del robot de tal forma que el eje zy es perpendicular al plano de la
hoja. Los ejes xqyy son seleccionados por la regla de la mano derecha. El
eje z; se coloca sobre el gje de rotacion del hombro, paralelo al eje zj. el
sistema de referencia Yo se coloca en el extremo final del robot. de tal
forma que el eje z2 es paralelo al ¢je z;. Los origenes de los sistemas ¥,
v Y2 son colocados sobre las articulaciones del hombro y codo, respecti-
vamente. Los demas ejes xoyo, z1y) ¥ x2y2 son determinados por la regla

de 1a mano derecha.

En la tabla 4.4 se muestran los pardametros de los eslabones para la con-

vencién Denavit-Hartenberg de un robot planar de dos grados de libertad.
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Yo,

Figura 4.12 Robot planar de dos gdl.

Tabla 4.4 DH del robot de 2 gdl.

posiewn de

T~

casa g= o

Eslabdn | [, | oy | d; | 6,
1 L1 0]0|¢m
2 12 0 0] q

Generalmente la posicion de casa para un robot de dos grados de libertad

se selecciona sobre el eje aq, . midiendo el dngulo ¢ en sentido contrario

a las manecillas del reloj. es decir del eje xg, hacia el eje yy_, con esta

consideracion se obtiene la siguiente matriz de transformacion homogéneas:

[cos(g1) —sen(q) 0
sen{( cos(( 0

H = (@) (q1)
0 0 1
L 0 0 0
[cos(qz) —sen(gy) 0O
sen{ga) cos(gz) O

Hy =

0 () 1
i 0 0 0
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Ly cos(gy)

{ sen(q;)

0
1

[y cos(g2) 7
I3 sen(gs)

0
1

.

(4.17)
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HZ = HH,
coslg) + g2) -zen(q) +¢g2) O Iycos(qi) +lzcos(q +g2)
_ sen{q1 + g2}  cos(q1 +g2) 0y sen(qi + l2 sen(qn + g2} ('1.19)
0 0 1 0
0 0 i |

Por tanto la cinemdtica directa para un robot planar de dos grados de

libertad es:

H = fala)= [ o i ol (4.20)

ly sen{q1) + I2 sen(q1 + ¢2)
La cinemdtica inversa de un robot manipulador de dos grados de libertad
se obtiene por un procedimiento geométrico como el que se muestra en la
figura 4.13:

e
Y £
i [l
N\
) v
9,
55,
N\
& %\ 2

Figura 4.13 Método geométrico para obtener la cinemdtica inversa de

un robot planar de dos grados de libertad.

el it &

qa = acos( —— ) (4.21)
P ..y I B Vi 29
g1 = atan (J') atan (11 - (‘05(‘12)) (4.22)

La cinemdtica diferencial de un robot planar de dos grados de libertad se
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obtiene de la ecuacién (4.7):

d H _ fala),

E Y 6q
El jacobiano se deduce de:
_ dfgla) o
Jg) = " (4.23)

B [—11 sen(q1) — la sen(q1 + ¢2) —l2 sen{q1 + ¢2) - R2?
{1 cos(qy) + lacos(q) + q2) Iy cos(qy + q2)

H B {—11 sen(gy) — I sen(g; +q2) Iz sen(qy + qg)] [m ] i
[y cos(qi) + 2 cos(q) + q2) > cos(q) + q2) 2 -
El determinante de la matriz jacobiana es det[./(q)] = ;12 sen(g2), el cual
es cero para gz = 0.+n7w y ¢ cualquier valor. Por lo tanto, cuando la
articulacién del codo tiene alguno de esos valores para g» ¢l robot entra

en una singularidad,

La posicién de casa de un robot manipulador planar de dos grados de
libertad también puede ser ubicada sobre el eje yo_. en otras palabras,
q1 se mide del eje yo_ hacia el eje 2y, como se muestra en la figura 4.14.
Esto equivale a hacer una rotacion alrededor del eje zy por -90 grados
o —% radianes, es decir R - ;_;.R:_q, L R;;%R_;-,q._,. Asimismo. también al
vector de traslacién R. _-d} y R;__;;_dfl".

2
c 0 1 07 [ oos{q1)  — sen(gqy) 0 sonfg1)  cos(qr) D
semfqr)  cos(gr) 0 —rcos{q1)  sen{qy) 0D
S ) T = 1 0 0 =
R, ’."R =1 0 0 1 0 1] 1
0 01
- < kL 0 0 0 0 o 0
0 1 07 [11cos(q) Iy =eniqs)
R:_.. ,’z',drl) == -1 0 0 lhieoslqi) | = | =1y cos(q)
L3’ @] LT A I
ro 1 01 [ cos(gz) — sen(gz) 0 sen(g:) cos{gz) 0
sen(g: cos(ge 0 cos sen(gz) 0O
R. —.-";-R-:m - 10 0 U[?z) l[)q ) o 0492) U.q ) :
= 0 0 1
- - L o0 0 0 0 0 0
[ 0 1 07 'l-gcos[qx] {3 sen(qz)
R:.__:;_d% = -1 0 0 lzcos(gz) | = ~lo cos(qa)
# .0 0 1) L A 1
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e o

vy
poasicidn de cosg Q‘:v‘?

Figura 4.14 Cambio de la posicion de casa para un robot de 2 gdl.

sen(q;) cos(q;) O I sen{g)
H —cos(q)) sen{q) 0 -l cos(q)
L 0 0 1 0
i 0 0 0 1 i
sen(qe)  cos(qz) O Iy sen{gq) T
H —cos(qe)  sen(qy) 0 —lycos(qa)
o 0 0 1 0
L0 0 0 1 )
H: = HHs
senlgy + ¢a) sen{qy +q4) 0 1y sen(qy ) + Iz seniqgy + ¢a)
o —cos(qy +qa) sen{qy +qz) O —lycos{q +12) — cos(gy + q2)
- 0 0 1 0
L 0 0 ] |

Por lo que la cinemdtica directa para un robot planar de dos grados de

libertad cuva posicién inicial es sobre el eje ¥, negativo:

°] & [lmial Hemiata)

(4.25)
Y

—lycos(q) — lacos(q) = g2)
Observe que este resultado también se obtiene de manera directa por

RosoTica. ControL DE RoBoTs MANIPULADORES - FERNANDD REYES CORTES

Reyes Cortés, Fernando. Robética: control de robots manipuladores.

: Alfaomega Grupo Editor, . p 263
http://site.ebrary.com/id/10741037?ppg=263

Copyright © Alfaomega Grupo Editor. . All rights reserved.

May not be reproduced in any form without permission from the publisher,
except fair uses permitted under U.S. or applicable copyright law.
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aplicar la matriz de rotacion R, _z directamente a las ecuacién de la

cinemdtica directa (4.20), es decir: R, _z [, y]T.

La cinemdtica inversa de la ecuacion (4.25) estd dada por:

.r*—y —l';' (2 )
1

i l; sen(gp)
@ = _+ atan( )— atan(m

g = acos(

4.5.1 Robot antropomérfico (RRR)

Los brazos mecidnicos o robots manipuladores que tienen la confignuracion
antropomdrfica presentan mayor destreza en su espacio de trabajo, ya
que sus eslabones estdn unidos por tres articulaciones rotacionales. El
espacio de trabajo de la configuracién antropomérfica corresponde a una
esfera hueca, cuyo radio es igual a la suma de longitudes de sus eslabones
(véase la figura 4.15). Por similitud con el brazo humano (ergocidad).
la segunda articulacién se conoce como hombro (shoulder) y la tercera
articulacién se llama codo (elbow). El sistema de referencia cartesiano
fijo ¥p se encuentra sobre la base del robot, donde el eje zy coincide con
el eje de rotacidn de la articulacion de la base z,. El eje zg es ortogonal a
los ejes de rotacion zz ¥ zy del hombro y codo, respectivamente. Los ejes

o

z3 ¥ z3 son paralelos entre si, tal ¥ como se muestra en la figura 4.15.

La figura 4.16 muestra un ejemplo de robot industrial en la configuracion
antropomérfica de la compania ABB que es utilizado en aplicaciones de
traslado de objetos. Considérese un robot manipulador antropomérfico de
tres grados de libertad como el que se presenta en la figura 4.15, donde ¢l
sistema de referencia g se encuentra en la base del robot, los sistemas de
referencia X1, ¥ y X estdn seleccionados de tal forma que sus ejes z;, zo v
z3 coincidan con sus respectivos ejes de rotacién de cada articulacién. De
esta manera el eje z1 es perpendicular a los ejes z9 ¥ z3, y estos dos iltimos
ejes son paralelos entre s{. La tabla 4.5 contiene los pardmetros Denavit-

Hartenberg para el robot antropomdérfico de tres grados de libertad. Es
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Figura 4.16 Robot industrial.
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4.5 Tipos de robots industriales 233

Tabla 4.5 DH del robot de 3 gdl.

Eslabén | [; | a; | d; | 0,
1 Lhls 0
2 Lo |0| ¢
3 { 3 0 0 q3

comin considerar en la articulacién de la base la longitud [, = 0.

La configuracién antropomdrfica se caracteriza por tener todas sus arti-
culaciones del tipo rotacional, lo que significa que las matrices de trans-

formaciones homogéneas adquieren la siguiente forma:

[cosig) 0 sen(q) O
sen(q;) 0 —cos(q) O
Hl — 4.26
o 0 1 00 estl)
.0 0 §] 1
[cos(gp) — sen(ga) 0 Ipcos(go)
. sen (g cos(( 0 i3 sen(qe )
H = (q2) (q2) 2 sen(g2) (4.27)
0 0 1 0 '
L 0 0 0 1 i
[ cos(qz) = sen(gz) 0 [3cos(gz)]
sen(gy) cos{ gy 0 Iy sen(qg
HY = (43) s(qy) 3 sen(qz) (4.28)
0 0 1 0
L0 0 0 I =

Por lo tanto la matriz homogénea del robot antropomérfico es:

Hy = HyH{H; (4.29)
cos(gy ) cos(ga + g3) cos(q) sen(qz +g3)  sen(qy) cos(qgy)[lycos(ga) +I5cos(g2 + g3)!
i sen(q; ) cos(gz +q3) — sen{q;) sen{qgy +93) —cos(qy) sen(qy)[lzcos(qz) + l3cos(qs +g4)]
= sen(gz + qgas) cos(g2 —qa) U la sen(ga) + {1 sen{g2 + qa)
0 0 0 1
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La cinemadtica directa de un robot antropomdérfico de 3 gdl es:

r cos(qy) [l cos(qz) + lzcos(q2 + g3} |
Y = friq)=| sen(q)|lz2cos(qz) + lzcos(qa +q3) | | (4.30)
z i + 1y seniqy) + 13 sen(qz + q3)

La cinematica directa también es posible obtenerla por medios geométri-
cos: a partir de la figura 4.17 se pueden deducir las mismas expresiones

de la ecuacién (4.30).

Figura 4.17 Método geométrico para obtener la cinemética directa de

un robot antropomorfico de 3 gdl.

La cinemdtica inversa consiste en obtener por medios analiticos la inversa

de la funcion (4.30):

?
qy = atan (l{) (4.31)
s 1
Hs2 ‘
g2 = atan (— (4.32)
Hez
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e (/"sl])
g9 = atan
Hed

Hsz = :tv,(] —.{ u_mﬁ_—_al )"
12 +y2+ 22— 13— 13
il TH R
(a4 lapg ) z — lypggn/a? + y?
Ha: = e
o (la 4 lapte ) V2 + 12 + lappaz

22+ g2 + 22

El jacobiano de un robot antropomarfico de tres grados de libertad esta da-

do por:

o N2 1l
J(g) = | Jez Jo3

Jan Jsz 733
in = - sen(q)[lacos(ga) + I3 cos{ga + ¢3)]
Nz = —cos(q) [z sen(gz) + 13 seniqz + qz) |
Jiz = —lzcos(q) sen(q2 + g3)
Jan = cos(q)[lacos(gz) +I3cos(g2 + g3)]
J2z2 = — sen(q1)[l2 sen(g2) + I3 sen(gq2 + g3 ]
J23 = —lasen(q ) sen{g2 + q3)
Jja = 0
Jaz = lycos(qe) + I3 cos(ge + )
Jaz = lzcos(ga + g3)

La cinemdtica diferencial se obtiene de la siguiente forma:

@ Ju Ji2 Jn| [@
vyl = | Ja2 Jaal| | G
z j 31 .i:;z j 43 G2
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4.5.2 Configuracién SCARA (RRP)

Una geometria especial de robots industriales es el tipo SCARA (Se-
lective Compliance Assembly Robot Arm). SCARA es un brazo planar
antropomérfico de dos articulaciones rotacionales para la base y hombro.
respectivamente. que se mueve en un plano horizontal: la tercera arti-
culacién es prismatica. Para este tipo de configuracion todos los ejes de
movimiento zy. zp y zz son paralelos entre sf. La estructura mecdnica
es de alta rigidez para soportar cargas en forma vertical y para control
de fuerza en el plano horizontal, por lo que la configuracion SCARA es
adecuada para tareas de ensamble con pequenos objetos. El espacio de

trabajo se describe en la figura 4.19.

Figura 4.18 Robot SCARA.

En la tabla 4.6 se presentan los pardmetros del robot SCARA.

De acuerdo con la tabla 4.6 el robot SCARA tiene las signientes matrices

de transformaciéon homogénea:
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Figura 4.19 Espacio de trabajo del robot SCARA.

Tabla 4.6 DH del robot SCARA.

Eslabdn | l; | o | d; | 0;
1 | O 0 | q
2 I /180 | 0 | g
3 0 0 dy | 0

[ cos(q)

) sen(q;)

0

|, A

[ cos(q2)

sen(qgz)
0

1

e

H.lf _
! 0 0

—

— sen(q )
cos(qy)
0

0

o

Ly cos(qr)
[ seu(ql)}

0 0 1
sen(gz) 0 lzcos(g2)
—cos(gz) 0 Iz sen(qo)

0

0
0

0

e
1

-1
0

0
1
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(4.43)
cos(gr + g2} + sen(q1 +4q2) —cos(gy +q2) + sen{qr +q2) 0 Iy cos(qr) 4+ 12 cos(q1 + q2)
sen(gy + ga) — cos(q1 + q2) sen(qy +ga) —cos(gy +492) 0 { sen(g) + {2 sen{g; + ga) 4.44)
il a ~1 —da (4.
a 0 i 1
El modelo de cinemstica directa para el robot SCARA es;
2 1y cos(qy) + lacos(qr + o)
y| = fpla)=|L sen(q) + l2 sen(q: + q2) {4.45)
z —d3

La matriz jacobiana de un robot SCARA se encuentra de la siguiente
forma:

%)
Jaq) = % (4.46)

—Iy sen(qy) — l2 sen{q1 +q2) —losen{qy +qa) 0
- l licos(qi} + lzcos(q1 +q2)  lacos(ga+q2) 0
0 U -1

4.5.3 Configuracién esférica (RRP)

La configuracién esférica presenta una construceidn mas compleja que
la antropomérfica. la articulacién rotacional del codo es sustituida por una
articulacion prismatica o lineal como se muestra en la figura 4.20. Los ejes
de movimiento de las articulaciones son mutuamente perpendiculares. El
nombre de esta configuracion deriva del hecho que la posicién del extremo

final puede ser programada en coordenadas esféricas.

Ejemplo de esta configuracién de robots manipuladores es el robot Stand-
ford, euya prineipal aplicacién se encuentra en el mecanizado de piezas

automotrices ¥ la manipulacién de objetos sobre el piso.

El origen del sistema de referencia esférico se encuentra localizado en la
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Figura 4.20 Configuracion esférica tiene dos articulaciones rotacionales

(base ¥ hombro) y una prismética (codo).

interseccion de los ejes z1 v zo; €l espacio de trabajo de esta configuracién

es una esfera hueca.

Figura 4.21 Espacio de trabajo de la configuracién esférica.

La articulacién del hombro del robot Stanford tiene una longitud (offset)

que hace mas compleja la cinemaética directa.

La tabla 4.7 presenta los parametros de la convencién Denavit-Hartenberg
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para el robot en la configuracion esférica Standford.

Tabla 4.7 DH del robot esférico.
Eslabén | I, | o; | d; | 6;
1 0[-90 | 0 |¢q
2 0| 9 |dy| g
3 0 0 dy | 0

Las matrices de transformacién homogénea para el robot en la configu-

racién esférica tienen la siguiente estructura:

i,

Hi

H;

H}

cos{qi) O —sen(q) O
sen(qy) cos(q 0 2
(a1) (m) (4.47)
0 -1 0 D
] () 1] 1
cos{q) 0 sen(g2) 0O
senf(gz) 0 —cos{q 0
(g2) {g2) (4.48)
0 1 0 ds
] L () 1
1 0 0 0
01 0 0 ) :
(4.49)
0 0 1 dy '
0 0 0 1
(4.50)
cos(q) cos(gz) sen(qy) coslg) sen(gz) cos(q) sen(gz)dy — sen{(q)dz
sen{qi)cos(gz)  cos{q1) sen(q) ) sen{gz) sen{q) sen(gz)dy + cos{q )d2
senlgu) ] cos(gz) cos{gz )dy
0 0 0 1

Por lo tanto la cinematica directa de un robot manipulador en la confi-

guracion esférica esta dada por la siguiente ecnacion:
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x cos(qgy) sen{qo)dy — sen(qy)dy
y| = | sen(qi) sen{gz)dy + cos(qi)d2 (4.51)
z cos(gz)d3
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454 Confguracisn cilindrica (RPP)

La configuracion cilindrica tiene la articulacion de la base rotacional,
mientras que la segunda y tercera articulacion son prismaticas. Entre
las aplicaciones de robots manipuladores en esta configuracion se encuen-
tran aquellas que procesan cavidades horizontales y transporte de objetos.
En la figura 4.22 se muestra un robot manipulador en la configuracién

cilindrica.

Figura 4.22 Robot cilindrico.

Su estructura mecdnica es compleja v su espacio de trabajo es la porcién
de un cilindro hueco, como se muestra en la figura 4.23. El origen del
sistema de referencia cartesiano para el robot en la configuracion cilindrica
se ubica en la articulacion de la base. Los ejes z; y 2y son paralelos. El

eje z3 es perpendicular a los ejes z; y zo.

En la tabla 4.8 se muestran los pardmetros del robot manipulador en la
configuracion cilindrica.
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Figura 4.23 Espacio de trabajo del robot cilindrico.

Tabla 4.8 DH del robot cilindrico.

Eslabén | I, | o; | d; | 6,
1 0| 0 |dy| @
2 0|-90|da| O
3 0| 0 |ds| O

Con la tabla 4.8 el robot en la configuracion cilindrica tiene las siguientes

matrices de transformacion homogénea:

ALFAOMEGA

Reyes Cortés, Fernando. Robética: control de robots manipuladores.
: Alfaomega Grupo Editor, . p 275
http://site.ebrary.com/id/10741037?ppg=275

Copyright © Alfaomega Grupo Editor. . All rights reserved.

May not be reproduced in any form without permission from the publisher,

except fair uses permitted under U.S. or applicable copyright law.

[ cos{qp)
sen(q;
11‘1’ _ ( i1 )
0
L 0
(1 0
o 0 0
HY =
0 —1
L0 0
RosoTICA.

— sen(qy)
cos(q)
0
0

da

1

0 0

0 0 -
1 d ( -')-')
0 1

(4.53)
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1 0 0 0
; 0100
H} = (4.54)
0 0 1 dj '
L0 0o 0 1
(4.55)
r cos(gy) 0 — sen(qy) — sen(qq)ds
C sen(gy) O cos(qy) dg coslgy)
Hy = 0 -1 a dy + da
B 0 0 Q |

El modelo de cinemdtica directa para el robot manipulador cilfndrico

estd dado de la siguiente formas:

T — sen(qy)ds
y| = fFrlq)=| dacos(q) (4.56)
4 dl -+ (12

La matriz jacobiana de un robot cilindrico esta dada por:

87 u(a) —cos(q)d; 0 — sen(q)

Jq) = += —dz sen(q1) 0  cos{q) (4.57)
d 1 1 0

4.5.5 Configuracién cartesiana (RRR)
-

Los manipuladores cuyvas primeras tres articulaciones son prismdticas se
les denomina robots cartesianos. v este tipo de robots también son
conocidos como robols pérticos o lineales. En la figura 4.24 se muestra una
mesa de medicién cartesiana. El modelo cinematico del robot cartesiano es
mas sencillo en contraste con otras configuraciones de robots, debido a que
presenta caracteristicas lineales, Este tipo de robot es 1til en aplicaciones
de corte de mascarillas, graficadores. taladros antomaticos. plotters. mesa

de coordenadas cartesianas. ete.

Los ejes asociados a cada articulacién z. z3 v z3 son mutuamente per-

pendiculares entre si. En la figura 4.25 se muestra un prototipo de un
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Figura 4.25 Espacio de trabajo del robot cartesiano,

robot cartesiano. El extremo final del robot se programa en coordenadas
cartesianas. el espacio de trabajo de este manipulador es un paralelepipe-
do recto y su estructura mecdnica presenta baja destreza debido a que

todas sus articulaciones son prismaticas.

En el sitio web del libro se puede encontrar como material complemen-
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tario la tabla de pardmetros del robot cartesiano de 3 gdl y su andlisis

cinematico.

4.6 Resumen

La cinematica directa proporciona un cambio de coordenadas articulares
o generalizadas a coordenadas cartesianas v dngulos de orientacion de la

herramienta de trabajo. colocada en el extremo final del robot.

La cinemdtica directa es una funcién vectorial que relaciona las coorde-
nadas articulares con las posiciones cartesianas y dngulos de orientacién
de la herramienta, colocada en el extremo final del robot. Un procedimien-
to simple que se ha generalizado para determinar la cinematica directa de
robots manipuladores es la convenciéon DenavitHartenberg. la cual con-
siste en determinar 2 variables articulares 8, para rotacionales y d; para
prismdticas. Ademds, 2 pardmetros constantes de cada eslabén: longi-
tud /; ¥ el angulo a; entre los ejes consecutivos z; v zj—y, entonces por
medio de las transformaciones homogéneas queda determinado el modelo

cinemdtico directo.

La cinematica inversa es un problema mucho méids complejo que la cine-
matica directa. Puede haber varias soluciones o inclusive no siempre se
puede obtener una solucién analitica. La cinemdtica inversa relaciona las
coordenadas articulares en funcién de las coordenadas cartesianas y angu-
los de orientacién de la herramienta de trabajo del robot. La cinemdtica
directa diferencial relaciona las velocidades linecales y rotacionales de la
herramienta de trabajo en funcion de las coordenadas articulares de posi-

cion q y velocidad q.

El jacobiano del robot. .J(g) € IR®*", representa un operador importante
en robdtica, ya que permite establecer conclusiones de singularidades para
las diversas configuraciones de robots industriales, interviene en el andli-

sis de estabilidad de esquemas de control cartesiano. y es parte de la
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cinemética directa.

Dependiendo de la combinacion de articulaciones rotacionales o prismai-
ticas los robots industriales se clasifican en 5 categorfas: antropomoérficos.
esférico. SCARA, cilindrico y cartesiano. siendo el mds popular en el
sector industrial el robot antropomérfico debido a su destreza en cuanto
a la movilidad que le proporcionan las articulaciones rotacionales.

4.7 Referencias selectas

Se describe un conjunto de referencias selectas con la finalidad de que el

lector encuentre informacion de respaldo a las secciones presentadas.

4.2 Morfologia del robot

L. Sciavicco & B. Siciliano. “Modelling and control of robot ma-

L

nipulators”. Springer. 2005.

H

John J. Craig. *Robdtica”. Pearson. 3a. Edicién. 2006.

! . I 4.3 Transformacién homogénea

. K. S. Fu, R. C. Gonzalez, & C. S. G. Lee. “Robotics: control, sens-
= ing, vision and intelligence” . MeGraw Hill International Editions.
1987.

L. Sciavicco & B. Siciliano. “Modelling and control of robot ma-

w

nipulators™, Springer. 2005,
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John J. Craig. “Rebdtica”. Pearson. 3a. Edicion. 2006.

! ) I 4.4 Cinematica

J. Denavit & R.S. Hartenberg. *A kinematic notation for lower-
= parr mechanisms based on matrices” . Trans ASME J. Appl. Mech,

23:215-221.1955

R.S. Hartenberg & J. Denavit. “Kinematic synthests of linkages”.
McGraw-Hill, New York, NY, 1964,

Richard P. Paul. “Robot manipulaiors: mathematics, program-
\
ming and control” . The MIT Press. Cambridge, Massachusetts and
London England. 1981.

J. M. McCarthy. “An introduction to theoretical kinematics”. The

MIT Press. Cambridge, Massachusetts and London England. 1990,

4.5 Tipos de robots industriales

Tsuneo Yoshikawa. *Foundations of robotics: analysis and con-
trol”. The MIT Press. Cambridge. 1990.

Yoshihiko Nakamura. “Advanced robotics: redundancy and opti-
mization”. Addison Weslev. 1991.
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Richard M. Murray, Zexiang Li, & S. Shankar Sastry. “A mathe-

i

matical introduction a robotic manipulation”. CRC Press. 1993.

Wolfram Stadler. “Analytical robotics and mechatronics”. Me-

M

Graw Hill International Editions. 1995,

Jorge Angeles. “Fundamentals of robotic mechanical systems: the-
ory, methods and algorithms™. Springer. 1997,

L. Sciavicco & B. Siciliano. “Modelling and control of robot ma-

nipulators”, Springer. 2005.

Mark W. Spong, Seth Hutchinson & M. Vidyasagar. “Robot mod-

eling and control’. John Wiley & Sons, Inc. 2006.

4.8 Problemas propuestos

A continuacién se enlista un conjunto de problemas para mejorar las ha-
bilidades ¥ conocimientos del lector sobre el tema de cinemadtica de robots

manipuladores.

E 4.2 Morfologia del robot

4.2.1 Explicar claramente qué es una articulacién.
4.2.2 ;Qué es un eslabén v como estd formado?

4.2.3 ;Cémo se define el espacio de trabajo de un robot?
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4.3 Transformacién homogénea

4.3.1 Considérese que R € IR**3 es una matriz ortogonal. Demuéstrese

que la matriz transpuesta es idéntica a su matriz inversa: R = R™%.

4.3.2 Supédngase que el sistema de referencia asociado a una matriz or-
togonal R € IR?*? se selecciona por la regla de la mano derecha,

entonces demuéstrese que el determinante de R es unitario. esto es,

det[R] = 1.

4.3.3 Demuésirese que la inversa de una trasformacién homogénea esta da-

da por la ecuacién (4.3).

4.4 Cinematica

4.4.1 ;Qué es la cinemética directa?

4.4.2 ;Qué es la cinemética diferencial?

4.4.3 ;Cudl es la importancia en robética del jacobiano del robot?
4.4.4 ;Qué es una singularidad?

4.4.5 Expliquese la diferencia entre el jacobiano analitico ¥ el geométrico.

4.5 Tipos de robots industriales

4.5.1 Obtener el determinante de la matriz jacobiana de un robot antro-
pomérfico de 3 gdl (véase la ecuacién 4.38). Analizar las posiciones

de singularidad.

4.5.2 Obtener la cinemitica inversa de un robot SCARA. Sugerencia:
manipule matemdticamente la ecuacion (4.45) v despeje las varia-

bles articulares en funcion de las coordenadas cartesianas.
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250 Capitulo 4 Cinematica de robots manipuladores

4.5.3 Obtener el determinante de la matriz jacobiana (4.46) y analizar

las posiciones que producen singularidades.

4.5.4 Obtener la cinematica inversa de un robot en configuracion esféri-

ca. Sugerencia: emplee la funcién de cinematica directa (4.51).

4.5.5 Obtener la matriz jacobiana de un robot en configuracion esférica.

Sugerencia: emplee la funcién de cinematica directa (4.51).

4.5.6 Obtener la cinemética inversa de un robot en configuracion cilindri-

ca. Sugerencia: emplee la funcién de cinematica directa (4.56).

4.5.7 Obtener el determinante de la matriz jacobiana de un robot en
configuracién eilindrica. Analizar las posiciones que generan sing-

laridades. Sugerencia: emplee la matriz jacobiana (4.57).

4.5.8 Analizar la cinematica directa e inversa de un robot cartesiano de
3 edl.

4.5.9 Obtener el jacobiano de un robot cartesiano de 3 gdl.

4.5.10 ;Tiene singularidades un robot cartesiano de 3gdl?
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Dinamica de
robots manipuladores

No existen ninguin lenguaje universal para entender y apreciar la naturaleza, con
e ,
ercepeidn de las matemdiicas.

(Fauss

»

CAPITULO

1 Introduccién

2 Ecuaciones de Euler-Lagrange
5.3 Modelo dindamico
5.4 Modelo dinamico cartesiano
5.5 Identificacién paramétrica
5.6 Robot experimental de 3 gdl
5.7 Resumen
5.8 Referencias selectas

5.9 Problemas propuestos
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Objetivos

Presentar el modelado dindmico de robots manipuladores a través de
las ecnaciones de movimiento de Euler-Lagrange, as{ como explicar el
proceso de identificacién paramétrica a través de 5 esquemas de regresion

utilizando la técnica de minimos cuadrados,

Objetivos particulares:
“xponer la dinamica en coordenadas articulares y cartesianas.
Exi lad 1 1 ticul ) t

,‘ Describir y analizar las propiedades matemaéticas del modelo

dindmico.

Exponer los esquemas de regresién: modelo dindmico. energia v

potencia.

Competencias

Adquirir la habilidad en modelado dindmico de robots manipuladores ¥

su proceso de identificacién paramétrica:

Dinamica articular v cartesiana.
. Esquemas de regresion.

Infraestructura cientifica de robética.
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5.1 Introduccién

5.1 Introducciéon

Un robot manipulador es un sistema mecdnico muy complejo cuya des-
cripeién analftica requiere de ecuaciones diferenciales. La naturaleza no
lineal, multivariable ¥ acoplada de su comportamiento dindmico ofrece
un amplio espectro en la formulacion de problemas de control tedricos
y practicos. El modelo dindamico del robot manipulador permite explicar
todos los fenémenos fisicos que se encuentran en su estructura mecdnica,
tales como efectos inerciales, fuerzas centripetas y de Coriolis, par gravi-
tacional y friccion los cuales son fendmenos fisicos intrinsecos o propios
de la naturaleza dindmica del robot. Estos fendimenos aparecen en el ran-
go de operacién nominal o ancho de banda del robot. Bajo determinadas
condiciones. algunas configuraciones mecdnicas de robots manipuladores
pueden exhibir dindmica cadtica. lo cual es un fenémeno dinamico no li-
neal adicional a los ya eitados. La mecdnica analitica representa la herra-
mienta sélida de las ciencias exactas para formular modelos matemadticos
de sistemas mecdnicos. en este contexto la dindmica es la parte de la fisica
que estudia la relacion que existe entre las fuerzas que actiian sobre un
cuerpo v el movimiento que en él se origina. Por este motivo. el andlisis y
estudio de los fenémenos del robot se lleva a cabo por medio de ecuaciones
diferenciales no lineales para formar el modelo dindmico. A diferencia
de otros métodos de modelado de la fisica como el de Newton o el de
Hamilton. las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange representan
la mejor alternativa de modelado para robots manipuladores debido a las
propiedades matematicas que se deducen de manera natural usando esa
metodologfa. Este procedimiento facilita el andlisis y diseno de algoritmos

de control.

La utilidad del modelo dindmico de robots manipuladores es fundamental
para propositos de simulacion, diseno y construccion del sistema
mecdnico. as{ como andlisis y diseno de algoritinos de control.
En el drea de simulacion el modelo dindmico es la parte clave debido a

que puede reproducir todos los fendmenos fisicos del robot sin la necesi-
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254 Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

dad de usar un robot real (realidad virtual). y esta caracterfstica resulta
estratégica para evaluar algoritmos de control, téenicas de planeacién de
trayectorias, programacién de aplicaciones industriales, ete. La simulacién
es el empleo del modelo dindmico para analizar ¥ describir su compor-
tamiento dindmico en un sistema electrénico v de ahi inferir aplicaciones.
Es importante no confundir la simulacion con animacién. son procesos
diferentes; la animacién no requiere incorporar efectos dindmicos en el
movimiento del robot, generalmente son ecuaciones estiticas como la ci-

nematica directa,

Para disenar algoritmos de control de robots manipuladores es fundamen-
tal conocer el modelo dindmico, sobre todo cuando la téenica de diseno se
basa en la estructura del modelo dinamico como lo es la teoria de estabi-
lidad de Lyapunov: en este caso las propiedades matemadticas del modelo
dindmico son explotadas para facilitar el andlisis y propuesta de nuevas

estrategias de control.

Otra de las ventajas que representa el modelo dindmico es su empleo
para disenar y construir robots manipuladores. Los robots industriales no
se disenan de manera empirica. existe un procedimiento cientifico para
poder disenar y construir un robot industrial el cual se sustenta en la
dindmica del robot. Los esquemas v planos de ingenieria de los eslabones
son deducidos del modelo dindmico v trasladados a un programa CAD
para su maquinado mecanico. De esta forma. un robot industrial puede
ser estudiado y se pueden hacer las adecuaciones pertinentes antes de
llegar a la etapa de construccién fisica. Dependiendo de la aplicacién del
robot, la seleccion de los servomotores es clave yva que ellos generan el par

requerido por los eslabones.

Sin embargo. no es suficiente contar con la estructura completa del modelo
dindmico, ya que subsisten problemas de naturaleza priactica como son
la medicién de los pardmetros dindmicos del robot manipulador tales
como momentos de inercia. centros de masa vy coeficientes de friccién.

lo que generalmente se convierte en una tarea dificil, sobre todo cuando
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5.2 [Ecuaciones de Euler-Lagrange

255

no es posible desarmar el robot manipulador. La utilidad de los pardme-
tros dindmicos se presenta en la implementacién de sistemas de control
basados en el modelo dindmico, ¥a que el comportamiento. desempeno v
robustez de esos esquemas depende de la exactitud de los parametros del
modelo dindmico. Para determinar el valor numérico de los parametros del
robot se emplean métodos de identificacién paramétrica. en particular en
este capitulo se incluye una seccién del tema de regresién lineal. en que
se presentan 6 regresores lineales que ntilizan el algoritmo de minimos

cuadrados.

5.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange

En esta seccidn se obtiene el modelo dindmico de un robot manipulador de
n grados de libertad, formado con eslabones rigidos conectados por arti-
culaciones libres de elasticidad en cadena cinematica abierta. Un método
estdndar para obtener el modelo dindmico de un robot estd basado en las

ecuaciones de movimiento de Fuler-Lagrange.

A continuacién se describe el procedimiento para obtener el modelo dindmi-

co e robots manipuladores.

La energfa total £ (hamiltoniano) del robot manipulador estd dada por

la suma de la energia cinética K(g. bfq) més la energia potencial U(q):

&lg.q) = Kiq.q)+Ulq) (5.1)

donde ¢.q € IR™ representan los vectores de posicién ¥ velocidad arti-
cular, respectivamente. Obsérvese que la energia cinética K q. bfq) tiene
una dependencia de la posicion y velocidad articular, mientras que la
energfa potencial U{(q) esta relacionada con el campo conservativo de la

gravedad y por lo tanto inicamente depende de la posicién.

El lagrangiano £(q. ¢) de un robot manipulador de n grados de libertad

se define como la diferencia entre la energia cinética K(q. q) y la energia
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Euler (1707-1783)

Leonhard Paul  Euler, fisico
matematico  suizo, nacié el 15
de abril de 1707 en la ciundad de
Basilea, Suiza, ¥ es considerado uno
de los matematicos mas grandes
en la historia de la humanidad.
Hizo importantes aportaciones en
cdlenlo, teoria de grafos, andlisis
matemdtico, mecfinica,  Optica
y astronomia. El numero e fue
definido por Euler, En robdtica es
ampliamente utilizado el método de
diferenciacion numérica de la posi-
cidn para aproximar a la velocidad,
v la orientacién de la herramienta
del robot es modelada a Lravés
de los dangulos de Euler, asimismo
destacan sus  contribuciones on
mecdnica ya que representan las
bases del modelado de robots ma-
nipuladores. Coma un homenaje a
este matematico, su retrata ha sido
publicade en billetes suizos y rusos,
También el astoroide Buler (2002)
recibid ese nombre en su honor,
Murié el 28 de septiembre de 1783

en San Petersburgo, Rusia.
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Lagrange (1736-1813)

Joseph Louis Lagrange (Giuseppe
Lodovico Lagrangia o Giuseppe
Luigi Lagrangia o Lagrange), fisico
matemdtico italiano. nacié el 25
de enero de 1736 en la ciudad de
Turin. Lagrange tuvo una impor-
tante contribucién en astronomia.
demostré el teorema del wvalor
medio, desarrollé la mecadnica la-
grangiana que ha tenido grandes
aportacioned en el drea de robdtica,
que de manera conjunts a  las
aportaciones de Buler unificé las
bases del modelado dinamico de
robots manipuladores.

Bl lagrangiano es ampliamente uti-
lizado para obtener la dinamica no
lineal del robot, especificamente el
lagrangiano del robot £(q. q) se de-
fine como la diferencia entre la ener-
gia cindética y Ia energia potencial.

Luego de una brillante trayectoria,

Lagrange murid el 10 de abril de

I813 en Paris.

potencial ({(q):

<t
[
—

L(q.q) = Kiq.q)—Ulq). (5.

[Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange de un robot manipula-

dor de n grados de libertad estdn dadas por:

d [(')L‘(q. Q)J _0L(g.q)

o
w

= T-—v(q,T)

dt |~ 04 Jq

donde q = [qy, 2, - --.q..'f,l € IR” representa el vector de posiciones ar-

ticulares o coordenadas generalizadas, g = [41. Go, - - -‘/}”]1 e IR" es el
¢ 2 ' T
vector de velocidades articulares, 7 = [r, 7, .--.7,] € IR" es el vec-

tor de pares aplicados. donde el i-ésimo par 7; se encuentra asociado con
la i-ésima coordenada generalizada ¢;. y v(q. f.) € IR” es el vector de
fuerzas o pares de friccion que depende de la velocidad articular ¢ y de
la friceidn estdtica f, que se encuentra presente en las articulaciones del
mismo: ¢ € IR, representa el tiempo, n € N es el nimero de grados de

libertad.

La energfa cinética tiene una estructura matemdtica cuadrética bien defini-

da en funcién de la velocidad articular:
s | TR e
Kla.a) = 54'Mlq)q (5.4)

Aqui M(q) € R™" es la matriz de inercia del manipulador. v es una
matriz definida positiva (por lo tanto simétrica). Por otro lado. la energfa
potencial U4(g) no tiene una forma especifica. Sin embargo, tiene una
dependencia exclusivamente del vector de posicidn g, va que se considera

su presencia a campos conservativos como la fuerza de gravedad.

Clon esta forma del lagrangiano, las ecuaciones de movimiento de Enler-

Lagrange pueden escribirse en forma compacta como:

aL(q. q) ; I 1 PN, U(q) L
— = — -} — — ] g 5!
9 94 [-z" I(q)q 9 M(qlq. (5.5)
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5.3 Modelo dinamico

d [0L{(q.q) =y . : . —_
di [—d—q_ = Miq)q+ M(q)q (5.6)
0C(q.q) O [l.p.. .. U(q) —
~8¢ — Ha [EQ M(q)q| — O (2.7)

El modelo dindmico de un robot manipulador proporciona una descrip-
cion completa entre los pares aplicados a los servomotores y el movimiento
de la estructura mecdnica. Con la formulacion Fuler-Lagrange las ecua-
ciones de movimiento pueden ser obtenidas de manera sistematica inde-
pendientemente del sistema de referencia coordenado. Las ecuaciones de
movimiento de Euler-Lagrange (5.3) para un robot de n grados de libertad

adquieren la siguiente forma:

9 |1l.r . ol . .
T = M(q)q+ M(q)q— 7q [54’-’\/(11%1] +—(.)-Lgl—f;(q- s

5.3 Modelo dinamico

El modelo dindmico de un robot manipulador de n grados de libertad
estd dado por la ecnacién (5.8). que en su forma compacta ¥ con la no-
tacién mds ampliamente utilizada en el drea de robética se encuentra

descrito de la siguiente forma:

T = Mq)g+Clea.a)qg+gla)+ fea f.) (5.8)

Aqui se tiene que:

> 4 q < IR" es el vector de coordenadas generalizadas o posiciones arti-

/

culares,
g < IR" es el vector de velocidades articulares,

g = R" es el vector de aceleraciones articulares.
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Modelo dindmico

La eocuacion que describe la
dindamica no lineal de un robot
manipulador (5.8) es vilida cuan-
do el robot tiene una estructuraen
cadena cinematica abierta, ademas
e considera que los eslabones
aon rigidos, s decir no incluye el

fendmena de elasticidad.

La estructura matematica que
tiene el modelo (5.8) se debe
a la metodologian de las ecua-
ciones de movimiento de Euler-
Lagrange. Como una consecuen-
cia de esto, se desprenden impor-
tantes propiedades matematicas
que facilitan el diseno v desarro-
llo de algoritmos de control, de
manera particular una propiedad
clave que reduce notablemente el
dlgebra y las operaciones involu-
cradas on el analisi= de estabili-
dad en el sentido de Lyapunov
es la propiedad de antisimetria:
3a" [Mlg) - 2C(q.q)]q = 0 €
R.

Debido a que la mabriz de inercia
M{q) € R"*" es definida posi-
tiva, genera las condiciones nece-
zarias [no suficientes) para la unici-
dad y existenciadel punto de equi-

librio.

Este tipo de propiedades matema-
ticas del modelo dinamico no exis-
ten en otras metodologins como las
de Newton o de Hamilton, v es por
esto que se emplea la metodologia

de Euler-Lagrangre en el modelado

de rabots manipuladores,
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l M(q) € R"™™ es la matriz de inercia, la cual es simétrica y definida

positiva,

Cl{q.q) € R"™™ es la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis,

Clada ~ M- qu“(q)q] (5.9)

£ g(q) € IR es el vector de fuerzas o pares gravitacionales obtenido

como el gradiente de la energia potencial. es decir:

_ dUd(q) -
g9(q) = ~Ba (5.10)

debida a la accion de la gravedad,

',l JFi(4.f.) € R™ es el vector de pares de friccion que incluye la
friccién viscosa, de Coulomb y estdtica (f,) de cada articulacién

del robot.

El modelo dindmico (5.8) representa la base matemditica para llevar a
:abo el andlisis v estudio de los fenémenos fisicos presentes en la estruc-
tura mecdnica de un robot manipulador de n grados de libertad en cadena
cinemdtica abierta, con eslabones rigidos, en su rango de operacién no-
minal o ancho de banda. Para el caso de que el robot tenga eslabones fle-
xibles, es necesario incorporar dentro del modelo dinamico, el fenémeno
fisico de elasticidad y flexibilidad en los eslabones. Cuando el robot se
encuentra operando fuera de su ancho de banda, por ejemplo excede los
limites de velocidades articulares o el amplificador electrénico se encuen-
tra funcionando en los lfmites de saturacion, entonces puede aparecer otro
tipo de dindmica no modelada vy en este escenario es mucho mds compli-
cado explicar el comportamiento dindmico de este tipo de robots. Al-
gunas configuraciones mecanicas de robots manipuladores con especiales
condiciones pueden exhibir dindmica cadtica. Sin embargo, la ecuacién

del modelo dindmico (5.8) no explica el régimen cadtico.
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5.3 DModelo dinamico 259

5.3.1 Propiedades del modelo dindmico

El modelo dinamico de un robot manipulador de n grados de libertad
(5.8) es una ecuacion diferencial compleja, de naturaleza continua, mul-
tivariable con dindmica fuertemente acoplada y no lineal en el vector de
estados [q'l' QT]T. No obstante, tiene varias propiedades fundamentales
que pueden ser explotadas para facilitar el diseno ¥ andlisis de sistemas

de control.

A continuacién se describen las principales propiedades matemadticas que
posee ¢l modelo dinamice de un robot manipulador de n grados de liber-

tad. con eslabones rigidos y en configuracién de cinemdtica abierta.

5.3.2 Efecto inercial

El efecto inercial representado por M(q)q significa el cambio de estado

de movimiento del robot manipulador.

El efecto inercial de un robot manipulador de n grados de libertad tiene

las siguientes propiedades:

> 4
Propiedad 5.1 La matriz de inercia M(q) € IR"™" es una ma-
triz simétrica. M(q) = M(q)”. definida positiva M(q) > 0. Por
esto existe la matriz inversa M(q)~' € IR™*™ y también satisface
que es una matriz simétrica M(g)~! = M(q)~! y definida positiva
M(g)~! > 0.

En robética una propiedad clave es la caracterfstica distintiva de
la matriz de inercia M(q): es una matriz definida positiva. Esta
propiedad se emplea mucho en el andlisis y diseno de esquemas de
control. Su importancia radica en que facilita la demostracion de
unicidad y existencia del punto de equilibrio en la ecuacién en lazo

cerrado integrado por el modelo dindmico y el algoritmo de control.
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Propiedad 5.2 La matriz de inercia M {q) satisface que

mEn 7 i
arig) T = M(q) < Mg (5.11)
donde T € R™™™ es 1la matriz identidad. /\f\"f’(';p ¥ K}ﬂ(z) yepresens

tan los valores propios minimo y méximo de la matriz de inercia,

respectivamente.

Es necesario aclarar que la expresion (5.11) significa la existencia de
una constante /\K}"(a) tal que la matriz resultante ATI‘E'&,I—;\[(q) =0
es una matriz semidefinida positiva. No se debe cometer el error
comiin de interpretacion de que el valor propio maximo de la matriz
de inercia multiplicado por la matriz identidad (/\’mfpl) €s mayor
que la matriz de inercia M (q): este significado no tiene sentido. De
manera andloga. existe una constante ,\"’;}’(':1.' tal que la matriz resul-
tante de M(q) — ,\f,(;’[.“&)l > 0 es una matriz semidefinida positiva.

Propiedad 5.7 El fendmeno inercial de un robot manipulador sa-
tisface que | M(q@)q|| < A7 (gl Vg € R™; donde A} representa

Miq) M(Q)
el valor propio maximo de la matriz de inercia.

Propiedad 5.4 3 del robot. Para el caso de robots provistos iinica-
mente de articulaciones rotacionales, existe una constante /3 > 0 tal

que:

:"}‘Ef]] <dV gqgeR" (5.12)

Propiedad 5.8 Para el caso de robots provistos tinicamente de

articulaciones rotacionales, existe una constante kj; tal que:

M(=)z — M(y)z|| < karllz — ]|z (5.13)

para todo vector @, y. z € IR”.
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5.3.3 Fuerzas centripetas y de Coriolis

El vector de fuerzas centripetas y de Coriolis estdan representadas por

C'(q.q)q. Las fuerzas centripetas son fuerzas radiales, teniendo un sig-

no contrario a las fuerzas centrifugas. La fuerza de Coriolis representa

una desviacién del movimiento de traslacién debido a su componente de

rotacion.

Las fuerzas centripetas y de Coriolis tienen las siguientes propiedades:

Propiedad 5.6 La matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis
C(q.q) € R™™ no es una matriz unica, pero el vector C'(q.q)q

s lo es.

Propiedad 5.7 Cuando el vector de velocidades articulares es cero.
la matriz de Coriolis satisface C'(q. "I)!q.ro = C(q,0) = 0 € R™"
para todo g € IR™.

Marco inercial

Un sistema de referoncia es de-
nominado marco inercial o sistema
de referencia newtoniano si per-
manece fijo, sin rotar, o si s=e
traslada en una direccién dada
con velocidad constante (scelera-
cién cero). Esta definicién asegu-
ra que las mediciones realizadas en
dos marcos de referencia inerciales
diferentes siempre serdn equivalen-

tes.

En contraste, los sistemas de refo-
rencia anclados a las articulaciones
del hombro, codo ¥ en el extremo
final no son inerciales debido a que

Propiedad 5.8 Para todo vector g, @. y € IR™ se tiene que:

se trasladan junto con la respecti-

' - s articulacidn, y por tanto existen
Cla. )y = Cla. ). va ar 3

(q ]y [q y) movimientos de rotacién y la ve-

locidad de movimiento no e cons-

tante. por lo cual la aceleracién es

Propiedad 5.9 La matriz de fuerzas centripetas ¥ de Coriolis

5 2 . . % . X diferente a cero.
C(q, q) y la derivada con respecto al tiempo de la matriz de inercia

‘1[[‘1) satisfacen Por otro lado, el sistema de re-

forencia Sp (20, yos0 ) es fijo y =o

encuentra asociado a la base del

| P N [
3‘1 [‘1'[[‘” = ZC(Q Q]] q= 0 robot; esto sistema de referencia
- es un marco inercial, ya que no

Es decir, la matriz resultante [A-.f(q) - 2Cq, q)] es una matriz an- Hhene ceiepl sarhbuct Bnval il roty-

cional.

tisimétrica. Recordar la propiedad =7 A, 2 = 0, entonces la matriz

Ay € R™ ™ es antisimétrica, @ € R™.

La propiedad de antisimetria facilita el diseno ¥ andlisis de estabili-
dad; la demostracion de estabilidad para el caso de control de posi-
cion o regulacion se reduce a tres sencillas fases de la demostracién

matematica.
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I Propiedad 5.10 De la propiedad 5.9 la derivada temporal de la

matriz de inercia y la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis
satisfacen:

M(q) = Cig.q) + Clq.q)".

Propiedad 5.11 Para el caso de robots provistos tinicamente de
articulaciones rotacionales, existe una constante positiva ke, tal
que:

IC(. w)2]| < ke lyl 12

para todo x, y, z € R".

Propiedad 5.12 Para el caso de robots provistos vinicamente de

articulaciones rotacionales, existen constantes ke, v ke, tales que

|C(z, z)w — Cly, v)w| < ke, ||z — 2| |w] + ke,

| — yl| ||wl| ||z

para todo vector v, &, ¥, z, w € R™.

5.3.4 Par gravitacional

Las propiedades del par gravitacional son:

Propiedad 5.13 Para el caso de robots provistos tinicamente de
articulaciones rotacionales, existe una constante k, > 0 tal que

y dglq) N
b2 |GH| vaer
llg(z) — g(y)| < k|l — y|| v a,yc R

La constante k; se puede calcular como

dai(q) D

k, >n({méz; ;q|———=
0 — nq 8%

donde g;(q) es el i—ésimo elemento del vector g(q).
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£ Propiedad 5.14 Para el caso de robots provistos finicamente de

!

articulaciones rotacionales existe una constante k' tal que:

lg(q)| <k Yqe R"

@ El vector de pares gravitacionales g(q) y de velocidad articular ¢

/

satisfacen

f g
A 9(q(0) q(c)de = U(q(t) — U(0).

! "_I 5.3.5 Fenémeno de friccion

El fendmeno de friceion tiene el efecto fisico de oponerse al movimiento
del robot, su caracterfstica principal es un fenémeno disipativo en veloci-
dades diferentes a cero ¥ con entradas acotadas dentro del primer v tercer
cuadrante, lo que permite considerar los modelos tradicionales de friccién
viscosa v de Coulomb, para modelarlos como una combinacién lineal de
la friceién viscosa. Coulomb y estdtica. La caracteristica disipativa de la

friccion significa que convierte la energfa mecdnica en energia térmica.

Fi(q.f.) = Bq+ Fesigno(q) + (5.14)
[1 = |signofqy)|] 0 o 0
a [1 = |signo{qa)|] -+ 0
fe
0 0 :
0 0 o+ [1— |signo(gn ||

donde B, F. € IR™™™ son matrices diagonales de coeficientes de friceidn
viscosa y de Coulomb, respectivamente. La friccién estdtica [, estd repre-
sentada por f. = | fe1. fe2,+ . fen T que es el vector de friccién estdtica
que contiene los coeficientes de friecion estdtica de cado uno de los servo-
motores del robot manipulador. En velocidades cero tinicamente esta pre-

sente la friccion estatica satistaciendo;

fl[of T:) =3 Ul’(Q] {513)
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Tribologia

La tribologia es la rama de la
fisica que se encarga de estudi-
ar el fendmeno de friccién en sis-
temas mecanicos, Actualmente, se
han realizado importantes aporta-
ciones a los modelos basicos de
friccién: friccién viscosa v fric-
cién de Coulomb. Estos modelos
fueron propuestos por Leonardo
da Vinei y han sido los méto-
dos tradicionales para explicar este

fendmeno,

Hoy en dia, se sabe que la tran-
sicion de la friccidn estdtica a la
friccidn en movimiento no es ins-
tantdnea; este comportamiento so
explica con el modelo Stribeck, En
esta fase la pendiente de la curva
Stribeck tiene valor negativo v pos-
teriormente toma un valor positi-
vo. De hecho, como parte de esa
transicion, antes de que la veloci-
dad de movimiento sea diferente de
coro, existe una etapa denomina-
da histéresis que hace que el robot
tenga juego mecdnico o cascabelea.

El fendomeno de friccion es disi-
pativo, esto significa que la ener-
gin mecdnica se transforma en
energia térmica, es decir, satisfa-
ce ¢' £;(q) > U. El aspecto disi-
pativo se traduce como desgaste
v envejecimionto en las  partes
mecanicas del robot, Sin embar-
go, el fendmeno de friccién ayuda o

generar la regién de atraccion para

puntos de equilibrio estables.

ALFAOMEGA



264 Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

para —fo; < 7 — gi(q) < fei. donde f.; es el lfmite del par de friccién

estAtica para la i-ésima articulacién.

La funcién signo de la velocidad. signo(q), estd dada por:

[ signo(ds)
signo(gs)
signo(q) = . (5.16)
L signo(qn )
(1 sig >0
signo(g;) = 0 sig=20 (5.17)
1 -1 sig; <0

Propiedad 5.15 La friccidn viscosa satisface lo siguiente:
IBa| < ||B|llall < A" |lall

donde A" es el valor propio médximo de la matriz de coeficientes

de friceidn voscosa B € IR™™ ™.
Propiedad 5.16 La friccion de Coulomb satisface lo siguiente:

| Fesigno(q)|| < || F|vn < ARV

donde A7 es el valor propio médximo de la matriz de coeficientes

de friccion de Coulomb F,. € IR™™”. 7 es el mimero de gdl del robot.

5.3.6 Linealidad en los pardametros

Los robots manipuladores pertenecen a una clase de sistemas mecinicos
no lineales con una estructura dindmica bien definida. El modelo dindmi-
co de un robot manipulador de n grados de libertad presenta la propiedad
de linealidad con respecto a los pardmetros del robot que dependen de

masas, momentos de inercias, centros de masa v coeficientes de friccién.
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Esta propiedad tiene una enorme repercusién en esquemas de identifi-
cacién paramétrica y en controladores del tipo adaptable de robots ma-

nipuladores.

Las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange conducen al modelo
dindmico del robot manipulador el cunal puede ser expresado como un

regresor lineal con respecto al vector de pardmetros:

[!! [UCPC(‘L il)] _ Udglg.q)

w— O 05 =T — 1) . 518
&t |~ oq 0q ] I @ (5-18)
Debido a que la fuerza de friccién presente en el robot es modelada como
friccion de Conlomb v viscosa. entonces el modelo de friccidn es lineal con

respecto a los coeficientes de friecién, es decir:

fl(q) = or(q)0r (5.19)

donde ¢ es una matriz de orden n x 2n v 8% es un vector de 2n x 1,
el cnal contiene los coeficientes de friccidn viscosa y de Cloulomb. Por lo

que la ecuacién (5.18) toma la forma:

g [roeda] - 2dd] sr@lo=7 (520
Y(q‘.'q,t"])
donde
6=07 67" (5.21)

denota el vector de pardmetros dindmicos y de friccién del robot mani-

pulador.

Finalmente, del modelo dindmico del robot (5.8) se obtiene la propiedad
fundamental de linealidad en los pardmetros del modelo dindmico del

robot manipulador:
M{q)g+Cla.q)a+glq)+ fla)=Y(q.q.9)0 =7 (6.22)

donde Y'(q. . ) es una matriz n x p de funciones conocidas. @ es el vector

p % 1 que contiene los par metros del robot y p = p; + py + 2n.
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J0

5.3.7 Modelo de energia

La energfa del robot es la integral de la potencia del robot ¢'r sobre
el intervalo de tiempo [0.f]. La energfa hamiltoniana H(q, ¢) del robot
manipulador estd dada por la suma de la energia cinética X(q, ¢) mds la

energia potencial U(q):
Hiq.q) = Klq.q)+Ulq). (5.23)
El modelo de energia del robot se basa en el principio de la conservacién

de la energia. el cual establece que el trabajo efectuado por la fuerzas

aplicadas a un sistema es ignal al cambio de energia total del sistema:

energia aplicada (t)

ALFAOMEGA

/ T oyr(o)s = Hia(t). a(t)) — H(a(0). q(0)) + / @' (0)f ;(0))do
: energfa almacenada (t) v]m‘gi;l tsipada (1

= 3@ OM(a(t)a(t) +Ula(t) ~ 54" (0)M(g(0))(0)
~U(q(0)) + /0, q'(9)f(0))do ()

donde g(0), (0} son las condiciones iniciales de la posicién y velocidad

articular, respectivamente.

Propiedad 5.17 La propiedad de pasividad significa que existe una cons-

tante J > 0 tal que:

i
[ @1 = Hia(0). ) - Hia(0). a(0) > ~3 ¥ >0 (52)
0
entonces la energfa H(t) no es negativa, por lo tanto H(0) = /7.

Pasividad es un concepto que se emplea en circuitos eléetricos, por ejemplo
un circuito es pasivo si sus componentes son resistencias, capacitancias,
bobinas, ete. Entonces. por analogfa en robética pasividad significa que
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5.3 Modelo dinamico

el robot puede ser analizado como si estuviera formado de elementos
pasivos como masas, resortes, v amortiguadores. La interpretacién fisica
de pasividad es que la cantidad de energia disipada por el robot tiene una

cota dada por —/.

5.3.8 Modelo de potencia

La potencia aplicada al robot manipulador es la variacion temporal de la
energfa total y puede ser obtenida empleando las ecnaciones de movimien-

to de Euler-Lagrange de la siguiente forma:

<T __ wp d (')C(q.i]) C(qq) P e Bossy

qgT = [d_i[ G ] ~Bq ] +q flq) (5.26)
d

= —H(q.q)+4" fila.f.) (5.27)

dt
= 4" M(@)q+ 54" M@a+{VU@)} ¢+4"F;(a.1(5.28)

E 5.3.9 Ejemplos de modelado dinamico

Esta seccién presenta la metodologia de las ecuaciones de movimiento
de Euler-Lagrange aplicada a robots manipuladores. También se presenta
el eodigo fuente para MatLab que permite realizar la simulacion de un

endulo v de un robot planar vertical de 2 gdl.
“ o

!

longitudes anteriores I; 1 y dngulos q; v ¢; 1 :

i = fFallalko b0, %)

" § Paso 1: obtener la cinematica directa del centro de masa de cada

uno de los eslabones. Para el i-ésimo eslabdn tomar en cuenta la
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Paso 2: obtener la cinem:itica diferencial del i-ésimo eslabon y de

:
.

La rapidez lineal del centro de masa de cada eslabon se calcula de

ahf deducir la rapidez lineal:

v;

PN

la siguiente forma: vl v; = @2 + 42 + 22

Paso 3: obtener el modelo energia :

H(q.q) = Klg.q)+U(q)

La energia cinética K(q, g) incluye el movimiento de traslacion y
7

i

%m.;v

es el momento de inercia del i-ésimo eslabdn.

rotacion, por ejemplo: K;(q;,¢;) = v; + %l,- [21-’(],-]2. donde [;

La energia potencial I/(q) no tiene una forma especifica como en el
aso de la energia cinética, depende de la geometria del robot en
general U;(q) = miglaihi(q). siendo h;(q) una funcién que indica la
altura del eslabdn con respecto al origen del sistema de referencia
del robot.

Obtener el lagrangiano: £(q, q) = X(q.q) — U(q).

Paso 4: aplicar las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange e
incluir el modelo de friceién.

d [dL(q.q)|  0L(g.q)
dt G ig;
fc,‘signo((},') - fe; [1 = {signo(d.)]]

+ big; +

]
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& Ejemplo 5.1

Obtener el modelo dindmico de una centrifuga.

Solucién

Una centrifuga es un sistema mecatrénico compuesto por un servomotor
con un dngulo de rotacién ¢ con respecto al eje z el cual estd alineado
con el eje de giro como se muestra en la figura 5.1. El plano xy estd de-
terminado por la regla de la mano derecha. La distancia del origen del
sistema de referencia cartesiano al extremo final del rotor se representa
por ly. Una varilla de longitud [2 se encuentra soldada a la parte final
de la flecha del rotor y mantiene un dngnlo de inclinacién constante ¢
con respecto a la horizontal (eje y). l.2 representa el centro de masa de
la varilla. El movimiento rotatorio de la centrifuga describe un circulo
sobre el plano xy. La accion de la gravedad g se encuentra en direccion

contraria al eje z.

< A |
[ e,
V- ..\i 2
( ¢ n‘r., &

,‘ff}:'

Figura 5.1 Centrifuga.

" @ Paso 1: el modelo de cinemética directa est4 dado por la siguien-

/
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te ecuacion:

=~

I cos(¢) cos(q)
y| = | la2cos(yp) sen(q) (5.29)
1 + 12 sen(g)

&3

Paso 2: la cinemdtica diferencial se encuentra dada por:

; x —l.p cos(ig) sen(q)
v o= % y| = | locos(g)eosiyg) | ¢ (5.30)
¢
z 0
T - I P s 22 NPTy (PN o SN2 92 o 247D
vv = (—=lacos(p)sen(q)q)” + (l2cos(@) cos(q)q)” = 1% cos* ()

Se toma el centro de masa {2 como punto de referencia para finali-
dades del andlisis dindmico. Por esto. ha sido substituida la longitud

! por el centro de masa ..

Paso 3: el modelo de energia estd determinado por la energia

cinética y potencial
i 1 4 1. ., 5
Klg.q) = smo’ v+ sl'q~ (5.31)
1 i .
=l [ml2, cos(p)? + T ¢

Ulg) = mgz=mg[l +lzssen(y)] (5.32)

El lagrangiano de la centrifuga estd dado por

L(¢.q) = K(q.4)—Ulq) (5.33)
%[mlfg cos(¢)? + I1¢* —mg [l + l.gsen()]

Paso 4: las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange para el
caso particular de la centrifuga, adquieren la forma de una ecuacion

escalar con la siguiente estruetura:

4 [0Lle.@)] _ [0£(0.d
dt dq dyq
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5.3 Modelo dindamico

tomando en cuenta el lagrangiano de la centrifuga se tienen las

siguientes expresiones:
F(')C(q.r}]
el
d dL(g.q)
di | 0q
[L(q.4)
dq

L

Obsérvese que g(gq) =

iXi(q)

i

I

[m.lgz cos(@)+1]q (5.35)

[ml%, sen(p) + 1§

= 0, debido a que la centrifuga des-

cribe un circulo sobre el plano horizontal xy. por lo que la energia

potencial es una constante. El modelo dindmico de una centrifuga

incluyendo el fenémeno de friceion estd dado por:

T = [mlf.z sen(y) + 1] G + bq + fesigno(g) + f. [1 — [signo(q)|] (5.36)

% & Ejemplo 5.2

Obtener el modelo dindmico de un péndulo robot.

Solucion

A continuacién se desarrollan los pasos necesarios para obtener el modelo

dindmico de un péndulo-robot. La figura 5.2 describe un péndulo simple

el cual estd formado por un servomotor y nuna barra metalica de longitud

{. El sistema de referencia se elige de tal forma que el eje z coincida con el

eje de rotacion del servo (es decir, en este caso perpendicular al plano de

la hoja) v el plano xy queda determinado por la regla de la mano derecha.

La accidn de la gravedad g estid dirigida en direccidn del eje v negativo.

El momento de inercia se denota por I. el centro de masa se representa

como [, y la masa del péndulo por m.
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Figura 5.2 Péndulo-robot BUAP.

Paso 1: modelo de cinemdtica directa con respecto al centro de

masa del péndulo-robot:

[J,} _ [ lo sen(q) (5.37)
4 —l. cos(q)

La posicién de casa fue tomada sobre el eje y negativo.

Paso 2: modelo de cinematica diferencial:

| [z l. )
G d |:.l‘:| - [ ,cos(q,)q] (5.38)
dt |y [ sen(q)q

La rapidez de traslacion estd dada como v = [£. 5 J'T Obsérvese que

vTo = ||v||2 = 1242
Paso 3: modelo de energfa: la energia del robot estd compuesta de
la energfa cinética K(q. g) v de la energia potencial i{(q).
La energia cinética toma la siguiente forma:
ip 3 L op o Log
K(g.q) = i + 51(1
1 ’ 3
5 [mi2 + 1](12
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Por otro lado, la energia potencial i{(g) tiene la siguiente forma:
U(q) = mgh, (véase la figura 5.3) donde h = hy — hy = —I, cos(q) —
(1) =1 (1 — cos(q) ):

Figura 5.3 Desplazamiento del centro de masa [. del péndulo.

Ulq) = myglh =mgl.[1—cos(q)]
El lagrangiano para el caso del péndulo estd dado por

L(g.q) = Kiq.9)—U(q) (5.39)
%[mlf +1]¢* —mgl.[1 - cos(q)]

Paso 4: las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange estin
dadas por la ecuacién 5.5, para el caso particular del péndulo-robot
adquieren la forma de una ecuacién escalar con la siguiente estrue-
tura:

d [9L(g.4) dL(q. §) :
— | | — ; 5.40
% [ 93 ag | tH1Fed  (540)

RooTica. CoxrroL DE RoBoTS MANIPULADORES - FERNANDO REYES CORTES

Reyes Cortés, Fernando. Robética: control de robots manipuladores.

: Alfaomega Grupo Editor, . p 306
http://site.ebrary.com/id/10741037?ppg=306

Copyright © Alfaomega Grupo Editor. . All rights reserved.

May not be reproduced in any form without permission from the publisher,
except fair uses permitted under U.S. or applicable copyright law.

ALFAOMEGA



274 Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

Tomando en cuenta el lagrangiano (5.39) se tienen las siguientes expre-
siones:
[OL(q.q) ]
| 94
d [8£(q.9)]
| oq |
[9L(g.9) |
dq

= [mlf +1]q (5.41)
= [mi2+1]§

= mgl, sen(q)

Por lo tanto el modelo dindmico de un péndulo-robot incluyendo el fendémeno

de friccién estd dado por:

(5.42)

T = [mi%+1]¢+ mgl.sen(q)+ bg + f.signo(q) + f. [1 — |signo(q)|]

En la figura 5.4 se muestran los perfiles de posicion g(f) y velocidad ¢(1)
del péndulo prototipo de transmisién directa de la figura 5.2 cuando se le
aplica un par de la forma 7 = 1.5 sen{t) Nm. Los resultados del péndulo
pueden reproducirse usando el codigo fuente 5.1 y el eddigo fuente 5.2

que se presentan aqui.

150
-’/--
R75- i /
4 N q, mrados |
B00— # \\ /
; L~ 2
225 — T kS / \\
S \ > ...'/ .
—~ o " Y
750 1= \,\ \ v / \
7 \ \
75 \ X \
\ % o A \
o L \, N oAl \,
PG N, Iz X
ST N\ v
150 \-,___\ i 4 grados/seg
—225 \u/
- 300 —
I = ] %
9 ;': 7 o é YO sogerrodos
Figura 5.4 Respuesta del péndulo-robot.,
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Codigo Fuente 5.1 Péndulo b5y

%cap5_pendulo.m Editorial Alfaomega
- < Péndulo robot
%Libro: Robética. Control de Robots Manipuladores
- - - El caso de estudio de un pénduo-
%Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores R s
lo robot presentado en esta =eccion
%Autor Fernando Reyes Cortés e uno de varios pjemplos que con-
tiene | material complementario de
p— la presente obra en el sitio web. Con
Péndulo la finalidad de facilitar el proceso de
1 % aprendizaje en dindmica de robots
. : manipuladores, se ofrece al lector
2 function xp =cap5_pendulo(t.x) e i :
simular sistemas lineales v no lines-
3 Yvector de estados les,
4 q=x(1); %POSiCiéll articular El proceso de simulacion tiene la
5 qp=x(2): %velocidad articular s de poder predecir y "’.‘p"c‘“
los fenémencos fisicos de un sistema
G %paramet.ms del péndulo real. La simulacién es diferente a la
7 m=: ('Un]asa_ animacidn; en la primera se repro-
8 Ie=0.01: Yeentro de masa ducen todos los fendmenos del sis-
R o A tema mecanico a traves de su mode-
= g=9.81: Yconstante de aceleracién gravitacional lo dinamico. En cambio la animacion
10 b=0.17; Zecoeficiente de friccion viscosa es realizar el movimiento de un sis-
11 fe=0.45; Y%coeficiente de friccién de Coulomb tema mecanico a través de un medio
12 Ir=0.16; %momento de inercia del rotor slecixoulen doncle o s reprociuos
P 3 i fisica del sistema. En el sitio web del
13 tau=1.5%sin(t); “%par aplicado libro se encuentran disponibles en
14 Yoaceleracion articular del péndulo codigo fuente para MatLab diversos
15 qpp:(lau-b*qp—fc*tuuh{ lwow*qp')-lu*g*lc*siu(q)),’lr: sistomas mecatronicos ampliamente
documentados ¥y modelados a través
16 Tovector de salida da st Aot ondea;
17 xp=| qp ; Yxp(1)=x(2) velocidad articular
18 qpp] ; %xp(2)=qpp aceleracién articular
19 end

20 %
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Codigo Fuente 5.2 Simulacion del péndulo

%cap5_simupendulo.m
%#Libro: Robética. Control de Robots Manipuladores

Editorial Alfaomega

%Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

%Autor Fernando Reyes Cortés

Simulacion del péndulo

%

2 ® N0 0 s U8R

L R S~ S S Y
= W W = O

Y

-
o

cle;

clear all;

close all;

Y pardmetros de simulacion:

ti=0; %tiempo inicial

tf = 10; %tiempo final de simulacién (segundos)
h=0.0025; %incremento de simulacion
ts=tith:tf; Ytiempo de simulacién
opciones=0deset('ReITol‘.le-ZS.ft]itialStep'.2.56—3_.’MaxStep’.'2.5e-3);
[t.x]=oded5( cap5_pendulo’ ts,[0; 0].opciones);
x1=0.45%sin(x(:.1));

y1=0.45%cos(x(:.1)};
plot(t.(180/pi)*x(:.1).t.{180/pi)*x(:.2))

El fenémeno de friccion de Coulomb del péndulo contiene la funcién signo

de la velocidad. Esta funcién es discontinua: para este caso la velocidad

q =1

Este tipo de discontinnidades cansa muchos problemas en aplica-

ciones de regulacion o control de posicién. Por lo tanto, no se recomienda

utilizar la funecién signo que tiene implementada MatLab debido a que el

proceso de integracién numérica puede demorar hasta varios minutos.
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Codigo Fuente 5.3 Funcion signo

%signo.m Editorial Alfaomega
%Libro: Robdtica. Control de Robots Manipuladores
#Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

%Autor Fernando Reyes Cortés

Funeién signo

1 (%1
2 function ¥ = signo(x)
3 if x>0
4 y=1;
5 alseifl x<0
6 v=-1;
T else
8 v={)
9 end

10 %

Clomo una opeién a esa problematica se recomienda la sustitucién de la
funcién signo por la funcién tangente hiperbélica con una pendiente de
90 grados, es decir signo(q) = tanh(1000004g). Otra opcion es utilizar el
cadigo fuente 5.3 para implementar la funcion signo. ya que suaviza el
efecto de la funcién signo en el proceso de integraciéon numérica.

jemplo 5.3

Obtener el modelo dindmico de un robot manipulador planar de 2 gdl.
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Solucion

Considérese el esquema del robot manipulador de 2 gdl que se muestra

en la figura 5.5. Deffnase un marco coordenado cartesiano cuyo origen se
selecciona en el punto de interseceién del eje de rotacion de la articulacién

del hombro con el plano vertical xy.

Figura 5.5 Robot manipulador de 2 gdl.

El significado de los simbolos que se presentan en la figura 5.5 se encuentra

resumido en la tabla 5.1,

* Paso 1: modelo de cinemadtica directa con respecto al centro de

masa de cada eslabdn:
T le1 senfql)

m —lorcos{qr)
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Tabla 5.1 Parametros del robot de 2 gdl.

Eslabén Significado Notacidén
1 Masa del eslabdn 1 my
Longitud del eslabén 1 l
(Hombro) Inercia del eslabén 1 h
Centro de masa del eslabén 1 I8}
Posicidén articular del eslabédn 1 qn
2 Maga del eslabdn 2 Mo
Longitud del eslabén 2 Iy
(Codo) Inercia del eslabédén 2 Is
Centro de masa del eslabén 2 Lo
Posicidén articular del eslabdn 2 @2
Aceleracidn debida a la gravedad g
x2 Iy sen(q)) + 1.2 sen(q + q2)

,‘ Paso 2: la cinematica diferencial permite obtener la velocidad lineal

con respecto al centro de masa de cada eslabén:

d [l‘l] d |:Ir'] 5011(17|)] [—MCOS(QI]] .
v = — = — = 0
dt | dt | —I.q cos(q) I sen(q)
d :'2] d [ Iy sen(qy) + 1.0 sen(q) + q2) }
vy = — = —
= t |y dt | —y cos{q1) — lacos(q + q2)

i)

d
Lycos(q1) + lacos(gy +q2)  leacos(qr + )
[ sen(qy) + {2 sen(q) + q2) Lo sen(qp + g2)

La rapidez al cuadrado de cada eslabdn es:
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[—leycos(qr)dy | + [l sen(q)dr |* = 123

[(f1cos(qu) + L2 cos(qr + g2) ) g1 + lc2 cos(qy + q2)d2]* +

[(11 sen(qr) + 2 sen(q + 2) ) dy + le2 sen(qr + a2)d2]°

[l cos(q) + Lacos(m + g2) |2 67 + 1% cos’ (a1 + 42)%5 +

2 [y cos(qn) + La cos(qu + g2) | Lz cos(q1 + g2)g142 +

(I sen(q1) + L2 sen(q1 + q2) ) G + 12, sen*(q1 + q2)d5 +

21y sen(q1) + L2 sen{q1 + q2) ) L2 sen(q + q2)d1G2

(13 cos®(qn) + 12 cos*(qr + q2) + 21 Leg cos(qn) cos(q + a2) | §f +
1% 008% (g1 + ¢2)°d5 + 2l1l 2 cos(qr) cos(ay + @2)dida +

202, cos®(q1 + q2)d1dz + 1% sen®(qy + q2)d3 +

[12 sen?(q1) + 12, sen®(q1 + q2) + 21l sen(q1) sen(g1 + g2)] 43 +
201l sen(qy) sen(q) + g2)d1G2

(12 +12, 4+ 20l p cos(q2) | GF + 1543 + 2|l cos(ga) + 12, ) G142

Aqui se han empleado las identidades trigonométricas cos?(q;) +
sen(q1) = 1, cos®(q1 + q2) + scnz(m +@q2) = 1 y cos(qq) cos(q +
g2) + sen(q) sen(q + g2) = cos(qz).

Paso 3: la energfa cinética K(q, ¢} del robot manipulador de dos

grados de libertad estd dada por la siguiente expresién:

1 1, . 1

-‘-mlv-{m + -11(/2 + = mzvQO + = 12[(1, -rqg]
2 2 2
%mllf,r]’f - {,l,(]'f - {, [m-.»l, +mal?, + zmzl,lt.» cos(qz) | q +malsgs +
2| malilz cos{ga) + mal2; | Gage + 312 [ G + 2 2

,.1‘. [m02 + 1y + L2 + malf + mal?y + 2malylp cos(aa) | 42+

LIz 4+ mat?y |43 + | malylez cos(ga) + malZ, + 12| dida

La energia potencial ¢4(q) del centro de masa para ambos eslabones

esta dada como:

U(q) = mygly [1 —cos(q) | + mz_()“ b+ l2) — (1 cos(qy) + Lo cos(q) + qa2) ]l .
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Paso 3: el lagrangiano

L£{q.q) = K(q.q)—Ulq).

& Paso 4: empleando las ecuaciones de movimiento de Euler-Lagrange
/ (=3 -

se obtienen:

IL(q, ¢ ; P , x ‘ ’
((g+¢1)- = f Ill.llrz,, + L+ + ‘I“glf + lug{fg +2malylo (‘05((12) ] q1 + [l'l'l-g[[l,.z (:us(q_;] + ngfo + Iy I [10)
9L(q. ¢ . . ; :
% = [I2+ mzlfg]ég + [malile2 cos(ga) + malZ, + ILq
2
i [0L(q.q)] o, . . .
-((-[7 (—Ez)(—ﬂ)- = | III-]lfI + L +1+ ng’f + 11121,2.2 + 2molyl e ('()S{qg)] fj] + ['Ill.glﬂpg (J()S(Qg] —+ nglfz + I ] (}'2
L a1

—2imgly 2 sen(qga)gyge — malylg scn(q?_)q'g

d [0L(q.q)] . = : . .
M = [L+mal’ ]G + [malyl g cos(gn) + mglf2 + I3 ] G — malyl.2 sen(go)gaq,

dt | dd
aL(q.q)
()ql
dL(q.q)
dg

= —mgly sen(q) — mag {1y sen(q1} + 2 sen(qy + ¢2))

—malilen sen{qa)qi — malyleo sen(ga)dido — mogles sen(q + q2)

Los pares aplicados del robot manipulador de 2 gdl incluyendo el

fendmeno de friccidn:

o= [ml% + I+ I+ mald 4 mal?, + 2maliles cos(g2) | G1 + [malile cos(ga) + mal2, + I2] Ga
—2malile sen(g2)giga — malilo scn(q-z)dg + mygley sen(qy) + mag (1 sen(q) + L2 sen{q) +q2)) +
bigy + fasigno(qi) + [1 — [signo(q1)||sat(m1: T} )

Ty = [y +mol? | do + [malileocos(q) + mal2, + Ir ] dy + malyle sen(ga)qt + magls sen(qy + q2) +

bage + feosigno(ge) + [1 — [signo(ge)|Jsat(re: F5).

De los pares aplicados, agrupando términos de aceleracion (g, G2)

v velocidades (g1, g2), la matriz de inercia estd dada por:

M(q) = (5.43)
myl? + malf + mol% + 2malylpcos(ge) + Iy + Ia mal%, + malylg cos(ga) + 12]
7712’?2 +malyls cos(q) + Iz mglfﬁz + I .
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Las componentes de la matriz de inercia son:

my = nu!?l + m.g(? + m.glg-_, + 2malilacos(q) + 1) + f2
mya = m.glgz + gl cos(qe) + In

moy = mal% + malilgcos(g) + I

gy = mald, + 1.

La matriz de fuerza centripetas y de Coriolis toma la forma:
; —2mahle sen{ga)ga  —malile sen(¢2)ge
Clq.q) = :

malileo sen(ga)qy 0

Las componentes de la matriz de Caoriolis son:

ern = —2malilag sen(ga)do
crp = —maliln sen(g2)gs
ep1 = maliles sen(ga)q
cop = 0,

La matriz de fuerzas centripetas v de Coriolis no es tinica. depende
de la forma de agrupar los términos de las expresiones correspon-
dientes a los pares 71 y 7. Otras posibilidades para la matriz C'(q, q)

son las siguientes dos:

Clad)- = [—mzlllc'z sen(g2)ge  —malile sen(g2)gr — malile 5011(0‘2)‘?2]
\q.q maolyl2 S(,‘ll(qg)!h 0

Cla.c [ 0 =2yl sen(g2)gr — malil snll(rlg)(}g}
a.4) malila sen(q2)g: 0 '

Sin embargo, el vector C'(q, ¢)q si es vinico para un robot especifico.

El vector de pares gravitacionales estd dado como:

_ lcymy sen(qq) + maly sen(qy) + mal.2 sen(q; + go)

o, = [ lcoma sen(q1 + ga) } '

La friccidn presente en el robot manipulador es modelada como una
combinacién lineal de las fricciones viscosa, Coulomb y estdtica:

) bigy + fasigno(gi) + [1 — [signo(q))|]sat(mi: F,)

falam) = [bzd‘z + feasigno(ga) + [1 - isigno(fiz)lzisat(wi-fz)]
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donde by, bz, for, fe2. fi ¥ [ son los coeficientes de friccion viscosa,
de Coulomb y friccién estdtica de la articulacién del hombro y codo,

respectivamente. Ademds sat{x; pt) significa
m siae > pu
sat(w:p) = @ si—p<zr<pu

—u six < —pu

La matriz de inercia (5.43) también puede ser obtenida directamente de
la energia cinética (5.43) la cual satisface K(q., q) = %i]"';\l(q)q. por lo
que:

]C(q\ q) = %[m;ff, + I + o+ malf + mal?, + 2malils cns(‘q_.]jqf-

[F2+malZ 43 + [malyla cos(qe) + malis + Is] Gide

[~

myl2, + 1y + I + mald+
[m ]‘1' [ alZs + 2imaly g cos{ga)
I
= da

I_ mzllez cos(qe) + malt + Iz I2 + mal?,

malil.q cou((h) + T"‘IE.'
.! [fh ]
J ia

1op

MiQ)

El par gravitacional puede ser obtenido de la energia potencial:

did(q)

glq) = o

d
= — [myglay [1 —cos{qy) |+ mag [ (& +l2) — (Iy cos(qr) + Lo cos{gn +q2) ) | ]
dq

loomy sen{q) + moly sen{qy) + mal.2 sen(q + q2)

lamy sen(q; + go)

La estructura del modelo dindmico es importante. Sin embargo, para
propositos practicos es necesario contar con un modelo numérico. Para
propositos de simulacion de un robot de 2 gdl. considérense las siguientes

matrices de inercia y fuerzas centripetas v de Coriolis, respectivamente:

M(q) 3117+ 0.2 cos(g(2)) 0.108 + 0.1 cos(g{2))
M =
? 0.108 + 0.1 cos(qg(2)) 0
L —0.2 sen(g(2))g2  —0.1 sen(g2}ga
Clg.q) :
0.1 sen{qz ) 0
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El par gravitacional y de friceién se encuentran dados por:

39.3 sen(q1) + 1.95 sen(g; + qz)]

glq) = [ 1.95 sen{q1 + q2)

i = [1.86(’]. - l.93signo(q,)]

0.164; + 0.3signo(¢gs)

En la simulacién no serd tomada en cuenta la friccién estdtica, es compli-
cado incorporarla en un proceso de implementacién practica, por lo que

solo se incluye la friccion viscosa y de Coulomb.

Los pares aplicados a las articulaciones del robot tienen un perfil snave

que hacen que se muevan los eslabones dentro de su rango de operacién:

(5.44)
[n] B [(1 — e %32 + 56 sen(16¢ + 0.1) + 12 sen(20f + 0.15)
]  [(1—e 13124+ 8 sen(26f+0.08) +2 sen(12t+ 0.34)

En la figura 5.6 se muestra la evolucién en el tiempo de las posiciones ¢
v g2 de los eslabones del robot como respuesta a los pares de la ecunacion
5.44). El movimiento inicia del reposo. el régimen transitorio es suave.
B :

evitando movimientos abruptos.

El e6digo fuente 5.4 y el eodigo fuente 5.5 son programas para llevar a

cabo la simulacién del robot manipulador de 2 gdl.

El tiempo de simulacion es de 10 segundos con pasos de integracion de
0.0025 segundos. La friccion de Coulomb fue implementada con la funcién

signo que se encuentra incluida en el cédigo fuente 5.3 del ejemplo 5.2,
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Figura 5.6 Respuesta de un robot planar de 2 gdl.

Cédigo Fuente 5.4 Simulador del robot planar de 2 gdl

%cap5_simurobot2gdl.m Editorial Alfaomega
%Libro: Robética. Control de Robots Manipuladores
%Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

%Autor Fernando Reyes Cortés

Simulador del robot planar de 2 gdl

%

cle;

clear all;

close all;

Veparametros de stimulacion:

ti=0; Yitiempo inicial

h=0.0025; %incremento del tiempo

tf = 10; %tiempo final de simulacién

ts=ti:h:tf; %tiempo de simulacidn
np(‘imws:ml(wvt("Rn]TO]'.](\.—3.f|li!.ialﬂt:-p',2.3;;—3,'1\12\:(&f,\p'.?,-‘ir\-.'l);
[tx]=oded5( capSrobot 2gd]’ 15, [0; 0; 0; 0],opciones);
12 plot(t. {180 /pi}*x(:, 1) L.(180/pi}*x(:,2))

13 %

- -
O T X NN s N -
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%cap5_robot2gdl.m

Caodigo Fuente 5.5 Robot planar de 2 gdl

Editorial Alfaomega

%Libro: Robética. Control de Robots Manipuladores
%Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

%Autor Fernando Reyes Cortés

Robot planar de 2 gdl

286
Robot de 2 gdl
El estudio de robots manipuladores
a través de simuladores subsana la
carencia de contar con un robot re-
al. El modelo dinamico permite re- 1
producir todos los fenémenos fisicos
del robot, por lo que facilita el estu- -
dio ¥ andlisis de su comportamiento 3
4
En el sitio web del libro se encuen- 5
tran implementados varios robots 6
manipuladores en lenguaje MatLab T
que le ofrecen al lector una herra- 8
mients potente v versdtil para enten- 9
der los sspectos cualitativos de un 10
robot manipulador,
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
20

%

Y%

% Robot de transmisidn directa de 2GDL

Munction xp = capiobot2gdlft x)

q = [x{1): x(2)]; Yivector de posicion articular

Yevector de velocidad articular

ap = [x(3); x(4)]:

YiModelo dindmico del robot

Yematriz de inercia

M= [3.[ l7+(l.'2‘('u.-i(q(_2]:) 0.10840.1%cas(q(2)):
0.108+0.1*cos(q(2)) 0.108 |:

YMatriz de fuerzas centripetas ¥ de coriolis

C = [-0.2%sin(q(2) }*qp(2) -0.1*sin{q(2))*qp{2);
0.1*sin{q{2))*qp(1) 0.0 ;

% Vector de pares de gravitacionales

pargray = [30.3*sin(q(1))+1.95%sin{q(1)+q(2));
LO5*sin(q{1}+q(2)) |

Yvector de pares de friccion viscosa

fr = [1.86%gp(1)+1.93%signo(qp(1));
0.16%qp(2)+0.3%signo(qp(2})]:

tau=[{ l-exp(-0.8%t))*32.0+ 56%sin(16%t+0.1} + 12%sin(20%t4+0.15) :
(1-exp(-1.8%))*1.24+ 8*sin(26%+0.08)+2*sin(12%1+0.34) ;

Yevector de aceleracion articular

q2p = inv{M}*(tau-C*qp- pargrav-fr);

Yvector de salida

xp = lap(1); qp{2); a2p(1); q2p(2)};
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5.4 Modelo dinamico cartesiano

El modelo dindmico en variables de estado cartesiano define su compor-

tamiento en su espacio operativo o espacio de tareas. Considérense las
< T - " 4

coordenadas cartesianas x = [ p 2], entonces la cinemdtica dife-

rencial y la aceleracion articular se encuentran relacionadas por:

x = JQg = q¢=J '(@x (5.45)
: . [d :

q = J*'(q)Xf—[:WJ‘{Q)]x (5.46)
g = J'x—J (@) (@)@ (@)X (5.47)

Sustituyendo las relaciones (5.45) y (5.47) en el modelo dindmico articular
se tiene la transformacion del modelo dinamico en variables articulares o
generalizadas a variables cartesianas de la signiente forma:
T = M(g)g+Clq.9)q+9(a) + frl(a. 1)
= M(q)[J " (@)x —J (@) (@)a)] (@)x] +
Clg.a) 7" (@)x +9(a) + F;(a-1.)
= M(q)J @)k +[Clq.9)7~"(q) — M(q)T~"(a)J{g)(a)}T~" (@) | X +
gla)+ fia.1.) (5.48)

Empleando el modelo de potencia del robot manipulador y las ecuaciones

(5.45) y (5.48) se obtiene:

T = ¢ [Mg)J @)k +[Cla.q) " (a) — M(q)J " (q)J(a)(a)] " (q)] X] +
a glq)+ Fila. 1) (5.49)
XTI T = X717 (@) [M(q)] @)k + [Cla. @) 0 (@) — M(a)J () J{a)(a)] (a)] X]
+x" 17" [9lq) + (¢ 1)) (5.50)
= x"(J T qMigt Hax+ [ gCla.q)i q) ~ I (giM(g)d " Ha)dlg)ig)d T el x) +
X" (I Tig)gia) + T T(@) fs(a. £.)) (5.51)
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288 Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

Relacionando el lado izquierdo y derecho del signo igual de la ecuacién
(5.51) se tiene la ecnacién fundamental que desarrollé Arimoto en 1981

para sentar las bases del control cartesiano.

r = JT(a), (5.52)

Por tanto. el modelo dindmico cartesiano se encuentra dado por:

£ = JT(@M@I  (@x+ [ (@)Clag. @) ] () — T T (q)M(q) T (g)I(q)(q@)] (a) ] x

+1 T (@)gla) + 177 (@) f(a. £e) (5.53)
Myx +C\X +9x + Jey (5.54)

La ecnacién (5.54) representa la dindmica no lineal de un robot manipu-
lador en el espacio de variables cartesianas, donde la matriz de inercia
cartesiana M, v la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis cartesiana

C, tienen la siguiente forma:

M, = JT(q)M(g)T '(q) (5.55)

Cy = J1q)Clq.q) T g)— I T (q)M(g)] (g)i(a)(q) (a)
(5.56)

Gy = JT(q)Cla. @) I (@) — M J(q)(a)] " (a)

g, = J ' (q)glq) (5.57)

Fer, = J "q)f(a. 1) (5.58)

La derivada con respecto al tiempo de la matriz de inercia cartesiana

tiene la siguiente expresidn:

M, = [‘;—IJ’" (Q)] M(q)J Yaq) +J T (a)M(q)J ' (q) +
- !
J " (q)M(q) [%J“(q)J (5.59)
«
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5.4 DModelo dindamico cartesiano 289

Por otro lado. se sabe que:

, —— (I r — 1 : . -— , . " -— ’ X n
Jiq)J Hgq) = 1 = = @y Y@l = Jiq) I q) + J(q) [Tl_r" ‘lql] =0eR™

—J ' (q) T (q)T " (q).

d:cq
[JZ'] (Q)]

También se cumple que:

J@' T g = 1= ;—i [r@™ s ()] = [%J"'(q»]J Tiq)+Ja)” [%J T(q)] =0¢€R"™"
d _r+. s T d r i,
[(—i-t-.l (Q)] = —J7" (q) [(-;;-1 la)| /7" (a).

Por lo tanto, la ecuacidn (5.59) queda de la siguiente manera:

' ] A
M, = —J7"(q) [%JT(QJ];l_T(q]"\I(Q)-I"(q)l+.l‘T(q):‘1{q)J"(0)
M,
- J (@) M(q)] " (q) J(a).] " (a) (5.60)
M,
. I ; :
M, = —-J7 [d—[JT(Q)} My +J T (q)M(q)J ™ (q) — MyJ(q)] " (q)

(5.61)

Por otro lado, realizando la signiente suma de matrices de fuerzas cen-

tripetas y de Coriolis cartesianas se tiene que:

Cy+CT = T (q)Clq. @) T (g) — M J(g)(q)T " (g)

d

+J M(@C"(q. )T (q) - T " (q) [m-f"(q)] M,

= J T (q)M(q)T " (q) — MyJ(q)(@)T {a) =T " (q) [%.f"(q)] M,

(i

Aqui se ha empleado la propiedad del modelo dindmico en coordenadas

articulares M(q) = C'(q.q) + CT(q.§).

Por lo tanto se cumple que la derivada temporal de la matriz cartesiana
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290 Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

de inercias es una matriz simétrica:

My = Cx+CT (5.62)

==} 5.4.1 Propiedades del modelo dindmico cartesiano

El modelo dindmico cartesiano de un robot manipulador
Fy = MyX+Cxx+gx+ f’X

tiene las siguientes propiedades matematicas:

Hipotesis: supongase que la matriz jacobiana del robot J(q) € IR"*"
es de rango completo, es decir. existe la inversa J~!(g) € R"*",
entonces la matriz cartesiana M, = J T(q)M(q)J 1(q) es una
matriz definida positiva, puesto que M(q) € IR"*". Por lo tanto.

M, > 0, y simétrica M, = M;".

La matriz de inercia M, satisface:

AT < My < A1 (5.63)

donde I € IR™™™ es la matriz identidad, f\’f;:“' y /\Q.l[‘“ represen-
’ ¥l
tan los valores propios minimo ¥y maximo de la matriz de inercia,

respectivamente.

La derivada temporal de la matriz cartesiana M, satisface lo si-
guiente: M, = C, + (Z’;r, entonces se cumple la propiedad de anti-
simetria del modelo dinamico cartesiano.

|Corolario 5.1 Propiedad de antisimetria I
Si "t.[\ =Cx+ CZ" entonces

1.7y . .
§x’ [Mx - 2(’\] x = 0.
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Demostracién
Lopifer  asgfve  BSRER. S el
3X [.'Ux “2(-\] X = 35X [Cx+Cy —2Cy] %
= AT -Clx
_ _%.T[(,Z—_(,\]I ;
puesto que [(.‘_3.- - (.'\.] == [(3' — (.'.'\] "' entonces la matriz [(.'-'Z‘ — (.‘_\-] es

una matriz antisimétrica, por lo tanto %)‘(T [(.’{ - (.'\] x=0.

5.5 Identificacion paramétrica

El modelo dinamico de un robot manipulador contiene en su estructura
matematica pardmetros tales como centros de gravedad. masas. momen-
tos de inercia v coeficientes de friccién. Estos pardmetros generalmente
son desconocidos; este es el caso de la mayoria de los robots comerciales
donde el fabricante no proporciona sus valores nominales. Si bien existen
herramientas de la teorfa de control como esquemas adaptables v contro-
ladores robustos que permiten tolerar errores en los pardmetros dindmi-
cos. el conocimiento de éstos es crucial para la mayoria de los esquemas

basados en el modelo dindmico del robot manipulador.

El problema de identificacién paramétrica ha conducido a derivar varios
esquemas de identificacion que se han convertido en una herramienta
atractiva para determinar los parametros dindmicos de robots manipu-
ladores, sobre todo cuando existe dificultad para medirlos directamente.
Sin embargo, la naturaleza no lineal del modelo dindmico de robots ma-

nipuladores hace que la tarea de identificacidn paramétrica no sea trivial.

Es de particular relevancia para los esquemas de identificacién paramétri-
ca y de control adaptable expresar el modelo dinamico no lineal del robot
manipulador como el producto de una matriz de regresién compuesta de

funciones no lineales (dependientes de la posicién, veloeidad y aceleracidn
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292 Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

articular) y un vector de pardmetros constantes dependiente de masas.
momentos de inercias. distancias a centros de masa y coeficientes de fric-

cidn.

Los esquemas de identificacién que se describirdn en esta seccidén son
sistemas de identificacion que pertenecen a la filosoffa de identificacién
hibrida. es decir ¢l modelo de regresién es formulado en tiempo continuo
mientras que la identificacion se realiza a través de un estimador recursivo
llamado minimos cuadrados. el cual se ntiliza ampliamente en la literatura
debido a su sencillez y a su propiedad de reewrsividad, atributo que lo hace

atractivo para su implementacion.

Los primeros trabajos sobre identificacién paramétrica de robots mani-
puladores explotando esa propiedad. requerian medir la aceleracién arti-
cular dentro del modelo de regresion. Esto condujo al modelo de regre-
si6n dindmico, también conocido como modelo de regresion diferencial.
El primer esquema de identificacion que relaja la medicion de la acelera-
cién articular fue propuesto por [Hsu et al., 1987] al introducir el modelo
dinamico filtrado. Desde entonees se han sugerido diversos esquemas de

identificacién en la literatura.

Los esquemas de identificacién basados en el modelo dindmico filtrado.
energia v potencia filtrada no dependen de la aceleracion articular. Sin
embargo. el modelo de la energfa involucra una integral que causa proble-
mas en frecuencia cero. El modelo de potencia filtrada supera este incon-
veniente ya que contiene un filtro de primer orden estable estrictamente
propio con ganancia unitaria en frecuencia cero. lo que evita problemas
potenciales propios de la ganancia infinita del integrador en frecuencias

cercallas a cero,

Otra caracterfstica en comin entre estos esquemas, es que siempre es
posible agrupar de manera conveniente los pardmetros de los modelos
dindmico filtrado, energia y potencia filtrada, de tal forma que se obten-

ga el mismo vector de parametros para ambos esquemas. Sin embargo.
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la principal ventaja que presentan los modelos de la energfa y potencia
filtrada sobre el modelo dindmico filtrado es que el primero contiene un
error de prediccién escalar, mientras que el dindmico filtrado conduce a

un error de prediceion vectorial.

!_I 5.5.1 Minimos cuadrados

Como predambulo a la descripeion de los esquemas de regresion lineal para
resolver el problema de identificacién paramétrica en robdtica, primero
se discutira el algoritmo de minimos cuadrados recursivo. Esta técnica es
particularmente simple si el modelo tiene la propiedad de linealidad en los
parametros del modelo. El método de minimos cuadrados es un esquema
estandar que aproxima la solucidn de sistemas sobre determinados, por
ejemplo cuando hay mas variables incdgnitas que ecuaciones. Minimos
cuadrados minimiza la suma de cuadrados de los errores: un error es la
diferencia entre un valor observado y el valor proporcionado por el modelo

matemitico (robot).

El método de minimos cuadrados fue deserito por Carl Friedrich Gauss
en 1794, y el objetivo del problema de minimos cuadrados consiste en
encontrar los pardmetros del modelo que deseribe la planta fisica (por
ejemplo un robot manipulador) a través de un simple conjunto de datos
que contienen observaciones o mediciones. El método de minimos cuadra-
dos encuentra su éptimo cuando la suma de errores cuadrados aleanza el
minimo. Un error se define como la diferencia entre el valor de la va-
riable dependiente (el vector de pardmetros) ¥ el valor del modelo. Este

resultado se conoce como teorema de Gauss-Markow.,

El algoritmo recursivo de minimos cnadrados se deseribe a continuacién.

Considérese ¢l signiente modelo de regresion:
y(k) = (k)"0 (5.64)

donde y(k) € R" representa un vector de salida o respuesta del modelo.

W(k)IRP*"™ es la matriz de regresién compuesta por mediciones de fun-
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Gauss (1777-1855)

Johann [Friedrich Carl Gauss
nacid el 30 de abril de 1777 en
Brunswick. hoy Alemania. Des-
de muy joven demostrd ser uns
persona con un alte coeficiente
intelectual aprendiendo diversas
lenguas cldsicas, literatura. filosofia
v matematicas superiores. Cuando
Gauss tenfa 17 anos desarrolld las
bases de analisis del método de
minimos  cuadrados. A sus 18
ancs hizo un descubrimiento que
seria clave en el futuro de las
matemiticas encontré: la férmula
para construir el heptadecdgono o
poligono regular de 17 lados con
regla y compés. Obtuve su doctora-
do en la Universidad de Helmstedt
defendiendo su tesis en un examen
oral que fue presidido por el mejor
matemaitico germano de la época,
Johann Friedrich Pfaff. Gauss de-
mostrd que tods funeidn algebraica
racional puede descomponerse en
factores de primer o segundo grado

con coeficientes reales (ni mas ni

menocs que el sueno del gran Euler).
Murié el 23 de febrero de 1855.
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ciones conocidas y @ € IR” es el vector de pardmetros desconocidos. El
modelo (5.64) es indexado por la variable k, la cual denota el tiempo dis-
creto. se asume que el conjunto de indices T(k). ¥(k) forman un conjunto

discreto.

El vector de pardmetros desconocidos @ puede ser estimado por minimizar

la siguiente funcién de costo:

Ji8) = ;Z [w(k) — ¥(k)TO]> + %[9 —0(0)TP(0)[6 — 8(0)]
i 2
(5.65)

donde P(0) € IR"™™ es la condicién inicial de la matriz de covarianza
Pk} € IR™™, la cual es una matriz definida positiva y 8(0) representa el

valor inicial del vector estimado.

La ecuacién (5.65) representa la suma de los cuadrados de los errores
e(k) = y(k) — W(k)70. es decir, la diferencia entre la observacion actual
y(k) v el valor estimado por el modelo con vector de pardmetros 6. El
segundo término del lado derecho de la ecuacién (5.65) ha sido incluido

para tomar en cuenta las condiciones iniciales.

La funcién de costo (5.65) se puede desarrollar de la signiente forma:

=

Ju(8) = l) [w(k) — W (k)TO]T [y(k) — W(k)T 0] + %éTP-'(u)é -
o P
% [ —éT((l)P"‘(o‘Jé — 8" PH0)18(0) + éT(U)P" (0)9(0) ]
(5.66)
L : 4 Tp - I Tq
= 32 [y (k) - (¥()78) y(k) — y(k) W (k)TO] +
k=1
T AT T - l ~ 7 -1 - ~T ~1 . e
(qx {vk)o) VI (k)0 + 5[0 P71 (0)6 — 26" P (0)6(0)] +
L") o)
- é [y7 (k)y(k) — 20" L(k)y(k) + 6 ¥(K)ET(k)0] +
~ k=1
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5.5 Identificacién paramétrica 295

%[é’ P1(0)8 - 20" P~ (0)8(0) + &' (0)P(0)8(0)]
(5.67)

_ g Minimos cuadrados
Derivando la ecuacién (5.67) con respecto a € e igualando a cero se tiene
El astrénomo italiano Giuseppe Pi-

que:
1 azzi descubrié el 1 de enero de
9. (é) n 1801 el asteroide Clores y fue capaz
Uk T : A v serud - o i
— _ l—‘I’(k)'y(’\) i \I,I (L]\I’I U\‘)OJ 43 do seguir su trayectoria durante
a0 40 dias antes de gque se perdiera

b

=1
P10)8 - P '(0)8(0) =0

en el firmamento, Las observa-
ciones astrondmicas de Giuseppe
v el método de Gauss fueron uti-
lizados en analisis de regresion por
el astrénomo hiingaro Franz Xaver
- Von Zach para determinar la lo-
Por lo tanto el vector estimado de pariametros € se obtiene: iRty o ARE i d Ca VEah

pués de emerger mas alla del sol,

0 — \P 1(0) +ZZ:1 \Il(l‘)\pl‘(l.)l_l \P l(ﬂ)é{ﬂ) N ::1 \Il(’.)y(k)] No fue necesario resolver las ecua-
. ciones de movimiento planetariode
(5'00.) Kepler. Los resultados de predic-

cién de la relocalizacidn de Ceres
del astrénomo Franz Xaver fueran
La ecuacion (5.68) se conoce como algoritmo de minimos cuadrados estandar, | €Xiteses. Gauss publics el méto-
do do minimos cuadrados hasta
1809, en el volumen dos de su tra-

bajo sobre mecanica celeste. En
!—j—‘l 5.5.2 Algoritmo recursivo de minimos cuadrados D O r e D i

do y establece el esquema de mini-
mos cuadrados para analisis de re-
El proceso para obtener la ecuacién de minimos cuadrados estdndar (5.68) gresion en un sentido optimo para
se describe a continuacion: un_ sistemn. linoal donde los erro-
res tiemen una media cero, des-
correlacionados v de igual varian-
Sea: cia. El método de minimos cuadra-

dos erecid en loa campos de s as-

n
—1/3 i ~—1 2 ,T 2 £ ac tronomia, debido & la deseripeidn
P (AJ = PT(0)+ Z \IJ(I‘J‘I (L ) (5.69) exacta con gue este método expli-
k=1 2 ca el comportamiento de los cuer-
= [ p=3 (”_) + z:} ‘I’“')‘J’I Ui)] +‘p(")‘l’T(N) pos celestes. En forma indepen-

P “[’k 1) d?ente. minimos cuadrados tam-
bién fue abordado en 1805 por el
P~ ! (I\] =: = | (" — 1) 3 ‘l‘(ﬂ)‘l’lr(n) [5.7“) mateméitico francés Adrien-Marie
Legendre quien lo publico antes

Por tanto el vector de pardametros estimados obtiene la siguiente forma: que Gauss y en 1808 por al clentifi-

co norteamericano Robert Adrain
en 1805,

B(k) = P(k)[P1(0)0(0) + S}, U(k)y(k)] (5.71)
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296 Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

n-1
Nk H0)0(0) + ) " w(k)y(k)
k=1

~ v)

= P +¥(ny(n) (5.72)

v~
e

n—-1
PH0)0(0) + ) U(k)y(k)
k=1

~ —y

(k—1) = P(k-1) (5.73)

La ecuacién para el vector de pardmetros estimados (5.71) se divide en dos
componentes: los términos en la sumatoria desde & = 1 hasta n—1 mas ¢l
iiltimo término W(n)y(n}, resulta la ecnacion (5.72). Por esto el vector de
pardmetros estimados hasta n — 1 muestras es la expresién (5.73). Ahora
hien, relacionando los términos @ de las expresiones (5.72) v (5.72). se

obtiene:

(k)

Il

P(k) [P (k—1)8(k — 1)+ U(n)y(n)] (5.74
P(k)[( P~V (k)= T(n)¥(n)T )| O(k — 1) + T(n)y(n) |

donde se ha empleado la ecuacion (5.70) en la ecuacién (5.74) para resultar

(5.75).

La expresion para el vector de parametros estimados queda de la siguiente

forma:

O(k) = O(k—1)+ P(k)U(k) [y(k) — T (k)a(k —1)] (5.76)

Considérese el signiente lema de inversion de matrices:

[A+BC|? = A7'—A'B[I+CA'B]™'cA™ (5.77)
donde A = PYk) B=wk) C=v"(k)

Aplicando este resultado a la ecuacién (5.70). se tiene que:

P(k) = P(k—1)—= Pk —1)W(k)[1+¥TxPk- 100 | T(k)" Pk —1)

Ademas,
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5.5 Identificacién paramétrica 297

I

P(k)¥(k) Pk — D)W (k) — P(k— 1)U(k) [T+ BT (k)P(k — D)U(k) |7 O (k)T P(k — 1)T(k)
= P(k—1)¥(k)[L+CT(k)P(k—1)¥(k)]"" [+ LT (K)P(k — 1)¥(k) — C(k)P(k — 1)¥(k)]

= P(k—1)W(k)[I+ 97 (k)P(k—1)(k)]". (5.78)

Por lo tanto, las ecuaciones recursivas del algoritmo de minimos cuadrados

se encuentran expresada.s' Comao:

é(k) = Ok~ 1)+ Plk = 1) (k)] + ¥k - 1)"P(k = 1)0(k)]| " elk) (5.79)
P(k) = Plk—1)- Pk— )UK+ V(R PE- DWE)]IWE)TPE-1) (5.80)
e(k) = ylk)— (k) ok—1) (5.81)

Aqui P(k) € IR”*? se conoce como la matriz de covarianza y e(k) € IR"

es el el error de prediccion.

Una propiedad importante para el algoritmo (5.79)-(5.80) es la siguiente:

Amaz{P(k)}

10(k) -6l < ST Fo))

[6(D) —@: k=1 (5.82)

donde Amar{P(k)} ¥ Amin{£(0)} son los

El algoritmo de mfnimos cuadrados puede identificar cualquier modelo
matematico, no depende de la naturaleza del sistema. la tinica condicién
que debe satisfacer el sistema es que pueda ser expresado como un regresor

lineal con respecto a sus parametros. Es decir, puede identificar:

Sistemas continuos (dindmicos y pasivos).
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208 Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

Sistemas lineales.

b

Sistemas no lineales.

[~

Sistemas discretos.

b

No depende del periodo de muestreo. inclusive puede ser aperiédi-

b

CO.

& Ejemplo 5.4

Proponga modelos matemdticos de sistemas que cumplan con la condi-

cién de regresién lineal.

Solucion

Ejemplos de sistemas que si cumplen con la condicion de linealidad en los

pardmetros (regresién lineal) son los siguientes:

A2 p : [
y = a«sen(t)+ Feos(t) = [ sen(t) cos(t)] [ ;]
3 - = -
y = of +8vE=[f VA]|
. —_— o o n x
£ = asen(r)+ Gzx= [ sen(x) r-] 3
aga
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& Ejemplo 5.5

Proponga modelos matematicos de sistemas que no cumplan con la

condicién de regresion lineal.

Solucion

Ejemplos de sistemas que no cumplen con la condicion de regresion lineal

en los parametros:

y = sen(at) + JFeos(t)
y = €+ cos(fit)

sen{ o
& e SC'D(COS{jl']] Te senfn )

1+ sen(at)

Cuando ¢l sistema es escalar. el algoritmo de minimos cuadrados recursivo

adquiere la siguiente formas

y(k) =w(k)'o (5.83)

donde y(k) € R representa un vector de salida o respuesta del modelo,
W(k)IRP*™ es la matriz de regresién compuesta por mediciones de fun-

ciones conocidas v 8 € IR”.

Las ecuaciones del algoritmo de minimos cnadrados recursivo para el caso

escalar son:
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U(k) e(k)

= @k-1)+Pk-1) T 00— TPk 1Y) (5.84)
B v prn gy (R (k)T Pk —1) o
= BBl + Wk — 1)TP(k — 1)U (k) {0:80)
= ylk) =0(k)T0(k-1) (5.86)

donde P(k) € IR"*? es la matriz de covarianza y e(k) € IR es el error de

prediccidn.

& & Ejemplo

5.

6

Implementar v simular el proceso de identificacién paramétrica de

minimos cuadrados para el siguiente sistema:

donde a

y = asen(t) + beos(t)

.b € IR, la variable del tiempo se representa por £ € IR, la

respuesta del sistema es y € IR.

Solucion

El eddigo

fuente 5.6 contiene el programa del algoritmo recursivo de

mnimos cuadrados (véanse las lineas 19 a 27). El sistema a identificar

¥ = a sen(

t) + beos(t) estd implementado en el mismo programa (linea

11). La matriz de covarianza del algoritmo de minimos cuadrados estd ini-

cializada como P(0) = 1019,

El tiempo de simulacién fue de 10 segundos, con intervalos de integracién

de 2.5 mseg. La condicion inicial del vector de estimacion 6(0) = 0. La

condicidn inicial del pardmetro de estimacion puede ser diferente de cero.

va que no depende de la condicién inicial.
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Cédigo Fuente 5.6 Algoritmo de minimos cuadrados

%capbmc.m Editorial Alfaomega

%Libro: Robética. Control de Robots Manipuladores

%Capitulo 5 Dindmica de robots manipuladores

%Autor Fernando Reyes Cortés

Algoritmo de minimos cuadrados

L= R B - < B I R

oo RN KN NN N O e e e e e e e
N0 A YN ~D DA ENN=C

w
x

%

%

cle;

clear all;

close all:

Yevector columna de tiempo

t=[0:0.0025:10];

ZeParfunetro del sistema

a=10.34; b=4 85;

YeSistema a identificar

y=a"sin{l)+b*cas(t];

YeAlgoritmo de minimos cuadrados recursivo

p=2; %Orden del sistema nimero de parametros a identificar
theta e=|L:pl% %Y%vector columna de pardametros

Fi=[L:p] Y%vector columna de observaciones
theta_e(1}=0; %Condicion inicial del vector de pardnotros,
P=eye(p,p)* 10010; %Matriz de covarianza P

n=size(t);

for k=1

%Se forma el vector de observaciones

Fil(1)=sin(t(k)):

Fi2(2)=cos(t(k)};

Fi=[ Fil{1), Fi2(2) |'; %Vector de observaciones
e=y(k)-theta o™ Fi; Yerror de regresion

theta e= thetae+ (P*Fi*e)/(1+Fi1"*P*Fi}); Yivector estimado
P=P-(P*Fi*Fi'*P) /{1 +Fi"*P*Fi); %Matriz de covariancia
end

thetae %Resultado de la identificacion
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Minimos cuadrados

Minimos cuadrados es una excelente
técnica de identificacion paramétri-
ca, Su estudio y eotendimiento se
facilita a través de la presentacion
do ejemplos didacticos documenta-
dos en tados sus aspectos tedricos y

practicos.

En el sitio web del libro se en-
cuentran disponibles varios ejemplos
de identificacion de sistemas; imple-

mentados en lenguaje MatLab.
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El vector de pardmetros estimado @ estd expresado en la salida del pro-
grama como 6 = [10.34, 4.85]7.

Obsérvese que a pesar de la naturaleza del sistema continuo y = a sen(t)+
bcos(t), el algoritmo de minimos cnadrados recursivo identifica los para-
metros exactos. De hecho, la identificacion se alcanza en 25 mseg. es decir
con 10 pasos de iteracién es suficiente para identificar completamente los

parametros.

5.5.3 Modelo de regresion dinamico filtrado

La propiedad (5.87) permite expresar al modelo dindmico no lineal (5.8)
del robot manipulador como el producto de una matriz de regresién
Y{(q. q. q) compuesta de funciones no lineales dependientes de la posicién.
velocidad y aceleracién articular con el vector de pardmetros desconoci-
dos 0. Esto conduce al modelo de regresién dindmico también conocido
como modelo de regresién diferencial. El modelo de regresiéon dinamico
(5.87) requiere la aceleracion articular g para calcular los elementos de la
matriz Y{(q. q. q). Para vencer este inconveniente fue propuesto el modelo

de regresion dindmico filtrado [Hsu ef al., 1987: Slotine y Li. 1987].

Tr = Yi(q.4.9)0 (5.87)

La idea clave es filtrar de ambos lados del modelo de regresion dinamico
(5.88) por un filtro estable estrictamente propio. Sin pérdida de generali-
dad. considérese un filtro de primer orden dado por la funcién de trans-
ferencia f(s) = ;-I’\-x donde A es una constante positiva y s representa el

operador diferencial:

Ty = [f(s)T (5.88)
f(8)Y{q.9.9) (5.89)

Yi(q.q)

Debido a la introduceién de los filtros, se evita el requerimiento de la

aceleracién articular g dentro de la matriz de regresién Y¢(q. q).
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5.5 Identificacién paramétrica 303

Clon la anterior notacién y con referencia al algoritmo recursivo de mini-
mos cuadrados (5.79)-(5.80). el error de prediceién correspondiente al
modelo de regresién dindmico filtrado del robot manipulador toma la si-

guiente formas:

elk) = Tpu—Vilq.q)(k)O(k—1) . (5.90)
v \—v—’
Yk (k)T

& Ejemplo 5.7

Obtener el esquema de regresién del modelo dindmico filtrado de un

péndulo.

Solucién

El modelo dindmico del péndulo se encuentra dado por:
7 = 1§+ bg+ f. signo(q) + mgl. sen(q)
el esquema de regresion del modelo dinamico es:
/

b

mgl,

doncle[f b f( ri'zg}ic.zr son los pardmetros estimadosde [{ b f. mglc]T.

e = T—[§ ¢ signo(g) sen(q)]

respectivamente.,

El modelo dindmico filtrado se obtiene como:

AT Adi AG C A signo (g A senfe
i 257 : +b g + fe ) 4 I)l![fr._(gﬂ
s+ A s+ A s+ A At s s+ A
Ag A A signo (! A sen(q]
= Iig et +bs 9 - gnog) mg[c—(q‘)
S+ A s+ A+ s + A
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donde s = %.

Por lo tanto el esquema de regresion del modelo dindmico filtrado para

un péndulo es:

T
- AT o by Ag A sSigno(g A seniq) ] b
€ = g4\ [ X 9%F A+s S=A f
8 A

mal,.

5.5.4 Regresion lineal del modelo de energia

Un enfoque particularmente atractivo para el diseno de esquemas de iden-
tificacién paramétrica de robots manipuladores se basa en el modelo de
energia aplicada al robot manipulador, el cual puede ser descrito como
un modelo de regresion lineal en términos de los pardmetros dindmicos.

Este esquema también se conoce en la literatura como modelo integral.

La energia total del robot manipulador esta dada por la suma de la ener-
gla cinética K(q. q). la energfa potencial i{(q) mds la energfa disipativa
fia.f,):
&r(q.q) = H(q.4)+ fla.1.) (5.91)
Hig.q) = Kiq.q9)+U(q). (5.92)

donde H(q. q) se denomina el hamiltoniano.

La energia cinética y potencial puede ser escrita como una funcién lineal

de los pardametros dindmicos:

) -
K(g.q) = 54" M(a)q = ox(q.9)" bx (5.93)
Ug) = dyla) bu (5.94)

donde ¢y v dy; son vectores de orden p; x 1y pa x 1. los cuales dependen
de posiciones v velocidades articulares, respectivamente; 8y v @ son
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vectores de orden py x 1 y po x 1, respectivamente. los cuales contienen los
pardmetros dindmicos del robot manipulador tales como masas, eentros

de masas v momentos de inercia,

La energfa disipativa puede descomponerse como:

o
o
o
S

fa.f) = op(a.1.)'0; (5.

Por lo tanto la energia total (5.91) del robot manipulador puede expre-
sarse como un regresor lineal en términos de los parametros dinamicos

del hamiltoniano H(q. q) y la friccién f((q. f,):

Hiq.q) = dyla-4)" 0x (5.96)

donde
drla.@)" = [dxle.- @) dula)'] (5.97)
on = [0 04" (5.98)

La parametrizacion lineal de la energia total conduce a la bien cono-
cida propiedad de linealidad del modelo dindmico en términos de los
pardmetros dindmicos del robot manipulador, para demostrar esta afir-
macién usando las ecuaciones (5.93) v (5.94) ¥ tomando en cuenta que
el lagrangiano del robot manipulador £iq. g) puede ser expresado de la

siguiente forma:

L£iq.q) = oelq.q) 0x
o.(q.9)" Oc(q.9)" — dulg)].

Las siguientes propiedades se satisfacen:

L Odplg.q) d [aL d Odolq,q)
’7'.—='——.——.-—9H' = == = | 9'}{
iq g dt | dq di q
.) > 4) g -
oL _ 09:(9.9),
dq dq
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El modelo de regresion de la energia se basa en el principio de la con-
servacién de la energia. el cual establece que ¢l trabajo efectuado por la
fuerzas aplicadas a un sistema es igual al cambio de energia total del

sistema:

-

[ oy = Haw.alh) - Ha©).a0)+

/

P energia almacenada (t
energia aplicada (t) = (t)

/0 a(e)" f(q(a))da

~

energia tl‘irsipzula (t)
(5.99)

Sin pérdida de generalidad. supdéngase que la energfa hamiltoniana en el

instante cero es nula. es decir H(g(0). ¢(0)) = 0. Empleando el principio

de conservacion de la energia v la propiedad de linealidad en los para-

metros de la energia total del robot. el modelo de regresion de la energia

estd dado por:

t o . t a
[ o) riayio = [onta.aw) [ q(a]'«')f(«;(a))da] 0.

(5.100)

El modelo de regresion (5.100) es lineal en los pardmetros dindmicos y en
los coeficientes de friccién viscosa y de Coulomb. El regresor depende de

la posicién g y velocidad . por lo que no requiere la aceleracion q.

El error de prediccién del modelo de regresién de la energfa de acuerdo

con ¢l algoritmo de minimos cuadrados (5.84)-(5.85) se define como:

kh - L kh o 3
e(k) = /U qlo) r(o)do— |dnla.a) (k) A a(rr)‘w(o(n)}dn] B(k—-1)

y(k) W(k)?
(5.101)

donde h indica el periodo de muestreo.

Es importante resaltar que el error de prediccién (5.101) es una funcién es-
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calar mientras que el error de prediccidn del modelo de regresion dindmico

filtrado (5.90) es una funcién vectorial.

& Ejemplo 5.8

Obtener el modelo de regresién de la energia para un péndulo.

Solucién

La energfa cinética v potencial de un péndulo se encuentra dada por:

Li:c
Hiq.q) = slq'“ +mgl.[1 —cos(q) ]

[L.a energia total del péndulo esta dada por la signiente expresion:

! . . X !
/ grdt = =I§*+mgl.[1 —cos(q)]+b / Gdt + f. / |g|dt.
JU 2 JU Ju

Por tanto, el modelo de gresion lineal de la energia se encuentra por:

!
T / qrdt — [-}-q"’ [1—cos(q)] IL; G dt f(; |Gledt |
JO

I

c

m fﬂ..,-_

! I 5.56.5 Modelo de regresiéon de la potencia filtrada

La potencia aplicada (5.27) puede expresarse como un regresor lineal de

un vector de pardmetros y un vector de observaciones:

. d o
g'r = |=onle.q)" 4"o=(a)| 0
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El modelo de la potencia aplicada (5.102) presenta la desventaja de re-
querir la aceleracién articular en el vector de regresion. Este inconveniente
puede ser resuelto al filtrar ambos lados del modelo de regresién aplicada
mediante un filtro estable estrictamente propio. Sin pérdida de generali-
dad. considérese una vez mas el filtro de primer orden cuya funcion de

transferencia estd dada por f(s) = A/(s+ A) donde A > 0.

Al aplicar el filtro a ambos lados de (5.102) se obtiene el siguiente modelo,
el cual se ha denotado como el modelo de regresién de la potencia filtrada:

7’

s+ A

2 TP As oL X42G63 o, Z
¢ (7(t) = | T oulalt) alt)” —=4 ¢x(g)| 6. (5.103)

El modelo (5.103) conserva las mismas ventajas que el modelo de regresién
de la energia (5.100). es decir, es lineal en los parametros dindamicos y
coeficientes de friccién viscosa y de Cloulomb, depende de la posicién q vy

velocidad ¢ ¥ no requiere la medicion de la aceleracién articular q.

El lado izquierdo del modelo (5.103) es precisamente el filtrado de la

potencia aplicada ¢¥'r.

El error de prediceion del modelo de regresién de la potencia filtrada es
una funcién escalar que se define en forma natural como:

As
s+ A

ek) = — (@ 7)(k) - ¢nla. @) (k) —=4' ox(@)(k)| O(k-1).

~ S

yik) q,(‘);} T
(5.104)

La obtencién del modelo dindmico para robots de 1 o 2 gdl no es compleja.
pero a medida que aumentan los gdl el procedimiento se hace mucho mas

complicado.

El modelo dindmico de robots manipuladores es una de las actividades
mas complejas de la robdtica, por lo que a continuacion se presentan una
serie de ejemplos resueltos con la finalidad de que el lector se familiarice

con el procedimiento.
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% Ejemplo 5.9

Obtener el esquema de regresién del modelo de la potencia filirada

para un péndulo robot.

Solucion

El modelo de la potencia de un péndulo es:
rq = 14§+ mgl. sen(q)g + bg* + folgl

El modelo de la potencia filtra se determina por:

ATq = g Aqi " mgb/\ sen(q)q v A L Alq|
s+ A s+ A s+ A s+ A s+ A
L= Nt A senfg)q Ag? Alg|
= =Is R l. =+ + fe
G s T W L
El modelo de regresion de la potencia filtrada para un péndulo es:
i
e = 24 (1@ asen@i @ gl | b
! s+A ! 29 s+A s+A s=A  s+A ! fc
mg'ic

h&hd Ejemplo 5.10

Obtener el modelo de regresién dindmico filtrado de un robot planar

de 2 gdl.

Solucion

El procedimiento consiste en seleccionar un adecunado conjunto de para-

metros a identificar; para el caso particular del robot de 2 gdl se trata
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de la matriz de inercia. la matriz de fuerzas centripetas y de Coriolis, el

vector de pares gravitacionales v el vector pares de friccion:

donde

Miq)

C'(q.9)

9(q)

f(4q)

[0 + 205 cos(q2) 3 + 02 cos(qa)

| 03 + 05 cos(ga) 04

[ —26, sen(gs) go  —bf sen(gy) ¢
2 sen(qz) G 0

[ 04 sen{q1) + 05 sen(gr + q2)

I s sen(qy + q2)
[ Bgdr + O3 sgn(qr)

L 87 Go + By sgn(ga)

ml% +mald + mal, + 1) + I,

lymaleo.,

mal% + I,
gllaamy +maly).
gmal.o.

by.

ba,

S,

fea.

El vector de pardmetros del robot manipulador incluye los parametros de

la energfa total estd dado por: 8 = [0,
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0

)

0L17 donde:

= [0 02 03 0y 05]",
= [0 0 05 6],

- [6f LT
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Los componentes del vector de pardmetros 8 = [ ---8|" dependen de
una cormbinacién de los pardmetros fisicos de los eslabones como masas.
centros de masas. momentos de inercia y coeficientes de friccidn, los cuales
se consideran invariantes en el tiempo. El orden de la matriz de regresion
Pes11 x11.

La segunda fase del procedimiento consiste en elegir una adecuada trayec-
toria de entrada al robot manipulador que permita obtener cierto grado
de excitacién en la matriz de regresion debido a que la calidad de esti-
macién del vector de pardmetros depende de los niveles de excitacién del
regresor, por ejemplo el algoritmo de minimos cuadrados recursivo usual-
mente requiere satisfacer ciertas condiciones de exzcitacidn persistente. Sin
embargo, la seleccion de la trayectoria no es una tarea trivial. debido a
que la matriz de regresion estd compuesta por una combinacién no lineal
de las variables dindmicas del robot tal como sen{g2)¢{. cos(gz)g:. Para el
diserio de la trayectoria de excitacion persistente se recomienda funciones
senoidales que incluyen superposicion de cuatro diferentes frecuencias.

como la ecuacién (5.44).

El error de prediccidn para el modelo de regresién dindmico filtrado
estd dado por la ecnacién (5.90): en su adaptacién al algoritmo de minimos
cuadrados recursivos definido por las ecuaciones (5.79)-(5.80) adquiere la

siguiente formas

e(k) = 7r(k)—Yr(g.@)(k)O(k—1) (5.105)
S - "~ — - e——
Yk) PT(E)

donde el vector de pardmetros v la matriz de regresién estan dados como:

br(k—1)
Ok—1) = : (5.106)

fa(k—1)

Yi(a.q) =
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254 25cos(ga ) (20 + o) 254 =ysen(qy)
As .
54 COS(qQ)ql + < . .
0 X : =5l +d2) 0

osen(g2)(d1 + @)

ﬁ;swu(ql—#(p) S—_’:qu 0 H_L/\syn.{ch) 0

Sosen(q +g2) 2xie 0 Sssen(ds) 0

La matriz de regresién Y;(q. q) contiene una serie de filtros para evitar
medir la aceleracién articular del robot manipunlador. La representacién
de estados de los filtros f(s) = }\% que corresponden a los elementos del
regresor Yy(q.q) donde interviene la aceleracién articular estd dada por

las siguientes ecuaciones:
2(t) = =Ax(t)+ Au(t) (5.107)
y(t) = =Azx{t) + Au(t) (5.108)

donde r es el estado del filtro, y es la salida del filtro, u es la entrada a

filtrar y { representa la evolucién en el tiempao.

. wntaman ¢ e : ) e,
La representacién de estados para los filtros f(s) = x5z que correspon-
den a los elementos del regresor donde interviene la velocidad articular

esta dada por las siguientes ecuaciones;

&(t)

u(f)

—Az(t) + Au(t) (5.109)
a(t) . (5.110)

I

Debido a que la trayectoria de entrada, las posiciones v velocidades ar-

ticulares adquieren valores constantes entre cada k ésimo instante de

muestreo, los filtros continuos f(s) = *’r\ < v f(s) = 2% pueden ser ex-

presados en transformada Z (nsando un retenedor de orden cero) comao

—e—hAy—1 J— .
flr1)= (:—n]—”,— y f(z71) = %,:L'\r respectivamente,

——
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La representacién de estado en forma discreta de los filtros f(z7!) =
LEW 1

'—:;——,‘-\—l-—,— estd dada de la signiente manera:
(k) = e Mek-1)+[1-e"u(k-1) (5.111)
y(k) = =z(k). (5.112)

donde r representa el estado del filtro. y es la salida del filiro. u es la

entrada a filtrar y % denota la evolucién en el tiempo discreto.

Para el caso de los filtros f(z7!) = Ln—'-\r la representacion de estados

l—e— M s

en forma disereta adquiere la siguiente forma:
(k) = eMek—1)+[1—e M u(k-1) (5.113)
y(k) = —Ax(k)+ Au(k) . (5.114)
La representacién de estados de los filtros continunos en forma discreta

permite realizar su implementacién de manera directa.
=jla)

& & Ejemplo 5.11

Obtener el modelo de regresién de energia de un robot de 2 gdl.

Solucion

El error de prediceidn para el modelo de regresion de la energia estd dado
I I g 4

por la ecuacion (5.101): en su adaptacion al algoritmo de minimos cuadra-

dos recursivos definido por las ecnaciones (5.79)-(5.81) toma la siguiente

forma:

ke kit O3k — 1)
) oy \ AT st e WT' HAR ™ &,
e(k) = q(o)' r(o)do — |Pg(q.q)" (k) dr(g(o)do| | 5
J0 o o Jo | O:(k—1)
mvk') \l'ﬁk]
donde ¢l vector de regresion esta dado por:
Nl K.h o
[mcq.q)’ ) ¢.;(c'unn'da] -
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(34 cos(@)in(d +d2) da(dr +1d2) 1—cos{m) 1—cos(q +aa)
_[;j(}f(!f fufr].'f:llf fur Gy et fL; |r]-3§¢1{].

El algoritmo de minimos cuadrados necesita la informacién del vector de
regresion v de la energfa aplicada al robot manipulador para estimar en

forma recursiva el vector de par metros 8.

El modelo de regresidn de la energla total del robot presenta la ventaja
de no requerir la aceleracién articular, ademds el regresor es un vector v

no una matriz como es el caso del modelo de regresion dindmico filtrado.

& & Ejemplo 5.12

Obtener el modelo de regresion de la potencia filtrada de un robot de

2 pgdl.

Solucion

El error de prediccion del modelo de regresion de la potencia filtrada
estd dado por la ecuacion (5.104); en su adaptacion al algoritmo de mini-

mos cuadrados recursivo dado por las ecuaciones (5.84)-(5.85) toma la

siguiente forma:

. X o v Dol o ogves K s Tln(e—1)
e(k) = Zan (@' T)(k) - [Ts\ oc(g.q) (k) m¢f(0)l(k) [é;([,- l)]
2L S O L 5 | LOx(k—
yik) W (k)

donde el regresor esta dado coma:

As

orlq. )" (k) —c,b-,r{q)‘ (k)] -

s+ A
A J

[:i‘- %w.«((f_,)q,(r}. -+ qz2) ﬁ‘x(]g{(}l 4 g_ﬂ S_\_—"\'l — cos(qy)

s+ A

5l —cos(qi + @) Fxdf - FxB- Fxlal =l -
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El algoritmo de minimos enadrados emplea la informacién del vector de
regresion filtrado v de la potencia filtrada aplicada al robot manipulador

para estimar en forma recursiva el vector de pardmetros @.

5.6 Robot experimental de 3 gdl

Clomo contribueién practica al drea de la robética. esta seceidn incorpora
la descripcidén de una plataforma experimental cientifica disenada de ma-
nera ex-profesa para realizar investigacion y al mismo tiempo jugar el rol
de una herramienta indispensable de docencia para robética, mecatrénica
v en general cualquier drea de la ingenierfa. La plataforma experimental
denominada Rotradi consiste en un robot de transmisién directa de
3 gdl que se mueve en su espacio tridimensional equipado con tarjetas

electronicas y programas para realizar aplicaciones de antomatizacion.

Esta plataforma cientifica con las caracteristicas de Rotradi puede com-
petir en desempeno v versatilidad con las mejores marcas mundiales de
robdtica. Sin embargo. principalmente se caracteriza por tener arqui-
tectura abierta, esto significa que puede evaluar experimentalmente
cualquier estrategia de control. En contraste. los robots industriales
tienen arquitectura cerrada, no permiten programar nuevos esquemas
de control ¥ gquedan confinados a lo que permita realizar su sistema ope-
rativo. Regularmente, un robot comercial no satisface todos los reque-
rimientos de una institucién de educacién superior, por lo que en poco

tiempo resulta una mala inversion y se convierte en una pieza decorativa,

La puesta en marcha de una plataforma experimental cientifica coadyu-
va al desarrollo de tecnologia nacional, mejora la eficiencia terminal de
los programas de ingenieria v posgrado, genera desarrollo de tesis a nivel
licenciatura y posgrado, v consolida los conocimientos aplicados a proble-
mas reales. Ademas. sin duda alguna, el principal valor agregado consiste
en fortalecer la formacion profesional de recursos humanos, ya que ca-

pacita para innovar. desarrollar, adecuar conocimientos v tecnologia en
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beneficio de la sociedad.

Los robots manipuladores como objetos de estudio en control automitico
ofrecen un amplio espectro para la formulacion de problemas de cardcter
tedrico y practico: esto se debe a la naturaleza no lineal, acoplada y multi-
variable de su comportamiento dindmico. No obstante que la temdtica de
su control ha atraido la atencién de investigadores y tecnélogos, hoy en dia
subsisten problemas abiertos de control de naturaleza tedrica, asi como
el mejoramiento potencial de problemas de origen practico. Sin embargo.
a pesar de esto en la actualidad la gran mayoria de universidades y cen-
tros de investigacidn carecen de infraestructura adecuada en materia de
robdtica; de ahf que los trabajos de tesis, reportes téenicos v publicaciones
cientificas presentan resultados solo de simulacion y muy pocos incluyen

evaluacién experimental.

Dentro de los objetivos principales de la presente obra se encuentra
superar los inconvenientes de infraestructura de robética mediante
la propuesta a la comunidad hispana de un robot experimental
3 gdl disenado en forma er profeso para realizar investigacion
sobre algoritmos de control para robots manipuladores, as{ como
constituir una poderosa herramienta pedagdgica en docencia. De
esta forma, se pretende contribuir con el desarrollo de tecnologia

nacional.

Las simulaciones son importantes durante las primeras etapas del diseno
de algoritmos de control. Sin embargo, los estudios de simulacién gene-
ralmente son incompletos debido a que desprecian aspectos pricticos. Tal
es el caso en simulaciones de sistemas de control donde la dindmica del
robot no contempla el fenémeno de friccidn (viscosa. Conlomb, estatica).
ni las limitaciones en los actuadores del robot. y usnalmente se desprecia
el ruido en los sensores de ahi que los resultados de simulacién sean de
valor limitado. Por otro lado. la validacion experimental de algoritmos de

control asegura su éxito potencial en el mundo real de las aplicaciones.
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De esta forma, el desarrollo de un sistema experimental es un paso esen-
cial hacia la validacién de algoritmos de control nuevos v existentes. En
este contexto es 1til distinguir entre resultados de simulacién v resultados
obtenidos por experimentacion. Obviamente los primeros son mucho mas

faciles de obtener que los segundos.

Desde un punto de vista prdctico, la implementacién en tiempo real de
controladores para robots manipuladores puede ser una aventura, que
generalmente se convierte en una actividad que consume tiempo si no
se dispone de una plataforma experimental con un ambiente de progra-
macion que genere al usuario una interfase amigable y proporcione las
herramientas necesarias para el desarrollo y estudio de algoritmos de con-
trol. De esta forma, la interfase usuario-robot es un ingrediente impor-
tante de todo sistema experimental, que permite tomar control sobre la
configuracién experimental, ejecucién del algoritmo. despliegue v registro

de datos.

Es importante resaltar que una plataforma experimental disenada en for-
ma ad doc para realizar investigacion cientifica, experimentacion y eva-
Inacién de algoritmos de control de robots manipuladores. fortalece la
infraestructura en materia de laboratorios de calidad de las carreras de
ingenieria mecatrénica, robética, sistemas, automatizacién. control. elec-
tronica, eléetrica, mecdnica, informatica ¥y computacion. Asimismo, im-

pacta de manera significativa en:

.‘ Productividad cientifica y tecnoldgica de cuerpos académicos o

planta académica de carrera.
Coadyuva a incrementar las tesis de licenciatura y posgrado.

En el aspecto cientifico se puede decir que es una minita de pa-
pers, es decir de publicaciones cientificas en revistas indexadas,

arbitradas y congresos de calidad,
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- Constituye la infraestructura adecuada que soporta los planes de
estudios de las carreras de ingenierfa y programas de posgrado.

* Facilidad para desarrollar aplicaciones con impacto y mejorar
la vinculacién con diferentes sectores de la sociedad: asistente
de fisioterapia, personas con capacidad diferenciada, automati-
zaci6n de procesos industriales, prototipos cientfficos vy educativos.

etcétera.

En la figura 5.7 se muestra el robot experimental de transmision directa
(Rotradi) con 3 grados de libertad moviéndose en el espacio tridimen-

sional.

Figura 5.7 Rotradi robot experimental de transmisién directa de 3 gdl.

El robot manipulador Rotradi consta de tres eslabones rigidos fabrica-
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dos de aluminio 6061, unidos mediante articulaciones del tipo rotacional
con servomotores de transmision directa. Los motores utilizados para for-
mar las articulaciones de la base, hombro ¥ el codo respectivamente, son
los modelos DM1050A, DM1200-A v DM1015-B de la comparniia Parker
Compumotor. El espacio de trabajo del robot manipulador es un circulo
de 0.9 metros de radio, tiene un peso aproximado de 120 kg v el extremo

final del robot puede alcanzar velocidades lineales de 3000 mm/seg.

Los servo amplificadores electrénicos de los motores operan en modo "par’.
aceptando un voltaje analégico como referencia de la senal de par. De
esta forma los motores actian como una fuente ideal de par, En esta
configuracidn, el servomotor de la base DMI050A proporciona 50 Nm,
el servomotor DM1200-A que forma el hombro es capaz de proporcionar
200 Nm como par de salida alrededor de su eje de giro. mientras que
el servomotor del codo DMI1015-B entrega un maximo de 15 Nm. La
capacidad del servomotor del codo debe tener una proporcion del 10%
con respecto a la articulacion del hombro, lo cnal se debe a consideraciones

dindmicas. de anatomia y fisiologia del brazo humano.

La electronica se basa en arquitectura FPGA’'s para leer los pulsos de los
encoders incrementales, 3 convertidores D/A de 12 bits, puertos 1/0. 3
timers programables para programar el periodo de muestreo de 2.5 mseg.
La informacidn de la posicion articular del robot manipulador se obtiene
a través de encoders incrementales localizados dentro de los servomotores.,
los cuales tienen una resolucién de 4096000 pulsos por cada 360 grados. La
informacién de la velocidad articular es obtenida mediante un algoritmo
estandar de diferenciacion numérica de la posicion articular (algoritmo
de Euler). Los encoders del robot son sensores de posieién para medir los
desplazamientos articulares q;, g2 ¥ g3 de cada eslabén, v los servomotores

para manejar cada articulacién a través de los pares aplicados 71, 72 v 73.

Un gran obstdculo en la programacién de manipuladores es la falta de co-
municacién eficaz y apropiada entre el usuario y el robot. Un planteamien-

to general para resolver este problema es la utilizacion de programacion

Rotradi

El robot manipulador Rotradi fue
diseiiado y construido el 25 de
enoro de 1998 v ha sido Ja in-
fraestructura académica clave para
lograr acreditaciones de CACEIL,
CIEES y CONACYT de los pro-
gramas de ingenieria ¥ posgrado de
Ia Facultad de Ciencias de la Elee-
trénica de la Benemérita Universi-
dad Autdénoma de Puebla.

Una caracteristica de Rotradi es
que puede ser guiada con s
mano, joystick o ratdn, ete., es de-
cir para personas que no tienen
conocimientos de robotica pueden
guiar al robot moviendo el extremo
final con la mane, de esta for-
ma instruyen al robot de todos
los movientos que tiene que reali-
zar, el programa del robot graba
en un archiva posiciones v veloei-
dades, posteriormente en modo an-

tomatico las reproduce.

Hasta la fecha se han construi-
do 6 robots de transmisién diree-
ta de 3 gdl v constituyen el so-
porte de laboratorios e infraestruc-

tura acadomica en robotica de la

region de Puebla,
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en lenguaje C, lo que le da mayor potencial y versatilidad. Es un am-
biente de programacién que genera una interfase amigable al usuario. que
despliega la informacién de posiciones ¥ velocidades articulares en tiempo
real con las herramientas necesarias para la implementacion de algoritmos

de control.

La figura 5.8 muestra el diagrama esquematico de la articulacién del codo
del robot Rotradi. El disenio de esta articulacion fue una consecuencia del
modelo dindmico. especificamente se proyecta el centro de masa lo mas
cercano al eje de giro. Para lograr esto es necesario insertarle a la barra un
contrapeso que se encuentra localizado en su parte izquierda; el momento
de inercia de la barra debe estar balanceado con los momentos de inercia
del rotor del codo y con la articulacion del hombro. Por eso adquiere esa

forma geométrica. as{ como su grosor v peso de la barra.
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Figura 5.8 Eslabén de la articulacion del codo de Rotradi.

Con la finalidad de beneficiarse del sistema mecdnico y del equipo de

computo. un ambiente interactivo debe ofrecer al usnario operacion facil
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sobre la implementacién y validacion experimental de algoritmos de con-
trol sobre el robot manipulador. Ha sido desarrollado como un ambiente
de programacion orientado a la implementacién de una clase general de
algoritmos de control, el cual genera una interfase amigable al usuario
para la validacidn experimental de controladores de movimiento para el

robot experimental.

El ambiente de programacion controla todos los aspectos de la ejecu-
cién experimental. Esto incluye inicializacion. graficacién. despliegue y
registro de datos, cambios de pardmetros en linea, asf{ como el retorno
o case del robot (home position), el cual conduce al robot manipulador
a su posicion de inicio a través de un controlador tangente hiperbélico
con compensacion de gravedad. El retorno a casa es realizado cuando el
usuario quiere suspender su experimento, yva sea para finalizar la sesién

experimental o para repetirlo una vez mds.

La fase de compilacién y transferencia del algoritmo del usuario es rea-
lizada a través de comandos internos del medio ambiente. En esta fase
es enlazado en forma automidtica un programa monitor, que incluye las
funciones necesarias para la ejecucién correcta del algoritmo de control

sobre la tarjeta FPGA.

En la etapa de ejecucion, el algoritmo de control en cada periodo de
muestreo de 2.5 mseg emplea las posiciones v velocidades articulares, v
con esa informacién genera las acciones de control aplicadas a cada ar-
ticulacion. Asimismo, exhibe, grafica v graba en tiempo real las variables
de interés previamente seleccionadas por el usuario. La forma en que el
medio ambiente obtiene la informacién de cada variable es mediante el
acceso directo a la localidad de memoria de la variable en cuestién sin

interrumpir la ejecucién del algoritmo de control.

Cabe mencionar que el ambiente de programacién incluye proteccién du-
rante la realizacién del experimento. Los factores de seguridad que se han

considerado son los limites en las velocidades v los pares de cada motor.
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Adicionalmente incluye un paro de emergencia. para que en caso de fa-
llo del algoritmo de control. entre la tarjeta FPGA en estado de espera.

suspendiendo cualquier operacion,

5.7 Resumen

El modelo dindmico de un robot manipulador de n gdl en coordenadas
generalizadas o articulares representa los fenémenos propios de su natu-
raleza dindmica no lineal. multivaribale y fuertemente acoplada. Contiene
nna serie de propiedades matemdticas que facilitan el andlisis, disefio y
desarrollo de estrategias de control. Asimismo, se ha presentado la conver-
sién del modelo dindmico de coordenadas articulares al espacio cartesiano.
teniendo un mapeo no lineal. y sus propiedades matematicas adquieren
caracteristicas locales. debido a la exigencia en la matriz del jacobiano
que debe tener rango completo. De manera natural, resulta la ecuacién
fundamental del control jacobiano transpuesto para espacio cartesiano.
introducida por Suguru Arimoto en 1981: 7 = J¥(q) f,. Esta ecuacion es
la base del control cartesiano como: control de fuerza. impedancia. control
de robots mediante informacion visual (visual servoing). teleoperacion.

etectera,

A pesar de que la estructura matemditica del modelo dindmico de un
robot manipulador de n gdl estd perfectamente estudiada. para finali-
dades practicas en diversas aplicaciones resulta fundamental conocer va-
rios aspectos del robot, entre ellos el valor numérico de cada uno de los
pardmetros de los eslabones del robot, tales como: masa, centros de masa.
momentos de inercia y coeficientes de friccién. Para este propésito se ha
presentado el algoritimo de minimos cuadrados recursivo. que hoy en dia
representa uno de los algoritmos de estimacion mas confiables, y por lo
tanto mas usado por sus caracterfsticas de convergencia y facil imple-
mentacién. Existe un total de 5 esquemas de regresién para identificar
los parametros del robot: modelo dindmico, dindmico filtrado. energia.

potencia y potencia filtrada. Los dos primeros establecen un regresor vec-

Rosorica. ConTrOL DE RoBOTS MANIPULADORES - FERNANDD REYES CORTES

Reyes Cortés, Fernando. Robética: control de robots manipuladores.

: Alfaomega Grupo Editor, . p 355
http://site.ebrary.com/id/10741037?ppg=355
Copyright © Alfaomega Grupo Editor. . All rights reserved.

May not be reproduced in any form without permission from the publisher,

except fair uses permitted under U.S. or applicable copyright law.



5.8 Referencias selectas

323

torial, mientras que los 3 1ltimos resultan atractivos por su caracterfstica

de regresion escalar.

Finalmente. se presenta una plataforma experimental cientifica diseniada
en forma ad doc para realizar investigacién, experimentacion y fungir
como una herramienta imprescindible para docencia, y al mismo tiem-
po convertirse en la infraestructura cientifica de calidad para soportar
los programas de ingenieria y posgrado, asi como formacion de recursos
humanos.

5.8 Referencias selectas

Con la finalidad de complementar la informacion presentada en las dife-

rentes secciones de este capftulo. se recomiendan las siguientes referencias:

! -‘I 5.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange

Para la teorfa y fundamentos de la mecdnica de Euler-Lagrange ver:

\
Dare A. Wells. *Lagrangian dynamics”. Schaum's outlines. 1967,

Leonard Meirovitch.  “Methods of analytical dynamics”. Me-
GrawHill. 1970.

A. P. French. *“Mecdnica newtontana”. Editorial Reverté. S. A.
1978,

L

Wolfram Stadler. “Analytical robotics and mechatronics”. Mc-

Graw Hill International Editions. 1995,

L

Donald T. Greenwood. *Classical dynamics”. Dover Publications
Inc. 1997
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