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2.4.6 Glosario para encoders

A continuacion se explican los términos y conceptos importantes direc-
tamente relacionados con el uso de encoders. Los nombres técnicos de
los conceptos se dan en castellano v entre paréntesis su equivalente en
inglés. Es pertinente destacar que no todos los nombres técnicos tienen

traduccién. como es el caso de la palabra encoder.

Resolucién ( Resolution): es la capacidad de un encoder para di-
vidir una rotacién (360 grados) entre n. Para los encoders incre-
mentales la resolucién esta en funcion del miimero de pulsos pro-
ducidos por una rotacién, por ejemplo para los encoders de los mo-
tores de transmisién directa (direct drive) el niimero de pulsos por
revolucién completa es de 4,096.000. Por lo tanto. la resolucién es
T = 0.0000878906 grados. En los encoders absolutos, la reso-
lucion esta determinada por el niimero de digitos binarios junto con
el niimero de division; por ejemplo, para 8 digitos binarios es divi-
dido entre 256. La resolucién es la minima medida que un encoder

puede detectar o discernir.

Msixima frecuencia de respuesta ( Maximum response fre-
' quency): es la maxima frecuencia en la cual los encoders pueden res-
ponder eléctricamente. En el caso de encoders incrementales estd ex-

presado por el mimero de pulsos de salida por segundo.

Madxima frecuencia rotacional permisible ( Mazimum allow-
able rotational frequenecy): es la mdxima frecuencia rotacional

que mecanicamente es permitida por el encoder.

Salida de la fase A (Phase A output): en los encoders incremen-
tales, la diferencia de fase ideal entre la fase de salida para el canal
A v la fase de salida para el canal B es de 90 grados + 0 grados.
Sin embargo. un estindar prictico es con una diferencia de fase de
90 grados + 45 grados.
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Salida de la fase 7 (Phase Z oulpul): la fase Z también se
conoce como indice y su respuesta es un pulso por revolucién o por
cada 360° para indicar el origen. Se usa en los encoders incremen-

tales.

Par de inicio (Starting torque): es el torque generado en el inicio

de la rotacién.
LED (light-emitting diode): diodo emisor de luz.

Exactitud: es la diferencia entre la medicién realizada con respecto

a la medicién real o ideal.
Precision: el nimero de bits para representar una medicion.

Repetitividad: se refiere a la pequena variacién de lectura que
tendra un tipo especifico de encoder que se ha fabricado de manera
repetitiva (mismo mimero de serie y modelo), es decir. es un ran-
go estadistico para lecturas repetidas (tipicamente, la repetitividad
tienen una desviacion estandar de 3+). Por ejemplo, si un encoder
tiene una repetitividad de 0.00001 grados, entonces para una lectura

actual de 90 grados podrfa ser 89.9999.

Linealidad de un encoder: sf la senal de salida tiene una relacién
lineal (proporcional) con el fenémeno de entrada (medicién de posi-

cion). La linealidad es una caracteristica deseable en todo sensor.

Rango: representa los limites naturales del encoder. Por ejemplo un
encoder absoluto puede rotar 200 grados. y un encoder incremental

puede rotar miles de vueltas.

2.5 Resumen

Un servomotor es la unién de un motor eléctrico, un sensor de posicion y

nn amplificador electrénico. El sensor de posicién méds empleado es el en-

coder incremental por sus caracterfsticas de bajo peso, volumen pequeno y
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2.5 Resumen 91

alta resolucién (4.096.000 pulsos/revolucién). El amplificador electrénico
también es conocido como servoamplificador v es el encargado de con-
trolar el flujo magnético entre el embobinado del rotor ¥ los materiales
ferromagnéticos del estator, de tal forma que obedezea a la ecuacion fun-
damental: 7 = kv, siendo 7 el par o torque aplicado, £ una constante que
representa la ganancia del amplificador y v el voltaje. siendo la sefal o

comando que proviene de una computadora o sistema minimo.

El motor eléctrico es una maquina que convierte energfa elécirica en ener-
gia mecdnica. El rotor puede alcanzar una velocidad de desplazamiento
articular muy grande, por ejemplo 1000 revoluciones por minuto. Esta
velocidad de movimiento es muy alta para propésitos de diseno, constrie-
cién ¥ movimiento de robots manipuladores, los cuales se mueven a una
velocidad parecida al brazo humano, por ejemplo de una a dos vueltas
por segundo. En movimiento lineal, el desplazamiento puede llegar a 3000

mim/segundo.

Por otro lado, los motores eléctricos pueden proporcionar poco par o
torque para realizar alguna aplicacion donde se requiere desplazar cargas
de un peso considerable. El dispositivo que permite reducir la velocidad
rotacional y amplificar el par limitado es el sistema de engranes. Sin em-
bargo. los engranes introducen otro tipo de fenémenos fisicos y mecénicos:
vibracion, elasticidad, friccion y cescabeleo o juego mecdnico, La friceidn
presenta la desventaja de que un alto porcentaje de la energfa que se su-
ministra al robot se pierde en problemas de efectos disipativos. Es decir.
se da conversién de energia mecdnica en energia térmica, lo que degrada

v deteriora las piezas del robot.,

Como alternativa tecnolégica los servomotores de transmisién directa ( di-
rect drive) corrigen los inconvenientes de los servomecanismos conven-
cionales. No requieren de un sistema de engranaje para amplificar el
par. y funcionan como fuente de par en velocidades de 360 a 720 gra-
dos/segundo. El fenémeno de friccién representa un bajo porcentaje del

par maximo, tipicamente del orden del 5 %.
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92 Capitulo 2 Servomotores y sensores

Los robots de transmisién directa por sus ventajas. caracterfsticas y presta-
ciones representa los robots de un futuro cercano que paulatinamente irdn
desplazando a los robots convencionales con sistema de engranaje. Debido
a la alta resolucion que tienen los encoders incorporados en los servomo-
tores, pueden alcanzar excelente grado de exactidud en el posicionamiento
del robot. Por lo que este tipo de robots son ideales para realizar una gama
amplia de aplicaciones industriales, seguimiento de trayectorias, control

de posicion, contol punto a punto, ete.

2.6 Referencias selectas

A continuacién se presentan una serie de referencias especificas para cada

una de las secciones presentadas en este capitulo.

D 2.1 Introduccion

www.robotics.org

Q http://sensing.honeywell.com

R. Kelly, V. Santibdnez and A. Loria. “Control of robot manipu-

fators in Joint Space”™. Springer-Verlag London 2005.

Mark W. Spong and Seth Hutchinson, M. Vidyasagar,*Robot
Modeling and Control’. John Wiley and Sons. Ine. 2006.

D 2.2 Servomotores

La tecnologia de transmision directa es realizada por las companias Park-
erCompumotor y NSK. En las referencias indicadas puede encontrar ma-

yor informacién y cotizaciones de servomotores.
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2.6 Referencias selectas 93

Haruhiko Asada & Kamal Youcef Toumi. *Direct-Drive Robots:
Theory and Practice”, MIT Press Classics, 1987.

L

wWw.galilmc.com
www.mitsubishi-automation.com/products/servomotionmotor.html
www . parkercompumotor . com

wWwwW.nsk.com. com

WWW.yokogawa.com

2.3 Sensores

WWW.omega.com

Ernest O. Deobelin. “Measurement Systems: Application and De-
sign” McGrawHill, Fifth Edition, 2003,

L

D. M Considine & S. D. Ross “Manual de Instrumentacidn Apli-
cada.” Vols. I ¥ 11. CECSA, 1971.

L

Shimon Y. Nof. “Handbook of Industrial Robotics” John Wiley &

Sons, Ine. Second Edition. 1999,

™

Francis C. Moon “Superconducting Levitation: Applications to

Bearnings and Magnetic Trasportation” Wiley-VCH. 2004.

o

www.keyence.com
WWW.Sensotec.com
www.bannerengineering.com

www.edmundoptics.com
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94 Capitulo 2 Servomotores y sensores

2.4 Encoders

En las siguientes referencias puede encontrar una amplia variedad de en-

coders incrementales v absolutos.

www.robotics.org
wWw.mexico.newark.com

http://sensing.honeywell.com

WwwWwW.newport.com

2.7 Problemas propuestos
A continuacién se presenta una serie de problemas propuestos con la fi-

nalidad de mejorar la habilidad v grado de conocimiento de servomotores

¥ sensorcs.

2.2 Servomotores

2.2 .1 ;Por qué se utilizan los servomotores en robética?

2.2 .2 ;Cudles son las caracteristicas principales de un sensor?

!u
(S}
co

. Qué es un sensor de posicién?

2.2 .4 ;Cudl es la diferencia entre un sensor digital y analdgico?

SV
V)

.2 .5 Describa aplicaciones donde se emplean sensores analégicos v di-

gitales.

N
S

.6 Explique el concepto de transductor.

2.2 .7 ;Son los sensores transductores?
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2.2 .8 [Es un servomotor un tipo de transductor?

! SF I 2.2 Servomotores

2.2 .1 [Qué es un servomotor?

2.2 .2 ;Qué es un servo amplificador?

o
bo

.3 Explique el funcionamiento basico de un motor eléctrico.

&)
2
F

LQué funciones importantes realiza el sistema de engranes?
2.2 .5 ;[Cuales son las desventaja que presentan los engranes?
2.2 .6 [Qué es un servomotor de transmision directa?

2.2 .7 Realizar una comparacion tecnoldgica entre los servomotores que

emplean engranes y los de transmisién directa.

2.3 Sensores

2.3 .1 [Qué tipo de sensores analégicos de posicién puede citar?

2.3 .2 Realizar una comparacién cualitativa entre ventajas v desventajas

de los sensores analogicos de posicion.,

2.3 .3 [Cudl es la resolucién en milivolts de un convertidor analégico
digital de 8 bits? Tome en cuenta que el voltaje de referencia es de

H volts.

2.3 .4 Deducir la expresion de integracion numérica para la posicion g{i;)

en funcion de la velocidad (i), es decir:

q(tr) = a(ti—1) + hi(te)

donde h es el periodo de muestreo.
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96 Capitulo 2 Servomotores y sensores

Sugerencia: La velocidad articular ¢(t) es la derivada con respec-
to al tiempo de la posicidn ¢(t). es decir: §(t) = '1—"’,(1'—) = ¢(t) =

lima—p 'L‘%‘”ﬂ donde t es el tiempo. Ahora discretice la ve-

=1 > _SDPIRIS £ 5 SR T s Y qiie ) —aq(te..1)
locidad continua ¢(t), es decir: g(ty) = limay, o === =
glty)—alts

L donde fx representa el tiempo discreto, siendo & =
1.2.3.-+-,n. Ademds Aty = tp — tp_1 = h. donde h es el periodo

de muestreo.

2.4 Encoders

2.4 .1 [Qué entiende por un encoder dptico?
2.4 .2 ;[Cudntos tipos de encoder conoce?
2.4 .3 Describa cualitativamente los diferentes tipos de encoder.

2.4 .4 [Qué ventajas ofrece un encoder respecto a otros tipos de sensores

de posicion?

2.4 .5 ;[Cudl es la resolucién en grados de un encoder incremental, si tiene

4,096,000 pulsos por cada revolucién (360 grados)?

2.4 .6 [Qué caracteristicas debe tener un encoder absoluto si tuviera una

resolucion de 4,096,000 bits?

2.4 .7 Considere €l caso de un motor que es capaz de girar desde 0 a 45
revoluciones por minuto (RPM). Usando un encoder incremental
con una resolucién de 32 franjas reflectivas y un periodo de muestreo

de 1 segundo: jcudntos pulsos por revolucion puede detectar?

2.4 8 ;Coémo seria el padrdn de franjas reflectivas para un encoder ab-
soluto, si se requiere que tenga una resolucion de una milésima de

erado?

2.4 .9 Describa cualitativamente el funcionamiento de un en coder magnético.
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Preliminares matematicos

La energie acumulada dentro del dominio de afraccion por un sisiema dindmico, cae
al evolucionar el tiempo, hasta alcanzar su valor minimo en el punto de eguilibrio,
el cual es asintdticamente estable.

Aleksandr Mikhailovich Lyapunouv

»

CAPITULO

£, 3

3.1 Introduccion

3.2 Vectores

3.3 Matrices

3.4 IFunciones definidas positivas

3.5 Sistemas dinAdmicos

3.6 Teoria de estabilidad de Lyapunov
3.7 Norma [

3.8 Resumen

3.9 Referencias selectas

3.10 Problemas propuestos
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Objetivos

Presentar las herramientas matematicas que se requieren en el analisis,

diseno y control de robots manipuladores.

Objetivos particulares. Exponer los conceptos esenciales de:
- Vectores v matrices.
Funciones dC CllCI‘“m
Sistemas dindmicos,
Teoria de estabilidad de Lyapunov.

Norma L.

HHHI

Competencias

Adquirir la habilidad en el manejo de:

Operaciones matemdticas para control de robots manipuladores.

Exponer los conceptos fundamentales de andlisis v diseno de es-

quemas de control en robotica.

& Analisis de sistemas dindmicos via Lyapunov,
/ L
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3.1 Introducciéon

Las matemsiticas son un lenguaje elegante y universal. necesario para des-
cribir v comprender cualquier fenémeno de la naturaleza. En particular,
en el drea de la robética representan la herramienta fundamental para
andlisis, diseno v la construccidon de robots; especificamente son esen-
ciales en la elaboracion del modelo dindmico que permite estudiar todos
los fenémenos fisicos presentes en el sistema mecdnico del robot manipu-

lador.

Por otro lado. en control automadtico las matematicas permiten disenar
diversos algoritmos de control, planeacién de trayectorias, programacion
de tareas, ete. Si bien es cierto que la robotica es de naturaleza practica
experimental. su esencia es el rigor cientifico por lo que todas las contribu-
ciones, aportaciones v aplicaciones requieren de una sustentaciéon estricta

v formal que sélo puede lograrse a través de las matemdticas.

De acuerdo con los objetivos planteados, en este capftulo se exponen los
conceptos y operaciones relacionadas con vectores y matrices, normas eu-
clidianas, gradiente, jacobiano, valores propios. fundamentos de sistemas
dinamicos, teoria de estabilidad de Lyvapunov y su interconexion con es-
tabilidad L. principio de invariancia de LaSalle. ete. Para facilitar la
asimilacién de los conceptos, a lo largo de la exposicién se presenta una
amplia variedad de ejercicios ¥ programas de simulacién en MatLab.

En capitulos posteriores se aplicaran los conceptos expuestos aqui. Por
cjemplo, en el modelo de la dinamica de robots manipuladores se uti-
lizan las operaciones entre vectores y matrices, los conceptos de matrices

definidas positivas. de gradiente y de jacobiano.

En los capitulos relacionados con el control de robots se emplea la teoria
de estabilidad de Lyvapunov. asf como los conceptos de sistemas dindmicos.

de normas (euclidianas. espectrales y £) ¥ de funciones definidas positivas.
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100 Capitulo 3 Preliminares matemadticos

Los preliminares matematicos aplicados de manera adecnada en la robéti-
ca, generan un espectro muy amplio de aplicaciones potenciales de robots

manipuladores en los &mbitos cientifico, industrial, comercial v doméstico.

William Rowan 3.2 Vectores

Hamilton

(1805-1865)

Es comiin deseribir un vector como un elemento que tiene magnitud y
direccién, no obstante es necesario establecer una definicién formal de
este concepto. Historicamente. los términos de vector y escalar fueron
definidos por el cientffico irlandés William Rowan Hamilton en su teorfa
de los cuaterniones, sin embargo en la robdtica un vector no es una simple
abstraccién matemadtica. en esta drea un vector representa la agrupacién

de varias senales fisicas del robot para ser analizadas, procesadas o contro-

. ladas; por ejemplo, las variables mas representativas del area de robdtica
El 4 de agosta de 1805 en

la ciudad de Dublin, TIrlanda, son posiciones, errores de posicion, velocidades, pares v fuerzas.

nacio William Rowan Hamilton

quien se destaco por formular en

1839 Ia llarnnda machnica hamailto- En general un espacio vectorial sobre un campo F' consta de un conjunto

niana. En su honor, el hamiltonia- V en el que estd definida una operacién de suma (la cual satisface las
no ampliamente usado en robdtica,

propiedades de un grupo abeliano conmutativo), junto con una opera-

es la suma de la energin cinética y
potencial de un sistema mecanico. cion de multiplicacion definida entre elementos de V' y elementos de F
Ademas de su trabajo en mecanica s s 3 A P :
L X ] tal que esta operacion asocia escalares, distribuye escalares, distribuye
analitica Hamilton desarrollé In

teoria de los cuaterniones, que tiene vectores v posee elemento identidad v también el elemento neutro.

importantes aplicaciones para mo-

delar la orientacidénde la herramien-

e P e G e Un ejemplo de campo es el que esta definido en el conjunto de los mimeros
ol ren del dlgebra lineal su con- reales IR. y a un espacio vectorial construido sobre TR se le llama espacio

tribucion fundamental es ol cono-

cido teorema de Cayley-Hamilton vectorial real.

el cual es la base para calcular las

coustintes qus Surman. el polinowia En robética éste es el tipo de espacio vectorial que interesa. en parti-
de la matriz exponencial de sis- R : : i

tomas lineales continuos, e=A%, y cular el que se utiliza es el definido en el conjunto ¥V de las n-adas de
PR AS T e . s - : e : L )
discretos, e 7", Luego de una bri niimeros reales. Las propiedades matematicas asociados a los vectores re-

llante carrera Hamilton murié el 2

da septicsnbie do 1868 i s chatad sultan particularmente 1itil en el diseno v analisis de algoritmos de control.

natal. Los aspectos practicos v desempeiio de diversas estrategias de control se

interpretan en funcién de los vectores.
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El conjunto V' del espacio vectorial n-dimensional R" es el conjunto
de todas las n-adas de ntiimeros reales, y los vectores de este espacio se

denotan de la signiente forma:

z = | | =[x, @), (3.1)

En la expresion (3.1) las x; € IR, i = 1,2 ... 7, representan las compo-
nentes o coordenadas del vector. A partir de esta definicion se tiene que
dos vectores @, y € IR" son iguales. @ = y, si ¥ s6lo si sus correspondien-
tes componentes son iguales. es decir x; = y; para : = 1,2---n. Por otro
lado, el espacio vectorial IR™ también se conoce como espacio euclidiano

n-dimensional.

En la siguiente seccion se plantea la definicion de suma y multiplicacion en

el espacio vectorial IR". y se establecen sus propiedades correspondientes.

Notacion

Los vectores serian representados con letras minisculas del castellano
v del griego en negritas itdlicas, por ejemplo z.y.w, o0 € IR";
las componentes de los vectores son niimeros reales z, € IR para

i = 1,2,-.-.n, siendo n € N la dimensién del espacio vectorial.

Es muy importante que el lector adquiera los conocimientos adecnados
de vectores, la implementacién practica de esquemas de control de robots
manipuladores requiere realizar correctamente los diferentes tipos de ope-
raciones con vectores, Las variables que intervienen el modelo dinamico
del robot manipulador como posiciones, velocidades y aceleraciones arti-
culares se encuentran directamente relacionadas con vectores. De la mis-
ma manera variables de control de robots manipuladores como errores de

posicion, trayectorias de seguimientos. v pares aplicados son representa-
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Numeros reales

El conjunto de los ndmeros reales
se denota con el simbolo IR, v &
sus elementos se les conace co-
mo escalares, En esta obra los
nimeros reales se expresan con le-
tras mintsculas del castellano o
del griego en itdlicas, por ejemplo,
a.b,c,z,u 2 o w Al

El conjunto de niimeros reales po-
gitivos y negativos s¢ representan

por k. y IR ., respectivamenta:

R, = {aeR:ac0x)}
R faeR:a € (~o0,0]}

]

Por otro lado, ¢l conjunto de los
mimeros enteros os un subconjun-
to de los nliimeros reales, lo cual se
representacomo Z C R, ¥ para los

nimeros naturales o enteros posi-
tivos se tieneque NC ZC R,
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dos y procesados matemdticamente de acuerdo a las reglas de vectores.

!. j—I 3.2.1 Operaciones entre vectores

La definicién de suma entre vectores de IR™ es la siguiente.

Considérese los vectores .y € IR”. La adiciéon o suma entre éstos se

realiza sumando componente a componente:

T Y1 Ty + Y

T2 Y2 T2 + 32
z+y=|.|+]|.]|= :

Ly A Ti + Y

De acuerdo con la definicién de espacio vectorial, la suma entre vectores

satisface las siguientes propiedades:

£ Propiedad conmutativa y asociativa de la adicién

4

r+y = yt+a&

(x+y)+=z x+(y+z)

@ LI vector nulo es aquel vector cuyas componentes son todas ceros

!

v es denotado por

0=| i’ | ERY
0,
Para cualquier vector & € IR™ se tiene que:
z+0 = O+x==2
,.I Para cada vector & € IR™ existe un vector denotado como —x tal
que:
== 0
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La definicién del producto de un escalar por un vector es la siguiente.

ambos se define como:

ary Ti14x
ary Tolx

ar = . = A =
Ly Ly C¥

Sean el escalar o € IR y el vector & € IR", entonees el producto entre

De acuerdo con la definicién de espacio vectorial. el producto de un escalar

por un vector satisface las siguientes propiedades:

',' Sean el escalar a € IR ¥ los vectores x.y € IR”. Entonces se tiene

la siguiente propiedad distributiva:

alr+y) = ax+ay
ary + ay
vrg 4 el

ar, + ayy

€T+

T2 + Yo

Ty T Yn

a=(x+yla

Sean los escalares o, w € IR y el vector @ € IR”, Entonces se tiene

la siguiente propiedad distributiva:

z(la+w) = @

¥+ Tw

Sean los escalares o, w € IR y el vector & € IR™. Entonces se tiene

la siguiente propiedad asociativa y con

mutativa:

alwe) = (aw)r=w(oz)=—2(ow)=2(va)=wea = azw

Para cualquier vector @ € IR" se cumple que
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Ademds de esta estructura algebraica, en el espacio IR” se define el si-
guiente producto vectorial interno que satisface las propiedades listadas

a continuacion.

El producto interno de dos vectores 'y € IR se define como:

n &I h
n
. Y2 T2 Y2
Ty = Yrw-ln m o oal || =] |2 em
i=1 : ' :
Un Ly Yn

A partir de esta definicion se tiene que V @, ¢, z € IR™ se cumple que:

; El producto interno entre vectores se realiza como:

S

mTy - ylm =y + rola b i Tpln
= Yo {my} =X {yx:} € R

Propiedad de asociacién del producto interno de vectores:

' (y+z) = T yt+az=yz+2"x

,I El producto de un vector columna por un vector transpuesto genera

una matriz:

Iy

p— To
ey’ = || ln v tal

L L'y

[Ty Y2 st TYn

a2ty rel2 - Taln e R**"

. . . .

LInY1 Tnp¥2 -+ Tnln
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3.2.2 Norma euclidiana

La norma de un vector @ € IR”. que es conocida como norma euclidiana,
es un escalar positivo que representa la magnitud del vector y que se

define como:

"
loll = \fad+ad+.--+a2= | a?=VaTa
i=1
Hay que observar que sélo se considera la parte positiva de la raiz cuadra-
da. En la figura 3.1 se muestra la interpretacién geométrica de la norma
cuclidiana, la cual representa la distancia (diagonal) desde el punto =

ubicado en las coordenadas [z, ry. -+, ), ]T al origen 0.

‘FS i
\.
.
~
.
" 7
il g
A
x
R
bV |
'_/ |
/'f i 'I"g
| ‘ -
o N H -
s NZ57 |
5 N I -
e S : -
27 ok ,"
x’ /;‘ —————————————————— >
s

Figura 3.1 Interpretacién geométrica de la norma euclidiana.

La norma euclidiana de un vector & € TIR" satisface las signientes propiedades:

l=|| >0, 2€R",si®#0Q.
||| = 0 si y sélo si x = 0.

,-1 Desigualdad del tridngulo:

lzl| = llyll < llz+yll < |||l + ||yl V2,9 €R"

|
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|ox|| = |||z, ¥ o € R, y x € R"

,-l Desigualdad de Schwarz:
gl Vo.ye R

le"y| <

I

3.3 Matrices

Una matriz A es un arreglo rectangular de niimeros, tiene n renglones ho-
rizontales (también llamados filas o hileras) ¥ p columnas verticales. Las
entradas de la matriz se conocen como elementos y pueden ser nimeros
reales. mimeros complejos, funciones, operadores. ete. Es importante des-
tacar que una matriz es un objeto matemdtico por sf misma, esto es,
no representa un mimero o un escalar, ademas de que tiene operaciones
v propiedades bien definidas. Las operaciones entre matrices producen
una matriz, en contraste operaciones entre vectores pueden producir un

escalar. vector o matriz,

Las matrices serdn designadas por letras mayisculas del castellano

o del griego en itdlicas. Hay varias notaciones para representar una
matriz A, por ejemplo la mas compacta es A € IR™?, cuyos ele-
mentos son mimeros reales (debe leerse matriz A n por p), donde n.p
son mimeros naturales. La terminologia n x p también significa la
dimension de la matriz A. En esta notacion es necesario recalcar que

n significa el mimero de renglones v p denota el mimero de columnas.

En la figura 3.2 se muestra la representacién cldsica de una matriz rectan-
gular de n renglones por p columnas (matriz n por p). Las columnas son
arreglos verticales. Por ejemplo, la segunda columna esta formada por los
elementos apg. asy. - - -. a2, mientas que los renglones son filas horizon-

tales dentro del arreglo rectangular: el segundo renglon estd compuesto
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Columna
-”ll ayz - ”lp-
1 | @ |azz -+ d2p | ~—— Renglon
| ny |@p2 - “‘np _

Figura 3.2 Componentes de una matriz.
POr Gay, Ggg, - -+, dgp.

Los elementos de una matriz se denotan por a;; donde i = 1...n repre-

senta el i-ésimo renglén v 7 = 1...p denota la j-ésima columna.

Para los propésitos de identificar los elementos de una matriz, éstos
pueden ser vistos como un sistema de referencia cartesiano en el que el
origen esta en la esquina superior izquierda v el indice del renglon esta da-
do antes del fndice de la columna (i. j); los renglones de una matriz son

numerados de arriba hacia abajo v las columnas de izquierda a derecha.

Por ejemplo. en la matriz 4 € IR?*? el elemento ay; significa la com-
ponente del segundo renglén y quinta columna. el cual se muestra en la

siguiente expresion:

[a; a2 a3 ay ags |
a1 Qa2 a2z Q24 |425|
A = a3] @32 aGs3 a3y 043y

G4 Q42 Qg3 Q44 445

[ @51 @32 as3 G54 2 A35 |

Una notacidn alternativa para representar una matriz es la siguiente

nomenclatura: A = {a;;} € IR"*?, donde a;; € R.

Un vector & € IR" puede ser considerado como un tipo particular de

matriz perteneciente a IR™*?!,
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Matrices especiales

La matriz identidad I € R™**" 5
ampliamente nsada en robdtica, en
especial se utiliza en la dinamica de
robots manipuladores asi como en
el disefio v desarrollo de algoritmos
de control. La matriz identidad es
una matriz cuadrada cuyos elemen-
tos sobre la diagonal tienen valor 1,
mientras que los elementos fuera de

la diagonal tienen valor cero:

1 0 i D
s I[u 1 e u]

ll) o0 --- 1

Una propiedad importante de la
matriz identidad es que, cualquier
matriz o vector multiplicado por
olla queda igual. Otra matriz es-
pecial es la matriz neutra o cero
O € R"™" en la que todos sus ele-
mentos son ceros:
|'ﬂ 0 ﬂ-|
a0 ... 0

o o
b ot

Finalmente la matriz diagonal es

(¢ o

uns matriz cuadrads en la que to-
dos sus elementos que s¢ encuen-
tran sobre la diagonal tienen valor
diferente a coro, ¥ fuera de la dia-

gonal valen cero, es decir, a;, # 0

va;, =k

ALFAOMEGA

=z 3.3.1 Matrices especiales

Existen algunos tipos especiales de matrices que facilitan el andlisis e
interpretacion de los resultados en control y robdtica. Por ejemplo, la
matriz identidad, la matriz simétrica, la matriz antisimétrica, la matriz

diagonal, la matriz definida positiva, ete.

Si la matriz A tiene el mismo mimero de renglones y columnas (n = p).
se le denomina matriz cuadrada. en este caso A € R"™ ", Hay varios
tipos especiales de matrices cuadradas, por ejemplo la matriz diagonal
que tiene todos sus elementos en la diagonal diferentes a cero, a; # 0.

mientras que a;; = 0 con i # j.

Una representacién especial para las matrices diagonales es A = dia g{a,,}

cont=1---m.

;] 12 --- Qip
az1 Qg2 +-- Qyp,

A = {rlf'J'} =

Il Ap2 -+ lyp

Dependiendo del tema de control de robots manipuladores que se esté abor-

dando, se elije la notacion mas conveniente de una matriz.

& Ejemplo 3.1

Considérense las matrices A = diag{2.7}. A ¢ R*? T =
diag{4,9,-1}, T € R¥3, y & = diag{9,100,3,123}, ® es de or-
den 4 x 4. Obtener la representacién estandar de cada una de estas

matrices.

Soluciéon

Obsérvese que. los mimeros dentro de las llaves representan los elementos

RosoTtica. CoxtrOL DE ROBOTS MANIPULADORES - FERNANDO REYES CORTES

Reyes Cortés, Fernando. Robética: control de robots manipuladores.

: Alfaomega Grupo Editor, . p 141
http://site.ebrary.com/id/10741037?ppg=141
Copyright © Alfaomega Grupo Editor. . All rights reserved.

May not be reproduced in any form without permission from the publisher,

except fair uses permitted under U.S. or applicable copyright law.



3.3 DMatrices

109

sobre la diagonal.

(2 0
X i
L0 7
3 9 0 0 0
4 0 0
0 100 0 0
T = 0 9 0 ¢ =
g 0 3 0
0 0 -1
z g 0 0 123

!::I 3.3.2 Operaciones de matrices

En esta seccidn se presentan las principales operaciones con matrices que

se requieren en robética.

Suma de matricosl

Clonsidérense las matrices A. B € IR™"*”. La suma de matrices existe sélo

entre matrices de la misma dimension, C' = (A+B) € IR"™", y est4 defini-

da de la siguiente forma:

[an a2 - “lnl bu bz --- blﬁ]
bar bay - bo
| & ”|

L ayn 2 = ”upJ l’,fl 1 1’11‘2 Sares han

(a1 +by ai2+biz - o+ by,

azr a2 --- Qg

asy + by aas by .- 12, + 11‘31, .
_ _ (3.3)

RUB 3 h‘ul iy + bn'l ver Ay + hu;/

Si. A, B.C' € R™" son matrices del mismo orden, entonces la suma de

matrices satisface las siguientes propiedades:

Propiedad conmutativa:

A+B+C=B+A+C=A+C+B=C+A+B=C+B+A=
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Operaciones con matrices

En el sitio web del libro podra en-
contrar diversos programas en cddi-
go fuente MatLab para realizar en
forma algoritmica operaciones entre
matrices, entre ellas: suma, sustrac-
cion, multiplicacion, asi como nor-

mas enclidianas de vectores, valores

propios, etc.
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B+C+ A

Propiedad asociativa:

A+B+C=A+(B+C)=(A+B)+C=A+(B+0)

Sea la matriz nula 0 € IR"™ en la que todos sus elementos a;;

tienen el valor de cero, entonces se satisface que 0+ A=A+0=A

Matriz tmnspuesta'

La matriz transpuesta de A = {a;;} € IR"*™ se representa por AT =

{a;;} € IR”™*", la cual se obtiene por intercambiar los renglones por las

colnmnas:

[y a2 a3 ayq ]

\ azy  @Ggy (a3 Qyy

S Q31 Q32 daszz Qzq
| Q41 Q42 043 gy
[a11 a1 az;1 aq]

4T — G12 G2 G322 043

Q13 Qg3 (33 (43
La14 Q24 a3y Qg4

Hay que observar que los elementos de la diagonal quedan sin modifi-

cacion.

La matriz transpuesta satisface las siguientes propiedades:

(ATYT = A

o ((AT)T) = AT
Si A € IR, entonces (AA)Y = AT = AT\
Si 7 € R™ ™ es la matriz identidad, IT = TI.

Si A € R™™” es cualquier matriz diagonal A = diag{a;;}, AT = A.
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(A+B+C)YT=AT+ BT +C7
(AT + BT+ CT) =A4+B+E

(AT + BT+ ) =A+B+CT
Resta de matriccsl

Considérese las matrices A. B € IR**”, entonces la sustraccién de matri-

ces (' = A — B existe, con ' € R"™, de forma que:

[ann a2 -+ ay bin bz -0 by
azs az -+ azp bor ba2 -+ by

A-B = =1 "
| Q1 2 -0 Ay bnl bn'.! rovet hnp

anp—bn aiz—biza - ap—by,
gy — bay gy —bay - fIzp—bzp

.

| Gnl — bni @nz —bp2 --- Anp — b"PJ

El algoritmo para realizar resta de matrices consiste en restar elemento a

elemento, y tiene la forma siguiente: A — B = {a;} — {bi;} = (ai; — bij).

Obsérvese que la resta de matrices no es conmutativa, esto es, no se

cumple que A — B # B — A. Sin embargo. es ciertoque A — B = —B+ A.

Sean las matrices A, B, C' € IR”™”, entonces la sustraccion de matrices

satisface las signientes propiedades:
A-B-C=-B+A-(C=A-C-B=-C+A-B=-C-B+A=
-B-C+ A

S 4-B-—C=A-{(B4+C)=(A—B)=C=4A—(C+B)

@ (A-B-C)T=AT_BT _(T

bR B
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(AT—-BT ¢ ' =A-B-C

(AT=BT—C) =a=B=(F

T8 O ¢
(.—1"‘ _pi! ') —A-B

(A—B)=—(B—A)

LR RD

Producto de matrices

Considérese las matrices A € R™™ y B € IRP*™, El producto de matrices

existe solo en el caso en que el mimero de las columnas de A es igual al

niimero de los renglones de B. En términos de componentes, el producto

C = AB € IR™™ se define como

Producto de matrices

Se encuentran disponibles en ol sitio

web del libro varios programas rela-

% :
cionados con operaciones entre ma- C= {( iy } = AB
trices, asi como procedimientos para ayy a2 o+ dyp b“ bl° 4 ons bl"
encontrar matrices simétricas, dia-

Dl . azy fgp -+ Ay boy bag - b9,
gonalizacion de matrices, rango de = s [.j 4]
una matriz, determinantes, ete. ’ W . 2

L ynl yp2 Mty bpl bp2 N bpn
r » P »

Sk @by o ambiz oo Y00 arrbrn
S oh_ia2kbyy Y h_jamba -0 YR_, aoibin

= (3.5)
L Zi:.:l ”mki’kl Z’(I “-'mkbﬁ"l LS Zi’ 1 ”-mkbfm
’I
Aqui se tiene que ¢;; = Y aiby; = anbyy + awby; + -+ + aipby; con

. . k=1
t=1...n. 3=1...-m.

De esta definicion se desprenden directamente dos propiedades basicas:
1) en general el producto de matrices no es conmutativo: 2) cuando se

multiplican matrices cuadradas. ambas deben de tener el mismo orden.

En general el producto de matrices no es conmutativo, esto es. AB # BA.

va que al intercambiar el orden en que se multiplican las matrices en
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general no coinciden el nimero de renglones de una con el mimero de
columnas de la otra. Para el caso de matrices diagonales, entonces el

producto de matrices es conmutativo.

Ademds de no ser conmutativo el producto de matrices diferentes a las

diagonales, satisface las siguientes propiedades:

Considérense las matrices 4 € R"*”, B € R"™™. D e R y E €
IR™*7 | asf como el escalar A € IR. Entonces se tiene que:

Ley distributiva izquierda: C = A(B+ D) = (AB+ AD) € R"*".

Ley distributiva derecha: C' = (BY + D¥)AT = (BT AT+ DY AT €
ml’lx'l.

EE

Ley asociativa: C' = A(BE) = (AB)E. C' € R"™".

C = (AB)T=HTAT, C e R™*",

C=(ABE)T = ETBTAT, C € R**",

C=(A(B+D)T = (B+D)'AT = BTAT + DT AT, C € R™*"
Si O € RP*™ es la matriz cero, entonces A O = 0 € R™*™

C'=AA=AX; C € R™2,

LT

Si A =0 entonces AA =0 ¢ R"*P,

Sille R*™ el e R"™™, entonces 'l = IT"'=1T".

[~ =~
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& Ejemplo 3.2

Realizar la multiplicacién de un escalar A por una matriz 4 € R¥*%,

Soluciton

Sea 4 € IR**?, entonces

aj; app a3 Aayp Aagz  Aagg ay; apz a4

AA=A azy azx azy | = /\(121 /\(lgz /\(13;3 = |axn az» a3 A.
31 dazz (33 Aazy  Aazy  Aazs a3y dz2 33

ooo

Hay que observar que el orden de la matriz resultante se deduce del
mimero de renglones de la matriz A v del nimero de columnas de la matriz

B. ya que las p columnas de A ¥ los p renglones de B son absorbidos en los

I

detalles internos de la multiplicacion, es decir,

| mismo mimero |

Sean € R", A € R™™, y € IR™. De acuerdo con la definicién de
producto de matrices, la expresion @' Ay € IR es un mimero real que

estd dado por:

1,']! app  ayz s y1'l

azn a2 --- dazp U2
el Ay = :
Uml Qm2 - Ump Ym
n
E § ) Y;-

i=1 j=
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Matriz cuadradn.

Una matriz A € R™™™ es cuadrada si v s6lo si n = m.

Las propiedades de las matrices cuadradas, que se utilizan en el analisis

v diseno de algoritmos de control de robética, son las signientes:

£ EE

2

Potencia de una matriz cuadrada: AF = 444... 4
e e

k veces

La traza de la matriz A € IR"™" estd definida por

n

trazaj A} = Zu“ (3.6)
i=1
El determinante [A| de una matriz A € IR™" estd dado por la
siguiente expresion:

n

Al = Z (-I)L‘Jll»,jl.-ﬂe_, = Z (_—l){”(uj

=1 i=1

Alij (3.7)

parai < n,j < n.

Aquf se emplea la notacién | Al;; para representar a un determinante
de n— 1 filas obtenido por borrar la i-ésima fila ¥ la j-ésima columna

de un determinante de n filas.
Determinante de la matriz transpuesta: |AT| = |Al.

El determinante menor de m filas es obtenido por borrar n—m filas

v n — m columnas de un determinante de n filas.

Un determinante principal menor de un determinante es llamado
asf. si sus elementos de la diagonal son también elementos de la

diagonal del determinante.

El cofactor 2;; es el cocficiente del término a;; en la expansién del

determinante | A| por sus determinantes menores,

Ay = (—-1")4; (3.8)
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La matriz de cofactores de la matriz 4 € R"™ estd dada por

& Ejemplo 3.3

Cof{A}:

Cof{ A}

An Ly

VAV RATY!

I'A\
nl “n2

(3.9)

A”'l

El determinante de la matriz A € IR™*" se puede obtener mediante

la siguiente expresién:

aj Dy +apdp+---

Logpe Now
+ Qi Sin

= |Al. (3.10)

Obtener los cofactores de la signiente matriz 4 € IR**?

Solucién

sl

Aplicando las ecuaciones (3.8) ¥ (3.10) para i = 1, 2 se tiene que
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|4 = apndiy +apdy

= 1-4-9-3=-23

| Matriz adjunt,al

La matriz adjunta de la matriz cnadrada 4 € TR"", denotada por

adj{A}. es la transpuesta de la matriz obtenida de A por reemplazar

cada elemento de A por su cofactor:

AV RIRAY TR A N

; Ayg Doz -+ Dy
adj{A} = . ) . (3.11)

iﬂln ii"-2n o ﬁ-nn

aqui A5 es el cofactor de a;; de la matriz 4 € IR™™".

| Matriz inversa '

La inversa de una matriz. A € IR™ "™ no singular existe ¥ es denotada por

A1 € IR™*", Por definicién la inversa de una matriz se obtiene mediante

¢l signiente procedimiento:

il ;l.(lj{l,-’\} (3.12)

la adj{ A} representa la matriz adjunta de A y |A] es el determinante de

! son -lq veces los

la matriz A. Los términos de la i-ésima columna de A
cofactores de la de i-ésima fila de la matriz original A.

A A

JAYS! Aoy . Am
TAT :
AN Do » P o
1 adj{A} TAF TA TAT .
A e == {Jlj)
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donde A;; es el cofactor de a;; de la matriz 4 € R™™".

Si el determinante de la matriz A € IR™™"™ es |A| = 0, entonces la matriz
inversa no existe. Por lo tanto a esta matriz 4 € IR™*” se le llama matriz

singular.

A continuacion se presentan las propiedades de la matriz inversa:

Una matriz A € IR™™™ se llama no singular si existe su matriz inver-

[ =

sa: en ofras palabras, una condicion necesaria y suficiente para la
existencia de la matriz inversa A1 € R™*" es que el determinante

de la matriz A € R™™" sea diferente de cero, |A| # 0.

: Y = N . : 2|
Si A, B € IR™" son matrices no singulares, entonces (AB) =

B14A™L
(B'A™\)AB=B"'(A"'A)B=B"'IB=B"'B=1

AA 1 = A 14 =T donde T € R™" es la matriz identidad.

& Ejemplo 3.4

aUN’y - . : 2%
Considérese la signiente matriz A € R?*?

a b
A = [ ] |
c d

Obtener el determinante.

Soluciéon

De acuerdo con las definiciones. el determinante |A4| y la matriz adj{A}
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estdn dados respectivamente por:

1T d =b
(1 - ) (73

b
|4 = g ‘ = {ad —be) £ 0
c d :
. _ T d
adj{A} = cofactores{A}" = ;
—0
1 Adi{d) @ T
‘ ! A y ur’—c’n‘ B ur"l’rf'

Como un caso practico considérese la siguiente matriz:

~ [

Por tanto. el determinante |A| y la matriz adj{ A} son:

Al Y 7 P S
| 4 = |3 4 = (4 20) = =2
o7 ; T 4
adj{A} = cofactores{A}" = .
c - adj{A} [—zr"; 3 }
‘ Al o 0 =1

Matriz simétrica'

Una matriz simétrica, que se representa por A, € IR™™”, coincide con su

matriz transpuesta, es decir. la condicion A.

= Al debe ser verdadera

por lo que sus elementos deben satisfacer a; ;= aji.

En robdtica es comiin el empleo de las matrices simétricas, y se encuentran

presentes tanto en la dindmica del robot como en los esquemas de control.

Por ejemplo la siguiente matriz es simétrica.

LN

A, = |4 5 6| = 1|4
loo‘sJ lg

donde a9 = a3y =4, ay3 = as3; = 9. agy = ag

| 9'| ¥

= [
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Cualquier matriz diagonal es una matriz simétrica.

Matriz antisimétrica.

Una matriz antisimétrica serd representada por Ay € IR™™, la cual
satisface la condicién A = _4£A o sus elementos a;; = —a;,. Este tipo
de matriz se caracteriza porque todos sus elementos sobre la diagonal

tienen valor cero.

Entre las propiedades del modelo dindmico del robot manipulador se en-
cuentra la propiedad de anfisimetria, la cual resulta particularmente clave
en el diseno de algoritmos de control debido a que facilita notablemente

el analisis de estabilidad.

Un ejemplo numérico de una matriz antisimétrica es el signiente:

0 4 s] 0o 4 8]°
A = |4 0 6j=]-4 0 6
-8 —6 uJ -8 —6 0
dondea“ = Qg9 = azz = () Vay = 4,091 = —4. a13 =8, az = —8, a3 =

6. Qg9 = —6.

Cualquier matriz cuadrada A € IR™*" puede ser expresada como la suma
de una matriz simétrica A, € IR**™ y una matriz antisimétrica A, €

R**", i. e.;
A = Aol (3.14)

Ademds dada una matriz 4 € IR™*"_ sus correspondientes matriz simétri-

ca A, v matriz antisimétrica A, se obtienen respectivamente como:

A+ AT .
A, = o = (3.10)
-1 - 4‘1T
Ay = —— (3.16)
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& & Ejemplo 3.5

Obtener las partes simétrica y antisimétrica de la siguiente matriz:

Solucién

BT
7 206 5] 2|2 5] |4 5
, 173 21 1[3 6 0 -2
* 7 216 5] 202 5] [2 o0

3 4 0 -2 3 2
A = "* + A = | ST .

{ 5 2 0 6 5

Funciones cuadraiticas

Generalmente el tipo de energia aplicada al robot es de la forma cuadrdtica,
es decir, de la forma V(z) = 2" Az con z € R™*', A € R™". Tomando
en cuenta que la matriz A se puede descomponer en su parte simétrica y

antisimétrica, se tiene que:

Vi) = 2TAz=xT [A, 4+ A,]x
= ' Ax+azt A

= x'Azx. Ve +#0eR"

Como se ve, el resultado de esta funcién sélo dependerd de la parte
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simétrica ya que la parte antisimétrica se anula 2" A2 = 0.

Se denomina propiedad de antisimetria a la multiplicacion de un vec-
tor transpuesto seguido de una matriz antisimétrica y el mismo vector

columna, lo cual produce un escalar idéntico a cero:

A 2 =0, vz ¢ R"

La propiedad de antisimetria se usa ampliamente en robética. es una
propiedad clave e importante del modelo dindmico y es particularmente
ntil en el analisis v diseno de algoritmos de control, ademas de que facilita

el dlgebra involucrada en el andlisis de estabilidad via Lyapunov.

Para verificar que la propiedad de antisimetria se cumple, sin pérdida de

generalidad supéngase que la matriz A € IR?*? tiene la signiente forma:

ay a2
A =
a1 a2
T Aqo—ad:
g, = L[ @ip]  Lloy gt | 8 .
{1lg. — § 9 o 2+ag
2 lag; a2l 2 lay ax Q27 qpy
\ 1L [an ap 1 [an aiz]’ 0 St
Agk = 5 =i = o—a
2 2 lag, ag 2 |laay ago —i“-i-l-‘-“ 0
entonces realizando las operaciones correspondientes para la parte anti-
simétrica:
: < “ dlvn a'l
T A 3 r 2
BUALD = » & @
= (1] | =1 :I "
2
J'»l 1 “ ul--;-u 'l J‘]
J".Z aad o lé*ual [-) 1.2
(12 — 2] 12 — Qg 1
= |=——aT2 — - T
2 2 o
ALFAOMEGA Rosotica. ConTrOL DE ROBOTS MANIPULADORES - FERNANDD REYES CORTES

Reyes Cortés, Fernando. Robética: control de robots manipuladores.

: Alfaomega Grupo Editor, . p 155
http://site.ebrary.com/id/10741037?ppg=155

Copyright © Alfaomega Grupo Editor. . All rights reserved.

May not be reproduced in any form without permission from the publisher,
except fair uses permitted under U.S. or applicable copyright law.



3.3 DMatrices

123

a2 — ag) iz — @9
= '_2-.”'!'2 — T.l'“‘g =
Esta propiedad de la matriz antisimétrica es muy importante en el diseno
de funciones de energfa para robots manipuladores. Debe cuidarse que
la funcion cuadrdtica de la energfa que se le inyecta al robot no incluya
una matriz antisimétrica, debido a que no contribuyve. En otras palabra

el robot no se movera.

% & Ejemplo 3.6

Convertir el siguiente polinomio a su forma como producto de un vector

transpuesto, una matriz cuadrada v un vector columna ( a:T--la:).

Viz) = 3]+ 3x29 + 437

Soluecion

El formato pedido de V(2) estd dado por:

| T ) a2 I
Viz) = alAx = w
' ) (131 192 &ro

Por otro lado. la funcién cuadrdtica V(@) en términos de polinomio tiene

la forma

2
| | ' T a i X
Vi) = mu‘f-*—lﬂru—“;’ll‘”f"’+”'2"’I':;:[ ]} [ ; '2}[ lJ

) 2] 22 )

Por sustitucion directa aq esta relacionado con el cuadrado de la primera
componente del vector @. que en este caso es aj;; = 3. mientras que

a3 = 4. Hay que observar que ay5-+a9; = 3. y para generar este resultado
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se tiene un nimero muy grande de posibilidades. lo cual implica que para
este caso la matriz resultante A no es 1inica. Considérese que a9 = 2 y

as = 1, por tanto se tiene que
T T3 211=
V(@) = 3 anEe = [ ] [ ] [ 1]
) 1 4] [x9

Otra posibilidad de elegir convenientemente a la matriz 4 es que sea
simétrica. en este caso a2 = as; = % Obsérvese que la matriz A puede

descomponerse en su parte simétrica v antisimétrica,

Viz) ";r|"1‘ & ‘2] '.m]
) =
) L L9 ) _l 4 | L2
T rre 3 1
T 3 ; 0 ]
= L] Iy 315 S]]
| L9 | ? 4_ = ] ro
_ (=173 8=
RUDE _% 4_ €I

La parte antisimétrica cumple que:
“1 0 % 5 lr +lrr 0
= —=11 & -1 —
5 _# 0 o 2 142 2 162

En ocasiones es muy importante tener un procedimiento para conver-
tir una matriz no simétrica a una simétrica (no confundir con la parte
simétrica de la matriz). por ejemplo es 1itil en la obtencién de la norma de

una matriz. Una forma de hacer esto es mediante la siguiente expresion:

Agimétrica = {474} (3.17)

No debe confundirse el procedimiento de la ecuacion (3.17) con la ob-
tenci6n de la parte simétrica de una matriz A € R"*", ecuacién (3.15).
Son procedimientos completamente diferentes v no conducen al mismo

resultado.
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& & Ejemplo 3.7

Convertir la siguiente matriz

a una matriz simétrica.

Solucion

Para obtener la matriz simétrica convertida, se emplea la ecuacién (3.17):

S a1 il Mo
Agimétrica = {1 1} = [,—

)

Valores propios I

51 [13 22
4] |22 41

[os valores propios son una caracteristica muy importante de las matrices

cnadradas. Para eada matriz cnadrada A € R™™" existen n valores pro-

pios. en general mimeros complejos. denotados por Ay {A}, A2 {A}.---

An {A}. El procedimiento para obtener los valores propios de una matriz

A e R"™ es el siguiente:

A—M“ —2

—a9] A— 929

det|Al — A| =

.

—nl A— an2
= N4+ A" L P ap,

—y
— 2y
(3.18)
A — Qnp
A2+ ap_ 1A+, =0

El polinomio al que da lugar el determinante | Al — A| se llama polinomio

caracterfstico. v es un polinomio de orden n en la variable A. Si la matriz

A € IR™" es de dimensién n, entonces tendrd n valores propios A.
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& & Ejemplo 3.8

Obtener los valores propios de la siguiente matriz:

[6 3}
A = _
2 5

Solucion

El polinomio caracteristico es:
A D 6 3
(0 ,\) - ( )'
A—6 =3

-2 X-=5
= M—11A4+24=(A-8)(A-3)=0

AT - 4] =

y los valores propios son Ay =8 y Ay = 3.

Para el caso de una matriz simétrica A = AT & R™*",

propios son numeros reales:

A LAY A}, A A} ER.

sus valores

! ) I 3.3.3 Norma espectral

Hay varios tipos de normas para matrices: en esta obra se emplea la norma

espectral. La norma espectral de una matriz A € R"*" se denota con el

sfmbolo || A y se define como:

; A4 / max
Il = Vv AN a
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"l(l:l‘
AT A
de las matrices AT 4: aquf se ha empleado la ecuacion (3.17) para obtener

donde representa el valor propio médximo del producto resultante

el valor propio médximo A7}#% de la matriz simétrica convertida ATA €
“{IIIXIII

La norma espectral de la matriz 4 € IR™*" satisface las siguientes pro-

piedades:

|4l =0siysolosi A=0g R™*"
|A|| > 0, para todo A € R™ " con A # 0 € R™™",

14 - 18] <

ol |4 B| <A +|B

laA] = [a]]A

|AB|| < ||Al||I B, para todo A, B € IR™".

1ATB|| < |

Considérese la matriz A € I

|. para todo A. B € R"*™,

|A+ B|| < ||Afl +||B

|. para todo A. B € R™™".

|.paratodo a € R y A € R"™",

, para todo A, B € IR™",

Alll| B

%" v el vector & € IR". En este caso se

tiene que:

La norma euclidiana del vector Ax satisface;

Az < [lAllll=|

N

donde || A]| denota la norma espectral de la matriz A, mientras que

||z| representa la norma euclidiana del vector .

Sea y € IR™. el valor absoluto de y7 Az satisface:

ly Az < |Alllyll[e]. Ve.y € R

Si la matriz A es simétrica y definida positiva. entonces su norma

espectral satisface: ||A|| = A y A7) = == .

A

RooTica. ConrroL DE RoBoTS MANIPULADORES - FERNANDD REYES CORTES

Reyes Cortés, Fernando. Robética: control de robots manipuladores.

: Alfaomega Grupo Editor, . p 160
http://site.ebrary.com/id/10741037?ppg=160

Copyright © Alfaomega Grupo Editor. . All rights reserved.

May not be reproduced in any form without permission from the publisher,
except fair uses permitted under U.S. or applicable copyright law.

ALFAOMEGA



128

Capitulo 3 Preliminares matemadticos

existe 4 = Hle.ax) >

es continua en .

decreciente,
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Definiciones de funciones

Definicion 3.1, Sea D C R"
y sea f : D — R", entonces f
es una funecidn acotada sobre D si
existe una constante a € R,
que | flx)|| < o, Yo € D

Definicion 3.2, Sea D C R"
vesea f: D -+ R". = € D, en-
tonces f es una funcién continua
enx € D, si para cada € £ Ry,

{f(z) — f(y)|| < ¢ Vy € D, sa-
tisface ||@ — y|| < 4. Una funcién
F:D -+ R" x& D es una fun-
cién discontinunen x & D si f no

Definiciéon 3.3, Sea T C R,
vy sea f : T — IR La funcidn
[ es estrictamente creciente sobre
7, si para cada (z,y) € T =
y = flr] < fly). La funcion es
creciente (no decreciente) sobre el
conjunto Z si para cada (x,y) €
Tz <y= flx) < f(y). fesuna
funcion estrictamente decreciente
sohre T si paracada 2,y € T r <
y = Jlx) > fly). Jf es decreciente
(no creciente) sobre I si para cada
ny€lxz<y= f(x) = fly).
Definicién 3.4. SeaZ C I, ¥y
sea f : 2 — IR La funcién f es
mondtona sobre T si es creciente o
decreciente. Nitese que si la fun-

cidn f es creciente, entonces — f es

Definicién 3.5. Convergencis
monétona de una funcién f: IR
R para una funcién decreciente

(ereciente) sobre R. Astdimase que

existe un escalar ¥ € R tal que
SfGe) = v [ f(x) < ~), entonces

Hme—oc f(r) existe,

3.4 Funciones definidas positivas

Las funciones definidas positivas son ampliamente utilizadas en el diseno
y desarrollo de algoritmos de control de robots, y se interpretan como
la inyeccién de energia aplicada al robot para poderlo mover desde su

posicién inicial al punto deseado (punto final).

A continuacién se presentan los conceptos v definiciones de esta clase de

funciones.

Una funcién definida positiva es una funcién continua en su argumento

z € IR" tal que V : R" — IR, satisface lo siguiente:

V(iz)=0 & = =0¢<R”

Vie) >0 Yx#0

; V(z) — . cuando |z|| — oo, es decir V() es radialmente no

EE

acotada.

La funcién definida positiva sélo puede ser cero cuando su argumento es
cero, para cualquier otro valor de su argumento la funcion V(x) siempre
serd positiva. Cuando la funcién enmple con todos esos requisitos en el
espacio de su argumento (@ € IR™). entonces se le denomina funeién

definida positiva global.

Si la funcién V(a) es definida positiva sélo para una parte acotada de
su argumento, es decir (@ € R" : |2|| < p. p € IR, ). se le denomina

funcién definida positiva local v en este caso satisface lo siguiente:

Viz)=0 & z=0¢c R”

dp>0,v>0: 0<V(x)<y . NVe£0y |z|]|<p.
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Clon respecto a la notacién V{z) > 0 debe leerse con cnidado su inter-
pretacién de funeién definida positiva. Deberd entenderse que la tinica
posibilidad de hacerse cero es exclusivamente cuando el argumento es
cero, V(0) = 0, y por lo tanto la notacién V(x) > 0 no deberd nsarse.
En tal caso se estaria hablando de otro tipo de funcion V(xz) = 0 para
argumentos & # 0; a este tipo de funciones se les denomina funciones

semidefinidas positivas.

En la figura 3.3 se presentan varios casos de funciones definidas positivas.
Por ejemplo. para el caso de la figura 3.3a la funcién x? es global puesto
que cumple todos los requisitos para ser una funcion definida global. En
la figura 3.3b. tanh®(x) es una funcién definida positiva en forma local.
converge a una constante de valor unitario, ¥ no cumple V(x) — o,

cuando 2| — oo,. En la figura 3.3c la funcién f es definida positiva en

Ak}
'
[
e - - h,{qu'- ;o -
ol el
L o
S R PR N R S B S = 5l & B F-

Figura 3.3 Comparacién entre funciones definidas locales v globales

forma local. debido a que a partir de & = 5 la funcion decrece, es decir
f(5) > f(6). Finalmente, para el caso de la figura 3.3d, 1 — cos(x) sélo es
definida positiva en forma local para el intervalo « € (—w, 7).
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& Ejemplo 3.9

. . - . s r s \ 2 p 00 vaw
Analizar si la funcion V(x) = 2° es definida positiva.

Solucion

z R . e oy 9 .
Considérese la funcion escalar V(r) = 2. Evaluando en cero se tiene

que V(0) = 0: sin importar el signo de la variable x se tiene que la
tuncién V(xz) > 0. Obsérvese que si &+ — oc_ 0 x — —oc,, se tiene que
Vi{z) — ocy. Ademas, es global debido a que todos los requisitos de la
funcidn definida positiva se cumplen en todo el espacio de x. en este caso
en todo el conjunto de los mimeros reales, es decir. no estd limitada a una
region especifica.

& Ejemplo 3.10

Analizar si la siguiente funcién escalar
V(z) = 1—cos(x)

es definida positiva.

Solucion

Esta funcién es cero cuando x = 0. ¥ cumple con todos los requisitos de
una funcién definida positiva local en la region x € ( —7, 7). es decir, si
lre| < 7 entonces 0 < V{x) < 2.
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Obsérvese que la definicién de funcién definida positiva local no est4 limita
a satisfacer que existan mimeros positivos +. p tales que 0 < Via) <
4, para una regién acotada de |@|| < p. también incluye la siguiente

posibilidad:

Una funcién V : R — IR_ es definida positiva si existe una funcién

definida positiva ¢ : IR™ — IR, tal que
0<V(x) <V¥(zx), YeeR"

En este caso la cota superior es la funcién ¥{x).

Sin embargo. debe notarse que el argumento @ cubre todo su espacio, es

decir no permanece acotado.

Considérense las siguientes funciones escalares:

¥ir) = cosh{z)-—1

Viz) = ta11112(.r)

0 < tanh®(x) < ¥(x) vz € R.

donde tanh v cosh representan la funcién coseno hiperbélico v tangente
hiperbélica. respectivamente. La funcién ¥ es definida positiva. puesto
que ¥(0) = 0, y para x # 0, ¥(x) cumple con todos los requisitos de una
funeion definida positiva global. Al mismo tiempo sirve para mostrar que
si la funcion V(x) es definida positiva en forma local, no es necesario que

el argumento r se encuentre acotado.

Las funciones cuadraticas son el caso mas comin para funciones definidas
positivas. En general, para que este tipo de funciones sea del tipo funcién
definida positiva deberd cumplir que la matriz A € IR™*" sea definida

positiva.

|I\-‘Iatriz definida positiva I

La matriz A € R"™" se denota con el sfimbolo A4 > 0 para representar

un tipo especial de matriz cnadrada de relevancia en robdtica y control.
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Debe tenerse cuidado en la interpretacion de esta simbologia, no debe
leerse matriz 4 mayor que cero, va que esto no tiene sentido en el

andlisis y teoria de matrices.

A continuacién se establece un eriterio para determinar si una funcién

cuadritica de la forma V{z) = 27 Az > 0 es definida positiva.

Teorema de Sylvester'

Establece que la funcion V(z) = 7 Az > 0 es definida positiva si y s6lo si

la matriz A € R™™" es definida positiva (A > 0) para cualquier 2 € IR™.

Una matriz A > 0 es definida positiva si ecumple con los siguientes requi-

sitos:

, La matriz A de la funcién cuadritica, V(z) = &7 Az, debe ser una

matriz simétrica A = AT,

es decir ayy > 0.

Todos los determinantes menores deben ser positivos. consecuente-

El primer elemento de la matriz a;y de A € IR"*™ debe ser positivo.

mente el determinante de la matriz es |A| > 0.

Observacion: en el caso de las funciones cuadriticas definidas positivas
V(z) = 2" Az > 0 se requiere que la matriz A € IR"*" sea simétrica,
debido a la propiedad de antisimetria 7 A2 = 0 por lo que Vi) =
Az >0.

A continuacion se listan las propiedades de la matriz definida positiva:

,‘ La matriz A € IR™*™ > 0 es una matriz no singular, es decir existe la

matriz inversa A~! € R™*" y también resulta ser definida positiva
A1 >0.
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,1 Todos sus valores propios son niimeros reales positivos: A;{ A} > 0

parai=1,2,....n.

&% & Ejemplo 3.11

Determinese si la signiente funcion
» 2
V (.‘I’| ' .I‘Q) = ;r% + &5

es definida positiva.

Solucion

Para resolver este problema primero hay que comprobar si la funcién en
x = 0 vale V(0) = 0. Como se comprueba directamente, esta condicién
es verdadera. Como segundo paso en el andlisis de la funcién, hay que

. . o P2 . .
obtener la matriz A. La matriz A € IR“*“ se puede obtener de la signiente

r
T 1 07 [x

Vizy.zg) =

(21, 22) - [n 1] |:.l'2:|

Empleando el teorema de Sylvester, la matriz A es la matriz identidad y

ecuacion:

para ésta se tiene que:

Por lo tanto, la matriz es definida positiva de forma que 4 > 0 = V(x) >

0. BEE
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& Ejemplo 3.12

Determinese si la siguiente funcién

: 2 A W
V(zy,22) = [x1+x2]" =27 + 25+ 27122

es definida positiva.

Solucién

Antes que nada se tiene que la matriz A se puede obtener de la siguiente

Y5 Ha| T 1 1 N
“l ( l‘ I . ‘1‘2) - { } [ ] [ j|
T 1 1] |x

El andlisis de la matriz A se puede llevar a cabo a partir del teorema de

expresion:

Sylvester:

m A es simétrica
wmag=1
m (A =0

Por lo tanto la matriz no es definida positiva. En este caso la matriz
es semidefinida positiva y de aqui se sigue que A > (0 = la funcion es

semidefinida positiva V(z) > 0.

Funcion semidefinida positiva

Una funcién Viz) es semidefinida positiva cnando V(e) = 0si 2 # 0. La

funcion V{z) = 2T Az > 0 es semidefina positiva si y s6lo si la matriz
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A

la inclusion del sfmbolo = 0).

R™™ es semidefinida positiva, esto es, siy sélo si A > 0 (obsérvese

M

Una matriz es semidefinida positiva si satisface las siguientes condiciones:

La matriz A debe ser una matriz simétrica. esto es. A = AL,

,‘ El primer elemento de la matriz debe ser positivo, es decir, se debe

cumplir que a;; > 0.

,‘ Alguno de los determinantes menores o el determinante | A| es menor

o igual a cero.

La notacién de una matriz semidefinida positiva, A > 0, no se debe de
interpretar como que la matriz A es mayor o igual a cero, ya que esta
interpretacion de la notacién no tiene ningiin significado en el tema de

matrices.

Funcion definida negatival

Una funcion V{e) es definida negativa. lo cual se denota como V(z) =

x! Az < 0. si la matriz -A € R®*" es definida positiva (—A > 0).

Ithcidn semidefinida negativa I

Una funcién V() es semidefinida negativa, lo que se denota como V() =

-~

' Az < 0, si la matriz -A € IR™*" semidefinida positiva (—A > 0),

| Funcion indefinidas I

Existen funciones que se denominan indefinidas v son aquellas en las

que la matriz A € IR™"™ es una matriz indefinida. es decir, una matriz en
la que algunos de sus determinantes menores son negativos y otros son
positivos. Por lo tanto, no son clasificadas ni como funciones definidas
positivas, ni como semidefinidas positivas. ni como definidas negativas, ni

como semidefinidas negativas.
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La matrices definidas negativas. semidefinidas positivas, semidefinidas
negativas e indefinidas tienen las siguientes propiedades matematicas

que resultan de utilidad en el diseno de esquemas de control:

7 Una matriz A € R™™" definida negativa A < 0 tiene todos sus

alores propios negativos: \;i{A} < Oparai=1,2,.--,n.

Una matriz A € R"™™" semidefinida positiva A > 0 tiene todos

sus valores propios no negativos: A,{A} > 0parai=1,2.... . n.

Una matriz 4 € IR™*" semidefinida nesativa A < 0 tiene todos

sus valores propios no positivos: A;{{A} <0 parai=1,2,---.n.

Una matriz A € R™" indefinida tiene algunos valores propios

EREREE

positivos v otros mds son negativos.

BJ |Teorema 3.1 Rayleigh-Ritz | l

El teorema de Rayleigh-Ritz establece que:
T 2 T ; max |, (12 P n
A x| € 2" Az < AT ||2||° Ve € R". (3.19)

donde los valores propios maximo y minimo de A estdn denotados por

ATy A respectivamente.

El teorema de Rayleigh Ritz es ampliamente utilizado en el diseno de
algoritmos de control de robots manipuladores, particularmente se emplea

en el problema de control de posicién para acotar la norma del error.
Una generalizaciéon del teorema de Rayleigh- Ritz es para el siguiente caso:

@' Ay < Amax {A} 2|y Vz.y € R" (3.20)
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== 3.4.1 Derivadas parciales de funciones de energia
Carl Gustav Jakob

Jacobi (1804-1851)
A continuacion se presentan algunas operaciones basicas que son am-
pliamente usadas en robotica v que estin relacionadas con el cilculo de
derivadas de vectores y matrices. Se describe la forma de derivar un es-
calar con respecto a un vector, o la derivada de un vector con respecto a

un vector. lo cual se aplica cuando la estructura a derivar estd compuesta

de vectores y matrices como es el caso de la funciones cuadraticas que

inyectan energfa a los robots manipuladores: V(z) = &% Az. Carl  Gustav  Jakob  Jacobi,
matemaitico aleman, nacié el 10

— - de diciembre de 1804 en Potsdam,
Matriz JaCOblanaI Prusia, actual Alemania.  Estu-

did en la Universidad de Berlin,

i . i . . . . btuvo su doctorad 1825 sobre
Sea f una funcién diferenciable de un campo vectorial n-dimensional a SR o 5
andlisis de la teoria de fracciones.

otro campo vectorial m-dimensional f(z) : R" — IR™, con @ € IR". Las Realizé numercsas aportaciones

derivadas parciales de las m funciones pueden ser representadas por un Bt B B A
drea de las ecuaciones diferen-

.y “ -. |.' H - . --r .l ", .l < LIS « -' H ",
arreglo matricial denominado matriz jacobiana, en honor al matemaitico R NS R RN P

Carl Gustav Jacobi. teoria de las funciones elipticas y
propuse un metodo para resolver

integrales elipticas usando series

La matriz jacobiana. representada por J € R™™", es una matriz for- e
mada por derivadas parciales de primer orden, la cual puede escribirse de En robética, en el drea de cinemdti-

a2 ca diferencinl se emplea el concepto
la siguiente forma:

de jacobiano del robot, el cual per-

mite extraer informacidn acerca de

afy afr .., 9nh las singularidades del robot, es de-

Jaq Jra ry . 1oe n

af. O fa af. cir posiciones especificas del robot
T = Uf(:l)) e lfhf.l 1:):; E 1').1':, (3.21 tal que el determinante de la matriz
& Ax - - .. . Bz ) jacobiana se anula. La matriz jaco-

) bhiana también es fundamental en el
U O O f i -
s = R ; o control cartesiano.

Luego de una brillante carrera, Jau-

cobi murid ¢l 18 de febrero de 1854

on la ciudad de Berlin,

La utilidad de la matriz jacobiana se ubica en varias dreas de la robdética,

en el andlisis de singularidad de robots manipuladores, planeacién de
trayectorias, cinemadtica diferencial, asi como en control cartesiano con la
estructura de jacobiano transpuesto, en este tema se encuentran control
de impedancia, control de fuerza. control hibrido fuerza/posicion y visual
servoing.
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& Ejemplo 3.13

Obtener la matriz jacobiana de la siguiente funcién vectorial:

Solucién

flzy,x9.23) =

i
£l + X123
sen(x3)ag

2.2 2
T{THLY

De acuerdo con la definicidn. la matriz jacobiana de esta funcidn vectorial

(&N

£y 2 N £22 (2 \
dri+2yrs) rlg.r‘) fry 23 n')l_;rl +ryaxy)

. s x| re ors
adf(xy.xo, 23) _ | aisen(xsles) 9 SeNeadaz) I SCN{wa)aa)
‘ o i—}J‘x lrkr: drs
oz d(zixr3x3) HNxjrsed) P xiriz?)
iy thres itrs
2r1 +x3 0 I
0 sen(xr3) cos(z3)rs
Do ) S ) Y SN, | 922,
2ryrzey  2xjxaxry  2w{rsr;

[Gradiente§

El gradiente es un campo vectorial cuyas componentes son las derivadas

parciales de primer orden de una funecién escalar:

VV(x)

- V() -
(}Il

S (3.22)

oVi(x)
dx

avia)

i,

El gradiente estd representado por el operador VV(2) : R — R”"

ALFAOMEGA
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Hay que observar que la matriz jacobiana puede ser representada en térmi-

nos de gradiente de la siguiente forma:

r B af )
Vfi(e) e g e g
STy B Of  Of
7fF \T s 0 S '?f,,,
Vim(z) ;’7: «( b "r}r_

Geométricamente el gradiente representa un vector normal a la superficie
de la funcién de energfa que se le invecta al robot. indica la direceién en la
cual la energia se decrementa mds répido. El gradiente apunta en la direc-
cion en que la derivada direccional es méxima, y la norma del gradiente

representa la magnitud de decremento en nna determinada direccion.

& Ejemplo 3.14

Obtener el gradiente de la siguiente funcion:

V(zi,22) = 1+ 2x120 + 23
P .r'f+'.’11.r-g—r3 o 05
VW(z) = dViz) —om | _ 2x, + 219
o dx e asinhly 21y + 2r9

[iF ]
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& & Ejemplo 3.15

Considérense los vectores .,y € IR”, la matriz A € IR"*" y definase
la funcién V(z.y) = x’ Ay, cony = yl(x).

Obtener el gradiente.

Solucién

El gradiente de esta funcién es:

. T Iy i gl
i) {1‘ Ay} B ()'1.1 it (_)'y! Wi
Oa dax dx
ST
o

L0 - T X T :
donde % =] € IR"™" es la matriz jacobiana que para este caso resulta

ser la matriz identidad.

Al derivar también se ha utilizado la propiedad ' Ay = [.élvy)Ta: =
zeR" @Tz=2"x

y ATz,
omg
Obsérvese que el operador vectorial (-;Lx carece de movilidad al interior de

la estructura matematica de la funcién V{ax). Es muy importante tener
claro la funcién que realiza este operador, ya que es comiin cometer errores
al darle propiedades de un operador escalar. En este caso, de acuerdo
con la funcion cuadratica se emplea dlgebra de vectores y matrices para
conmutar al extremo derecho el vector y de la funcién V{ax) v el vector
@ moverlo al extremo izquierdo, es decir intercambiar el vector y por el

vector .
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% & Ejemplo 3.16

Obtener el gradiente de la siguiente funcién de energia: V(z) = x’ Az.

Solucion

Empleando el resultado del ejemplo 3.15 el gradiente VV () adquiere Ia

siguiente forma:

») T -.) ‘T
VWiz) = Vi{zTaz) =5 Az 4+ 25

—Ax (3.24)
x dx 1‘ )

1)i xT Az E
oy
a{x" ax)

s (;.('2 — 24x

.';{-.r‘"Aa:}
(}.!‘.,

La expresién obtenida en (3.24) es vilida si la matriz A € IR"™™" es

simétrica, en otro caso;

VWiz) = V{zTAz} =[A+A7|= (3.25)

El resultado de la expresién (3.24) reproduce el obtenido en el ejemplo

3.14
7{ 2 9 )| £ 1 17 [x
Vizi.22) = zi+2mxa+25= l
) T2 1 1) a2

[ I 1 ] {.r:l}
24 =2
1, 4 '

TV ()

Derivada temporal de una funcion de energia

La derivada con respecto al tiempo de una funcién de energfa con la

estructura de funcién enadritica V(z) = 27 Az se obtiene de la siguiente
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forma:
dViz) . - T -
' = Viz)= — 2T Azx) 3.2
dt ¥i{w) dt A (3.26)
da” sl dx
= —Az+x —Az+x’ A— Az
TR T e

= @ Az +a’ Az +x" Az

= 227 Ar + 2" A

‘o . ; ; antd O ] i d p . Y. 9
Aqui se ha empleado la notacién @ = 5=. A = £ A. La expresion (3.26)
es vdlida si la matriz A € IR™" es simétrica. en otro caso se obtiene la

siguniente expresion:

mgﬂ = Vi@)=a" [A+ AT &+ Az (3.27)
ar

Es importante resaltar que el operador escalar % tiene movilidad al inte-
rior de la estructura matemadtica de la funcién V(x). en contraste con el

’ et ariald TS e 3 Avri
operador vectorial == el cual permanece inmévil.

Es una préctica comin que en las funciones de energfa V(z) = 27 Az 1a
matriz A € IR™*" sea simétrica ¥ definida positiva. junto con elementos

constantes por lo que su derivada adquiere la siguiente forma:

Viz) = 2a"Az (3.28)

& & Ejemplo 3.17

Obtener la derivada temporal de la siguiente funcién de energfa:

V(z,x3) = x5+ 8x 29+ 323

ALFAOMEGA RosoTtica. CoxTroL DE ROBOTS MANIPULADORES - FERNANDO REYES CORTES

Reyes Cortés, Fernando. Robética: control de robots manipuladores.

: Alfaomega Grupo Editor, . p 175
http://site.ebrary.com/id/10741037?ppg=175

Copyright © Alfaomega Grupo Editor. . All rights reserved.

May not be reproduced in any form without permission from the publisher,
except fair uses permitted under U.S. or applicable copyright law.



3.4 Funciones definidas positivas

143

Solucion

Empleando el operador escalar ﬁ’; se tiene ques:

d{x%) £ d(Sxyas) 5 d(3x3)
dt dt dt
= 2aqydy + Siyae + 8xyka + Gxodo

o [¢ sl

= 2

JTa 1 3 l_;

Por otro lado, empleando el operador vectorial I}”T se obtiene que:

o
) . o 1 4 "
V(zy,x2) = =xy+8rimwe+ 322 = [ ¥ J [ J [“ J
& To 4 3 To

Vg, zg) = [24522) 1T 5 — 05T Ad

-2 3

Vizy,z;) =

Empleando cileulo diferencial, ¥ suponiendo la matriz A € IR™™™ es
simétrica. la derivada temporal de la funcién de energfa V(z) = 2’ Az

adquiere la siguiente forma:

"-(m) e [ i)‘;l{;(l."l ]T

= VWix)'s+a" Az

& +axl Ax (3.29)

2zT Az + a7 Ax
Si la matriz A € IR™ " es constante. entonces V (x) = 227 Az.

En general, si la funcidn de energfa se forma bajo las condiciones de que
zeR" yeR". ze R, w(l)e RE,.V: R, xR"xIR" xIR"xIR; —

IR.. entonces la derivada temporal est4 dada por:

Vit.zy zw) = Lhovaw, Fevswl, Hovaw,,
dx oy Dz
OV (t.@. y. =, w) iy aV{t. ;I:,Ay‘ = w) (:5'3“)
it ot :
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144 Capitulo 3 Preliminares matemadticos
3.5 Sistemas dinamicos
Definiciones Los sistemas dindmicos son modelos matematicos con ecuaciones diferen-
Definicidn 3.6. Considérese i 1 1 I & oo
st Rkl & = i ciales que describen los fendmenos fisicos que se encuentran presentes en

conx € R" yt ¢ R.. Si
Jit, ) = fla), VL > 0, entonces el
sistema se llama sistema dindmi-
co auténomo invariante en el
tiempo.

Definicién 8.7. Sea D C R". y
F:D—=R", e D, entonces f as
uniformemente continua on @ &
D, siparacadae € R, existe d =
d(e) > 0, tal que || f(z) ~ fly)l <
e. ¥y £ D, satiaface ||@ — y|| < 4.
Si f: D — R" es uniformemente
continua en P, entonces £ es una
funcidn continua para cada @ € D,
Lo contrario de esta afirmacién, no
necesariamente es verdadero.
Definicién 3.8, Sea D C R",
vy f: D — R", entonces f es una
Juncion comdinua Lipschilzen @og €
D, gl existe una constante Lipschits
l ={xq) > 0y una vecindad N” C
R” de mq tal que:

[| £(=) = Flall < e — vl

Va,y € N

J es unafuncion continua Lips-

chitz globalmentesi f es una fun-

cién uniformemente Lipschitz so-

bre I = R™,
Definicién 3.9.

conjunto atractor M C T del sis-

Se tiene un

tems dindmico i@ = f{m@) si exis-
te una vecindad AV € M tal que
Vz € N, =(t) € N ¥ = 0
v xft] — M conforme el tiem-
po tiende a infinito ¢t — oo. El
dominio de atraceidn M, C D
del sistema dindmico @ = f{x)

estd dado por Mg = {mn EPD: s

@(0) = @y, = ling—oe w(t) = 0},

el robot. Para propésitos de andlisis ¥ diseno. en robética se emplea como
modelo dindamico una estructura matemética que incluye una ecuacion

diferencial de primer orden expresada de la signiente forma

& = f(x), x(0)eR" VYi>0, (3.31)

donde 2 representa la variable de estado, la cual proporciona informacién
interna de los estados de la dindmica del sistema fisico o mecdnico en
el caso del robot, La variable de estado @ es una funcion continua del
tiempo & = ®(t) y es la solucién de la ecnacién diferencial, en particular

2(0) € R™ se conoce como la condicién inicial o estado iniecial.

La funcién f(@x) es un mapeo vectorial f : IR" — IR" continuo en la
variable de estado que satisface lo siguiente:

7’ La ecunacién (3.31) tiene una solueién iinica en el intervalo (0. ~o)

correspondiente a cada condicién inicial a(0).

,’ La variable de estado @ es una funcién continua del tiempo ¢, ¥ esta
dependencia es una caracteristica propia o intrinseca. Por tanto, la
daxr

derivada & = S existe y tiene sentido .

Si a(t) es la solucién de (3.31) correspondiente a la condicién inicial
x(0), entonces x(t) depende de manera continua del estado inicial
x(0).

Continuidad Lipschitz: la funcion f es localmente continna Lipschitz
en a si para algiin i > 0. existe / > 0 tal que,

I f(e1) — Flma)| < |2y — || ¥ 21,20 € By, £ >0 (3.32)
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3.5 Sistemas dindamicos 145

Aqui Bj significa una regién esférica B(0. ) de radio h y centrada en
cero, la constante [ se llama constante Lipschitz. Una definicién para una Lipschitz (1832-1903)
funcién f continua Lipschitz en forma global es que la relacién (3.32) sea

vilida Y&, @s € IR™.

En el sistema (3.31) Ia variable tiempo f no aparece de manera explicita,
por esto se le denomina sistema dindmico auténomo y sirve para

representar a los sistemas dinamicos lineales y no lineales. Cuando el

tiempo aparece explicitamente como parte de la estructura matematica.
Rudolph Otto Sigismund Lipschitz,

entonces se le denomina sistema dindmico no auténomo: x = f(t.x). it GIE e St S ek

mayvo de 1832, En 1864 fue profesor

Las siguientes estructuras matemdticas son ejemplos de sistemas dindmi- gaciboanvEmdes paEorn e
honar, Ia condicién de continnidad

cos no lineales anténomos: 36 Lipachits Neva i nombro: dets

garantiza la solucién inica para sis-

2
3 temas dindmicos de la forma & =
] sen(iry) f(x): dicha contribucién represen-
T = . ta una fortaleza para el desarrollo
: de sistemas dindmicoa aplicados a
J.ill‘ la robdtica,
T = Hlllll( x) También reslizé una gran can-
tidad de aportaciones en diver-
D = ('()H(:B] sas Areas de las matemiticas. en-
. tre las que sobresalen: teorfa de
x = sen(x) > ; 4 5
nimeros, algebras con involucidn,
andlisis matematico, etc. Lipschitz
trabajé sobre el método de Hamil-
Hay que observar que la denominacién de sistemas dindmicos no lineales son dncubl ce IDIERERCIGN e sewa:

cioned de movimiento de sistemas

es respecto a la variable de estado @, es decir la variable de estado es BT M MR ¥ Bt G A SN L

argumento de una funcion no lineal. 1003.

Un sistema lineal autonomo, invariante en el tiempo, estda dado por la

siguiente ecuacion:
® =  _Awx
Aqui A € IR™*" es una matriz con coeficientes constantes,

Ejemplos de sistemas dindmicos no auténomos lineales v no lineales son
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146 Capitulo 3 Preliminares matemadticos

los siguientes:

x7 sen(t)

sen(xa)e’

T =
x = tanh(x)cosh(l)
& = cos(z)t?

# = Azt

& = sen(t)sen(x)
& = sen(zt'"™)

Normalmente los modelos dindamicos tienen una estructura diferente a la
de la ecuacién 3.31, siempre es posible mediante un adecuado cambio de

variables de estado transformar un sistema dindmico a la forma 3.31.

% & Ejemplo 3.18

Considérese la signuiente ecuacion diferencial
j+ag+dy = 0

donde a. 5 € IR son constantes, v la respuesta del sistema esta deter-
minada por y € IR. Obtener la representacién en variables de estado

de la forma xp = f(x).

Solucion

La representacién en variables de estado de la forma 3.31 se obtiene me-

diante el siguiente procedimiento.
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Teniendo en cuenta que y = ), se tiene que:

11 = 9

To = —axq — 3y

La ecuacién anterior puede adquirir la forma vectorial de un sistema li-

neal:

% & Ejemplo 3.19

Considérese el siguiente sistema dindmico no lineal

T = i+ i+ /3 sen(y)

donde o. 7 € IR son constantes, 7 € IR es la senal de entrada y la

respuesta del sistema es y € IR.

Obtener la representacion en variables de estado.

Solucion

La representacion en variables de estado de la forma 3.31 se obtiene como:

T = I

To = —oueg — Jsen(r)+r1
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148 Capitulo 3 Preliminares matemadticos

Puntos fijos I

Considérese el sistema dindmico auténomo (3.31). El vector * € IR es

un punto fijo de f(a) si:
J(z%) = @ (3.33)

La interpretacién geométrica de los puntos fijos de la funcién f(x) son

los puntos de interseccién de la grdfica de f(a) con la recta de 2.

Algunas funciones tienen uno o més puntos fijos:

f(z) = a? tiene tres puntos fijos: f(—1) = -1, f(1) =1, f(0)=0.

s f(z) = a? tiene dos puntos fijos: f(0)=0.y f(1)=1.

w La funcién f(x) = sen(r) tiene como tinico punto fijo #* = 0.
s La funcién f(z) = ¢* no tiene ningiin punto fijo.
s La funcién f(z) = & tiene un mimero infinito de puntos fijos.

==1 3.5.1 Puntos de equilibrio

Un punto de equilibrio o estado de equilibrio es un vector constante

x,. € IR" del sistema (3.31) si cumple con la siguiente condicion:
f(&) = W Nt (3.34)

Obsérvese que si la condicién inicial 2(0) € IR” se encuentra justo en
el punto de equilibrio, entoneces se satisface que () = 0% ¢ > 0. El
punto de equilibrio es un ente dindmico donde todas las fuerzas del sis-
tema encuentran su equilibrio. El punto de equilibrio del sistema dindmi-
co tiene propiedades particularmente importantes para control de robots.

por ejemplo el punto de equilibrio puede ser estable o inestable.
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3.5 Sistemas dindamicos 149

Los sistemas dindmicos no lineales son diversos en lo que se refiere a la
existencia del punto de equilibrio. siendo las siguientes algunas de las

posibilidades:

Un solo y iinico punto de equilibrio: & = x2.

Un nimero finito de puntos de equilibrio: & = 2* [z — 1]; puntos de
equilibrioxz =0y x = 1.

equilibrio & = 0. +nm.

No tiene puntos de equilibrio: & = e*.

Un niimero infinito de puntos de equilibrio: & = sen(z): puntos de

En los sistemas dinamicos lineales se pueden dar sélo dos posibilidades:

,‘ Puede tener un solo y tinico punto de equilibrio: @ = Aw. si el

determinante de la matriz A € IR"™" es diferente de cero, i .e.

det[A] # 0.

j,l Tiene un mimero infinito de puntos de equilibrio: @ = Az, si el

determinante de la matriz A € IR"™" es cero, i.c., det[A] = 0.

Como se expone en la siguiente seccidn, la teoria de estabilidad de Lya-
punov tiene como principal objetivo estudiar el comportamiento de sis-
temas dindrmicos lineales o no lineales deseritos por ecuaciones diferen-

ciales de la forma @ = f(2(1)).

El estudio de la estabilidad de sistemas dinamicos se caracteriza por
analizar la respuesta del sistema para pequenas perturbaciones en los
estados del sistema. Un punto de equilibrio se dice ser estable si para
valores pequenos de perturbaciones iniciales, el movimiento perturbado

permanece en el espacio de estados. La metodologia de Lyvapunov no re-
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150 Capitulo 3 Preliminares matemadticos

quiere resolver la ecuacion diferencial. la cual puede ser muy complicada.
La estabilidad del punto de equilibrio se demuestra por proponer fun-
ciones de energfa definida positiva al sistema. tal que su potencia sea
semidefinida negativa. Si la derivada de la energia o potencia resulta una
funcion definida negativa se habria demostrado estabilidad asintotica del
punto de equilibrio. Los algoritmos de control que se emplean en robdtica
estdn directamente relacionados con la estabilidad asintética ¥ no con la

propiedad de estabilidad.

3.6 Teoria de estabilidad de Lyapunov

La teorfa de estabilidad de Lyapunov es una herramienta indispensable
para analizar la estabilidad de sistemas dindmicos. Histéricamente, en el
siglo XV el problema que llamaé la atencion fue la estabilidad del sistema
solar generalizado en el titulo Problema de estabilidad de N cuerpos
rigidos. Torricelli (1608 1647) fue de los primeros en formalizar lo que
se conoce como minima energia total, postuld que un sistema de cuerpos
tiene un punto de equilibrio (loeal) estable. si dicho punto tiene mfnima

energia total.

A mediados del siglo XVIII, Lagrange y Laplace generalizaron las ideas
de Torricelli con el siguiente principio: si el sistema es conservativo,
es decir el sistema conserva la energia total (energia cinética
mds potencial), entonces un estado del sistema correspondiente
a cero energia cinética y un minimo de energia potencial es un
punto de equilibrio estable. Otros cientfficos mostraron que el prin-
cipio de Torricelli también se cumple cuando el sistema es disipativo. es
decir, cuando la energia total se decrementa a lo largo de las trayectorias

del sistema.

En esencia los teoremas de estabilidad de Lyapunov son la generalizacién
del principio de Torricelli. La teoria de Lyapunov es muy importante

en el andlisis de estabilidad de sistemas dindmicos lineales v no lineales.
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3.6 Teoria de estabilidad de Lyapunov

sin importar el orden del sistema: permite obtener informacién sobre la
estabilidad del punto de equilibrio del sistema sin resolver la ecuacién di-
ferencial que caracteriza a dicho sistema dindmico; ofrece una precisa ca-
racterizacion de aquellas funciones que califican como funciones de ener-
gia en la vecindad del punto de equilibrio y la nocion de que aquellas
funeciones de energin se decrementan a lo largo de las travectorias del
sistema dindmico en cuestién. lo que significa que la derivada temporal
de la energia (potencia del sistema) debe ser negativa definida, hasta

alcanzar un estado de equilibrio.

La definicién abstracta de estabilidad para un sistema dindmico no nece-
sariamente se derivd de un sistema conservativo o disipativo. Fue hasta
1892 cuando Alexander Mikhailovich Lyapunov establecio contribuciones
sobre el andlisis de estabilidad de sistemas dindmicos no lineales en su
trabajo The General Problem of the Stability of Motion. Los re-
sultados de Lyapunov incluyen los métodos directos e indirectos, junto
con el principio de invariancia de Barbashin-Krasovskii-LaSalle, los cuales
proporcionan una fuerte metodologia para el diseno de esquemas de con-
trol que garantice la estabilidad del punto de equilibrio del sistema en

lazo cerrado.

El método directo establece que si se construye una funcién de energia
en los estados del sistema como funcidn definida positiva continua dife-
renciable, la variacion temporal debida a pequeias perturbaciones en una
vecindad del punto de equilibrio es siempre negativa o cero, entonces el
punto de equilibrio es estable en forma global, es decir, para toda condi-
cidn inicial que se encuentre dentro de la region de atraceién. Sin embar-
go, si la razén de cambio de la funcién definida positiva es estrictamente
negativa. entonces el punto de equilibrio es asintéticamente estable en for-
ma global. Nétese que la razén de cambio de la funcién definida positiva
corresponde a la potencia del sistema. En contraste, el método indirecto
aborda inicamente la estabilidad local del punto de equilibrio de sistemas
dindmicos linealizados. La estabilidad local se caracteriza s6lo para algu-

nas condiciones iniciales.
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Aleksandr Mikhailovich
Lyapunov (1857-1918)

Matematico v fisico ruso, Lyapunov
nacié el 6 de junio de 1857 en
Yaroslavl, Rusia Imperial. Estu-
dié en la Universidad de San Pe-
tersburgo. formalizd el concepto de
estabilidad en respuesta al pro-
blema abierto de determinar con-
figuraciones estables de cuerpos
en rotacion en Huidos, propuesto
por Poincaré v fue profesor de la
Universidad de Kharkov, contem-
pordneo de Routh y Hurwitz (con-
trol clasico), Lyapunov obtuvo su
doctorado con honores en 1892 on
tapicos de estabilidad para sistemas
dindmicos que detond el desarro-
llo de contral en robética. En 1918
su esposa Natalia enfermd de tu-
berculosis y por la mala situacion
ceonomica que pasaban murio el
31 de octubre de 1918; tres dias
después, el 3 de noviembre Lya-
punov se suicidé con un disparo en
la cabeza. No dejd descendencin. A
partir de 1960, s¢ reconocid el valor

de su legado cientifico y las bases

del control moderno,
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Existen herramientas para determinar la estabilidad de sistemas lineales.
tales como Bode, Nyquist, Routh, Iugar de las rafces (roof locus), ete.
Sin embargo. dichas herramientas no se aplican a sistemas no lineales
o lineales variables en el tiempo. La técnica del plano fase es aplicable
a sistemas de primer v segundo orden. Bajo el enfoque de Nyquist, es
posible emplear la técnica de la funcién descriptiva a un tipo de sistemas

no lineales; dicha técnica es sélo aproximada.

Esta seccién estd destinada a presentar los conceptos bésicos de esta-
bilidad para el punto de equilibrio del modelo dindmico (3.35), particu-
larmente el denominado segundo método o método directo de Lya-
punov. Sin pérdida de generalidad, de aquf en adelante su supondra que el
punto de equilibrio es el vector constante cero: @, = 0. Si este no fuera el
caso. siempre es posible trasladar el punto de equilibrio con un adecuado

cambio de coordenadas al origen de estados.

Es importante resaltar que los atributos de estabilidad son sobre el punto
de equilibrio del sistema dinamico @ = f(t,x) y no sobre el sistema en

si, ni de sus soluciones.

3.6.1 Estabilidad en el sentido de Lyapunov
c.

El concepto de estabilidad tiene varias interpretaciones dependiendo del
campo del conocimiento donde se aplica: por ejemplo. en ciencias natu-
rales 0 en economia un sistema es estable si una determinada variable
del sistema se incrementa mondtonamente, de acuerdo con una ecuacion
exponencial. Similarmente en astronomfa, el movimiento de un cuerpo
celestial es considerado como estable si alguna de sus drbitas no difiere
de la previa. En ingenierfa. la estabilidad de un sistema significa que des-
pués de un intervalo de tiempo el error permanece dentro de un rango
especifico o bien se decrementa a cero. No obstante, dentro del drea de
ingenierfa es donde el concepto de estabilidad tiene varias facetas. por

cjemplo estabilidad exponencial, cldsica, absoluta Popov. entrada-salida.
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3.6 Teoria de estabilidad de Lyapunov

L.y en el sentido de Lyapunov.

Sin embargo, de todos los conceptos de estabilidad del area de ingenieria,
la que mayor ventaja ofrece es la teorfa de estabilidad de Lyapunov debido
a que proporciona varias propiedades matematicas que facilitan el anilisis

y diseno de esquemas de control.

La teorfa de estabilidad de Lvapunov tiene como principal objetivo es-
tudiar el comportamiento de sistemas dindmicos lineales ¥ no lineales

descritos por ecuaciones diferenciales de la forma:
x = f(t.e) z(0)eR" ¥t =0, (3.35)

Esta teorfa establece que para toda condicién incial z(0) € IR™ que se
encuentra dentro del atractor, si el sistema tiene un estado de equilibrio
asintoticamente estable. la energfa acumulada del sistema dentro del do-
minio de atraccién cae al evolucionar el tiempo. hasta alcanzar un valor

minime en su punto de equilibrio.

El concepto de atractor o region de atraccién significa que para cada
solucion de la trayectoria @ (t) que empieza suficientemente cercana a cero,
a partir de fg se aproxima al origen 0 como el tiempo evoluciona, es decir

n+1— .

Hipétesis sobre el sistema dindmico (3.35): consideraremos que el sistema

es dindmico anténomo. es decir

& = f(z), «(0)eR" vt>0, (3.36)

El punto de equilibrio existe: f(0) =0 € IR".

La funcion f(x(t)) es continna Lipschitz sobre IR".
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o Existe la solucién x(t) € IR" y es tnica, continua en t y diferen-

ciable con respecto al tiempo.

& 1 funcién F(z(t)) es continua en @, continua para toda condicion

J

inicial (0) € IR y continuamente diferenciable en {.

Entre los conceptos bésicos de la teorfa de Lyapunov destacan los siguien-

tes:

_Estabilidad

El origen de la ecuacion (3.36) es un punto de equilibrio estable (en el
sentido de Lyapunov) si para cada tp = 0, y ¢ > 0 se puede encontrar

un mimero ¥(#p. €) > 0 tal que:
lx(0) — 0| < ¥(to.€) = ||=(t) — Ol <e ¥i=>0. (3.37)

donde x(t) es la solucién de (3.36). la cual empieza desde x(0) en .

En la definicién anterior la constante v(#g. €) < € no es 1inica. Debe inter-
pretarse que en la definicién de estabilidad requiere la existencia de un

d(to.€) > 0 para cada € > 0 y no para algin € > 0.

En la figura 3.4 se muestra el concepto de estabilidad para el caso 2(0) €
IR? donde el origen & = 0 € IR®. Obsérvese que existe un € y un ~ que
satisface la condicidn de estabilidad, es decir, ||&(0)| < v = |=(t)| <

e Vit>0.
El punto de equilibrio & = 0 es atractivo si ¥ig € IR..3 5(fq) > 0 tal

que

|l®al] < n{te) = =(tq + £, to, x(0)) — 0 como t — .

Estabilidad lmiformc'

El punto de equilibrio @ = 0 es llamado un punto de equilibrio estable
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A 3 ‘

Figura 3.4 Concepto de estabilidacd.
uniformemente de {3.36) si v = v(€) no depende de fg.

Equilibrio asintéticamente establel

El origen es un equilibrio asintdéticamente estable de (3.35) si

El origen es estable.

s a . . . ” ’
El origen es atractivo, es decir, existe un nimero v > 0 tal que

|2(0)]| < ':»" = |l=(t)]| =0 cuando t— 2.

En la figura 3.5 se ilustra el concepto de estabilidad asintética para el

caso de x(0) € R?,

El origen es un punto de equilibrio asintéticamente global de la

ecuacién (3.35) si:

El origen es estable

4 B origen es atractivo para todo x(0) € IR™, es decir,

/

|lx(t)]| — 0 cuando t —o0, ¥a(0)eR"
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156 Capitulo 3 Preliminares matematicos

Figura 3.5 Estabilidad asintética.

En la figura 3.6 se muestra la evolucién temporal de la trayectoria @(t) €
IR? hacia el punto de equilibrio. La condicién inicial se encuentra dentro

de la regién de atraccion, entonees 2(#) — 0 cuando ¢ — ~xu.

Figura 3.6 Convergencia asintética al punto de equilibrio.

Los conceptos de estabilidad global y estabilidad asintética global signi-
fican que el punto de equilibrio es fnico.
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Elorigen es un punto de equilibrio exponencialmente estable global

de (3.35) sf existen constantes positivas a, 3 y v tales que:

st ||l2(0)]| < v = ||lz(?)] < allz(©0)|le™. ¥ t=0.¥2(0) € RT3.38)

De acuerdo con los conceptos anteriores, un equilibrio exponencialmente
estable global es también un equilibrio asintdticamente estable. Sin em-

bargo. lo contrario no necesariamente es verdad.

El origen es un punto de equilibrio inestable de la ccuacion (3.35)
si éste no es estable. Afirmar que el origen de estados es inestable es
equivalente a enunciar que existe al menos un € > 0 para el cual no es

posible encontrar un 4 > 0 tal que:

|l2(0)]| <y = [l=(t)<e Vi=0,

en otras palabras, si existe al menos un ¢ > 0, el cual se desea que acote
a la norma de la solucién ||@(t)|| ¥ no existe ninguna condicién inicial
z(0) # 0 € IR" y cuya solucién x(t) lo satisfaga (||z(t)|| < ¢ ¥t = 0).
entonces el origen es inestable. Es importante subrayar que en ningin

momento se afirma que la solucién &(t) debe “crecer” indefinidamente.

3.6.2 Funcién candidata de Lyapunov
C

La propuesta de la tunciéon de Lyapunov es importante debido a que su
estructura matematica permite demostrar las propiedades de estabilidad

del punto de equilibrio del modelo dindmico (3.36).

Una funcion V(x) es una funcion candidata de Lyapunov para el
equilibrio & = 0 € IR" de la ecuacién @ = f(z)si V: IRy x R" — R,
cumple con lo siguiente:
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V{x) es una funcién definida positiva.
&

dViax) .z .
‘—r'}(.'lt_'. es una funcién continua con respecto a &.

3 . V() . . s
I Lil (l(‘.rl\'ﬂ(]ﬂ con respecto Hl tiempo L existe v es una fllll(‘l()ll
/ it -

continua con respecto a @.

La derivada con respecto al tiempo de una funcion candidata de
Lyapunov V(z) para la ecuacién (3.35) a lo largo de sus trayectorias del
sistema. estd denotada por:

av(z)" .
—_—r

v z) O

(3.39)

[La derivada temporal de la funcion de Lyapunov d%;g-' para el sistema

dindmico (3.35) debe ser una funcién definida negativa:

Viz) <0 ¥t>0 YzeR"

D 3.6.3 Método directo de Lyapunov

Clon los preliminares anteriores, ahora se pueden presentar los teoremas
fundamentales de la teoria de estabilidad de Lyapunov. Es importante
mencionar que se presentan los teoremas comiinmente méas utilizados en

el andlisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov.

ul |Teorema 3.2 Estabilidad I

El origen es un punto de equilibrio estable de la ecuacién (3.35) si
existe una funcién candidata de Lyapunov V(z) con derivadas parciales
continuas con respecto a x tal que su derivada temporal satisfaga

Viz)<0 ¥t=>0 YaecR" (3.40)

Si se cumple la relacion (3.40) significa que la funcién de Lyapunov es una
funeion decreciente y por lo tanto las soluciones (¢} del modelo dindmico
(3.36) se encuentran acotadas para toda condicién inicial 2(0) £ IR"™.
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3.6 Teoria de estabilidad de Lyapunov 159

Una funecion decreciente es una funcion continna V' : IR, x R" — IR,

si para cada r € IR, existe un niimero real b < ~c tal que

T

Viz)<kV|

| < r.

Para el caso de estabilidad la funcién de Lyapunov (funcién definida posi-
tiva ¥ su derivada temporal semidefinida negativa) cumple con lo siguien-
te:

V(z(0)) > V(=x(t)) >0, Vi

IV

(3.41)

u |Teorema 3.3 Estabilidad asintética global I

El origen es un estado de equilibrio global asintdticamente estable

de (3.36). si existe una funcion candidata de Lyapunov V{z), tal que su

derivada satisfaga

V(0)=0 Vi>0

'l Viz)<0 Yi>0, Ya#£0elR"

lo que significa que la variable de estado @&(¢) cumple con:

tljlll z(t) — 0. (3.42)

Teorema de estabilidad exponencial glohal'

Estabilidad exponencial global: ¢l origen es un punto de equilibrio

global exponencialmente estable del sistema dindmico (3.35). si existe una
funeién candidata de Lyapunov V(x) v constantes positivas o, tales

que:

v az||? £ V() < 3)z|?

= V(@) <—yljz|* Vt20 VzeR"
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160 Capitulo 3 Preliminares matemadticos

La estabilidad asintdtica global en sistema dindmicos auténomos significa
que el punto de equilibrio 2, = 0 € IR es 1inico ¥ no depende de la condi-

cién inicial 2(0) € IR™ . Considérese la ecuacién diferencial auténoma:
o(t) = f(=(t)). =(0)eR" Vi>0.
La existencia de un iwnico estado equilibrio es una condicién necesaria

para establecer sobre éste:

Estabilidad asintética global.

/

Estabilidad exponencial global,

EE

La propuesta de la funcién candidata de Lyapunov tal que su derivada
satisfaga las condiciones de una funcién definida negativa no es trivial.

depende de la intuicidn ¥ experiencia del disenador.

En control de robots la estabilidad no es importante, la parte clave y
relevante que debe ser atribuible al algoritmo de control involucrado en
el punto de equilibrio del modelo dindmico es la estabilidad asintética

global.

% & Ejemplo 3.20

Considérese el siguiente sistema lineal escalar:
i#=—ar x(0)€R

donde a € IR ;.

Llevar a cabo el andlisis de estabilidad asintética.

Solucion
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El origen es el inico punto de equilibrio. Considérese la siguiente funcién

candidata:

la cual es una funcion definida positiva. La derivada temporal esta dada

por:

f-'[;r) =3 ]3(;;—:.1 =z =x(—az)=—ax’<0

&

lo que demuestra estabilidad asintdtica global, es decir 1imy— x(f) — 0.

Debe tomarse en cuenta que la propuesta de la funcién candidata de
Lyapunov no es tnica, es decir puede haber varias funciones o inclusive

una familia extensa de funciones miembros, como en el caso de la funcion

T 1 2m
Viz)= 2?.1?2

donde m es un entero positivo. La derivada de la funcién V{x) con res-

pecto al tiempo ¢ estd dada por:

"(l) = g2m—ls

L —az)

= —azi™ < ()

El origen es un punto de equilibrio asintéticamente estable, por lo tanto
las trayectorias del sistema convergen hacia cero en forma de asintética.
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Plano fase

Henri Poincare introdujo el plano
fase como una herramienta para
realizar ol estudio de  sistemas
dinamicos de segundo orden, Fl
plano fase representa un metodo
grafico que permite deducir infor-
macion de la estabilidad del sis-
tema. El método consiste en ge-
nerar un conjunto de trayectorias
o curvas de contorno para varias
condiciones iniciales 2{0),2(0) en
al espacio de estados = vs x,
entonces dependiendo de! patrén
o comportamiento cualitativos de
esas travectorias se deduce carac-
terfsticas de la dindmica del sis-
tema, Una ventaja que represen-
ta es que no requiers resolver
analiticamente la ecuacion del sis-
tema dinamico. El método se apli-
ca a sistemas lineales ¥ no lineales,
En los ejes coordenados no figura
el tiempo, finicamente la velocidad
& v la posicién z(t). El tiempo yva
se encuentra implicito en las varia-
bles de estado.

LEn el plano fase un ciclo limite
es una curva cerrada aislada, indi-
cando la naturaleza periddica del
movimiento, Por analogia a un
punto de equilibrio, hay eiclos Hmi-
tes estables e inestables, Para el ca-
so de ciclos limites estables, trayec-
torias [z({t), £(£}]7 que so encuen-
tren fuera del ciclo Hmite, tenderan
asintéticamente a esa Curva cerra-
da, mientras que si la trayectoria
inicia dentro del ciclo limite, per-

manecera indefinidamente girando

alrededor del punto de equilibrio,

ALFAOMEGA

% & Ejemplo 3.21

Llevar a cabo el analisis de estabilidad de un sistema mecanico os-

cilador, el cual se encuentra descrito por la signiente ecuacién:

e e

Solucion

El punto de equilibrio existe y es 1inico.
Sea la siguiente funcion candidata de Lyapunov:

-
, 1 1 1[z1]" [T 0] [
Vi), x2) = 3-"% a5 3"'3 -3 [I-J [0 1] [1] ‘

La derivada temporal de la funcién candidata de Lyapunov se obtiene

mediante la siguiente expresion:

.-
—
~
&
)
~

|

X e ]
[ OV, rs) ]1' Il o 1 £1
i 9 o I

T i T9
= =xix9 — 1122 =10
£ —I)

por lo que se demuestra la estabilidad del punto de equilibrio.

En la fisura 3.7 se muestra el diagrama fase del sistema mecdnico os-
cilador. Nétense las diferentes trayectorias circulares del sistema para las
siguientes condiciones iniciales: [ (0], x2(0) JT. con {x1(0) = —-3,-2.....5}

y {z3(0) = —4,-3,.--,4}.
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Figura 3.7 Ciclos lmite de un sistema oscilador mecinico.

Sila condicién inicial del sistema |J‘1[0).J'2{0}]T € IR? es el origen de esta-
dos (punto de equilibrio}, entonces las soluciones del sistema [z (t). x2(t) ]T S
IR? permanecen en el punto de equilibrio, es decir, [x1(t), za(t) ]l =0
R2. %t > 0. Si la condicién inicial [;1.'|(0],;1'~2(0)]T € TR? es diferente a
cero, es decir se encuentra fuera del punto de equilibrio, entonces genera

una travectoria circular alrededor del origen de estados.

La figura 3.8 muestra el comportamiento oscilatorio de la posicién a(t)
v velocidad xa(t). correspondiente a la condicién inicial [1(0), z2(0)]"
= [brad, 4rad/seg]” € IR?.

A continuacién se presenta el cédigo MatLab para realizar la simulacién

de un sistema oscilador mecinico.

El sistema oscilador corresponde a la forma general de un sistema dindmi-
co lineal invariante en el tiempo @ = A, cuyva implementacién se encuen-
tra contenida en el cddigo fuente 3.1. Por otro lado, el programa listado
en el codigo fuente 3.2 emplea al programa 3.1 para obtener los resultados

de simulacién del plano fase del oscilador mecdnico y la evolucién en el
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Figura 3.8 Posicién v velocidad del oscilador mecdnico.

tiempo de las variables de estado que se presentan en las figuras 3.7 y 3.8.

En el proceso de simulacion, la funcién de integracion numérica utilizada
fue oded5(-). El tiempo de simulacién es de 10 segundos con incrementos
de tiempo de 2.5 mseg. de esta forma se tienen 400 puntos por cada
segundo, siendo un total de 4000 puntos de informaciéon dentro del tiempo

total de simulacién.

Las lineas 11 a 18 del cédigo fuente 3.2 permiten variar las condiciones
iniciales [z1(0). z2(0) ]1 . Los resultados del vector de estados que contiene
a xy(t) y x2(t) son almacenados en las matrices declaradas en las lineas

16 y 17, para ser graficadas con la funcién plot.

En el sitio web del libro se encuentran varios sistemas dindmicos imple-
mentados en cadigo fuente para MatLab, con la finalidad de que el lector
encuentre diversidad de ejemplos simulados para un ficil y rdpido apren-
dizaje del comportamiento de sistemas dindmicos. El caso del oscilador

mecanico es tan solo un ejemplo de varios que el lector puede descargar.
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if Cddigo Fuente 3.1 Oscilador mecanico

%cap3_osciladormec.m Editorial Alfaomega
%Libro: Robética. Control de Robots Manipuladores
%Capitulo 3 Preliminares Matemiticos

%Autor Fernando Reyes Cortés

%simulacidén de un sistema dindmico lineal

de dimensién 2

%oscilador mecénico

%invariante en el tiempo de la forma

Yo = Az

Oscilador mecinico

1 %

2 function xp =cap3_osciladormec{t.x)
3 Yovector de estados

4 x1=x(1}; Y%posicién

o x2=x(2}: Yvelocidad

6 x=[x1; x2J;

7 Yeparametros de la matriz A

8 Zodel vseilador mecdnico

all=0;

10 al2=1;
11 a2l=-1:

12 n22=0;
13 Yomatriz A
14 A=[all, al2; a2l, a22];

15 Yesalida del oscilador mecinico

16 xp=A*x: %Salida delSistema lineal

17 %
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Codigo Fuente 3.2 Simulacion del Oscilador mecanico
Jcap3_om.m Editorial Alfaomega
%Libro: Robética. Control de Robots Manipuladores
%Capitulo 3 Preliminares Matematicos
#Autor Fernando Reyes Cortés
Simulacion de
sistemas dindmicos
R : . ~ Simulacién del Oscilador mecanico
El aitio web del libra contiene c6di-
go Mente en MatLab para realizar 1 %
simulacién de sistemas dinamicos in- 2 clear:
variantes en ol tiempo, Procedimien-
3 3 close all:
tos para encontrar plano fase, estu-
dio del régimen transitorio y eats- 4 cle;
cionario en la respuesta de las va- 5 format short £
riables de eetado del sistoma 6 ti=0; %tiempo inicial de simulacién
7 h=0.0025; %incremento de tiempo
8 tf=10; Ytiempo final
9 ts=ti:h:tf:
10 Yesimulacion para varias condiciones iniciales
11 for i=4:4
12 x0=[i+1; i]: Ycondicion inicial
13 options=odeset('RelTol’.1e-3):
14 Yesimulacién del oscilador mecanico
15 [t, x]=0ded5("cap3_osciladormec’ ts. x(l.options);
16 x1(:,5+1) =x(:.1); %posicién articular
17 x2(:,5+i)=x(:.2): %velacidad articular
18 end
19 Yografica de varibles de estado
20 plot(t,x({:,1),t,x{:,2),".")
21 %
[=]esge]
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La manera general para determinar la forma estructural de la funcién
candidata de Lyapunov de sistemas lineales se muestra en el siguiente

ciemplo.

% & Ejemplo 3.22

Determinar la estabilidad asintética global de sistemas dindmicos li-

neales.

Solucién

Un sistema dindmico lineal invariante en el tiempo se encuentra caracte-

rizado por la siguiente ecuacion:
r = Ax.

Si el determinante det [A] de la matriz A € IR"*" cumple con la condicién

det|A]+ 0. entonces el punto de equilibrio es iinico.

Considérese la propuesta de la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

5 1 :
Viz) = SmTI-’:z:.

donde la matriz P € IR™*" es una matriz definida positiva. P > 0. La
derivada temporal de la funcién candidata de Lyapunov adquiere la si-

guiente forma:

dV{z)

Vi) = ——==x'Pz+alpPx
At .
= ' [ATP+PAlz=-2"Qx <0
Q = —[ATP+PA]

donde la matriz @ € IR™™" es una matriz definida negativa.
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La forma
G = = [.;ITP + PA] (3.43)

es conocida como la ecuacion algebraica de Lyapunov.

La ecuacidn (3.43) representa la forma general de disenar funciones can-
didatas de Lyapunov para sistemas dinamicos lineales e invariantes en el

tiempo.

Como un ejemplo prictico considere el signiente sistema dindmico lineal

invariante en el tiempo:

= [ )

El punto de equilibrio existe y es tinico, debido a que el determinante de

la matriz es det[A]| = 1.

Tomando en cuenta los resultados del ejemplo 3.22:

AT PA e [”-n ﬂ:n] [Pu P12]+[Pn 1’12] ["n ‘1-12]

12 ags ) |p21 pog P21 poz) a2 agg

- 2a11p11 + 2p1aan P11812 + P22a21 + Paz[ @y +axn|
Pi1812 + pe2az2y + p2y [ag +aaz] 2pi2a12 + 2pazax

R [‘hl fhl]
g1 22
Por ser P una matriz definida positiva, debe tomarse en cuenta que
P12 = pay- Por sencillez, se propone la matriz @@ como la matriz identidad.

Sustituyendo los valores de la matriz A se obtienen los componentes de
la matriz I:

b - [1 U] B [ —2py2 3pi1 — P22 — 4Api2
0 1 P11 — P22 — 4pay 6p1o — 8pag
- |

|

Para verificar que es correcto el anterior desarrollo de la matriz P. se

=2 I=
[ R T

Nl—

analizard la estabilidad asintética global a través de la signiente funcién
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de Lvapunov:

Trb 1
) T z x
Vi{vyiza) = [x2j| [‘1 ?j| |:1;:j|

la cual es una funcién definida positiva, debido a que la matriz P ¢ IR**?
es una matriz definida positiva. P > 0. La derivada de esta funcién con
respecto al tiempo a lo largo de las trayvectorias del sistema obtiene la

siguiente forma:

d_. BV (zy. 22 :
V(a1 22) = (i) 1T
T ¢ 5 >
I % % i
p Trs 1 3
) % % —x1 — 49
= 2] gwl-.rz + %.Bé - %Jf - %;1'1;1.'2 — 2ywy — 203
- —:rf - .rj <0

Como se ve. la derivada de la funcion de Lyapunov es una funcion defini-

da negativa. lo que demuestra estabilidad asintética global del punto de

il .
71 )] L 0cR2 vt > 0.

equilibrio. es decir: lims. .
J‘g(f)

En la figura 3.9 se presenta el diagrama fase del sistema para las siguientes
condiciones iniciales: @y (0) = {—=3. =2, .-, 5} y xo(0) = {4, 3.+, 4}.
51 la condicién inicial 2{0) se encuentra ubicada en el origen de estados.
entonces las trayectorias del sistema se quedan estacionarias en el punto
de equilibrio. Para el caso en que las condiciones iniciales se encuentran
fuera del punto de equilibrio, entonces la evolucién de las trayectorias del

sistema convergen asintdticamente al punto de equilibrio.

La evolucién en el tiempo de las trayectorias del sistema [ a2, (f), 22(t) ]T =
R? para la condicién incial [#1(0), 22(0)]" = [5rad, 4rad/seg] € R? se
presentan en la figura 3.10. Obsérvese que, conforme el tiempo evolu-
ciona a infinito, la regién de atraccion del punto de equilibrio lleva a las
trayectorias en forma asintética hacia el origen de estados.
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L %, [reaseep)
76 -

5 = Ry \
- Y %
i] 15 x?‘-«‘, \ ll : E -
7.4 do \ M N T/ o ) ors oz
4 \ 3, - - __,_/ '
& e X
LA

Figura 3.9 Diagrama fase de un sistema con punto de equilibrio
asintoticamente estable.

& = ,", o A, rened
g \ r
o .\., ,
\\
& = '.,\I
3 I \
2z LY
r RO%
\ facs -
(7] e —
\ -l
s ‘7.2 rod,/ seq
-3 T T T T —
o 2 s (5} a 10

segunrndos

Figura 3.10 Comportamiento asintético de las trayectorias xy(f) y wa(t)
hacia el punto de equilibrio.
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b Ejemplo 3.23

Realizar el andlisis de estabilidad del siguiente sistema:
& = —ktanh(x)

donde ke TR..

Solucitn

El punto de equilibrio existe y es tinico. debido a que tanh(0) = 0.

Se propone la signiente funcion candidata de Lyapunov:

Vie) = In{cosh(x))

. IV (x) senh(x)

Vie) = : : (2 '}_ir i () i = tanh(x)& = tanh(z) ( (—ktanh(x)))
dx cosh{x)

= —ktanh?(x) < 0.

La derivada temporal de la funcion de Lyapunov es definida negativa en
forma local. ya que —V{(x) > 0 es definida positiva en forma local, es
decir, no cumple que V(ir) — oo s () — .

& & Ejemplo 3.24

Realizar el andlisis de estabilidad del siguiente sistema dindmico no

lineal:
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ALFAOMEGA

V(1. 22)

T 1 = — .‘l'?
. 5
Ty = —uy

Implementar un programa en Matlab que permita realizar la simu-
lacion del sistema para diversas condiciones iniciales.
Graficar el diagrama fase y explicar el comportamiento de las trayec-

torias x(t), @(t).

Solucion

El origen es el tinico punto de equilibrio [x1.z2]" = [0.0]". Considéresc

la siguiente propuesta de funcion candidata de Lyapunov:

o a .1.g
Vizy.ea) = z;rll-fg.r!_,

Esta funcion es definida positiva. debido a que es posible estructurarla de

la siguiente forma:

29T 1 2

Vizy.a) = 11 T 0 =1

S x3 0 } 3
N— —

matriz definida positiva

v su matriz respectiva es definida positiva.

La derivada temporal de la funcién candidata de Lyapunov se obtiene

como:
397 - 31T r_ .3
= [Dlorea) Ty o L. 1| _ 2zl <0
o T To T3 —zd 2

Obsérvese que esta funcion es definida negativa puesto que —V{zy.a9) >

. 317 1 0 e
oot - [ L0
N 2 ] .[-2
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3.6 Teoria de estabilidad de Lyapunov

En la figura 3.11 se presenta el diagrama de fase del sistema dindmico
no lineal, para las condiciones iniciales x;(0) = {-3,-2.-...5} rad y
x9(0) = {—4, -3, ---,4} rad/seg.

L % [raeol

6
'3
4 — ’ .J.
o
2

2 /

I I )| I ‘ ™
6 -3 - 2 '] &, [roa]

|(’ ‘
f |I e

0

Figura 3.11 Diagrama fase de un sistema dindmico no lineal &; = —u{(1)

¥ &y = —aj(t).

Hay que observar que el atractor que lleva a las travectorias del sistema
[ (). z2(t) ]1' , ¥t > 0 hacia una pequena vecindad del punto de equili-

brio, permaneciendo ahf de manera indefinida conforme t — .

En la figura 3.12 se muestran los perfiles de las curvas @ (t) y @2(f) co-

rrespondientes a la condicion inicial x1(0) = 5 rad y 24(0) = 4 rad/seg.

El cadigo fuente 3.3 es el programa en MatLab que implementa el modelo
dindmico del sistema dindmico no lineal [, #2]" = [—=a3(t), —23(t)].
Los planos fase representados en las figuras 3.11 y 3.12 se obtienen con el
programa del cédigo fuente 3.2 ; en la linea 8 hay que cambiar el tiempo
de simulacion a f. = 400 segundos, ¥ en la linea 15 hay que insertar el

nombre del sistema dindmico a simular: [t, x]=ocded45(’cap3.sdnl’,ts,

x0,options).

RooTica. ConrroL DE RoBOTS MANIPULADORES - FERNANDD REYES CORTES

Reyes Cortés, Fernando. Robética: control de robots manipuladores.

: Alfaomega Grupo Editor, . p 206
http://site.ebrary.com/id/10741037?ppg=206

Copyright © Alfaomega Grupo Editor. . All rights reserved.

May not be reproduced in any form without permission from the publisher,
except fair uses permitted under U.S. or applicable copyright law.

ALFAOMEGA



174

Capitulo 3 Preliminares matemadticos

Sistema dinamico no lineal

Una diversidad de ejemplos de si-
mulacién implementados en lengua-
je MatLab para sistemas dinamicos
no lineales pueden ser descargados
directamente del sitio wels del libro
Andligis del punto de equilibrio v

comportamiento de las variables de

estado del sistema.

ALFAOMEGA

Codigo Fuente 3.3 Sistema dinamico no lineal

cap3_sdnl.m Editorial Alfaomega
ALibro: Robética. Control de Robots Manipuladores
#Capitulo 3 Preliminares Matematicos

hAutor Fernando Reyes Cortés

Sistema dinAmico no lineal

Y%

e

function xp =capJ_sdnl{t.x)
x1=x(1); %Posicién
x2=x(2); %Velocidad
x=[x1; x2];
xpl=-x1*x1*x1;
xp2=x2¥x2*x2¥x2*x2;

xp=| xp1; xp2]:

e ® N S 0 e W

end

%

[
Qo

&)
5
4
a
‘{ T, voulSuiy
- <
1) | - - 4(| rod
-
o 80 160 240 S0 400 scgundos

Figura 3.12 Evolucién en el tiempo de las trayectorias x| (t) y xa(t).
=eshaa)
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shdd Ejemplo 3.25

Llevar a cabo el andlisis de estabilidad asintética del siguiente sistema:
T = —k[l—0e™® |z

donde ac IR, con 0 < a < 1.

Solucion

Se propone la siguiente estructura de funcién candidata de Lyapunov:

L ; ;
Vi) = sla?+e —1]

Obsérvese que en la construccién de la funcién candidata de Lyapunov se

agrega la constante -1 para que se cumpla la condicion V(0) = 0.

La derivada de la funcién candidata de Lyapunov esta dada de la siguiente

manera:
. OV (x) . ) : o :
Viz) = M[ =[(1—ae ™ )zx]li=[(1—ae ™ x|t
' i } 3 R !
= I ( | — qe—"" ) ] l _L( | — et ' T I
= —k(1- ae—o*" ]'“" z?
jus]E]

Muéstrese que el siguiente sistema tiene un punto de equilibrio

asintdticamente estable.
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Solucién

El origen de estado es el dnico punto de equilibrio.

Considérese la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

, | R 9+
V(z) = ;ln_l*rz_

Esta funcién es definida positiva, V(0) = 0. venando r — o0 0 — o
entonces V(x) — oo,

La derivada temporal de la funcién candidata de Lyapunov es:

ai % 10V (x) . 1dIn[1+ .:‘2] : T .
Viz) = = Tr== - = -1
: 2 Ox 2 r 1+ x*
9
e
= () (k) =—* <0

(1+ z? )2
lo que demuestra estabilidad asintotica global.

& Ejemplo 3.27

Hacer el andlisis de estabilidad asintética en forma local del siguiente

sistema:
& = —k sen(x)

donde kc IR, .
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Solucion

Esta funcion posee un nimero infinito de puntos de equilibrio dados por

x = 0.xnmw, por tanto se realizard el andlisis de estabilidad relativo al
origen.
Considérese la signiente funcién candidata de Lyvapunov:

V(z) = 1-—cos(x)

Esta funcién es definida positiva en forma local para la regiénz € ( —7.0.7)

O || <.
La derivada temporal de la funcién candidata de Lyapunov estda dada por:

5 oV(x) . . 2

Vi) = ———i= sen(x)t = —ksen“(z) <0

dx ’

lo que demuestra estabilidad asintdtica en forma loeal. La region de atrac-
cién sélo es vilida para las trayectorias x(1) € ( —7. 7 ) ¥ condiciones ini-
ciales x(0) dentro de { —7, 7). Para alguna condicion inicial «(0) fuera
de este intervalo puede ser atrapada la solucién r(t) por otro punto de

equilibrio.

& & Ejemplo 3.28

Realizar el andlisis de estabilidad asintética del siguiente sistema:

_cosh™" Ya) senh(x)

T = —k
1 + cosh™(x)

donde ke IR. yme N.

Solucion

El punto de equilibrio existe y es 1inico. Considérese la signiente funcion

candidata de Lyapunov:

] ":fr‘.v
Vir) = —In[iEospa)
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Esta es una funeion definida positiva puesto que V{(0) =0y V{x) — ~x.

Sir— o0, 08l — 0.

La derivada con respecto al tiempo de la funcién candidata de Lyapunov

estd dada por:

L OV(z). | cash™ () senh(z) .
Vie) = — i = T — | @
ar +cosh™{x)
N cosh™~1(z) senh(z) | 2 kcosh"“’(r} senh(x) ]
o l 14cosh™ (&) J I 14-cash™ (&)
B _I;I cosh™ =1 (r) S(_\“h(.r] "2 <0

14 l'ua‘llm(.l‘,‘

e

Debido a que la funcién V{z) es definida negativa, se demuestra la estabili-

dad asintética global.

s Ejemplo 3.29

Llevar a cabo el andlisis de estabilidad de un péndulo robot y un control

proporcional derivativo.

Solucidn

Clonsidérese un sistema dindmico no lineal deseribiendo el movimiento de

un péndulo simple como el que se muestra en la figura 3.13.

El modelo dindmico del péndulo se encuentra descrito por la siguiente

ecuacion:
7 = I+ b+ mgl. sen(q) (3.44)

donde I, representa el momento de inercia. b es el cocficiente de friccién
viscosa, m es la masa del péndulo, el centro de masa esta representado
por l.. y g es la aceleracion debido a la gravedad. La longitud del péndulo

es de 50 cm.
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Figura 3.13 Péndulo

El problema consiste en posicionar al péndulo en un punto deseado, por
ejemplo en 90 grados. Para eso, se emplea un algoritmo de control deno-
minado proporcional derivativo mds compensacién de gravedad descrito

por la siguiente ecuacién:

T = kyg— kyg+mgl. sen(q) (3.45)

donde &k, € R, y k, € IR, representan las ganancias proporcional y
derivativa, respectivamente. El error de posicién es ¢ que se define como
la diferencia entre la posicion deseada gg ¥ la posicion actunal del robot

q(t). es decir: § = gq — q(1).

Para llevar a cabo el andlisis de estabilidad del péndulo y el algoritmo de
control, se obtiene la ecuacion dindmica que relaciona a la dinamica del
péndulo (3.44) como el esquema de control (3.45): en otras palabras. se

obtiene la ecuacion en lazo cerrado.

Las variables de estado que definen el problema de control de posicién

del péndulo son ¢ v ¢. Por lo tanto, la ecuacion en lazo cerrado tiene la
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siguiente formas:
d ‘}] [ —q ] o
— || = . ) " (3.46)

0 -1 114
- [5 ]
A

3y . ) ot dg _ dga
La derivada con respecto al tiempo del error de posicién es 37 = = —
ig(1) Iy (t : ‘ S5
”",—'IJ = —”I’,—l,) = —¢, debido a que la posicion deseada gz es una constante

y su derivada es cero. La derivada de la velocidad ¢ es la aceleracién

%’; = ¢ la cnal se despeja de la ecuacion (3.46).

Es importante destacar que la ecuacion en lazo cerrado 3.46 es lineal a
pesar de que el modelo dindmico del péndulo es un sistema dindmico
no lineal. Esto quiere decir que la ecuacion resultante entre el modelo
dindmico del sistema y la estructura de control no necesariamente produce

una ecuacion no lineal,

Para demostrar la existencia del punto de equilibrio se procede de la

siguiente forma.

,1 De la primera componente de la ecuacion (3.46) se tiene que: —g =

-1g=0&4¢=0

,,' Para la segunda componente de la ecuacion (3.46) se emplea el hecho
anterior ¢ = 0, entonces |k, +b]G=0¢=0A ke R, A be
IR,. Por otro lado: kpg =0 ¢=0 A k, € R..

Por lo tanto. el origen de estados es el punto de equilibrio ¥ es tinico, es
decir: [ q. (]]T - [(L(l]lr.

La construecién de la propuesta de la funcién de Lyapunov se lleva a cabo

del siguiente modo:
I (T I o
V(g.q) = §Irqz + ikpq (3.47)
es una funcién definida positiva en los dos argumentos ¢ y 4.
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La derivada de la funcién candidata de Lyapunov (3.47) se obtiene in-
corporando la aceleracidn ¢(t) de la ecnacién en lazo cerrado (3.46) para

obtener la siguiente expresidn:

V(. ) I.qij + kydq = Ti — kydd

I

Ghpd — [b+ky | 4% — kydd (3.48)
después de cancelar los términos correspondientes se obtiene:
= —[b+k,|d®<0. (3.49)

Esta es una funcién semidefinida negativa. ya que sélo depende de la
velocidad g, ¥ la variable de estado § no aparece en el dlgebra final. En
otras palabras V(q.q) = 0 si la velocidad ¢ = 0 y el error de posicion ¢

tiene cualquier valor. Por lo tanto se demuestra estabilidad.

En la figura 3.14 se muestra el mapa fase del péndulo para las condiciones
iniciales 1 (0) = {=3,—2..-..5} rad y x9(0) = {—4, =3..--. 4} rad/seg:
asi como la forma que converge a la posicién deseada de 90 grados en el

plano cartesiano xy.

Nétese que al variar las condiciones iniciales, las trayectorias [ §(t). (%) ]T
del sistema convergen asintéticamente a [Orad/seg. ¢(t) = Zrad]” con-
forme el tiempo evoluciona a infinito. La velocidad ¢(#) es cero cuando
el péndulo aleanza la posicién deseada, entonces la posicién g(t) es una
constante igual a la posicién deseada g¢y. por lo que el error de posicién
() = aa — alt) = 0.

El e6digo fuente 3.4 contiene el cGdigo fuente en MatLab que implementa
el modelo dindmico de un péndulo. El plano fase representado en la figura
3.14 se obtienen con el codigo fuente 3.2 que fue utilizado para realizar la
simulacién del oscilador mecanico. para el caso del péndulo hay que susti-

tuir la lfnea 15 por [t, x)=oded45(’cap3_pendulo’,ts, x0,options).
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if Cédigo Fuente 3.4 Péndulo

%cap3_pendulo.m Editorial Alfacmega

Péndulo ALibro: Robdética. Control de Robots Manipuladores
Algoritmos de control, andlisis #Capitulo 3 Preliminares Matematicos
dinamico y aplicaciones del péndulo %Autor Fernando Reyes Cortés

pueden ser encontrados en el sitio

web  del libro implementados en

codigo fuente en MatLab. Péndulo

1 %

function xp =cap3_pendulo(t.x)
Yovector de estados

q=x(1); Yposicién articular
qp=x(2}; %velocidad articular
Ypardmetros del péndulo

m=>5; Ymasa

le=0.01; Y%centro de masa

O 2 N e o & 0 W

g=9.81; Yconstante de aceleracion gravitacional

b=0.17: %coeficiente de friccién viscos

-
e

Ir=0.16: %momento de inercia del rotor

=
N -

kp=10; %ganancia proporcional

[
“

kv=2; Yganancia derivativa
14 qd=90%pi/180; %referencia deseada 90 grados
15 qt=qd-q; “%error de posicion

16 tau=kp*qt-kv*qp+m*g*lc*sin(q); %ley de control

17 Yoaceleracion articular del péndulo
18 qpp=(tau-b*qp-m*g*1c*sin(q) ) /Ir:
19 Tovector de salida

20 xp=| gp : %xp(1)=x(2) velocidad articular
21 qpp| : %xp(2)=qpp aceleracién articular
22 end

23 %
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3.6 Teoria de estabilidad de Lyapunov 183

| ow 3
|0 o A
"M - = 4
{ LaN Conjunto invariante
! " 3 &
I “ ~ Definicién 3.10. Un conjunto
: - " §- 2 es un conjunto invariante para
A" un sistema dindmico si para cuda
“ _.'L. ;, [ % \" " af % B e trayectoria la cual inicia en € per-
2 ‘. ,' ' 7 manece en 2, Y >0,
Y ' | ~ ]
95
e | s Ejemplos de conjuntos invariantes:
Rl A / cualquier punto de equilibrio es-
"-—r” table s un conjunto invariante.
Fa ¥ debido & gue ninguns trayectoria
! ;-U' puede permanecer indefinidamente

en un punto diferente al punto de
equilibrio estable.

Figura 3.14 Diagrama fase del péndulo y plano cartesiano ry. B ombato- il atoaokia e um
punto de equilibrio es también
un conjunto invariante. Cualquier
oEE trayectoria de un sistema dinamico
auténomo en el espacio de estados

o . . e o . €5 un conjunto invariante.
Existen otras herramientas de sistemas dindmicos no lineales que per- PR R o5

miten obtener la estabilidad asintética global, cuando previamente se ha
demostrado la estabilidad del punto de equilibrio. Estas herramientas

pueden ser el principio de invariancia de LaSalle y la norma L.

Los ciclos limite estables son casos
especiales de las trayectorias del
sistema dinfmico, representan cur-

vas cerradas en el plano fase; las

trayectorias dentro o fuera del ci-
clo limite convergen hacia osta cur-
va v permanecen ah{ de manera in-

3.6.4 Principio de invariancia de Lasalle

definida, por lo que también son

conjuntos invariantes.

En algunos casos es posible demostrar estabilidad asintética, aun cnando

la funcion de Lyapunov es semidefinida negativa. Especificamente, si una
funeién continua y diferenciable, definida sobre un conjunto invariante con
respecto al sistema dindmico {3.36). puede ser construida de forma que
sus derivadas a lo largo de las travectorias del sistema son semidefinidas
negativas y ninguna trayectoria del sistema puede permanecer indefinida-
mente en puntos donde las derivadas de la funcién se desvanecen. entonces

el punto de equilibrio es asintdticamente estable.
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184 Capitulo 3 Preliminares matemadticos

u' |Te0rema 3.2 Barbashin-Krasovskii-LaSalle I

Considérese el sistema dinamico (3.36)
= f(=),

cuyo origen = 0 € IR" es un punto de equilibrio. Supéngase que el
conjunto 2 C IR" es un conjunto compacto positivamente invariante con
respecto al sistema dindmico (3.36) y asiimase que existe una funcién de
Lyapunov V(z) tal que V{z) < 0, y V(z) € Q. Definase ¢ como el

conjunto de todos los puntos en 2 donde l."{a:] =10
Qg {¢ eD:V(z) = o} .

Sea Q44 el conjunto invariante mds grande contenido en Qg (Qu € Qg).
entonces cada solucién que empiece en Q¢ se aproxima a 2, 2(t) — Q4

conforme § — oc.

El teorema de Barbashin-Krasovskii-LaSalle se utiliza en demostrar que
a(t) — 0 conforme el tiempo tiende a infinito { — oc. Para esta finalidad,
es necesario establecer que el conjunto invariante mas grande Qa es el
origen de estados. Esto puede hacerse para demostrar que ninguna solu-
cién x(t) diferente a 2(¢) = 0 puede permanecer en 4. Para tal efecto

considérese el siguiente corolario:

|Corolario 3.1 Barbashin-Krasovskii-LaSalle I

Sea & = 0 un punto de equilibrio del sistema dindmico (3.36). supéngase

que V(x) es una funcién de Lyapunov, tal que Viz) < 0.

Sea:
Q= {1 e R"|V(x) = 0} (3.50)
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3.6 Teoria de estabilidad de Lyapunov 185

Supéngase que ninguna otra solucion del sistema dindmico con exepcion
de x(t) = 0 puede permanecer en el conjunto Q. entonces el origen

es asintoticamente estable.

Cuando V() es negativa definida, entonces Qg = {0}, y por tanto

coincide con el teorema de estabilidad asintética de Lyapunov.

El teorema y corolario de Barbashin-Krasovskii-LaSalle finicamente se

emplean para sistemas dindmicos anténomos.

& Ejemplo 3.30

En el caso del ejemplo del péndulo simple, emplear el corolario de

Barbashin-Krasovskii-LaSalle para demostrar estabilidad asintotica.

Solucion

Se tiene que la ecuacién (3.48) no satisface las condiciones del teorema

de estabilidad asintotica global para la ecuacion en lazo cerrado (3.46).
para todo [ 4. (j]T # [O,OIT e R

La ecuacion en lazo cerrado (3.46) es de naturaleza antdnoma. entonces

el conjunto Qg:

Qe = {[ ] ER?2:V(G.g)=0, = =01, G& [R}

Debe notarse que “"’[tj.fj] = 0 si y s6lo si ¢ = 0 ¥ el error de posicién
¢ toma cualquier valor escalar. Para que una solucion [ g(), ¢(1) ]1‘ € Q¢
para todo t > 0. es necesario que ¢ = 0. ¥ 1 > 0. Como la velocidad ¢(t) es

cero, significa que la posicién g(f) es una constante, dicha constante es la
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186 Capitulo 3 Preliminares matemadticos

posicién deseada ¢, lnego entonces el error de posicién § = gq —g(t) = 0.

Tomando esto en consideracion
bpg=0¢=g=0

significa que ¢ =0, ¥ ¢ > 0. Por lo tanto, resulta que |§(0). (0) ir =0€
R? es el conjunto invariante mas grande Q. C Qg, ¥t > 0 para lo cual
[qit). q(t) ]T — Q4. como £ — o, Luego entonees se concluye estabilidad
asintética global del punto de equilibrio de la ecuacién en lazo cerrado
(3.46).

3.7 Norma L

La utilidad de la norma £ se ubica en aplicaciones de estabilidad de sis-
temas dinamicos, en acotamiento de variables de estado ¥ en ser una
herramienta fundamental para evaluar el desempeno de algoritmos de

control de robots manipuladores.

La notacién asociada a la norma £ es L5, (léase ele pe-ene). De manera
general. el espacio £, para 1 £ p < o es definido como el conjunto de
funciones continuas f: [0, 00) — IR” tal que

g = ([ 1rora) <o (3.51)

e representa la norma £} de la funcién f. el subindice p en

|| £1

donde | f|

L} se refiere al tipo de norma-p usado para definir el espacio, mientras

que el niimero n indica la dimension de f. Al tipo de espacio definido por

L3, ¥V p €[l,00], se le denomina espacio lineal normado.
La norma || f|| c» satisface las siguientes propiedades:

"8 1. norma [ fllcp de la funcién f es cero <= la funcién f es idénti-

!

camente a cero.

1 La norma | f|zn de la funcién f es positiva, si la funciéon f es

diferente a cero.
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3.7 Norma [ 187

La norma || f||z; satisface la desigualdad del tridngulo:

1£1+ Fal

7l
_Norma L%

El espacio L, consiste del conjunto de todas las funciones f : R, — IR"

cp || Filley + 11 F2llep ¥ £y Fa

tales que sus normas euclidianas sean acotadas. es decir,

[Flle~ = supzoll F(2)]| < oo

donde sup indica el supremo o la cota superior mas pequena.
Por notacién, L sirve para representar el espacio L (n = 1).

Norma 2 §

El espacio L} es el conjunto de todas las funciones continuas f: IR, —
IR™ tal que:

r

Iflle; = \/U : fﬁf)f(f,.w:\j" ju " )2t < .

f

entonces la integral del cuadrado de la norma euclidiana es medible y
estd acotada superiormente. La norma || f||z, es ampliamente empleada
para evaluar el desempeno de algoritmos de control de robots manipula-
dores. La interpretacién de la norma || f||z, ¥ el desempeno del esquema

de control a evaluar es inversamente proporcional al desempeno.
Por notacién, Ly denota el espacio L) (n = 1).

Para ilustrar las anteriores definiciones. considérese los signientes ejern-

plos.
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188 Capitulo 3 Preliminares matemadticos

& & Ejemplo 3.31

Considérese la funcion continua f(t) = ¢, Se desea determinar si f

pertenece a los espacios Lo v L.

Solucion

l

/ |f(1)]%dt / F2(t)dt
J0 JAO

x
= / e 2t
Ja

< 00,

th
&

entonces f € Lo.

Por otro lado, |f(f)| = | "ﬁ| < 1 < oo para todo ¢ > 0, entonces f € L.
En resumen se concluye que f € Ly N L.

% Ejemplo 3.32

Supéngase que f(t) = k siendo x una constante. x € IR. Analizar si la

funcién f(t) pertencce a los espacios Ly ¥ L.

Solucion
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/ A2 = / 2= / dt =00,
Ja JO J0O

no converge; en consecuencia f € Ly. Sin embargo, | f(t)| = || < p < o,
para algin p > & para todo f > 0, entonces f € L.
mmm

& Ejemplo 3.33

Considérese la funcién continua f(t) = xtanh(t) con x > 0. Se desea

determinar si [ pertenece a los espacios Lo v L.

Solucion

Se tiene que

/ f))dt = M/ tanh®(t)dt,
S

) Ja

no converge; en consecuencia f ¢ Ly. Sin embargo |f(t)| = |x tanh(t)| <

K < oo para todot > 0,entonces [ € L.

Considérese una funcién continua f : IR, — IR". Supdngase que la
funcién f satisface las siguientes hipétesis:

f.relr,
ferp

entonces lim; .~ f(t) € IR™.

!_ I 3.7.1 Relacién entre £ y estabilidad de Lyapunov

La interconexion entre la norma £ v la teorfa de estabilidad de Lyapunov

se encuentra dada de la siguiente manera.
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Clonsidérense las funciones continuas y diferenciables ¥V : R" xIR™ — R..

dadas por:

. z1” A, 0 x
ven - 2 []>0 e

donde A,, B, € R™™" son matrices simétricas definidas positivas. Si la

derivada de V' con respecto al tiempo estd dada como:

_ WV(m,z,h)" dx L V(= z)" dz .
" ((17. Z) —_ ():L. W 1 (')z W (J.v)n})
(3.54)
satisface
. \ 21T 1Q 0] [« i
Viz,2) = — 5 <0 (3.55)
z z

donde Q > 0, entonces

B
a:EE.'ZI.

Para demostrar la membresfa de las variables de estado x,z € R" en
la norma L% se procede de la signiente forma: debido a que el punto de
equilibrio es estable, entonces la funcién V(2. z) > 0 es definida positiva.
v su su derivada resulta ser semidefinida negativa, entonces la funcién de

energfa Ve, z) es una funcién decreciente. la cual satisface:
V(@(0),2(0)) 2 V(a(t).2(t)) >0

de la funcion de energia (3.52) y empleando el teorema 3.1 de Rayleigh-

Ritz se tiene lo siguiente

2(0)1" 14 0] [=(0) L [=® Tra, 07 =) W
[z(fl)] [n B..-HZ(U)] a [z(l}] [u B,.Hz(f-)]

Rosotica. ControL DE RoBOTS MANIPULADORES - FERNANDD REYES CORTES

Reyes Cortés, Fernando. Robética: control de robots manipuladores.

: Alfaomega Grupo Editor, . p 223
http://site.ebrary.com/id/10741037?ppg=223
Copyright © Alfaomega Grupo Editor. . All rights reserved.

May not be reproduced in any form without permission from the publisher,
except fair uses permitted under U.S. or applicable copyright law.



3.7 Norma [

191

l2(0)[PAT* > |la(d)|>PA%" >0

2(0}]2AB55F = |z " >

I < |/ zwleO)
JF
@) < |2(0)]

I

donde A}, A7 ANS™ v A" representan los valores propios minimos y

maximos de las matrices A y B, respectivamente. Por lo que, ®(f). z(f) €

£
Considérese la siguiente expresion:

Viz,2) = —2"Qe
integrando de ambos lados de la igualdad, se obtiene:

t -
Vie(t). z(t)) — V(2(0). 2(0)) = —A 2" (5)Qx(s)ds

¢

V(0).20) ~ Via(b).2(t)+ [ =" (s)Qa(s)ds

como la funcidén V(x(f), z(1)) es decreciente, entonces se cumple que

V(z(0). 2(0)) > V{z(t), z()) > 0.

Ademas. jn T( s)Qx(s)ds es un escalar positivo. por tanto se cumple que

Vi{z(0), z(0 fn 2T (8)Qx(s)ds. por lo que:

L " T
XE |2 ()||%ds < / 27 (5)Qa(s)ds < [1‘(")] [1 0] [
J0 _..

Jo z(0) 0

< ”:B [))”2)‘111(“ + “ I"/\rmu'
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/ (o) |Pds < NEOIPPNE" + 12O PXE
o » X5, |

constante positiva

Por lo tanto. 2(t) € L5.

La interconexiéon entre la teoria de espacios £ con estabilidad en el sentido
de Lyapunov permite aprovechar resultados interesantes para el diseno de
algoritmos de control. Por ejemplo. si se ha demostrado estabilidad del
punto de equilibrio usando una funcion de energia V(x.z) > 0, esto
garantiza: ® € L. ® € £}, adicionalmente si es posible demostrar que
& € L. entonces se puede coneluir convergencia asintdtica hacia el punto

de equilibrio de la variable @(t) aplicando el siguiente corolario.

|Corolario 3.2 Convergencia asintética £ I

Clonsidérese la variable de estado @&(f) € IR". supdgase que ®. @& € Ly

z e Ly, = lim,_.x(t)— OR".

3.8 Resumen

El presente capitulo esta dedicado a los fundamentos matemadticos de la
robética para ser aplicados en el control de robots manipuladores. Este
capitulo tiene la finalidad de presentar las herramientas principales de
sistemas dindmicos autonomos v estabilidad de puntos de equilibrio para

andlisis v disenio de esquemas de control.

Los conceptos de estabilidad y estabilidad asintética deben ser interpre-
tados como propiedades intrinsecas deseables del punto de equilibrio del
sistema dindmico @ = f{2) y no la estabilidad o estabilidad asintética

del sistema dindmico.

El conocimiento medular se encuentra alrededor de la teorfa de estabilidad

de Lyapunov, la cual establece que el punto de equilibrio de un sistema
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dindmico auténomo de la forma & = f(ax) es estable si su energfa total
es una funcién definida positiva continnamente decreciente (V(x(0)) >
V{z(t)) > 0) hasta alcanzar un estado de equilibrio. el cual representa el
minimo global de la energia total, de forma que entonces su potencia es

semidefinida positiva.

La funcién candidata de Lyapunov para el caso de estabilidad satisface:

V(x) > 0,
Viz) <0

La estabilidad del punto de equilibrio del sistema dindmico auténomo @ =

f(x) garantiza que = € L .2 € L. Existen herramientas adicionales
para demostrar la estabilidad asintética cuando la funcién candidata de
Lyapunov sélo puede demostrar estabilidad. La estabilidad asintotica del
punto de equilibrio en el estado completo puede ser demostrada partien-
do del hecho que el punto de equilibrio es estable v cuando es posible

demostrar que si & € L. entonces lim;— z(t) — 0 € IR”, ¥t > 0.

Otra forma de demostrar estabilidad asintdtica es aplicando el teorema de
Barbashin-Krasovskii-LaSalle, lo cual equivale a demostrar que el punto
de equilibrio del sistema dindmico es el conjunto invariante mas grande
dentro de la region de atraccion (previa demostracion de estabilidad) y
por lo tanto lfmy_, . 2(f) — 0 € R™, ¥t > 0.

Evidentemente, la forma mas elegante y mejor vista en control antomatico
es por medio de la propuesta de una funcién estricta de Lyapunov, pero

esto no necesariamente representa un problema trivial.

La funcion estricta de Lyapunov puede ser interpretada como la energia
moldeada al sistema, siendo una funecién definida positiva. v su potencia

o derivada temporal es definida negativa, es decir:
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Vix) > 0.

Vizg) <0 = limy— z(t) - 0 R", ¥t > 0.

El concepto importante para un esquema de control es la estabilidad
asintotica global, lo cual significa la existencia y unicidad del punto de
equilibrio y la convergencia asintética de la trayectoria o solucién del sis-
tema a(t) al punto de equilibrio conforme el tiempo tiende a infinito. Por
supuesto. estabilidad asintética no depende de las condiciones iniciales.
en el entendido que dichas condiciones iniciales se encuentran confinadas
dentro de la regién de atraccién. Estabilidad asintética local significa
varios puntos de equilibrio v la convergencia de la trayectoria (1) es con
respecto a uno de esos puntos de equilibrio (generalmente al origen de
estados) y por lo tanto si depende de las condiciones iniciales que se en-
cuentren en la region de atraccién del origen de estados. El concepto de
estabilidad en si, no es importante en control de robots manipuladores.
debido que el error de posicion no alcanza el punto de equilibrio. significa

que el robot manipulador no se posicionara en la referencia deseada.

3.9 Referencias selectas

Los preliminares matemdticos son de uso comiin en textos de matrices.
algebra lineal, control autématico y sistemas dindmicos. A continuacién

se presentan una serie de referencias selectas de dichos temas.

3.2 Vectores

Las siguientes referencias el lector pueda encontrar informacién del tema

de vectores.

* ‘
I. N. Herstein. “Algebra moderna”. Trillas, 1988.
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Saunders MacLane & Garrett Birkhoff, *Algebra”. Chelsea Pub-
lishing Company. N. Y. 1993.

™

Murray R. Spiegel. “Andlisis vectorial® . McGraw-Hill. 1994,

Jerrold E. Marsden & Anthony .J. Tromba. *“Cdlculo vectorial”,
Prentice-Hall. Cuarta Edicion. 1998.

™

Béla Bollobds. “Linear analysis”. Cambridge University Press.
1999,

!- :T:I 3.3 Matrices

Roger A. Horn & Charles R. Johnson. “Matriz analysis’. Cam-

B

bridge University Press. 1996.

Sam Perlis. *Theory of matrices”. Dover Publications, Inc. N. Y.
1991.
Fuzhen Zhang. “Matra theory”. Springer. 1999,

! "‘I 3.5 Sistemas dindamicos

Joseph La Salle & Solomon Lefschetz. *Stability by Lyapunouv’s

direct method with applications”. Academic Press. 1961.

C. A. Desoer & M. Vidyasagar. “Feedback sysiems: input-output
properties”. Academic Press. N. Y. 1975.
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Shankar Sastry & Marc Bodson. " Adaptive control: stablity, con-

vergence, and robustness”. Prentice-Hall. 1989.

H. Nijmeijer and A.cJ. van der Schaft. “Nonlinear dynamical con-
trol Systems”. Springer-Verlag, New York {1990}.

Eduardo D. Sontag. “Mathematical control theory’. Springer-
Verlag. 1990,

Jean-Jacques E. Slotine. “Applied nonlinear conirol’. Prentice-
Hall. 1991.

A. M. Lyvapunov. *The general problem of the stability of motion
(Lyapunov Centenary Issue)”. International Journal of Control.
Vol. 55. No. 3. pag. 531-773. Tayvlor & Francis. 1992.

F. L. Lewis, C. T. Abdallah, & D. M. Dawson “Control of robots

mantpulators” . Macmillan Publishing Company. N. Y. 1993.

M. Vidyasagar. “Nonlinear systems analysis”. Prentice-Hall, En-

glewood Cliffs, NJ (1993).

Zoran Gajié¢ & Muhammad Tahir Javed Qureshi. “Lyapunov ma-
triz equation in system stability and controf’. Dover Publications.

Ine. Mineola, New York. 1995,

Editor William S. Levine. “The control handbook”. CRC-Press,
IEEE-Press. 1995.

Arjan Van Der Schaft. “L, and passivity techniques in nonlinear
control”. Springer. 2000,
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Hassan K, Khalil. *Nonlinear systems”. Third Edition. Prentice
Hall Inc. 2002.

R. Kelly v V. Santibanez. “Control de movimiento de robots ma-

nipuladores”. Printice-Hall, Pearson. 2003.

R. Kelly, V. Santibinez and A. Loria. “Control of robot manipu-

L

lators in joint space” . Springer-Verlag London 2005.

Wassim M. Haddad & VijaySekhar Chellaboina “Nonlinear dy-

™

namical systems and control: a Lyapunov-based approach™. Prince-

ton Unversity Press. Princenton and Oxford. 2008.

Para programacién en lengnaje MatLab se recomienda el siguien-

te texto: David Bdez Lopez. “MatLab con aplicaciones a la inge-

=

nieria. fisica y finanzas” . Alfaomega Grupo Editor. Segunda Edi-

cion. 2011.

3.10 Problemas propuestos

A continuacion se presentan una serie de ejercicios con la finalidad que
el lector mejore sus conocimientos sobre preliminares matemdticos para

robética.

!- '_I 3.2 Vectores

3.2.1 Obtener la norma euclidiana de los siguientes vectores:

{a)

x [8 sen(t) /9+ l0cos(t) [ tdt]"
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(b)

z = [8 sen(t) [y w2 - ¥ml Fe )

3.2.2 Programar en c6digo MatLab un algoritmo que permita sumar vec-
tores.

3.2.3 Demostrar que z'y = y' =, Yo,y € R",
3.2.4 Demostrar que |z'y| < ||z|/||y. Y&,y € R™

3.2.5 Demostrar la desigualdad del tridngulo: ||z+y| < ||z||+]y]. Yo,y €
R".

3.3 Matrices

3.3.1 Comprobar la propiedad de antisimetria para los casos A € IR**?,
Ae R y A € R™. Sugerencia, obtener la parte antisimétrica

de cada caso y llevar a cabo las operaciones internas: T A2,

3.3.2 Determine si la signiente desigualdad es falsa o verdadera:

'\min {A} |lz|||lyll = a:TAy < Amax {4} [|z]/||ly|| Y.y € R".

donde el valor propio mdximo y mfnimo de A estdn representados

por Amax { A}, Ayin {4}, respectivamente. Argumente y sustente

su respuesta.

3.4 Funciones definidas positivas
‘.

3.4.1 Analizar si las signientes funciones son definidas positivas:

z ]P0 2 e
al Vixy.x2)= [1'2] [2 0.1] [-‘"J

b} V(ry, xp) = 22 + 332129 + 0,8.1.'3
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¢) V(zy.a0) = 9r? + Tryro + 'Z;rg +4
3.4.2 Obtener el gradiente de las siguientes funciones escalares:
V(z) = —=a” Az, dond R*, A € R™", A > 0,
a) V(x) Yoy x, donde = ¢ € ,
M(q) € R"™" q,q € R".
b) V(z) = 2”7 A(z)x

¢) V(d.a)=a"M{a)i+ a" Aq — fgra" Ala)a

!' I 3.5 Sistemas dinamicos

3.5.1 Explicar claramente jqué es un sistema dindmico?

3.5.2 Defina qué es un sistema dindmico lineal y su diferencia con un

sistema dindmico no lineal.

3.5.3 Para un sistema dinamico lineal jcudles son las posibilidades que

se pueden dar en la existencia de puntos de equilibrio?
3.5.4 Para un sistema dindmico no lineal jqué posibilidades puede tener
en la existencia de puntos de equilibrio?

3.5.5 Encontrar los puntos fijos de: & = z*.

3.5.6 Determinar los puntos de equilibrio del siguiente sistema:

g [[l—il"?]fz]

sen(wo )y
3.5.7 Trasladar el punto de equilibrio al origen de estados de:
=u—1

JCémo quedaria el sistema convertido?

3.6 Teoria de estabilidad de Lyapunov

3.6.1 ;Cudl es la interpretacién de punto de equilibrio?
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200 Capitulo 3 Preliminares matemadticos

3.6.2 Explicar el concepto de estabilidad.
3.6.3 Explicar claramente los conceptos de estabilidad local y global.
3.6.4 ;Que es la diferencia hay entre estabilidad v estabilidad asintética?

3.6.5 En referencia a las funciones de energfa: ; Cudl serfa la interpretacién

de una funcién candidata de Lyapunov?
3.6.6 ;Tiene sentido decir: * el sistema es estable”?

3.6.7 ;Cudl es la interconexién de la teorfa de estabilidad de Lyapunov

con L7

Llevar a cabo el andlisis de estabilidad de los siguientes sistemas:

Sen{z) cos(x)

3.68 = e
3.68 & T+ senZ(z)
3.6.9 &= —a2" 1 m es un entero natural.

3.6.10 & = —atan{x)

3.7 Norma [

3.7.1 Analizar la pertenencia en la norma £ y £3 de las signientes

funciones:
b} f(t) =1
c) f(t) = cos(t)
d) 8¢ 882

3.7.2 Demostrar que la variable de estado z(t) € L v z(t) € L2 para
los siguientes casos:

— —22™" ! m es un entero natural.

b} & = —atan(x)

¢} & = — senh(x)
. Qué forma tiene la cota superior?
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CAPITULO

Cinematica de

robots manipuladores

El modelo cinemdtico directo en cadena abierta de robots manipuladores, es un pro-

cedimiento sistemndiico que se obtiene por una representacidn minima de 4 pardme-

tros dentro de una transformacion homogénea.

4.1 Introduccion

4.2 Morfologia del robot

4.3 Transformaciones homogéneas
4.4 Cinematica

4.5 Tipos de robots industriales
4.6 Resumen

4.7 Referencias selectas

4.8 Problemas propuestos
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Objetivos

Presentar el estudio cinematico de robots manipuladores industriales y

las herramientas matemdticas que permiten su modelado.

Objetivos particulares:

,‘ Analizar la cinemdtica directa de diversas configuraciones de

robots manipuladores.

Aplicar la convencion Denavit-Hartenberg,

Competencias

Mejorar la habilidad y grado de conocimiento en el andlisis v modelado

cinematico.

Clasificacion de robots industriales.

Andlisis cinemético y diferencial de robots manipuladores.
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4.1 Introducciéon

El estudio de la cinemditica directa de robots manipuladores industria-
les proporciona elementos para analizar v disenar el desplazamiento de
trayectorias del robot. asi como la orientacién de la herramienta de traba-
jo. Dependiendo del tipo de articulaciones que se encuentran incluidas en
la estructura mecanica del robot (lineales o rotacionales), se presenta una
clasificacién general de robots manipuladores industriales. también cono-
cidos como brazos robots: antropomarfico, esférico, cilindrico, SCARA y

cartesiano.,

El posicionamiento del robot (pose) en el espacio tridimensional requiere
de 6 coordenadas: 3 coordenadas para su posicion cartesiana v 3 coor-
denadas para la orientacion de la herramienta de trabajo. La relacidn
entre las coordenadas articulares con las coordenadas cartesianas y su
orientacién se denomina cinematica directa. En este contexto, se presen-
ta una seccion de herramientas matematicas para modelar la posicion y
orientacion del robot usando transformaciones homogéneas. Sin emn-
bargo. existe un conjunto de pardmetros longitudes ¥ dngulos que se uti-
lizan directamente en las transformaciones homogéneas; la metodologia
Denavit-Hartenberg permite obtener dichos pardmetros v establecer de
manera conereta la estructura matematica de las transformaciones ho-

mogéneas de la cual se desprende el modelo cinematico directo.

4.2 Morfologia del robot

La morfologfa del robot se refiere a la descripeion de componentes, partes
y estructura mecdnica. En prineipio un robot manipulador es un sistema
complejo de propésito general que en la préactica puede realizar una amplia
gama de aplicaciones como traslado de objetos. pintado de carrocerias au-
tomotrices, soldadura por arco, empaquetado de piezas. ensamblaje. ope-

raciones quirirgicas. teleoperacidn, investigacién acroespacial. asistencia
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a personas con capacidades diferenciadas. fisioterapia. etc.

Un robot manipulador esta compuesto por una serie consecutiva de es-

- £ = labones y articulaciones para formar una cadena cinemética abierta. Cada
Cinematica directa ) ., ] > )
articulacién representa la interconexion entre dos eslabones consecutivos.

SR S AR e SR En la figura 4.1 se muestra el esquema de una articulacién.
fisica que estudia el movimiento de
un sistema mecdnico, sin tomar en

cuenta las fuerzas que lo producen.

Por lo tanto, la cinematica directa
de robots manipuladores es el estu- Articulacion
dio del movimiento del robot rela-

Eslabon
i+

cionando las coordenadas carte-
sianas en funcidn de las coorde-
nadas articulares o generalizadas.
Lo estructura matemdtica de la
cinematica es generalmente no li-
neal en las variables de estado de
posicion, compuesta por funciones
trigonomdétricns v pardmetros del Enf[abén
i

robot comao lo son sus longitudes.

El estudio de la cinematica de
abots ipuladares involue . T .
e Figura 4.1 Una articulacién interconecta dos eslabones.
ecuaciones diferenciales como en el

caso de la dinamica. La cinemd-
tica directa convierte las coorde-
nadas articulares del robot a co- . . . b
, o . En la figura 4.2 se ilustra a manera de ejemplo la cadena cinemaitica
ordenadas cartesianas, a través de

una funcién vectorial de la siguien- abierta, la cual es la estructura mecanica basica de un robot industrial.
te forma: . B £ 4 ~ IS 7 %
Dicha cadena cinemadtica abierta estd constituida de la siguiente manera:

[x v = 0 ¢ ¥ = fnlg)l] la primera articulacién sirve para formar la base; le siguen conexiones

. sucesivas entre articulaciones v eslabones, y en el extremo final, esto es, en
donde g € R™ representa el vector

de posiciones articulares dol robot., el ltimo eslabén no hay articulacion va que éste estd dedicado a colocar
Giere & W son la: orlentackin de la herramienta indicada para llevar a cabo una aplicacién especifica. Esto

la herramienta final del robot. £,
i Pt o bl difsren significa que el extremo final del robot no se encuentra conectado a la
ciable en la variable de estado g base.

v lz,0.2|T son las coordenadas

cartesianas. Bl empleo de la cine-

sdkicn dlrerta resulia At debids Desde el punto de vista mecdnico, la cadena cinemdtica se dice que es

8 que es mucho més fdcil progra- abierta enando hay sélo una secuencia de eslabones sin que las dos puntas
mar al robot en coordenadas carte- ?
terminales de la cadena desde la base hasta el extremo final se unan. es

sianas que en angulos,

decir que no formen un lazo cerrado, de otra manera serfa una cadena ci-
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nemdtica cerrada. Los servomotores o actuadores se utilizan para formar

Figura 4.2 Robot manipulador formado por cadena cinematica abierta.

las articulaciones, las cuales son las encargadas de transmitir la energia
para producir movimiento a cada uno de los eslabones que conforman al
robot. Cada articulacién contribuye con un grado de libertad. siendo n
no solo la dimension del vector de posicion, sino que también indica €l
niimero de articulaciones que corresponde al niimero de grados de libertad

(abreviado gdl).

Las articulaciones (joints) pueden producir movimiento rotacional o
movimiento lineal de translacion. A las articulaciones que producen
movimiento giratorio o rotacional se les denomina articulaciones
rotacionales. Por otro lado, a las que producen movimiento lineal se
les denomina articulaciones prismaticas o lineales. En la figura 4.3

se muestran los dos tipos de articulaciones.

Un eslabén (link) estd formado por una barra metdlica acoplada
mecdnicamente al rotor v al estator de la siguiente articulacién. En la
figura 4.4 se muestran las partes que componen a un eslabon de un robot

manipulador.
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Figura 4.3 Tipos de articulaciones: a) rotacional. b) lineal.
Eslabon 2

Eslabon | .
(.
L a
I I Eslabon 3

Figura 4.4 Elementos forman un eslabén de un robot manipulador.

El espacio de trabajo (workspace) de un robot manipulador es el espacio
o lugar donde el robot puede realizar todos sus posibles movimientos.
El espacio de trabajo estd determinado por la geometria del robot ¥ la

naturaleza de sus articulaciones (lineales y rotacionales).

El espacio de trabajo de un robot industrial se encuentra acondicionado

por sensores especiales v cercas de seguridad para que ninguna persona
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Figura 4.5 Espacio de trabajo de un robot industrial.

pueda invadir su drea. Un robot industrial puede tener un peso de mas de
tres toneladas y alcanzar velocidades superiores a 3000 mm /seg. Mientras
el robot estd en movimiento, resulta peligroso para un usuario que se

encuentre dentro de sn espacio de trabajo.

El extremo final (end-effector) es la parte terminal o final del 1lti-
mo eslabon. destinado a colocar la herramienta adecuada para una
aplicacién espeeifica. La posicion del extremo final se representa por

[2.y.2]|T y su orientaci6n se denota a través de los 4ngulos de Euler.

La posicién {movimiento rotacional o lineal) del robot se denota por
el vector ¢ € IR", el cual agrupa la posicion i-ésima g; correspon-
diente a la i-ésima articulacién del robot para i = 1.-..n. Aquf n
es el nimero de gdl. El valor instantdneo de la i-ésima posicién ¢;
es proporcionado por el encoder integrado en el i-ésimo servomotor.
Debido a que ¢; representa la posicion de la i-ésima articulacion,

también se le conoce como posicién articular o desplazamiento articular.

La figura 4.6 muestra la analogfa entre el brazo humano y un brazo robot
o robot industrial. La articulacién de la base corresponde a la cintura. La
articulacion del hombro (shoulder) debe ser la de mayor capacidad con
respecto a las otras artienlaciones, ya que es la que mueve y soporta el peso
de la articulacidon del codo [ elbow) y de 1a herramienta de trabajo. asf como
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la carga de objetos que realice durante una determinada aplicacién.

Extremo final

T N

Hombro — Hombro .

Codo B /‘

Codo o iy .20
e " —o)
V —
| Hombre
Extremo final 2

— i Base s

Base Extreme final

T
Al

'lh

Figura 4.6 Base. hombro y codo de un robot industrial.

4.3 Transformaciones homogéneas

La representacion de posicionamiento para robots manipuladores involu-
cra sistemas coordenados cartesianos que especifican posicién y orientacion
del extremo final del robot. La transformacién homogénea es una herra-
mienta matematica que involuera operaciones de rotacién y traslacion

dentro de una matriz que estructura el modelo de cinemética directa,

Considérese el sistema de referencia cartesiano fijo ¢ ( zo. p0. 20 ) v el sis-
tema de referencia Xy (. yy. z; ). cuyos origenes no son coincidentes. El
origen del sistema de referencia ¥, se encuentra desplazado una distancia
d(l, con respecto al origen del sistema Yg, como ge muestra en la figura
4.7.

El vector d}) estd expresado en coordenadas del sistema g, es decir:
d = [d[l,f.(lll)y,(.‘l,:]’. entonces cualquier punto p tiene representacion py
v p;. La relacién general entre los sistemas de referencias Xy ( xp, %0, 20 )
¥ 21 (@1,¥1,21 ) incluyendo la matriz de rotacion R.g y el vector de

traslacién dj es:

py = dj+Rp, (4.1)
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4.3 Transformaciones homogéneas
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Figura 4.7 Traslacion y rotacidn R. g de los sistemas g v £1.

(l‘lh, Pa
= d[l)y + R:.U Py
lll!); l)] ~

[La notacion mas comun para representar la matriz de rotacion vy el vector
de traslacion en forma compacta se conoce como transformaciéon ho-
mogénea la cual. para el caso de la figura 4.7 estd dada por la signiente

expresion:

—R:ﬂ d(lj

H .= s 4.2)
L o" 1 (
Matriz de . Vector de
- rotacién " Traslacién
! 0! 1

donde R.p € SO(3) es una matriz ortogonal y d}, € IR?. Para propésitos
de acoplamiento en dimensiones, el vector 0! v el mimero 1 aparecen en

el iltimo rengldn.
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Transformaciones
homogéneas

En el sitio web del libro se puede
consultar material complementario
sobre |a teoria de matrices ortogona-
les, particularmente se demuestran
las propiedades de las matrices de
rotacién las cuales son empleadas
para modelar la orientacién del sis-
tema de referencia de la herramienta
de aplicacién colocada en el extremo
final del robot. Métodos de rotacién
Aucesivasg de sistemas de referencias
cartesianos a través de los Angulos
de Euler, dngulos de orientacion, in-
clinacion y balanceo roll, pitch, yow,

otc,

Asi mismo se encuentran las
propiedades de las transformaciones

homogéneas. Ejemplos v programas

en ciligo fuente para MatLab,
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