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La entrada al motor del sistema es v, y ésta se suma a una sefial de
realimentacion de la fuerza contraelectromotriz vy para dar una seiial
de error que es la entrada del circuito de la armadura. La ecuacion
anterior describe la relacion entre la entrada de la seial de error en la
bobina de la armadura y la salida de la corriente de la armadura .
Sustituyendo v, se obtiene

4
v, — k=1L, d—': + R,i,

La corriente i, de la armadura produce un par 7. Entonces en el mo-
tor controlado por armadura, B es constante, y se tiene

T = kBi, = k,i,

donde k4 es una constante. Este par se convierte en la entrada del sis-
tema de carga. El par neto que actiia sobre la carga es

Parneto = 7 — par de amortiguamiento

El par de amortiguamiento es cw, donde ¢ es una constante. Por lo
tanto, si se desprecian los efectos de resortes torsionales del eje de
rotacidn, se obtiene

Par neto = ki, — cw

Esto provoca una aceleracion angular dw/dt, por lo tanto,

I — = ki, = cw

dr

De esta forma se obtienen dos ecuaciones que describen las condi-
ciones presentes en un motor controlado por armadura, es decir,

di, ¢ dw .
v,-k3w=L,E-:-+R,,1, y I—dT=k‘1,—cw

Asi podemos obtener la ecuacion que relaciona la salida w con la en-
trada v, del sistema al eliminar /;. Vea una breve explicacion de la
transformada de Laplace en el capitulo 10, o en el apéndice A, donde
se indica como realizar lo anterior.

En un motor controlado por campo la corriente de la armadura
permancece constante y ¢l motor se controla mediante la variacion
del voltaje de campo. En el circuito de campo (figura 9.8), lo que en
esencia sc tiene es una inductancia Ly en serie con una resistencia Ry
Por lo tanto, para este circuito

o di;
Ve R ely + Lr dat

Imagine que el motor controlado por campo es el que representa el
diagrama de bloques de la figura 9.9b. La entrada al sistema es vy El
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circuito de campo la convierte en una corriente iy, la relacion entre vy
e iy estd dada por la ecuaciéon anterior. Esta corriente produce un
campo magnético y, en consecuencia, un par que actiia en la bobina
de la armadura, como indica 7= k,Bi,. Pero la densidad de flujo B es
proporcional a la corriente de campo i y como i, es constante, se
tiene

donde ks es una constante. La carga del sistema convierte al torque
de salida en una velocidad angular w. Al igual que antes, el par neto
que actia sobre la carga es

Parneto = 7 = par de amortiguamiento

El amortiguamiento torsional es cw, donde ¢ es una constante. Por lo
tanto, si los efectos de los resortes torsionales del ¢je son desprecia-
bles, se tiene

Par neto = kyip — cw
Esto provocard una aceleracion angular de dw/dr y, por lo tanto,

Las condiciones que caracterizan a un motor controlado por campo
estan representadas por las ecuaciones:
di; dw

7y y I—d—-l-=ksif—cw

Asi, se obtiene la ecuacion que relaciona la salida @ con la entrada vy
del sistema al eliminar ;. Vea una breve explicacién sobre la trans-
formada de Laplace en el capitulo 10, 0 en el apéndice A, donde se
indica como realizar lo anterior.

Los convertidores hidro-mecanicos transforman sefales hidrédulicas
en movimientos traslacionales o rotacionales, y viceversa. Por ejem-
plo, el movimiento de un pistén en un cilindro como resultado de la
presion hidraulica involucra la transformacion de la entrada de esa
presion hidraulica, en un movimiento de traslacién como salida.

La figura 9.10 muestra un sistema hidrdulico en el que la entrada
es un desplazamiento x; que se transforma, después de atravesar el
sistema, en el desplazamiento x, de una carga. El sistema consiste en
una valvula de corredera y un cilindro. El desplazamiento a la iz-
quierda de la entrada x; produce una presion de suministro de fluido
hidraulico p; que provoca el paso del fluido a la parte izquierda del
cilindro. Esto empuja al vastago del cilindro a la derecha y causa la
salida del fluido a [a parte derecha de la cimara, por el puerto de sali-
da en el extremo derecho de la vilvula de corredera.
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Figura 9.10 Sistema hidraulico y
carga
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El gasto del fluido que entra y sale de la camara depende de qué tanto
haya descubierto los puertos el movimiento de entrada permitiendo
la entrada o salida del fluido de la valvula de corredera. Cuando el
desplazamiento de entrada x; es a la derecha, la valvula de corredera
permite que el fluido pase al extremo derecho del cilindro y el resul-
tado es el movimiento del piston a la izquierda.

El gasto del fluido ¢ que pasa por un orificio, que es lo que los
puertos de la valvula de corredera son, es una relacion no lineal (vea
la seccién 9.1.1), dependiendo de la diferencia de presiones entre los
dos lados del orificio y de su drea transversal A, No obstante, es posi-
ble utilizar una versién linealizada de la ecuacion (vea en la seccion
9.1.1 su deduccién).

Ag = m A4 + m, Adiferencia de presiones)

dondc m, y m; son constantes en ¢l punto de operacion. La diferencia
de presiones del fluido cuando entra en la camara es (p; — p;) y cuan-
do sale (p2 = p,). Si ¢l punto de operacion en torno al cual se analizd
la ecuacion se toma como el punto en ¢l que la valvula de corredera
esta en su posicion central y los puertos que la conectan con el cilin-
dro estan ambos cerrados, ¢ es cero y, por lo tanto, Ag = g, 4 es pro-
porcional a x, suponiendo que x; se mide a partir de su posicion
central, y el cambio de presion en el lado de entrada del piston es
—Ap respecto a p,, y en el lado de salida Ap; respecto a p,,. Por lo
tanto, la ecuacién correspondiente al puerto de entrada es

q = mx; +my(=A4p,)

y para el puerto de salida es

g =mx; + mAp,
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Sumando ambas ecuaciones s¢ obtiene:
2q = 2mx, — my(Ap, — Ap;)
g =mx; = my(Ap, = Ap,)

donde m; = my/2.

Para el cilindro, I2 variacion en el volumen del fluido que entraen
el laso izquierdo de la camara, o que sale por el lado derecho, cuando
el piston se desplaza una distancia x, es 4x,, donde A es el arca de la
seccion transversal del piston. Entonces, la razon de variacion del
volumen es A(dxy,/dt). La tasa de entrada del fluido en la parte iz-
quierda del cilindro es g. Sin embargo, dado que cierta cantidad de
fluido que se fuga de un lado del piston al otro

dx,
di

g=A + g,

donde ¢ es la tasa de la fuga. Sustituyendo ¢, se obtiene

mx; = my(Ap, — Ap,) = A% + 4
La razon de la fuga de fluido gy, es un flujo que pasa por un orificio,
en este caso el espacio entre el vastago y el cilindro. El orificio tie-
ne una seccion transversal constante y una diferencia de presion
(Apy — Ap;). Por lo tanto, al usar la ecuacidn linealizada en este tipo
de flujo:

q,. = my(Ap, — Ap,)

Y usando esta ecuacion para substituir g,

d:
mx, — my(Ap, — Bp;) = A—d:i'- + my(Ap, — Ap,)

dx,

mx;, — (my; + m)Ap, — Ap,)= 4 4

La diferencia de presiones en el piston se produce como resultado
de la fuerza que se ejerce en la carga, donde dicha fuerza es igual a
(Ap;—Ap;y)A. También existe un movimiento amortiguador, es decir
de friccion, de la masa. Este es proporcional a la velocidad de la
masa, o sea (dx/ds). Por lo tanto, la fuerza neta que se ¢jerce sobre la
carga es

dx,
dt

Esta fuerza neta causa la aceleracién de la masa, y como la acelera-
. 2
cion es (dx /de7), entonces:

Fuerzaneta = (Ap, — Ap,)A4 — ¢

d’x dx,

dtzo = (Ap, —Apz)A—Cd'

m
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Problemas

Figura 9.11 Problema 3

Reordenando la ecuacién se obtiene:

3
md~x,  cdx,

A d¢? A di

Usando esta ecuacion para subtituir las diferencias de presion en la
ecuacion anterior

md’x,

mx; — (my + my )[; i

c dx, __Adx,,
A dt ds

Reordenando se obtiene

. L

(my + mmd*x, W olmy + my))dx,
A di? A dt

y reordenando esta ecuacion se obtiene

(my + mm  d*x, i ax;. Am, “
A + co(my + my) di’ dt 4% + o(m; + m,)

Para simplificar esta ecuacion se utilizan dos constantes, k y 7, esta
Gltima se conoce como constante de tiempo (vea el capitulo 10). Por
lo tanto,
2
d®x, .d_‘fg_ sfie
de? dt )

T

Entonces, la relacion entre la entrada y la salida se representa por
una ecuacion diferencial de segundo orden.

1. La relacién entre una fuerza F que deforma un resorte una dis-
tancia x estd dada por

F = kx*®

donde k es una constante. Linealice esta ecuacion para el punto
de operacion x,,.

2. La relacion entre la fem £ producida por un termopar y la tem-
peratura T"esta dada por

E = aT + bT?

donde a y b son constantes. Linealice esta ecuacion para un pun-
to de operacion cuya temperatura es 7.

3. Larelacion entre el par T'aplicado a un péndulo simple y la des-
viacion angular (figura 9.11) es la siguiente

T = mgLsen0
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donde m es la masa de la pesa, L la longitud del péndulo y g la
aceleracion debida a la gravedad. Linealice esta ecuacion para el
angulo de equilibrio # de 0°.

. Deduzcea la ecuacion diferencial que relaciona el voltaje de en-
trada para un servomotor de cd y la velocidad angular de salida,
suponiendo que el motor esta controlado por armadura y ¢l cir-
cuito equivalente del motor ticne una armadura que sélo tiene
resistencia, su inductancia es despreciable.,

. Deduzca las ecuaciones diferenciales de un generador de cd. Su-
ponga que el generador tiene un campo magnético constante. El
circuito de la armadura tiene una bobina de armadura con resis-
tencia ¢ inductancia en serie con la carga. Suponga que la carga
tiene resistencia e inductancia.

. Deduzcea las ecuaciones diferenciales de un motor de ¢d de imén
permanente.

. Considere un actuador de solenoide por el cual pasa una corrien-
te que produce ¢l movimiento de una varilla que entra o sale del
solenoide. Proponga modelos del arreglo anterior que se puedan
utilizar para deducir una ecuacion diferencial que relacione la
entrada de la corriente, con la salida de desplazamiento.
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1 0 Respuestas dinamicas de
sistemas

tasa constante?

Los capitulos 8 y 9 se refieren a modelos de sistemas en los que la
entrada varia con el tiempo y los resultados respectivos se expresan
con ecuaciones diferenciales. Este capitulo trata ¢como usar estos
modelos para predecir la forma en que las salidas cambian con el

tiempo cuando la entrada varia con el tiempo.

10.1.1 Ecuaciones diferenciales

Para describir la relacién entre la entrada de un sistema y su salida se
debe describir la relacion entre entradas vy salidas utilizando expre-
siones que sean funciones del tiempo. Para ello se recurre a una
ecuacion que exprese como varia con el tiempo la salida del sistema
cuando la entrada también se modifica con el tiempo. Para este fin se
utiliza una ecuacion diferencial. Esta ecuacion incluye derivadas
con respecto al tiempo que permiten conocer la forma en que la res-
pucsta del sistema varia con el tiempo. La derivada dx/dt describe la
tasa de variacion de x en funcion del tiempo, la derivada d*x/d7 da el
cambio de dx/d¢ en el tiecmpo. Las ecuaciones diferenciales se clasi-
fican en ecuaciones de primer orden, segundo orden, tercer orden,

etcétera, segun sea la derivada de mayor orden en ellas.

La funcién mas importante de un modelo disefiado como sistema de
medicion o control es predecir qué salida se obtendra con una entra-
da en particular. No sélo se esta interesado en una situacion estatica,
es decir, después de que se alcanza un estado estable y hay una salida
de x correspondiente a una entrada de y. También es necesario consi-
derar cémo la salida varia con el tiempo cuando la entrada cambia, o
bien cuando varia con el tiempo. Por ejemplo, ;jcémo varia con el
tiempo la temperatura de un sistema de control de temperatura cuan-
do su termostato se fija a una nueva temperatura de referencia? En
un sistema de control, ;como cambiard con el tiempo la salida del
sistema al definir un nuevo punto de ajuste o cuando aumenta a una
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El orden maximo de una ecuacion de primer orden es dx/d¢, el de una
de segundo orden es d’x/dr’, el de una de tercer orden d*x/df’ y el de
una de n-ésimo orden d’x/df".

Este capitulo analiza los tipos de respuestas que se pueden obte-
ner con los sistemas de primer y segundo orden y la solucion de tales
ecuaciones a fin de obtener las respuestas del sistema para diversos
tipos de entrada. Para encontrar la solucién de una ecuacién en este
capitulo se utiliza el método de ‘prueba una solucion’; en el capitulo
11 se presenta el método de la transformada de Laplace, que se ex-
plica con mayor detalle en el apéndice. Para ver un estudio mas mi-
nucioso de las ecuaciones diferenciales se sugiere consultar
Mathematics for Engineers and Technologists de H. Fox y W. Bol-
ton (Butterworth-Heinemann, 2002), y para la transformada de La-
place, Laplace and z-Transforms de W. Bolton (Longman, 1994).

10.1.2 Respuestas libre y forzada

Un gjemplo de sistema de primer orden es el agua que sale de un tan-
que (figura 10.1). En este sistema se tiene

p—P=Rq

donde R es la resistencia hidréulica. Ahora bien, p; — p; = hpg, con
p la densidad del agua y ¢ ¢l gasto de salida del agua del tanque, que
también es —d V/d¢, donde Fes el volumen de agua del tanque, que es
igual a Ah. Por lo tanto, ¢ = — d(Ah)/dt = —A4 dh/dt. De estamanera,
la ecuacién anterior se expresa como

dh
hpg = —RA—
Pg =

El cambio de la variable 4 ¢s proporcional a la variable y se conoce
como respuesta libre, dado que no hay entradas al sistema que fuer-
zan la variable para que cambie. Para constatar lo anterior, basta es-
cribir la ecuacion diferencial con todos los términos de la salida, es
decir, A, en el mismo lado de la ecuacion, es decir,

dh
RA— + h=0
dr (pg)h

En la seccién 8.4.1 se dedujo una ecuacion diferencial para un
tanque del cual salia y entraba agua (figura 10.2). Esta ecuacion tie-
ne una funcion de excitacidn ¢, que se puede escribir como

dh
RAI + (pgh = q,

En otro ¢jemplo, considere un termometro que se coloca en un li-
quido caliente a cierta temperatura 77. La variacion en el tiempo en
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10.2 Sistemas de primer
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la lectura del termémetro T deducida en la seccion 8.5.1, esta dada
por la siguiente ecuacién diferencial

dT
RC— +T=T
dt b

Esta ecuacidn diferencial tiene una entrada forzada de 7;.

10.1.3 Respuestas transitoria y permanente

Se considera que la respuesta total de un sistema de control, o del
elemento de un sistema, esta formada por dos aspectos: la respuesta
permanente y la respuesta transitoria. La respuesta transitoria es la
parte de la respuesta de un sistema que se produce cuando hay un
cambio en la entrada y desaparece después de un intervalo breve. La
respuesta permanente es la respuesta que permanece una vez que
desaparecen todas las respuestas transitorias.

Un ejemplo sencillo es el comportamiento de un resorte suspendi-
do en forma vertical (figura 10.3) y lo que ocurre cuando de él se sus-
pende un peso de improviso. La elongacion del resorte aumenta de
manera abrupta y puede oscilar hasta que después de cierto tiempo
alcanza un valor permanente o estable. Este valor se conoce como
respuesta de estado estable del sistema del resorte. T.a oscilacién que
se produce antes de alcanzar el estado estable es la respuesta transi-
toria.

La entrada al sistema de resorte, el peso, es una cantidad que varia
con el tiempo. Durante cierto tiempo no se aiiade peso, es decir, no
hay entrada; transcurrido ese lapso existe una entrada que permane-
ce constante durante el resto del tiempo. Este tipo de entrada se co-
noce como entrada escalon y su grafica se muestra en la figura 10.4.

La seiial que entra a los sistemas puede tener otras formas: impul-
so, rampa y senoidal. El impulso es una entrada de duracion breve
(figura 10.5); una rampa es una entrada que aumenta de manera
constante (figura 10.6) y se representa por la ecuacion y = k¢, donde
k ¢s una constante; la entrada senoidal se representa por la ecuacion
¥y = ksenwt, donde w es la frecuencia angular e igual a 27/, donde /
es la frecuencia.

Tanto la entrada como la salida son funciones del tiempo. Una
forma de indicar lo anterior es escribirlas en la forma f{7), donde fes
la funcidn y (¢) indica que su valor depende del tiempo, ¢, Para la en-
trada del peso W a un sistema de resorte se puede escribir W(7) y para
la elongacion d de salida d(7). En general, las entradas se representan
por y(#) y las salidas por x(¥).

Considere un sistema de primer orden (figura 10.7) en el cual y(¢) es
la entrada al sistema y x(7) la salida; tiene una entrada byy y se puede
describir por una ecuacion diferencial de la forma

d
a, =+ agx = byy
dr
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donde ay, a, y by son constantes.

Un método para resolver una ecuacion de primer orden y obtener
una ccuacidén que indique en forma directa como varia la salida con
¢l tiempo involucra identificar el tipo de solucién que corresponde a
la ecuacidn diferencial y luego demostrar que esa solucion es valida.

La entrada y(¢) puede tomar muchas formas, Considere primero el
caso en que la entrada es 0. Ya que nada entra al sistema, no hay una
sefial que lo fuerce a una respuesta de otra manera que no sca su res-
puesta libre en ausencia de entrada. La ecuacién diferencial es

a,%—'}+aox=0

Probemos con una solucién de la forma x = A ", donde A vy 5 son
constantes. Se tiene, dx/dr = 54 e”; sustituyendo estos valores en la
ecuacion diferencial se obtiene:

aisde” + agde” =0
de manera que a;s +ag = 0ys = —ag/a,. Asi, la solucién es
it e-uul/n,

La expresidn anterior se¢ conoce como respuesta libre dado que no
hay una funcidn de excitacién, Para determinar el valor de la cons-
tante A suponga algunas condiciones iniciales (limite o de frontera).
Six = 1cuando t = 0, entonces 4 = 1. La figura 10.8 ilustra la res-
puesta libre que corresponde a una caida exponencial.

Ahora considere una ecuacion diferencial con una fincion for-
zante, es decir,

dx

"

+ agx = by

Considere que la solucidn a esta ecuacién consta de dos partes, es
decir, x = u +v. Una de ellas representa la parte transitoria de la so-
lucion y la otra, el estado estable. Sustituyendo en la ecuacion dife-
rencial se obtiene

d{u + v)
al R

+ +v)=h
= 4 agu+v) = by

Reagrupando se tiene

du dv "
a,a+aou + ":E‘*‘ao" =byy

Si se hace
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des b
a, — + a,v =
P4t 0 (P4
entonces se tiene

a,— +ayu =0

di

es decir, dos ecuaciones diferenciales; una que contiene una funcién
de excitacion y otra que es la ecuacion de la respuesta libre. Esta es la
ecuacion de la respuesta libre que antes se resolvio en esta seccidén y
su solucion es del tipo

u= Ae "

La otra ecuacidn diferencial contiene la funcidn de excitacion y.
En esta ccuacion diferencial el tipo de solucion que se intente depen-
deri de la forma de la senal de entrada y. Para una entrada escalon
cuando y es constante todo el tiempo y mayor que 0, es decir, y = &,
se puede probar una solucion como v = 4, donde A4 es una constante.
Si la sefial de entrada es de la formay = a+bt+cf +... dondea, b
y ¢ son constantes que también pueden ser cero, se puede intentar
una solucion de la forma v = 4 + Bt + CF + ... Para una sefal se-
noidal se puede intentar una solucion de la forma v = 4 cos @i +
B sen wt,

Para ilustrar lo anterior, suponga que en ¢l instante ¢ = 0 existe
una entrada tipo escalon con magnitud igual a k. Probamos una solu-
cion de la forma v = A. La diferenciacion de una constante da 0; en-
tonces, cuando esta solucién se sustituye en la ecuacion diferencial
se obticne agd = bpk y, asi, v = (bylay)k.

La solucion completa esta dada por y = u + v y se tiene

b,
y= Ade™m 4 L
dy

Podemos determinar el valor de la constante 4 suponiendo ciertas
condiciones iniciales (de frontera). En consecuencia, si la salida y =
0 cuando 1 = (, entonces:

by

0= A4+ —
ag

Por lo tanto, 4 = = (bo/ap)k. La solucidn se convierte en:
b, =
x=—Lk(l—e ™)
ay

Cuando t = o el término exponencial tiende a 0. El término expo-
nencial contiene la parte de la respuesta que es la solucion transito-
ria. La respuesta de estado estable es el valor de x cuando ¢ = o, y asi
es (bo/ap)k. Por lo tanto, la ecuacién se puede expresar como

= valor en estado estable X (1 — ¢ ™"/
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La figura 10.9 muestra la grafica de como la salida x varia con ¢l
tiempo para una entrada tipo escalon.
Como ejemplos adicionales, considere los siguientes:

Un sistema con un transductor eléctrico que consta de una resis-
tencia en serie con un capacitor. Cuando se le aplica una entrada
tipo escalon de magnitud ¥ produce la salida de una diferencia
de potencial en el capacitor v que estd dada por la ecuacion dife-
rencial

RCQX +v=V
de

;Cuidl es la solucion de la ecuacion diferencial, es decir, cudl es
la respuesta del sistema y cdmo varia v con el tiempo?

Al comparar la ecuacion diferencial con la ecuacion resuelta
antes @y = RC, ap = 1 y by = 1. Entonces, la solucion es de la
forma

v=V(1-e"*)

Considere un circuito eléctrico que consiste en una resistencia
de 1 MQ en serie con una capacitancia de 2 4F. En el tiempo
¢ = 0, el circuito recibe un voltaje tipo rampa de 4¢ V, es decir, el
voltaje aumenta a una tasa de 4 V cada segundo. Determine
como varia el voltaje del capacitor en funcidn del tiempo.

La ecuacion diferencial tiene una forma similar a la del ejem-
plo anterior, pero en vez del voltaje V se utiliza el voltaje tipo
rampa 4/ es decir,

RCﬂ+v=4l
d¢

Utilizando los valores correspondientes

dv
2— +v=4
dt g

Suponiendo que v = v, vy, es decir, la suma de las respuestas li-
bre y forzada, se tiene para la respuesta libre

dv, +v, =0
d¢

2

y para la respuesta forzada

d
21+vf=4t
d¢

Para la ecuacion diferencial de la respuesta libre se puede
intentar una solucion de la forma v, = 4 ¢", Por lo tanto, utili-
zando este valor:
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24s¢™ + Ae" =0
De estamanera s = —% vy, asi, v, = 4 ¢ .

Para la ecuacion diferencial de la respuesta forzada, dado que
el segundo miembro de la ecuacion es 44, podemos intentar
una solucion de la forma vy = 4 + Bt. Usando este valor sc obtie-
ne 28 + A+ Bt = 4t. Dechbemos tener, B=4y A = =28 = -8,
Por lo tanto, la solucién es vi = —8 + 4¢. Entonces, la solucion
completa es

v=v, +v,=de? -8+ 4

Dado que v = 0 cuando ¢t = (), cs necesario que 4 = 8. Asi,

-2

v = Be -8+ 4

3. Considere un motor en el que la relacion entre la velocidad an-
gular de salida @ y ¢l voltaje de entrada v para un motor esta
dada por:

AR do
K ky di

1
Q= —y
K

i Cual sera el valor en estado estable de la velocidad angular
cuando la entrada es un escalon de magnitud 1 V?
Comparando la ecuacion diferencial con la ecuacion resuelta,
tenemos, a; = IRkiks, as = 1 y by = 1/k,. El valor en estado
estable para una entrada tipo escalOn es entonces (bo/ag) = 1/k).

10.2.1 La constante de tiempo

Para un sistema de primer orden sometido a una entrada tipo escalon
de magnitud k se obtiene una salida y que varia con el tiempo ¢ de
acuerdo con

b .
x=—2k(l— e )
g
o bien
x = valor en estado estable X (1 = ¢ ")

Para el tiempo t = (a,/ap), el término exponencial ticne cl valor
e/ =037y

x = valor en estado estable X (I — 0.37)

En este tiempo ¢l valor de la salida aument6 & 0.63 de su valor en es-
tado estable. Este tiempo se llama constante de tiempo t.
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En un tiempo 2(a,/ag) = 2t, el término exponencial se convierte en
¢™? = 0.14 y, de esta manera,

x = valor en estado estable X (1 — 0.14)

En este instante la salida aumenté a 0.86 de su valor en estado esta-
ble. De forma parecida se calculan los valores de la salida después de
37, 4r, 57, ctcétera. La tabla 10.1 muestra los resultados de estos
calculos y la figura 10.10, la grafica de como varia la salida con ¢l
tiempo para una entrada tipo escalon unitario.

Tabla 10.1 Respuesta de un sistema de primer orden a una entrada tipo
escalon

Tiempo ¢ Fraccion de la salida de estado estable
0 0

Iz 0.63

2r 0.86

3r 0.95

4t 0.98

5t 0.99

oo I

En términos de la constante de tiempo 7, la ecuacién que describe
la respuesta de un sistema de primer orden se puede expresar como:

x = valor en estado cstable X (1 — ¢ ™)

La constante de tiempo 7 ¢s (a)/ay), asi la forma general de la
ecuacion diferencial de primer orden

dx
a,a+a0x =byy

se puede escribir como

t‘k-i-t——b—o-
dg” =" aoy

Pero by/ag es el factor por el que se multiplica la entrada y para obte-
ner el valor en estado estable. Es correcto llamar a este factor ganan-
cia en estado estable, dado que es el factor que indica cudntas veces
es mayor la salida que la entrada en condiciones de estado estable. Si
esta ganancia se representa por Ggs, la ecuacion diferencial se puede
expresar en la forma:

dx

t— 4% =0
at x ssV
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Para ilustrar lo anterior considere la figura 10.11 que se muestra
cOmo varia en el tiempo la salida v, de un sistema de primer orden
cuando se somete a una entrada tipo escaléon de S V. La constante de
tiempo es el tiempo que debe transcurrir para que la salida de un sis-
tema de primer orden cambic de 0 a 0.63 de su valor final en estado
estable. En este caso, el tiempo es de casi 3 segundos. Para verificar
este valor, y que el sistema es de primer orden, se determina el valor
para 2, es decir, 6 s. Con un sistema de primer orden el valor debe ser
0.86 del valor en estado estable, que es el caso. La salida en estado
estable es 10 V. Por lo tanto, la ganancia en estado estable Gss es (sa-
lida/entrada en estado estable) = 10/5 = 2. La ecuacidn diferencial
de un sistema de primer orden se puede escribir como:

dy

T—=

d¢

Por lo tanto, para este sistema se tiene:

d
3 dv;, + v, =2

+ ¥y = Ggex

Muchos sistemas de segundo orden se pueden considerar, en esen-
cia, como un resorte estirado por una masa y provisto de un medio de
amortiguamiento. La figura 10.12 muestra el sistema bésico ante-
rior, el cual se analizd en la seccidn 8.2.2, La ecuacion que describe
la relacion entre la entrada de una fuerza F y la salida, un desplaza-
miento x, ¢s la siguiente:

d?x dx

+e S 4 kx =F
de? cdt ¥

m

donde m es la masa, ¢ la constante de amortiguamiento y k la cons-
tante del resorte,

La manera como el desplazamiento x obtenido varia con el tiem-
po dependera de la cantidad de amortiguamiento presente en el siste-
ma. De esta manera, si la fuerza aplicada fue una entrada de tipo es-
calon y no hay amortiguamiento, la masa puede oscilar en forma
libre en el resorte y las oscilaciones continuaran de manera indefini-
da. Sino hay amortiguamiento, entonces ¢ = 0, por lo que el término
dx/dt es 0. Sin embargo, cuando hay amortignamiento las oscilacio-
nes tienden a desaparecer hasta que se obtiene un desplazamiento es-
table de la masa. Si el amortiguamiento es suficiente, no se producen
oscilaciones y el desplazamiento de la masa aumenta poco a poco
con el tiempo y la masa se mueve de manera gradual en torno a su
posicion de desplazamiento en estado estable. La figura 10.13 mues-
tra la forma general en que los desplazamientos, para una entrada
tipo escalon, varian con el tiempo con varios grados de amortigua-
miento.

10.3.1 La ecuacion diferencial de segundo orden

Considere una masa suspendida del extremo de un resorte. En au-
sencia de amortiguamiento y permitiendo que oscile en forma libre
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sin forzarla, la salida de este sistema de segundo orden es una oscila-
cién continua (movimiento armonico simple). Suponga que esta os-
cilacién se describe por la ecuacion

X = Asenw,t

donde x es el desplazamiento en el instante , 4 la amplitud de la os-
cilacion y w, 'a frecuencia angular de las oscilaciones libres no
amortiguadas. Diferenciando, se obtiene:

dx _
T w, Acosw 1
Al diferenciar la ecuacion anterior, se obtiene
d’x
= —wf, Asena t = —a)f,x
dr
Reordenando términos se obtiene la ecuacién diferencial
d’x
d_z + wf,x =0
t

Pero para una masa m suspendida en un resorte con rigidez k, se pro-
duce una fuerza de restauracion kx y, por lo tanto,
d*x
m—s = —=kx
dz

Esta ecuacidn se puede expresar como

2
d——f—-&--lf-x=0
de* m

Al comparar ambas ccuaciones diferenciales, debe tenerse

g &

w —
m
yx =Asenw,! es lasolucion de la ecuacién diferencial.
Suponga que ahora si hay amortiguamiento. El movimiento de la
masa se describe por

Esta ecuacidn diferencial de segundo orden se puede resolver con el
método utilizado para la ecuacion diferencial de primer orden.
Suponga que la solucion consta de dos elementos, una respuesta
transitoria y una respuesta forzada, es decir, x = x, + xp. Sustituyen-
do x en la ccuacion anterior se obtiene

md‘(xn + x¢) 3 Cd(x,, + x¢)
de? dt

+ kix, +x;)=F
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Si consideramos que

d?x dx
de? T T

m

entonces se obtiene

d? d
nr—§£+c-ﬂ+kxf=.’7
de dt

Para resolver la ecuacion del transitorio intentamos una solucion de
la forma x, = 4 . De esta manera se obtiene dx/dt = As ¢" y
d*x/df? = As* ¢”, Sustituyendo estos valores en la ecuacién diferen-
cial se obtiene

mAs®e” + cAse” + kAse™ =0

ms: +es+ k=0

Entonces x,, = A €" es una solucién valida sélo cuando la ecuacion
anterior sea igual a 0. Esta ecuacion se llama ecuacion auxiliar. Las
raices se obtienen por factorizacién o utilizando la formula para ob-
tener las raices de una ecuacién cuadratica. Por lo tanto,

—ct\fcz—ctmk_ e . (c)z k

2m 2m 2m

k() _k
m\ 4dmk m

I 2 oy .
Pero, w’,_ = k/m v, asi, si £© = ¢*/4mk, la ecuacion anterior se con-
vierte en

s=—8o, Iwﬂkz -]

¢ se conoce como factor de amortiguamiento relativo.

El valor de 5 que sc obtiene con la ecuacidn anterior depende en
gran medida del valor del término de la raiz cuadrada. Por lo tanto,
cuando £* es mayor que 1, en el término de la raiz cuadrada hay un
namero positivo; cuando £* es menor a | se obtiene la raiz cuadrada
de un nimero negativo. El factor de amortiguamiento relativo deter-
mina si el término de la raiz cuadrada es un nimero positivo o nega-
tivo y, en consecuencia, la forma de la salida del sistema,

Cuando £ > 1 existen dos raices reales y diferentes s, y 52

—tw, +o,t* -1
—Eo, -wn\k’ -1

¥, por lo tanto, la solucion general de x, es

s=
n

¢

T e cm—

2m

5

5,
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x, = Ae™ + Be®

En estas condiciones se dice que el sistema esta sobreamortiguado.
Cuando § = 1 existen dos raices iguales 5, = s, = —w,,. Con esta
condicién, conocida como criticamente amortiguado

x, = (At + B)e™

Puede parecer que la solucién para este caso seriax, = 4 ¢”, pero se
requieren dos constantes, por lo que la solucidn es de esta forma
(consulte la explicacién correspondiente en Ordinary Differential
Equations de W. Bolton, Longman, 1994).

Cuando € < | hay dos raices complejas ya que en amnbas cstd pre-
sente la raiz cuadrada de (—1).

'=_cwn twnqcz _l=_§wn iw"J——IQI-CZ
si se sustituye v—1 por j,

s=—fw, *jo, J1-§°

Si se hace
w=m,1-t

entonces se puede escribir s = — {wy % jw y con esto las raices son
s =—Co,; +jo y s =-lo; - jo

El término @ es la frecuencia del movimiento cuando esta en la
condicion de amortiguamiento especificada por §. En estas condi-
ciones la solucion es

- J - - Lo Jor ~Jwt
x, =AeTe o) 4 pol-bu el oo Lot goivt 4 pe=

)

3 — )t .
Peroe’ =coswt+ jsenw! y e =coswi— jsen w!. Por lo tan-
to,

=e ' (Acoswt+ jAsenmt + Bcoswi— jBsenwi)

=e %' [(4 + B)coswi + j(.1— B)sen w]

Si las constantes P y O se sustituyen por (4 + B) y j(4 — B), respecti-
vamente:

x, =e¢ " (Pcoswt + Qsenwit)

En estas condiciones se dice que ¢! sistema estd subamortiguado.
Lo anterior proporciona las soluciones de la parte libre de la solu-
¢idn total. Para resolver la ecuacion de la parte forzada
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d*x; . dx,
+ec— +kx;=F
de? dt f

m

es necesario considerar una forma particular de seial de entrada y
después intentar una solucion, Para una entrada tipo escalon de mag-
nitud F en el instante ¢ = 0 se probara la solucion x; = A, donde A cs
una constante (en la explicacion de la solucion de las ecuaciones di-
ferenciales de primer orden, consulte como elegir entre las diver-
sas soluciones posibles). Entonces, dxgdt = 0 y d*x¢/d* = 0. Cuando
estas expresiones se sustituyen en la ecuacion diferencial 0 + 0 +
kA = F y asi A = Flk y xf = F/k. La solucion completa, que es la
suma de las soluciones libre y forzada, para el sistema sobreamorti-
guado es

F
x=Ae" + Be™ + —
k
para ¢l sistema criticamente amortiguado

x= (At + B)e ™" + %

y para el sistema subamortiguado

-

F
x=e" (Pcoswt + Qsen wi) + 75

Cuando 1 = = las tres ecuaciones anteriores conducen a la solucion x
= F/k. Esta es la condicion de estado estable.
Una ecuacion diferencial de segundo orden de la forma

a d2x+ d"[+a.t b
A B o ad P
24,2 ' dr 0 (P
consta de
2 _ 4o
W =
a,
y
2
2 _ 9
C -
da,a,

Los siguientes ejemplos estan disefiados para ilustrar los puntos an-

teriores
QN =
Entrada 1. Considere un circuito en serie RLC (figura 10.14) donde R =
tipo I B 100 Q,L =2.0Hy C = 20uF. La corriente i del circuito estd
gEa T dada por (vea el pie de la figura 8.16):
: &r Ry 1.V
Figura 10.14 Sistema RLC v el Tl Tl
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cuando se presenta una entrada tipo escaléon V. Si comparamos
esta ecuacién con la ecuacion diferencial general de segundo
orden
a d2x+a x+a x=byy
Rz gy 8 »

la frecuencia natural esta dada por
1 1
2

Y e -6
2.0 X 20 X 10

y @y, = 158 Hz. Al comparar con la ecuacion general de segundo
orden sc obtiene

£? = (R/L)*  _R*C _100% x20x10°°
4% (IJ/LC) 4L 4%20

Entonces, £ = 0.16. Como ¢ es menor que 1, el sistema esti sub-
amortiguado. La frecuencia de oscilacion amortiguada @ esti
dada por

w =, - =1581 - 0.16> =156 Hz

Dado que el sistema esta subamortiguado, la solucién tendra la
misma forma que

x F
x=¢ ™ (Pcoswt + Qsenwt) + =

y, por lo tanto,

i=e "X (Peos156t + Qsenl56r) + V

Como i = 0 cuando 7 = 0, entonces 0 = 1(P + 0) + V. De esta
manera, P = —V, Puesto que di/dt = 0 cuando ¢ = 0, diferen-
ciando la ecuacion anterior e igualdndola a cero se obtiene

di
G o e

7Y (wPsenwt — wQcoswt)

- Ca),‘e't"" (Pcoswt + Osenwt)
Asi,0=1(0 - wQ) — &w (P +0) y

_to,P Lo,V _ 016 X158V
@ w 156

Entonces la solucion de la ecuacion diferencial es

=~—0.16V

@)

i=V =Ve ®¥(cos156¢ — 0.16sen1567)

Considere el sistema mostrado en la figura 10.15. La entrada, un
par T, se aplica a un disco con un momento de inercia [ alrededor
del eje. Este gira en forma libre en el extremo del disco, pero esta
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10.4 Medidas de
desempeno de los sistemas
de segundo orden

fijo en el otro extremo. Al giro del eje se opone la rigidez de la
torsion del eje, un par de magnitud A0, que se produce cuando el
giro de entrada es ,, donde k es una constante. Las fuerzas de
friccion amortiguan el giro del e¢je y representan un par que se
opone con magnitud ¢ d6,/dt, donde ¢ es una constante. jEn qué
condiciones estard criticamente amortiguado este sistema?

Lo primero que se necesita obtener es la ecuacion diferencial
del sistema. El par neto es igual a

da
Parneto=T — ¢c—= - k0,
drs
El par neto es / d°6,/dr’, y por lo tanto,
d’e do
ks e el {
dr {
1% 4 8 o =
de? dt

La condicion para el amortiguamiento critico se presenta cuan-
do el factor de amortiguamiento relativo € es igual a |, Al com-
parar la ecuacion diferencial anterior con la forma general de
una ccuacion diferencial de segundo orden, sc tiene

2

CZ =) alz — i_
da,a, 41k

Por lo tanto, para un amortiguamiento critico tendremos que ¢ =

VK.

La figura 10.16 muestra la forma caracteristica de la respuesta de un
sistema de segundo orden subamortiguado para una entrada tipo es-
calon. Para especificar este comportamiento se utilizan ciertos tér-
minos especificos.

El tiempo de levaniamienio 1, es el tiempo que tarda la respuesta x
para aumentar su valor de 0 al de estado estable xss y es una medida
de cuan rapido el sistema responde a la entrada. Es el tiempo necesa-
rio para que la respuesta oscilante complete un cuarto de ciclo, es de-
cir, Y2 . Por lo tanto,

wi,=12x

En ocasiones este tiempo de levantamiento se define como el tiempo
que la respuesta tarda en aumentar su valor desde un porcentaje
especificado del valor en estado estable, por ejemplo 10%, hasta otro
porcentaje dado, por ejemplo, 90%.

El tiempo de sobrepaso o pico &, es el tiempo que tarda la respues-
ta en aumentar de 0 al primer valor pico. Es el tiempo necesario para
que la respuesta oscilante complete medio ciclo, es decir, 7 . Por lo
tanto,
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wt, =7

El sobrepaso es la cantidad méxima que la respuesta sobrepasa al
valor de estado cstable, Es decir, es la amplitud del primer pico. El
sobrepaso en general se expresa como un porcentaje del valor de es-
tado estable. Para las oscilaciones subamortiguadas de un sistema se
ticne

x=e¢ " (Pcosmit + Osenwt) + valor en estado estable

Dado x = () cuando ¢ = (), entonces 0 = (P + 0) + xs5 y, por lo tanto,
P = —x35. El sobrepaso se produce cuando wt = xr y, entonces

x=e (P 4+ 0) + xg

El sobrepaso es la diferencia entre la salida en ese tiempo y el valor
de estado estable. Entonces
Sobrepaso = xeg e ™

Como w = w,V(1— &%), entonces podemos escribir

—fo,x
w, Yyl = &?

~tn

Ji-g

Sobrepaso = xq exp

Expresado como porcentaje de xss.

; -t
Porcentaje de sobrepaso = exp| ————| X 100%
J p p \[1_7 0

La tabla 10.2 proporciona los valores del porcentaje de sobrepaso
para diversos valores de amortiguamiento

Tabla 10.2 Porcentaje de sobrepaso pico

Factor de amortiguamiento relativo Porcentaje de sobrepaso
0.2 52.7
0.4 254
0.6 9.5
0.8 1.5

La razén de decaimiento o decremento es una indicacion de la ra-
pidez de la disminucion en la amplitud de las oscilaciones. Es igual a
la amplitud del segundo sobrepaso dividido entre la del primer so-
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brepaso. El primero se produce cuando wt = a, y el segundo, cuando
wt = 2x ., Por lo tanto,

...cn-

Primer sobrepaso = x4 exp ﬁ

=2¢n

-

Segundo sobrepaso = xgg €xp

y, por lo tanto,

segundo sobrepaso _ 1S —in
primer sobrepaso & (l -2

El tiempo de asentamiento t, es una medida del tiempo que las os-
cilaciones tardan en desaparecer. Es el tiempo que tarda la respuesta
en llegar a un valor dado y permanecer dentro de un porcentaje espe-
cificado, por ejemplo, 2% del valor de estado estacionario (vea la fi-
gura 10.15). Esto significa que la amplitud de la oscilacion debe ser
menor al 2% de xgs. Se tiene entonces que

Razon de decaimiento =

x = ¢ o (Pcoswt + Qsenwi) + valor en estado estable

y, como antes s¢ obtuvo, P = — xss . La amplitud de la oscilacion es
{x = xs5) donde x ¢s ¢l valor méximo. Los valores maximos se pro-
ducen cuando wt es un maltiplo de 7 y, por lo tanto, cos wi = 1 y
senwi = 0. Para 2% de tiempo de asentamiento, el tiempo de asenta-
miento £ se produce cuando la amplitud maxima es 2% de xss, es de-
cir, 0.02xgs. Entonces

0.02x55 = e " (xgg X 1 + 0)

Tomando logaritmos se obtiene In 0.02 = — w4 y como In 0.02 =
—3.9, 0 aproximadamente 4, se tiene

4

!=cw"

s

Este es el valor del tiempo de asentamiento si el porcentaje especifi-
cado es 2%. Si ¢l porcentaje es 5%, la ccuacidn se convierte en

= 3
5 ;w Z
Como ¢l tiempo necesario para completar un ciclo, es decir, el
tiempo del periodo es 1/f, donde f'es la frecuencia, y dado w = 27f,

entonces el tiempo para completar un ciclo es 27r/f Durante el tiem-
po de asentamiento £ el nimero de oscilaciones producidas es
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tiempo de asentamiento
tiempo del periodo

Numecro de oscilaciones =
¥, por lo tanto, para un tiempo de asentamiento definido por el 2%
del valor dc estado estable

4/cw n
2/w

Como w = w, V(1 — &%), entonces

u;Jr—’ {
Nimero de oscilaciones = ;i o3y 0.8 1

wtw, nyg

Numero de oscilaciones =

Para ilustrar lo anterior, considere un sistema de segundo orden
cuya frecuencia natural es 2.0 Hz y tiene una frecuencia amortigua-
da de 1.8 Hz. Dado que @ = @, V(1 —&%), el factor de amortiguamien-
to es

1.8 =2.041 = &2

y £ = 0.44. Puesto que wt, = %, entonces 100% del tiempo de
asentamiento es igual a

n
b TR

=0387s

El porcentaje del sobrepaso estd dado por

—tn

= exp E o X 100%
1 — 044°

Porcentaje del sobrepaso = exp[ ] X 100%

El porcentaje de sobrepaso es entonces 21%. El 2% del tiempo de
asentamiento esta dado por

A (N
Yo tw, 044x%x20

= 4,55

El nimero de oscilaciones que ocurren dentro de 2% del tiempo de
asentamiento esta dado por:

Nuimero de oscilaciones = ;2; — -
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10.5 Identificacion de
sistemas

Problemas

En el capitulo 9 se disefiaron modelos para sistemas considerdndolos
como formados por elementos sencillos, Una forma alternativa para
desarrollar un modelo para un sistema real es hacer pruebas para de-
terminar la respuesta debida a una entrada, por ejemplo, una entrada
escalon, y luego encontrar un modelo que se ajuste a la respuesta.
Este proceso para determinar el modelo matemético se conoce como
identificacion de sistemas. De esta manera, si se obtiene una res-
puesta a una entrada escalén de la forma mostrada en la figura 10.9,
entonces se podria suponer que es un sistema de primer orden y
determinar la constante de tiempo a partir de la curva de respuesta.
Por ejemplo, suponga que a la respuesta toma 1.5 s para alcanzar
0.63 de laaltura final y que la altura final es 5 veces la magnitud de la
entrada escalon. En la tabla 10.1 se indica una constante de tiem-
pode 1.5 s y por lo que la ecuacion diferencial que describe el mode-
loes

dx
1.5 = +x=5y

Un sistema de segundo orden subamortiguado dard una respuesta
de la forma mostrada en la figura 10.16. El factor de amortiguamien-
to relativo se puede determinar a partir de la mediciones del primero
y segundo sobrepasos, donde el cociente de estos sobrepasos, es de-
cir, el cociente de hundimiento, proporciona el factor de amortigua-
miento relativo. La frecuencia natural se puede determinar a partir
del tiempo entre sobrepasos sucesivos. Después se pueden usar estos
valores para determinar las constantes en la ecuacién diferencial de
segundo orden.

1. La constante de tiempo de un sistema de primer orden es 4 s y el
valor de la funcién de transferencia en estado estable es 6. ;Qué
forma tiene la ecuacion diferencial del sistema?

2. La constante de tiempo de un termémetro de mercurio en tubo
de vidrio es 10 s. Si en forma stibita se lleva de una temperatura
de 20 °C y se le sumerge en agua caliente a 80 °C, ;cual serd la
temperatura que indique el termometro después de a) 10 s,
b) 20 s?

3. Un circuito consta de un resistor R en serie con un inductor L.
Cuando en el tiempo 7 = 0 se le aplica un voltaje V de entrada
tipo escalon, la ecuacién diferencial del sistema es:

d o R.,H

RN )

Encuentre a) lasolucion de esta ecuacion diferencial, b) la cons-
tante de tiempo, ¢) la corriente en estado estable i,

4. Describa como la salida de un sistema de segundo orden va-
ria con el tiempo después de aplicarle una entrada tipo escalon;
con un factor de amortiguamiento relativo de: a) 0, b) 0.5, ¢) 1.0
yd) L5

5. Un circuito RLC tiene una corriente / que varia con el tiempo ¢
cuando se somete a una entrada tipo escalén de magnitud V'y
estd descrita por:
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d 2 di

= +10— +16i= 16V

ds d¢

Determine a) frecuencia no amortiguada, b) el factor de amorti-
guamiento relativo, ¢) la solucidn de la ecuacion si i = 0 donde
t = 0ydi/dt = 0 cuando t = 0.

. Un sistema tiene una salida x que varia con el tiempo ¢ cuando se

somete a una entrada tipo escalon y que estd descrita por:

A% 105E £ 950 aripy
de” dr

Determine a) la frecuencia sin amortiguamiento, b) el factor de
amortiguamiento relativo, ¢) la solucion de la ecuacién six = 0
cuando ¢ = 0y dx/dt = —2 cuando ¢ = 0 y hay una entrada tipo
escalén de magnitud igual a 3 unidades.

. Un acelerémetro (instrumento para medir la aceleracion) tiene

una frecuencia no amortiguada de 100 Hz y un factor de amorti-
guamiento relativo de 0.6. ;Cudl seré a) el sobrepaso maximo en
porcentaje y b) el tiempo de subida cuando se produce un cam-
bio stbito en la aceleracion?

. Encuentre a) la frecuencia no amortiguada, b) el factor de amor-

tiguamiento relativo, c) la frecuencia angular amortiguada, d) el
tiempo de levantamiento, ¢) sobrepaso maximo en porcentaje y
f) el tiempo de asentamiento de 0.2% para un sistema que produ-
ce la siguiente ecuacién diferencial cuando la entrada y es un es-
calon.

d?x dx

d7 + 55 + 16x = 16y

. Cuando en forma subita se aplica un voltaje de 10 V a un volti-

metro con bobina movil se observa que la aguja del instrumento

alcanza una lectura de 11 V antes de disminuir y asentarse en
una lectura de 10 V. Determine a) el factor de amortiguamiento

relativo v b) el niimero de oscilaciones de la aguja antes de que
esté dentro de 0.2% de su valor de estado estable.

Un sistema de segundo orden esta descrito mediante ecuacion
diferencial:

2
g—-;—‘ +35 g +4x=16y
dt dt

(Cudl es el valor de la constante de amortiguamiento ¢ que se

necesitara si el sobrepaso debe ser menor que 9.5%?

Al observar las oscilaciones producidas por un sistema amorti-
guado al responder g una entrada se ve que ¢l desplazamiento
méximo durante el segundo ciclo es 75% del desplazamiento
en el primer ciclo. ;Cudl es el factor de amortiguamiento del
sistema?

. Se tiene un sistema de segundo orden que tiene un tiempo entre

el primer y segundo sobrepasos de 1.6 s. ;Cual es la frecuencia
natural del sistema?
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En relacion con los sistemas de amplificadores es coman hablar de la
ganancia del amplificador. La ganancia indica qué tan grande
¢s la sefial de salida respecto de la sefial de entrada; permite determi-
nar la salida para entradas especificas. Por ejemplo, si a un amplifi-
cador con ganancia en voltaje de 10 se le suministra un voltaje de en-
trada de 2 mV, la salida serd 20 mV; si la entrada es 1 V, la salida
sera 10 V. La ganancia establece la relacion matematica entre la sali-
da y la entrada de un bloque.

salida
entrada

Ganancia =

Sin embargo, para muchos sistemas la relacion entre la salida y la
entrada adopta la forma de una ecuacion diferencial, por lo que no es
posible expresar la funcién s6lo como un nimero y decir, por ejem-
plo, que tiene una ganancia de 10. No ¢s posible dividir la salida en-
tre la entrada, porque la relacion es una ccuacion diferencial y no una
algebraica. Sin embargo, la ecuacion diferencial se puede transfor-
mar en una ccuacion algebraica utilizando lo que se conoce como
transformada de Laplace. Las ccuaciones diferenciales describen el
compartamiento de los sistemas en funcion del tiempo y la transfor-
mada de Laplace las convierte en ecuaciones algebraicas sencillas
que no incluyen el tiempo y en las cuales se pueden llevar a cabo ma-
nipulaciones algebraicas de las cantidades. Se dice que el comporta-
miento en el dominio del tiempo se transforma en el dominio de s.
Asi es posible definir la relacion entre la salida y la entrada en térmi-
nos de una funcion de transferencia. Esta define la relacion entre la
transformada de Laplace de la salida y la transformada de Laplace de
la entrada. es decir:

transformada de Laplace de lasalida
transformada de Laplace de laentrada

Funcion de transferencia =



Y(s) X{s)
— - (3(8)

Figura 11.1 Diagrama de bloques
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Para indicar que una senal esta en el domino del tiempo, es decir,
que es una funcion del tiempo, se representa como f{¢). Cuando esta
en el dominio de s, dado que es funcién de s, se expresa como F(s).
Es comin utilizar una letra /" may(scula para indicar una transfor-
mada de Laplace y una /'mintiscula para indicar una funcién que va-
ria con el tiempo f1).

Suponga que la entrada de un sistema lineal tiene una transforma-
da de Laplace de ¥{s) y que la transformada de Laplace de la salida
es X(s). La funcion de transferencia G(s) del sistema se define como

X(s)
Y(s)

con todas las condiciones iniciales iguales a cero; es decir, se supone
que la salida es cero cuando la entrada es cero, una razon de cambio
de la salida en el tiempo de cero cuando la razén de cambio de Ja en-
trada en el tiempo también es cero. Por lo tanto, la transformada de
salida es X(s) = G(s)Y(s), es decir, es el producto de la transformada
de entrada y la funcién de transferencia. Si el sistema se representa
por un diagrama de bloques (figura 11.1), entonces G(s) es la fun-
cion en la caja que recibe una entrada Y/s) y la convierte en una sali-
da X{(s).

Este capitulo indica como usar la transformada de Laplace en re-
lacion con las funciones de transferencia de los sistemas. Para
obtener mas detalles se sugiere consultar el apéndice, o Laplace and
z-Transforms de W. Bolton (Longman, 1994), de la serie Matemati-
cas para Ingenieros de la misma editorial.

G(s) =

11.1.1 Transformadas de Laplace

Para obtener la transformada de Laplace de una ecuacion diferencial
que incluye magnitudes las cuales son funciones del tiempo, se pue-
de recurrir a tablas y aplicar algunas reglas bdsicas (el apéndice
A contiene esta tabla y detalles sobre las reglas). La figura 11.2
muestra las transformadas bésicas para algunas formas comunes de
entradas,

Las siguientes son algunas reglas basicas que se aplican cuando
se trabaja con transformadas de Laplace:

Si una funcién de tiempo sc multiplica por una constante, la
transformada de Laplace también se multiplica por la misma
constante, es decir,

af (¢) tiene la transformada afF (s)
Por ejemplo, la transformada de Laplace de una entrada tipo es-
calon de 6 V a un sistema eléctrico es 6 veces la transformada de
un escalon unitario, es decir, 6s.

2. Siunaecuacion incluye la suma de, por ejemplo, dos cantidades
independientes y ambas son funciones del tiempo, la transfor-
mada de la ecuacion sera la suma de cada una de las dos transfor-
madas de Laplace, esto es,

F(#) + g(2) tiene la transformada F(s) + G(s)
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La transformada de Laplace de la primera derivada de una fun-
cion es

Transformada de {c% ,/'(1)} = sF(s) — f(0)

donde /(0) es el valor inicial de £ (r) cuando 7 = 0. Sin embargo,
cuando se trata de una funcion de transferencia todas las condi-
ciones iniciales son cero.

La transformada de Laplace de la segunda derivada de una fun-
cion es
2

Transformada de { g - 3 1)

dr? de

donde df(0)/dt es el valor inicial de la primera derivada de /(1)
cuando ¢ = (. Sin embargo, cuando se trata de funciones de
transferencia todas las condiciones iniciales son cero.

f(f)} = s F(s) = sf(0) -

La transformada de Laplace de la integral de una funcion es

Transformada de { fo' f (t)dl} = iF (s)

Asi, para obtener las transformadas de ecuaciones diferenciales o in-
tegrales cuando todas las condiciones iniciales son cero:

Se reemplaza una funcion del tiempo [ (1) por F(s),

se reemplaza una primera derivada df (1) / dt por sF(s),

se reemplaza una segunda derivada 4> f(t)/ dt* por s> F(s),
se reemplaza una integral f f()dt por F(s)/ s

Cuando sc han realizado manipulaciones algebraicas en el domi-

nio de s, es posible volver a transformar el resultado al dominio de
tiempo utilizando la tabla de transformadas de manera inversa, es
decir, buscando la funcion en el dominio del tiempo que correspon-
de al resultado en el dominio de s. Es posible que se necesite reorde-
nar la transformada para que tenga la misma forma que aparece en la
tabla, Las siguientes son algunas inversiones (tiles de este tipo. En
la tabla del apéndice A podri consultar otras mds.

=)

Transformada de Laplace Funcion del tiempo
l c"ﬂl

s+ a

2 ¢ Bl )
s(s + a)

b—a c-ar -— c—ln
s+a)s+ D)

s (11— at)e™
(s + a)’

a 1—c™

'.,—'—" ,_
s (s+ a) a
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En las siguientes secciones se ilustra la aplicacion de lo anterior en
sistemas de primer y segundo orden.

Considere un sistema donde Ia relacién entre la entrada y la salida
esta representada por una ecuacion diferencial de primer orden, que
es de la forma

d
a,—E+aox=boy
de

donde a,, ay y by son constantes, y es la entrada y x la salida, ambas
funciones del tiempo. La transformada de Laplace. suponiendo que
todas las condiciones iniciales son cero, es

asX(s) + ay X (5) = b, Y (5)

y entonces, la funcion de transferencia G(s) se expresa como

Al reordenar la ecuacidn anterior se obtiene

- -illay. o @
Sl (a fag)s +1 s +1

donde G es la ganancia del sistema cuando se dan condiciones de es-
tado permanente, es decir, no tiene término dx/dt. (a,/a,) es la cons-
tante de tiempo 7 del sistema (vea la seccion 10.2.3).

Cuando un sistema de primer orden esta sujeto a una entrada de
tipo escalon unitario, ¥(5) = l/s y la transformada de salida X(s) es

2 L g
X =Dk o= sts + 1) B s(s + /D)

Por lo tanto, como la transformada tiene la forma a/s(s + a), usando
la segunda transformada inversa de la lista de la seccién anterior se
obticne

x=G(—-e")

Los siguientes ejemplos ilustran los puntos anteriores, conside-
rando la funcién de transferencia de un sistema de primer orden y
observando: su comportamiento cuando se somete a una cntrada de
tipo escalon.

I. Considere un circuito que tiene un resistor R en serie con un ca-
pacitor C. La entrada del circuito es vy la salida es la diferencia
de potencial en el capacitor ve. La ecuacion diferencial que rela-
ciona la entrada y la salida es:
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dv,
=RC—=< +
| % d‘ VC

Determine la funcion de transferencia.
Tomando la transformada de Laplace y suponiendo que todas
las condiciones iniciales son cero, entonces

V(s) = RCsV.(s) + V(9)
Por lo tanto, la funcién de transferencia es

_Ve(s) _ 1
" V(s) RCs+1

G(5)

Considere un termopar cuya funcién de transferencia que rela-
ciona la salida de voltaje ¥ con la entrada de temperatura es

_30x10°°

G
2 ST

v/°C

Determine la respuesta del sistema cuando esta sujeta a una en-
trada de tipo escalén de magnitud 100°C y, por lo tanto, el tiem-
po que tarda en llegar a 95% del valor en estado estable.

Puesto que la transformada de la salida es igual al producto
de la funcién de transferencia y la transformada de la entrada,
entonces

V(s) = G(s) X entrada (s)

La entrada escalon de 100°C, es decir, la temperatura del termo-
par aumenta en forma abrupta en 100°C, es 100/s. Por lo tanto,

30 x 107° o 100 _ 30x 107

Vis)= —_—_——
B er T o 10000
e 0
=30 % 10°4—2
Sl s

El elemento fraccionario ¢s de la forma a/s(s + a), por lo que su
transformada inversa cs

V=30x10"*01 =)V

El valor final, es decir, el valor en estado estable, se alcanza
cuando { = @, y es cuando el término exponencial es cero. El
valor final es entonces 30 x 10~ V. De esta manera, el tiempo
para alcanzar 95% esta expresado por:

0.95 x 30 X IO-‘ =130 % 10"(l Lt c-O.Il)

D.

Porlo tanto, 0.05 = ¢™"" y In 0.05 = —0.1¢. Entonces el tiempo

es 30 s.
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3. Suponga que el sistema anterior del termopar esla sujeto a una
entrada de tipo rampa de 5¢ °C/s, es decir, la temperatura aumen-
ta 5°C cada segundo. Determine como varia el voltaje del termo-
par con el tiempo y cudl es ¢l voltaje después dc 12 5.

La transformada de la seial tipo rampa es 5/5°. Por lo tanto

30x107° 1
————xi=150x|o"' .

V(s)= —_—
© 10s +1 = §? s2(s + 01)

La transformada se obtiene usando el elemento 5 de la lista pre-
sentada cn la seccion anterior. Por lo tanto

=01
¥ =150 X 10‘°(r = '—"—)
0.1

Después de un tiempo de 12 s se tiene V= 7.5x 107*V,

4. Considere una entrada de tipo impulso de magnitud 100°C | es
decir, el termopar se somete a un aumento de temperatura mo-
mentaneo de 100°C . Determine cémo varia el voltaje del termo-
par en funcidn del tiempo y cudnto vale el voltaje después de 2 s.

La transformada del impulso es igual a 100. Por lo tanto,

-6
X
py= 20 X0 o0 =a 107 —)
10s + 1 s+ 0.1

Por lo tanto, ¥ = 3 x 107 ¢™*" V. Después de 2 5, el voltaje del
termopares V= 1.8x 1077V,

Para un sistema de segundo orden, la relacion entre la entrada y, y la
salida x esta representada por una ccuacion diferencial de la forma

d’x dx ek
azF-i-a,G?-i—aox— oY

donde a,, @y, ay y bg son constantes. La transformada de Laplace de
esta ecuacion, cuando todas las condiciones iniciales son cero, es

azszX(s) + a,sX(5) + ay X(5) = byY (s)
Por lo tanto,

_X(s) by
Y(5)  ays® + aps + ag

Otra forma de representar la ecuacion diferencial de un sistema
de segundo orden es

dZ

dz + 28w —+w 2x=boly

" dt
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donde w, es la frecuencia natural con la que oscila el sistema y £ ¢l
factor de amortiguamiento relativo. La transformada de Laplace de
esta ecuacion es

X(s) _ by,
Y(s) s +2lw,s+ w?

G(s) =

Las anteriores son las formas generales de la funcién de transferen-
cia de un sistema de segundo orden.

‘Cuando un sistema de segundo orden se somete a una entrada de
tipo escalon unitario, es decir, Y(s) = 1/s, la transformada de la sali-
daes

2
bo“’n

X(s) =G(HY(s) = s + 28w, 5+ 0?)

La cual se reagrupa como sigue

s bo‘”?x
s(s+ p)s+ py)

donde p, ¥ p; son las raices de la ecuacioén

X (5)

s?+2tw, s+ @, =0

De esta manera, usando la ecuacion para las raices de una ecuacion
cuadratica:

e -2tw, * \/4§2wi ~- 4w’

2

entonces las dos raices p; y p; son

p=—to, +0 N =1y p==tw, ~0,t’ -1

Cuando £ = 1 el término de la raiz cuadrada es real y el sistema
estd sobreamortiguado. Para determinar la transformada inversa se
puede recurrir a-fracciones parciales (vea el apéndice A) para des-
glosar la expresion en varias fracciones simples, o utilizar el elemen-
to 14 de la tabla de transformadas del apéndice A; en ambos casos, el
resultado es

2
y= bo“’n [l L P e-p,l + Il e—p,l]
2 P — P P~ P

Cuando § = 1 el término de la raiz cuadrada es cero y, por lo tan-
o, py = p2 = —w,. El sistema esta criticamente amortiguado. La
ecuacion es ahora

bo‘” n

X(5) = ——————
(<) s(s + w_)“’
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Esta ecuacion se puede descomponer en fracciones parciales (con-
sulte el apéndice A), para obtener

X(s) = byt |2 - —— - —Zs
s stw, ($+t+two,)
Por lo tanto,
x=bwill—e™ —w, te™]

Cuando & < 1, empleando el elemento 28 de la tabla del apéndice, se
obticne

x= bo[l - ﬁ[% sen (w,, Ja-tHe+ :p)]

donde cos ¢ = . Esta es una oscilacién subamortiguada.
Los siguientes e¢jemplos ilustran lo anterior:

1. ;Cual es el estado de amortiguamiento de un sistema que tiene
una entrada de tipo escalon unitario y su funcion de transferen-
cia es la siguiente?

1

G(s) = ————
) s° + 8 +16

Para una entrada de tipo escalon unitario Y(s) = /s, por lo que la
transformada de la salida es
1 1

PSS e D

. 2 .
Las raices de s” + 8s + 16 son py = p; = —4. Ambas raices son
reales ¢ iguales, por lo que el sistema esta criticamente amorti-
guado.

2. Lasiguiente funcion de transferencia del brazo de un robot esti
sujeta a una entrada de tipo rampa unitaria. ;,Cual sera la salida?

K

Gis) = ———
© (s + 3)*

La transformada de la salida X{s) es
K I
X)) =GB ()= —mX —
(s) = G(s)Y (5) R Al

Usando fracciones parciales (vea el apéndice A), esto se con-
vierte en

X@) = K 2K K

= +
95  Is+3) 9(s+3)?
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11.4 Sistemas en serie

Y(s) X(s) Xa(s)

X(s)

—p| Gils) [—p| Gals) [—p! Gils)

e

Figura 11.3 Sistemas en serie

Figura 11.4 Motor de cd controlado

por campo

11.5 Sistemas con lazos
de realimentacion

Y la transformada inversa es:

= g =3¢ 1 -3t
x=35Kt— $Ke + 3 Kre

Cuando un sistema esta formado por varios subsistemas en serie,
como en la figura 11.3, la funcidn de transferencia del sistema, G(s),
esta dada por

_XO _ X0 50, X
Y (s) Y(s) X (s) X;(9)

= Gy(5) X G,(9) X Gy (5)

G(s)

La funcion de transferencia del sistema como un todo es el producto
de las funciones de transferencia de cada elemento de la serie. Los
siguientes ejemplos ilustran esto. Se supone que cuando los subsis-
temas estan enlazados, los blogues no interaccionan entre si, lo cual
produciria cambios en las funciones de transferencia. Asi, si los sub-
sistemas son circuitos eléctricos puede haber problemas cuando los
circuitos interactiian y s¢ cargan unos a otros.

1. ;Cudl es la funcién de transferencia de un sistema que esta for-
mado por tres elementos conectados en serie, donde las funcio-
nes de transferencia son 10, 2/s y 4/(s + 3)?

Con base en la ecuacion desarrollada,

B o SO
s+3 s(s+3)

G(s)=lOX§x

2. Un motor de cd controlado por campo esté formado por tres sub-
sistemnas en serie: el circuito de campo, el devanado de la arma-
dura y la carga. La figura 11.4 ilustra el arreglo anterior y las
funciones de transferencia de cada uno de los subsistemas. De-
termine la funcion de transferencia total del sistema.

Circuito de campo Carga

1 1
Ls+R k4 k Is +R

S|

Devanado de la armadura

La funcién de transferencia total es el producto de Jas funciones de
transferencia de los elementos en serie. Por lo tanto,
1 k

1
G(s) = X kX ==
=R Is+¢ (La+RYIs+0)

La figura 11.5 muestra un sistema sencillo con realimentacién nega-
tiva. Cuando existe realimentacion negativa la entrada del sistema y
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Realimentacion

Figura 11.5 Sistema con
realimentacion negativa

X(s)

11.5 Sistemas con lazos de realimentacion 251

las sefiales de realimentacion se restan en el punto de suma. El térmi-
no ruta en sentido divecto designa la ruta en que aparece la funcién
de transferencia G(s) en la figura, y ruta de realimentacion es la que
contiene a H(s). Todo el sistema se conoce como sistema de lazo ce-
rrado.

Para el sistema de realimentacion negativa, la entrada al subsiste-
ma que contiene la funcion de transferencia G(s) de laruta en sentido
directo s Y(s) menos la sefal de realimentacion. El lazo de reali-
mentacién contiene la funcién de transferencia H(s) y su entrada es
X(s), por lo tanto, la sefial de realimentacion es H(s)X(s). Asi, el ele-
mento G(s) tiene una entrada de Y(s) — H(s)X(s) y una salida de X{s),
por lo tanto,

X (s)
Y(s) = H()X (s)

Gis) =

Al reordenar la ecuacion anterior se obtiene:

X(s) _ G(s)
Y(s) 1+ G(H(s)

Entonces, la funcion de transferencia global del sistema con reali-
mentacion negativa, 7(s), es:
_X{(s) _ G(s)

Y(s) 1+ G(s)H(s)

7(s)

Los siguientes ejemplos ilustran lo anterior:

I. ¢Cual sera la funcion de transferencia global de un sistema en
lazo cerrado cuya funcién de transferencia de la trayectoria di-
recta es 2/(s +1) y la funcion de transferencia de la trayectoria
de realimentacion negativa es 5s?

Con base en la ecuacion desarrollada

T(s) = G(s) - 2/(5 + 1) o 2
T+ GEHG) 1+ [2/(s +DBs s +1

2. Considere un motor de cd controlado por armadura (figura
11.6). Su trayectoria directa consta de tres elementos: el circuito
de la armadura con funcion de transferencia 1/(Ls + R), el deva-
nado de la armadura con funcién de transferencia & y la carga
con funcidn de transferencia 1/(fs + ¢). Hay una trayectoria de
realimentacién negativa con una funcion de transferencia K. De-
termine la funcién de transferencia global del sistema.

La funcién de transferencia de la trayectoria directa para los
clementos en serie s el producto de las funciones de transferen-
cia de estos clementos en serie, es decir,

1 k

I
G(s) = X k X =
O =+ r Istec (Us+Rs+o
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Figura 11.6 Molor de cd controfado
por armadura

11.6 Efecto de |a ubicacion
de los polos en |a respuesta
transitoria

a)

b)

Figura 11.7 Sistemas de primer
orden: a) cuando la raiz es
negativa; b) cuando la raiz es
positiva

Gircuito de armadura Devanado de la armadura

Carga
*
1 1
Ls +R i k g s +¢
K

La trayectoria de realimentacion tiene una funcion de transfe-
rencia ignal a K. Asi, la funcién de transferencia global es

k
3 G(s) _ (Ls+R)Is+c)
) = GoHE = kK
(Ls + R)Is + o)

k
" (Ls+ R)Is + ¢) + kK

Considere un sistema de primer orden cuya funcidn de transferencia
es 1/(s + 1) y que estd sujeto a una entrada de impulso unitario. La sa-
lida del sistema X(s) = [1/(s + 1)] % 1 y, por lo tanto, x = ¢™*. Al pa-
sar el ticmpo ¢ la salida disminuyc hasta que se convierte en cero.
Ahora considerc la entrada de tipo impulso unitario de un sistema
cuya funcién de transferencia es 1/(s — 1). La salida es, entonces,
x = ¢'. Cuando f aumenta, también aumenta la salida. Asi, un impul-
S0 momentaneo que entra al sistema produce una salida creciente: el
sistema con este polo es inestable. Entonces, en general, en un siste-
ma de primer orden cuya funcion de transferencia es 1/(s + p), el sis-
tema es estable si se tiene (s + p), es decir, el polo es negativo, y es
inestable si se tiene (s — p), esto es, el polo es positivo (figura 11.7).

Un sistema es estable si la parte real de todos los polos es ne-
gativa. Un sitema es inestable si la parte real de cualesquiera
de sus polos es positiva.

Para un sistema de segundo orden con funcion de transferencia

bowi
42w, s+ w?

G(s) =

cuando ¢l sistema estd sujeto a una entrada de tipo impulso unitario

2
X(9) = — 2
(s+ p s+ p)

donde p y p, son las raices de la ecuacion




a)

b)

Figura11.8 Sistemas de
segundo orden
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s*+ 20, s+w, =0

Usando la ecuacion para determinar las raices de una ccuacion cua-
dratica,

-2tw, * 4w — 40’
s c C . -—;wn:wn‘\/gi_'_]

2

Dependiendo del valor del factor de amortiguamiento relativo, el
término dentro del radical puede ser real o imaginario. Si es imagi-
nario, en la salida estd presente una oscilacion. Por ejemplo, supon-
ga que se tiene un sistema de segundo orden cuya funcién de transfe-
rencia es

|
[s— 2+ jDls— (=2- 3]

G(s) =

es decir, p = —2 %j1. Cuando el sistema recibe una entrada tipo im-
pulso unitario, la salida es e sen 7. La amplitud de la oscilacién, es
decir ¢”?, disminuye conforme aumenta el tiempo. por lo que ¢l
efecto del impulso es una oscilacion que disminuye de manera gra-
dual (figura 1 1.8a). El sistema cs estable.

Suponga ahora un sistema cuya funcidén de transferencia es

1
s =@+ D)s = 2= jh)]

es decir, p = +2 % jl. Cuando este sistema recibe una entrada tipo
impulso unitario, la salida es e’ sen . La amplitud de la oscilacién,
es decir ¢”, aumenta cuando el tiempo aumenta (figura 11.8b). El
sistema es inestable.

En general, cuando se aplica un impulso al sistema, la salida ad-
quiere la forma de la suma de diversos términos exponenciales. Si
s0lo uno de estos términos tiene crecimiento exponencial, la salida
continGa creciendo y el sistema es inestable. Cuando hay pares
de polos en los que hay términos imaginarios +, la salida es una osci-
lacion.

G(s) =

11.6.1 Compensacion

La salida de un sistema puede ser inestable, o quizas la respuesta sea
demasiado lenta, o haya demasiado sobrepaso. Para modificar las
respuestas de los sistemas a ciertas entradas se utilizan compensado-
res. Un compensador es un bloque que se incorpora al sistema para
modificar la funcion de transferencia global del sistema de manera
que se obtengan las caracteristicas requeridas.

Como ejemplo del uso de un compensador, considere un sistema
de control de posicidn que tiene una rcalimentacion negativa con
funcion de transferencia de 1 y dos subsistemas en su trayectoria di-
rceta: un compensador con funcion de transferencia igual a K y un
sistema motor/actuador con funcién de transferencia 1/s(s + 1).
1 Qué¢ valor de K sc necesita para que cl sistema esté criticamente
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amortiguado? La trayectoria directa tiene funcion de transferencia
K/s(s + 1) y la trayectoria de realimentacién tiene una funcion de
transferencia igual a 1. Por lo tanto, la funcion de transferencia total
del sistema es

K
T(s) = G(s) = s(s+ 1) N K
I + G(s)H(s) 14 K s(s+ 1)+ K
s(s+1)

El denominador es, entonces, s° + s+ K. Las raices de esta ecuacion

son:
1= 1-4K
2
Para que sea un sistema criticamente amortiguado es necesario que

1 =4K = 0y, por lo tanto, ¢l compensador debe tener una ganancia
proporcional de K = Y.

S =

Existe software que ayuda a calcular y modelar sistemas. Un progra-
ma que se usa con frecuencia es MATLAB. La siguiente es una bre-
ve introduccion a MATLAB (una marca registrada de Mathworks,
Inc.) version 4.0 o posterior. Si desea informacion adicional con-
sulte la guia del usuario u obras como The MATLAB Handbook de
Eva Piri-Enander, Anders Sjéberg, Bo Melin y Pernilla Isaksson
(Addison-Wesley, 1996) y Using MATLAB to Analyse and Design
Control Systems, 2a. ed., de Naomi Ehrich Leonard y William S. Le-
vone (Addison-Wesley, 1995).

Los comandos se introducen escribiéndolos en seguida del indi-
cador (=, prompt) y oprimiendo la tecla intro (return) para ejecutar
el comando. En la siguiente explicacion de los comandos no se repe-
tira que se debe oprimir la tecla intro o return, se dara por supuesta en
todos los casos. Para iniciar MATLAB en los sistemas Windows o
Macintosh, haga clic en el icono de MATLAB, o escriba “matlab”.
En la pantalla aparecera el indicador de MATLAB >>, Para salir de
MATLAB escriba “quit” o “exit” (salir) después del prompt. Dado
que MATLAB es un programa que distingue entre mayusculas y mi-
nusculas, para escribir los comandos debe usar letras mindsculas.

Si escribe “help” (ayuda) después del indicador, o selecciona
“help™” de la barra de menu en la parte superior de la ventana de
MATLAB, aparecera una lista de temas de ayuda de MATLAB.
Para obtener informacion sobre un tema de la lista, por ejemplo ex-
ponentes, escriba “help exp”. Si escribe “lookfor” (busca) y alglin
tema indicara a MATLAB que busque informacién sobre ese tema,
por gjemplo “lookfor integ” desplegard varios comandos que sirven
para integrar.

En general, las operaciones matematicas se introducen en
MATLAB de la misma manera que se escribirian en papel. Por
ejemplo
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== a = 4/2
da como respuesta

a =
2

>>a = 3*2
da como respuesta

a=
6

Las operaciones se realizan de acuerdo con el siguiente orden: * po-
tenciacion, * multiplicacion, / divisién, + suma, — resta. El orden de
precedencia de los operadores es de izquierda a derecha; se pueden
usar paréntesis para modificar el orden anterior. Por ejemplo,

>> a = |+2°3/4*%5
da como respuesta

- U
11

porque se tiene 2*/4 multiplicado por S, y sumado con 1; por otra
parte,

>> a = 1+273/(4*35)
da como respuesta

a =
1.4

porque se tiene 2° dividido entre el producto de 4 por 5, y lucgo su-
madoa 1.

Las siguientes son algunas funciones matemdticas con las que
cuenta MATLAB:

abs(x)  Da el valor absoluto de x, es decir, |x|
exp(x) Da la exponencial de x, es decir, e*

log(x)  Da el logaritmo natural de x, es decir, In x
logl0(x) Daellogaritmo base 10 de x, es decir, log;ox = log x
sqrt(x)  Da la raiz cuadrada de x, es decir Vx
sin(x)  Dael senx, donde x esta en radianes
cos(x) Dael cosx, donde x estd en radianes
tan(x)  Da la tan x, donde x esta en radianes
asin(x) Da el arcsen x, es decir, sen”' x

acos(x) Da el arccos x, es decir, cos ™' x

atan(x) Da el arctan x, es decir, tan~' x

cse(x)  Da l/senx
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sec(x) Da l/cosx
cot(x) Da l/tanx

para introducir T se escribe pi.

En vez de escribir una serie de comandos después del prompt, se
puede preparar un archivo de texto y después ejecutarlos haciendo
que MATLAB se refiera a es¢ archivo. Al hablar de estos archivos se
utiliza el término archivo-M, dado que estos archivos de texto con
comandos MATLAB consecutivos tienen el sufijo .m. Al escribir
este tipo de archivos, la primera linea debe iniciar con la palabra
function (funcién) seguida por una sentencia que identifique el nom-
bre de la funcion (function name) y la entrada y la salida de la si-
guiente manera:

function [salida] = function name [entrada]

Por ejemplo, function y=cotan (x) es el archivo que sc utiliza para
determinar el valor de y dado por cotan x. Este archivo se puede in-
vocar con una secuencia de comandos de MATLAB, escribiendo ¢l
nombre seguido de la entrada, por ejemplo, cotan(x). Esta funcion
va estd incluida en MATLAB y se usa cuando se necesita la cotan-
gente de x. Sin embargo, ¢l usuario puede preparar este archivo. Las
funciones que tienen varias entradas deben especificarse todas en el
enunciado de la funcion. Por otra parte, cuando una funcion produce
varios valores, serd necesario listar todas las salidas posibles,

Las lineas que inician con % son lincas de comentarios;
MATLAB no las interpreta como comandos, Por ejemplo, suponga-
Mos que preparamos un programa para calcular los valores de la raiz
cuadratica media de una columna de datos. El programa se veria
como sigue:

function y=rms(x)

% rms Raiz cuadritica media

% rms(x) da el valor cuadritico medio de los
% elementos del vector columna x.

Xs=x"2:

s=size(x);

y=sqri(sum(xs)/s);

Se definié xs como el cuadrado de cada valor x. Con ¢l comando
s=size(x) se obtiene la magnitud, es decir, la cantidad de entradas en
la columna de datos. El comando y=sqrt(sum (xs)/s(1)) obticnc la
raiz cuadrada de la suma de todos los valores xs dividida entre s. El
comando *;” sc coloca al final de cada linca del programa.

MATLAB cucnta con varias cajas de herramientas que contienen
colecciones de archivos M. De particular importancia para este libro
¢s la caja de herramientas “Control System ™ (sistema de control),
que permite obiener la respuestas en tiempo de un sistema que tiene
entradas tipo impulso, escalén, rampa, etcétera, asi como el andlisis
de Bode, Nyquist, lugar geométrica de las raices, etcétera.
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11.7.1 Graficacion

Para producir graficas lineales de dos dimensiones se utiliza el co-
mando “plot(x,y)", el cual permite graficar los valores de x y y. Por
ejemplo:

x=[012345];
y=[01491625);
plot(x.y)

Para graficar una funcion, ya sea estandar o definida por el usuario,
se usa el comando fplot(function name,lim), donde lim define ¢l in-
tervalo de graficacion, es decir, los valores méximo y minimo de x.

El comando “semilogx{x.y)” genera una grafica de los valores de
x v yutilizando una escala logaritmica para x y una escala lineal para
v. El comando “semilogy(x,y)” produce una grafica de los valores de
xyy, conuna escala lineal para x y una escala logaritmica para y. El
comando “loglog(x.y)” genera una grafica de los valores de x y yen
la cual las escalas para x y y son logaritmicas. El comando “po-
lar(theta,r)” produce una grafica en coordenadas polares, siendo teta
el argumento en radianes y » la magnitud.

El comando “subplot” permite dividir la ventana de graficas y
coloca las graficas en cada una. Por ejemplo:

x=[01234567];
y=exp(x);

subplot(2, I, 1):plot(x,y);
subplot(2,1,2);semilogy(X.y);

En el comando “subplot{m,n,2)” los digitos m y n indican que la ven-
tana de graficas se dividird en una cuadricula o malla de m X n de
ventanas mas pequeiias; m es ¢l nimero de renglones, n €l nimero
de columnas y el digito p especifica la ventana que se usa para la gra-
fica, Las subventanas se numeran por renglon, de izquierda a dere-
chay de arriba abajo. Por lo anto, la secuencia de comandos anterior
divide la ventana en dos partes, con una gréfica arriba de la otra; la
grafica de arriba es una gréfica lineal y la de abajo es una gréfica se-
milogaritmica.

Se pueden seleccionar el nimero y tipo de lineas de la cuadricula,
el color de la grafica y la inclusion de texto en una grafica. El coman-
do “print” (imprimir) se utiliza para imprimir una copia dura de una
grifica, ya sca en un archivo o en una impresora. Para ello, se elige el
meni archivo (file) de la ventana de la figura y se selecciona la op-
cién imprimir (print).

11.7.2 Funciones de transferencia

Las siguientes lineas de un programa MATLAB ilustran como espe-
cificar una funcion de transferencia y presentarla en la pantalla
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5+1
(s +3)(s+4) |

5+3
(5+4)

Figura 11.9 Diagrama de blogues

% G(s)=4(s + 10)/(s + 5)(s +~ 15)
num=4*[110];

den=conv([1 5],[1 15])
printsys(num,den,’s’)

El comando “num™ se usa para especificar el numerador de la fun-
cion de ransferencia, en potencias decrecientes de s. El comando
“den” sirve para indicar el denominador en potencias decrecientes
de s para cada uno de los dos polinomios del denominador. El co-
mando “cony” multiplica dos polinomios, que en este caso son
(s + 5) y (s + 15). El comando “printsys” desplicga en la pantalla la
funcidn de transferencia, con numerador y denominador especifica-
dos y escritos en ¢l dominio de s.

En ocasiones la funcion de transferencia se presenta como el co-
ciente de dos polinomios y es necesario determinar los pelos y ceros.
En este caso se pucde usar:

% Encontrar los polos y ceros de la funcion de transferencia
% G(s)=(58"2 + 35 +4)/(s"3 +2s"2 + 45+ 7)

num=|[5 3 4];

den=[1247],

[z.p.k]=t2zp(num,den)

[z,p,k]=tf2zp(num,den) es el comando para determinar y presentar
los ceros (z), los polos (p) y la ganancia (k) de la funcién de transfe-
rencia introducida,

Con MATLARB es posible obtener grificas en las que se muestra
la respuesta de un sistema para diferentes entradas, Por ejemplo, con
el siguiente programa se obtiene la respuesta del sistema a una entra-
da tipo escalon unitario, u(?), el cual tienen una funcion de transfe-
rencia dada:

% Muestra la respuesta a una entrada de escalon para un sistema
% con funcion de transferencia G(s)=5/(s"2 + 3s + 12)
num=>35

den=[13 12];

step(num,den)

11.7.3 Diagramas de bloques

Es comiin representar a los sistemas de control como una serie de
bloques unidos entre si, cada uno de los cuales tiene caracteristicas
especificas. MATLAB permite que se construyan sistemas uniendo
diversos bloques. Los comandos utilizados son “cloop” cuando un
bloque con una funcion de transferencia en lazo abierto tiene rea-
limentacion unitaria. Si la realimentacion no es unitaria, se utiliza
¢l comando “feedback™. Por ejemplo, a la figura 11.9 corresponde ¢l
programa:

% Sistema con realimentacion
ngo=[11];
dgo=conv([1 3],[1 4]);
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nh=[13]:

dh=[14];
[nge2,dge2]=feedback(ngo,dgo,nh,dh)
printsys(ngc2,dgc2.’s’)

ngo y dgo indican el numerador y denominador de la funcién
de transferencia en lazo abierto Gy(s), nh y dh son el numerador y de-
nominador respectivos, de la funcion de transferencia del lazo de
realimentacion H(s). El programa presenta en la pantalla la funcion
de transferencia del sistema completo.

El comando “series™ (en serie) indica que dos blogues estan en se-
rie en una trayectoria dada; el comando *parallel” (en paralelo) indi-
ca que dichos bloques estén en paralelo.

11.7.4 SIMULINK

SIMULINK se utiliza con MATLARB para especificar sistemas ‘co-
nectando’ cajas o bloques, en vez de escribir una serie de comandos
para producir la descripcion del diagrama de bloques, Una vez ini-
ciado MATLARB, se ejecuta SIMULINK con el comando “>>simu-
link”. Esto abre la ventana de control del SIMULINK, y junto con
ella aparecen sus iconos y menus desplegables en la barra superior,
Haga clic en “file” (archivo), luego clic en *new” (nuevo) en el
meni desplegable. Esto abre una ventana en donde se puede unir
el nuevo sistema.

Para iniciar el ensamble de los bloques requeridos, regrese a la
ventana de control y haga doble clic en el icono “linear” (lineal).
Haga clic y arrastre el icono “transfer Fen™ a la nueva ventana que
todaviua no tiene titulo. Si necesita un bloque para la ganancia, haga
clic y arrastre el icono “gain” (ganancia) a la ventana sin titulo, Repi-
ta lo anterior con ¢l icono “sum™ (suma) y, quizis, también con el
icono “integrator” (integrador). De esta manera, vaya arrastrando to-
dos los iconos que necesite y déjelos en la ventana sin titulo. Ahora
haga doble clic en el icono “Sources™ (fuentes) y elija la fuente
apropiada del menu, por ejemplo, la entrada “step™ (escalén) y arrds-
trelo a la ventana que no tiene nombre. Haga doble clic en ¢l icono
“sinks” (descarga o exhibicidn) y arrastre ¢l icono “graph™ (gréfica)
hasta la ventana sin titulo, Para conectar los iconos, oprima ¢l botén
del ratdn mientras la flecha del ratén esta en ¢l simbolo de salida de
un icono y arrastre éste hasta el simbolo de entrada del icono que se
desea conectar, Repita lo anterior con todos los iconos, hasta termi-
nar de armar todo el diagrama de bloques.

Para asignar a la caja de “transfer Fen™ una funcion de transferen-
cia, haga doble clic en la caja. Aparecera un cuadro de dialogo en la
que puede mtroducir comandos de MATLAB para numerador y de-
nominador. Haga clic en el numerador y si requiere (s + 1) escriba [ |
1]. Haga clic en el denominador y si necesita (s* + 25 + 3) escriba [ 1 2
3]. Luego haga clicen el icono “done" (terminar). Haga doble clic en
el icono “gain” (ganancia) y escriba el valor de la ganancia. Haga
doble clic en el icono “sum™ (suma) y ponga los signos + o — segin si
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necesita una realimentacion positiva o negativa. Haga doble clic en
¢l icono “graph” y defina los parametros de la grafica. Ahora ya tie-
ne todo el diagrama de la simulacion en la pantalla, que se muestra
en la figura 11.10. Para borrar bloques o conexiones, seleccionelos
haciendo clic sobre ellos y luego oprima la tecla <DEL> .

Para simular el comportamiento del sistema, haga clic en *Simu-
lation” (simulacién), para desplegar su ment. Seleccione “Parame-
ters” (pardmetros) y defina los momentos de inicio y terminacion de
la simulacion. En el menu “Simulation”, clija “Start” (inicio).
SIMULINK creara una ventana para graficar y desplegara la salida
correspondiente del sistema, Ahora guarde el archivo seleccionando
“File” (archivo) y haga clic en “SAVE AS” (guardar como) en ¢l
meni desplegable. Inserte el nombre del archivo en el cuadro de dia-
logo y haga clic en “Done™.

oW
\J
Grafica
™ [, s+1
~ » s > ' +25+3
Entrada de Suma Integrador Func. transferencia
escalén
Ganancia
Figura 11.10 Ejemplo de empleo de SIMULINK
Problemas 1. ;Cuiles son las funciones de transferencia de los sistemas cuyas

relaciones de entrada/salida son las siguientes?
a) Unsistema hidraulico cuya entrada es g y su salida /1, donde
h
g=A L + L4
dt R

b) Un sistema de resorte-amortiguador-masa, con entrada F y

salida x, donde

2
d
md—f + c—x +kx=F
dt de

¢) Un circuito RLC con entrada v y salida v¢, donde

dve dzvc
v=RC—d_l-+LC p > + Vv

2. (Cuales son las constantes de tiempo de los sistemas cuyas fun-
ciones de transferencia son las siguientes: a) G(s) = 5/3s + 1y
b)G(s) =3/2s + 37
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. Determine como varian con el tiempo las salidas de los siguien-

tes sistemas al someterlos a una entrada tipo escalon unitario en
el tiempo t = 0: 2) G(s) = 2/s + 2y b) G(s5) = 10/s + 5.

. (Cuadl es el estado de amortiguamicnto de los sistemas cuyas

funciones de transferencia son las siguientes?

5 10
2) 6l = ——————. ) G(S) = e
st —6s + 16 )60 s2 45+ 100
25 +1 3s +20
¢) Gis) = ———, d) Gs) = ————
) s-+2s +1 3L s° +2s 4+ 20

. (Cudl es la salida de un sistema con la funcion de transferencia

s/(s+3)y que se somete a una entrada tipo escaldn unitario en
el tiempo ¢ = 0?

. ¢Cudl es la salida de un sistema cuya funcién de transferencia es

G =2/(s+3)(s+ 4)y estd sujeta a un impulso unitario?

. (Cudles son las funciones de transferencia totales de los si-

guientes sistemas con realimentacion negativa?

Trayectoria directa Trayectoria de realimentacion
-4 1
G(s) = H(s)=~-
a) (s) prery () ’
G(s) = i H(s)= l
b) s+1 s+2
4 H(s)=5
G =
¢) ) (s +2)(s +3)

d) doselementos enserie  H(s) =10
Gi(s) =205 +2)
v Gs) = /s,

. (Cual es la funcion de transferencia global de un sistema en lazo

cerrado que tiene una funcion de transferencia de la trayecto-
ria directa 5/(s + 3) y una funcion de transferencia en la trayec-
toria de realimentacion negativa igual a 10?

. Un sistema en lazo cerrado tiene una trayectoria directa con dos

clementos en serie cuyas funciones de transferencia son S y
/(s + 1). Si la trayectoria de realimentacidn tiene funcion de
transferencia 2/s, ;jcudl es la funcién de transferencia global del
sistema?

Un sistema en lazo cerrado tiene una trayectoria directa con dos
elementos en serie cuyas funciones de transferencia son 2 y
1/(s + 1). Si la funcién de transferencia de la trayectoria de reali-
mentacion es s, jcudl es la funcién de transferencia global del
sistema?
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1 2 Respuesta en frecuencia

En los dos capitulos anteriores la atencion se centro en la respuesta
de los sistemas a enfradas de tipo escalon, impulso y rampa. En este
capitulo se ampliara el estudio y se consideraran entradas senoida-
les. Si bien en muchos sistemas de control no es frecuente encontrar
entradas senoidales, ¢éstas son utiles para realizar pruebas, ya que
la forma en que el sistema responde a estas entradas es una muy bue-
na fuente de informacion que ayuda al disefio y el analisis de los sis-
temas.

Considere un sistema de primer orden que se describe por la si-
guiente ecuacion diferencial:

dx
a] E + aox = boy

donde y es la entrada y x la salida. Suponga una entrada senoidal de
amplitud unitaria y = sen wt. ;Cual seri la salida? Sabemos que
cuando se suman a, dx/dt y apx al final se obtiene la funcion senoidal
by sen wt. Las senoides tienen la propiedad de que su diferenciacion
da como resultado también una senoide de la misma frecuencia [un
coseno es una funcion senoidal: sen (@t + 90°)]. El resultado es
siempre el mismo, no importa cuintas veces se lleve a cabo la dife-
renciacion. Por ello, es de esperar que la respuesta de estado estable
dex también sea senoidal y con la misma frecuencia. Sin embargo, la
salida puede diferir respecto a la entrada en amplitud y fase.

Para estudiar las sefales senoidales conviene utilizar fasores.
Considere una sefial senoidal descrita por la ecuacidon v =
V'sen (wi + ¢), donde Ves la amplitud, w la frecuencia angular y ¢ el
angulo de fase. El fasor se representa por una linea de longitud |V |



Imaginario

v RSN T

0
Real

Figura 12.1 Representacion
compleja de un fasor

Imag.
0 Real
a)
Imag.
o Real
b)

i

Imag
0

Real

€l

Imag.

0 Real

d)

Figura 12.2 Rotacion del fasor:

a) 0°, b) 90°, c) 180°, d) 270°

12.2 Fasores 263

que forma un dngulo ¢ con ¢l eje de referencia. Las lineas| |indican
que al especificar la longitud del fasor lo Gnico que nos interesa es su
magnitud o tamano. Al especificar una cantidad fasorial siempre
debe indicarse la magnitud y el dngulo de fase correspondientes. La
convencion en general aceptada es representar al fasor con letras en
negritas, no cursivas, por ejemplo, V. Cuando aparece este simbolo
se entiende que existe una cantidad que tiene tanto magnitud como
angulo.

Este fasor también se puede representar con la notacion de name-
ros complejos. Las magnitudes complejas se representan por (x +Jy),
donde x es la parte real y y la parte imaginaria del nimero complejo.
En una grafica la parte imaginaria es el eje y y la parte real, el eje ; x
y ¥ son las coordenadas cartesianas del punto que representa el ni-
mero complejo (figura 12.1). Si consideramos la linea que une ese
punto con el origen de la grafica como la representacion del fasor, el
angulo de fase ¢ del fasor se representa por

)

tang = =

y, de acuerdo con el teorema de Pitdgoras, su longitud es

Longitud del fasor |V | = {x* + *

Puesto que x = |V | cos ¢ y ¥ = |V | sen ¢, se puede escribir
V=x+ jy=|V|(cosp + j sen ¢)

Es decir, al especificar las partes real ¢ imaginaria de un namero
complejo también sc puede especificar un fasor.

Considere un fasor de longitud 1 y éngulo de fase 0° (figura
12.2a). Su representacidn compleja es | + j0. Ahora considere otro
fasor con la misma longitud, pero con 4ngulo de fase de 90° (figura
12.2b). Su representacion compleja es 0 + j1. De esta manera, una
rotacion del fasor igual a 90° en sentido contrario a las manecillas
del reloj corresponde a la multiplicacion del fasor por j. Si este fasor
se gira 90° mas (figura 12.2¢), de acuerdo con la misma rcgla de
multiplicacion, ahora el fasor original estd multiplicado por . El fa-
sor es justo el fasor original, pero en direccion opuesta, es decir,
multlphcado por ~1. Por lo tanto ,i> = —1y,asi,j = V(—1). Larota-
cidn del fasor original un total de 270°, es decir, 3 X 90°, equivale a
multiplicar el fasor original pori* =i = —j.

Para ver un estudio mas profundo de los nimeros complejos y sus
aplicaciones en ingenieria, se recomienda consultar Complex Num-
bers de W, Bolton (Longman, 1994) de la serie Matemiticas para
Ingenieros de esa editorial.

Para ilustrar lo anterior, suponga un voltaje, v, que varia en forma
senoidal con ¢l tiempo, de acuerdo con la ecuacion:

v =10 sen (@t + 30°) V
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Si el voltaje anterior se representa por un fasor, ;cual es su a) longi-
tud, b) su dngulo respecto al ¢je de referencia, ¢) su parte real ¢ ima-
ginaria cuando se¢ representa por un nimero complejo?

a) El fasor ticne una longitud que representa la amplitud de la se-
noide y, por lo tanto, es 10 V.

b) Elangulo del fasor respecto al ¢je de referencia es igual al dngu-
lo de fase, es decir, 30°.

¢) Lapartereal se obtiene por la ecuacidonx = 10¢os30° =87 Vy
la parte imaginaria por y = 10 sen 30° = 5.0 V. Por lo tanto, el
fasor se especifica por 8.7 +35.0 V.

12.2.1 Ecuaciones fasoriales

Considere un fasor que representa la senoide de amplitud unitaria de
x = sen wt. Al diferenciar la senoide se obtiene dy/df = w cos wt.
Pero csto también se puede escribir como dx/dt = w sen (wt + 90°).
Es decir, la diferenciacion s6lo produce un fasor con una longitud
aumentada por un factor igual aw y con un giro de 90° respecto al fa-
sororiginal. Por lo tanto, en lanotacion de los niimeros complejos, ¢l
fusor original se debe multiplicar por jw, dado que la multiplicacion
por j equivale a girar 90°,
Entonces, la ecuacion diferencial

dx
a) = + agx = byy

se puede escribir, en notacion compleja, como la ecuacion fasorial:
wa, X +a,X=5bY

donde las literales en negritas, sin cursivas, indican quc los datos se
refieren a fasores. Podemos decir que la ccuacion diferencial, que
era una ccuacion en ¢l dominio del tiempo, se transformé en una
ccuacion en cl dominio de la frecuencia. La ecuacion en el dominio
de la frecuencia se pucde rescribir como

(jwa, + a,)X =5bY
e~ OGS
Y jwa, + a

Sin embargo, en la seccion 1 1.2, cuando la misma ecuacion diferen-
cial se expreso en el dominio de s, se tenia:

X(s) _ by

Gy = Y{s) o a;s + a,

Sustituyendo s por jw se obtiene la misma ecuacion, Ocurre que
siempre se puede hacer esto para pasar del dominio de s al dominio
de la frecuencia. Este resultado nos lleva a la definicion de funcion
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de respuesta en frecuencia o funcion de trausferencia en frecuencia
G(jw) en estado permanente o estable, como
fasor de salida

Ghw) = —8
() fasor de entrada

Para ilustrar lo anterior se determinara la funcion de respuesta en
frecuencia de un sistema cuya funcion de transferencia es
1

B = &4

La funcidn de respuesta en frecuencia se obtiene sustituyendo s por
jw. Por lo tanto

Gljw) =

v+ 1

La funcion de transferencia de un sistema de primer orden es

1
I + 15

G(s) =

donde 7 es la constante de tiempo del sistema (vea la seccion 11.2),
La funcion de respuesta en frecuencia G(jw) se obtiene sustituyendo
s por jw. Entonces:

Para expresar csta ecuacion en forma mas conveniente, el numera-
dor y ¢l denominador se multiplican por (1— jewr) para dar

1 xl—yut___ | = jwt

G =
= Tegor T=m  I—ToD
Pero i = =1, entonces
; 1 Wt
G(jw) = ==

-.j > 3
1l +o°t° 1+ wr”

Esta expresion es de la forma x + jy y como G(jw) es el fasor de sali-
da dividido entre el fasor de entrada, la magnitud del fasor de salida
es proporcional a la del fasor de entrada por un factor igual a |G(jw)|,
donde

GGjo) = Yx* + 3 = J(__l__) i (w_r)
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VI + @7’

|G(jw)| indica qué tanto es mayor o menor la amplitud de la salida
que la amplitud de la entrada. En general se conoce como magniiud
o ganancia. La diferencia de fase ¢ entre el fasor de salida y el fasor
de entrada esta dado por

y
tangp = = = -t
X

El signo negativo indica que el fasor de salida va retrasado respecto
al fasor de entrada por ese angulo.

1,

Los siguientes ejemplos ilustran esto,

Determine la funcion de respuesta en frecuencia, la magnitud y
la fase de un sistema (un circuito eléctrico con un resistor en se-
rie con un capacitor del cual se toma la salida) cuya funcion de
transferencia es

La funcion de respuesta en frecuencia se obtiene sustituyendo
jw por s

Al multiplicar el numerador y el denominador de la ecuacién an-
terior por | — jwRC y reordenar términos, se obtiene

Gli) = 1 b S w(RC)
; 1+ w’(RC)* 5 + w?(RC)?
Asi,
; 1
Glo) = ——=
,/1 + w?(RC)?
ytang = —wRC

Determine la magnitud y la fase de la salida de un sistema cuya
entrada es una seiial senoidal de 2 sen (31 + 60°) y tiene una fun-
cion de transferencia

4
G(s) = ——
s+1
La funcién de respuesta en frecuencia se obtiene sustituyendo s

por jw. Es decir:
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R T

Multiplicando el numerador y el denominador de la ecuacion
por (—jo +1)

La magnitud es, por lo tanto

. 2 2 41 42(1)2
Gliw)| = x* + 3 =J +

(@ +1  (@* +1)?

4
Jw 241
y el dngulo de fase esta dado por tan ¢ = y/x v entonces,

tang = —w
Para la entrada especifica, w = 3 rad/s. La magnitud es
4

Gliw)| = ——
| l ,/32 + 1

y la fase es tan ¢ = —3. Por lo tanto, ¢ = —72°. Este es el dngulo
de fase entre la entrada y la salida. Por lo tanto, la salida es 2.6
sen(3¢—129),

=13

12.3.1 Respuesta en frecuencia de un sistema de segundo orden
Suponga que la funcion de transferencia de un sistema de segundo
orden es la siguiente (vea la seccion 11.3)

@,

G =
0) s+ 2w ,s + 0l

donde w, es la frecuencia natural y £ el coeficiente o factor de amor-
tiguamiento relativo. Para obtener la funcion en respuesta a la fre-
cuencia, s se reemplaza por jw. Es decir,

2 2
; ] w
Ob0) - — e S
@ + 2low, + o, (wy, — o)+ j2vo

T

Multiplicando el numerador y el denominador de la expresion por
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12.4 Trazas de Bode

(] )

se obtiene [I \ [“’i)J - j2C(a%)
el

La expresion anterior es de la forma x + iy, y entonces, como G(jo)
es ¢l fasor de salida dividido entre el fasor de entrada, resulta que el

tamafio o magnitud del fasor de salida es proporcional al del fasor de
entrada por un factor dado por V(x? +y7), es decir,

(2] )

La diferencia de fase, ¢, entre la entrada y la salida csta dada por

[ ")

-(2)

El signo menos indica que la fase de salida esta atrasada respectoa la
entrada.

Gliw)=

G jw)| =

langp = -

La respuesta en frecuencia de un sistema s el conjunto de valores de
la magnitud |G(je)| y el dngulo de fase ¢ que se presentan cuando
una sefial senoidal de entrada varia en un intervalo de frecuencias.
Esto se puede expresar como dos graficas, una de la magnitud
|G(jw)| contra la frecuencia angular @ y la otra de la fase ¢ graficada
contra . La magnitud y la frecuencia angular se grafican en escalas
logaritmicas. Estas dos graficas se llaman trazas de Bode.

La magnitud sc expresa cn unidades de decibeles (dB)

(G(jw)| en dB = 20 log [G(jo)
Por ejemplo, una magnitud de 20 dB significa que
20 = 20 log |G(jw)|

entonces 1 = log |G(j®)| y 10" = |G(iw)|. Asi, una magnitud de
20 dB significa que la magnitud es 10, por lo tanto, la amplitud de sa-
lida es diez veces la de entrada. Una magnitud de 40 dB significa una
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magnitud de 100 y que la amplitud de salida es 100 veces la de en-
trada.

12.4.1 Ejemplos de trazas de Bode

Considere la traza de Bade de un sistema cuya funcion de transferen-
ciaes G(s) = K, donde K es una constante positiva. La funcion de res-
puesta en frecuencia es, por lo tanto, G(jw) = K. La magnitud es
|G(jw)| = K y en decibeles es |G(jw)| = 20 log K. La traza de la magni-
tud es entonces una linea de magnitud constante, y al cambiar K lo
anico que sucede es que la magnitud sube o baja cierto nimero de de-
cibeles. La fase es cero. La figura 12.3 mucstra las trazas de Bode.

Considere la traza de Bode de un sistema cuya funcién de transfe-
rencia es G(s) = 1/s. La funcibn de respuesta en frecuencia G(jw) es
l/jw. Multiplicando esto por j/j se obtienc G(jw) = —jlo. Asi, la
magnitud |G(jw)| es Vw. En decibeles es igual a 20 log (1/w) = =20
log . Cuando @ = 1 rad/s, la magnitud es 0. Cuando @ = 10 rad’s,
es ~20 dB. Cuando @ = 100 rad/s la magnitud es —40dB. Cada vez
que la frecuencia angular aumenta diez veces, la magnitud disminu-
ye -20 dB. La traza de magnitud es entonces una linea recta con pen-
diente de —20 dB por década de frecuencia y la cual pasa por 0 dB
cuando @ = | rad/s. La fase de este sistema es

|
w

tangp = —— = —
¢ 0

Por lo tanto, ¢p = —90° para todas las frecuencias. La figura 12.4
ilustra las trazas de Bode.

Considere ahora la traza de Bode de un sistema de primer orden
cuya funcion de transferencia esta dada por

G(s) =

La funci6n de respuesta en frecuencia es

G(jw) =

jor + 1
La magnitud es entonces (vea la seccion 12.2.1)
1

l 22

wm T

GG} =

que en decibeles es

20 log i s

1+ ot
Siw << 1/ , entonces w’t’ es despreciable comparado con 1, por lo
que la magnitud es 20 log 1 = 0 dB. Por consiguiente, a frecuencias

bajas la traza de la magnitud es una linea recta con valor constante de
F 2.2
0 dB. Para frecuencias mayores, cuando @ >> |/ , w'7” es mucho
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mayor que 1, por lo que este valor puede ser despreciado. Entonces
la magnitud es 20 log (1/@ ), es decir, —20 log wr. Esta es una linea
recta con pendiente de ~20 dB por década de frecuencia, la cual in-
tersecta la linea 0 dB cuando wr = 1, es decir, cuandow = I/7. La fi-
gura 12.5 muestra estas lineas para frecuencia alta y baja y cuya in-
terseccion, o punio de quiebre o frecuencia de esquina, esti en w =
1/r. Las dos lineas rectas se conocen como aproximacion asintotica
de la grifica real. Esta se localiza alrededor de la interseccion de las
dos lineas. La diferencia entre la grafica real y la aproximacion es un
maximo de 3 dB en el punto de quiebre.

La fase del sistema de primer orden (vea la seccion 12.2.1) esta
dada portan¢ = — 1. A frecuencias bajas, cuando  es menor que
alrededor de 0.1/, la fase es practicamente 0°, A frecuencias mayo-
res, cuando @ es mayor que 10/7, la fase es practicamente —90°.
Entre estos dos extremos, se puede considerar que el angulo de fase
preduce en la traza de Bode una linea que es razonable considerar
recta (figura 12.5). El error maximo que se produce con esta suposi-
cion es 5.5°.

Considere un sistema de segundo orden cuya funcion de transfe-
rencia es

-

G(s) = W

s* 426w, s + ol
La funcion de respuesta a la frecuencia se obtiene sustituyendo s
por jw.

2

@y,

G(jw) =
e -’ + 2to,0 + o’

La magnitud es (vea la scecion 12.2.2)

6 jel= v-} i [wi) l v [7€(f—)]

272
Por lo tanto, la magnitud en decibeles s

()] ]
- e fo-(2)T o 2]

Cuando (w/w,) << 1 la magnitud se aproxima a -20 log 1, 0 0 dB;
para (w/w,) >> 1 la magnitud se aproxima a 20 log (@w/w,)’. Por lo
tanto, cuando @ aumenta en un factor de 10, la magnitud aumenta en

20log




Figura 12.6 Trazas de Bode para
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un factor de —20 log 100 0 — 40 dB. Entonces a frecuencias bajas la
traza de la magnitud es una linea recta a () dB, en tanto que a frecuen-
cias altas es una linea recta de — 40 dB por década de frecuencia. La
interseccion de estas dos lineas, es decir, el punto de quiebre, se en-
cuentra enw = w,. La traza de la magnitud estd dada en forma apro-
ximada por estas dos lineas asintéticas. Sin embargo, el valor real
dependera del factor de amortiguamiento relativo €. La figura 12.6
muestra las dos lineas asintdticas y las trazas reales con diversos fac-
tores de amortiguamiento.
La fase (vea la scecibn 12.2,2) esté dada por

Az
B

Para (w/w,) << 1, por ejemplo (w/w,) = 0.2, la tan ¢ es casi 0 y
¢ = 0°. Para (w/w,) >> 1, por ejemplo si (w/w,) = 5, tan ¢ es casi
—(=%)y¢p = —180° Cuandow = @,, tanp = —cc y  —90°. Una
aproximacion razonable es una linea recta que pasa por -90° aw = w,
y los puntos 0° para (w/w,) = 0.2 y —180° cuando (w/w,) = 5. La figu-
ra 12.6 muestra las trazas correspondientes.
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12.4.2 Construccion de trazas de Bode
Considere un sistema compuesto por varios elementos en seric. La
funcién de transferencia del sistema completo es (vea la seccidn
11.4)

G(s) = G, ()G, (5)G5(3) ... etc.

Por lo tanto, la funcion de respuesta en frecuencia de un sistema con
dos elementos, cuando jo substituye 4 s, €s

G(jw) = G, (Jw)G, (jw)

La funcién de transferencia G, (jw) se puede expresar como un nu-
mero complejo (vea la seccién 12.2), es decir,

r¥yy= IGI (j‘”)l (cos ¢, + isen @)

donde |G(jw)! es la magnitud y ¢, la fase de la funcion de respuesta
en frecuencia. Asimismo, G,(jw) se puede expresar como

|G, (jo)| (cos ¢, + jsen ;)
Por lo tanto,

G(jw) = |G, (jw)| (cos @, + jsen ¢,)
X IG:,(jw)| (cos ¢, + jsen ¢,)

=G, (iw)]|G, (j)|lcos ¢, cos ¢,
+j(sen g, cosg, +cosp, sen,)+j sen @ sengh; ]

Peroj* = — | y como cos ¢ cos (> —Sen ¢, sen @2 = €0s (P +a) Y
sen ¢, cos @; + €os P, sen @2 = sen (¢ + ), entonces

G(jo) = |G, (j0)| |G, (jw)|[cos (¢, +¢,)+]sen (@, +¢3)]

La magnitud de la funcién de respuesta en frecuencia del sistema es
el producto de las magnitudes de cada uno de sus elementos y una
fase que es la suma de las fases de los elementos separados,

G (j0)| = |G, (j@)] |G, ()| |G ()] ... ete.

p=¢, +¢, +¢; + .. et

Si ahora se considera las trazas de Bode donde se grafican los loga-
ritmos de las magnitudes: ‘

log|G(jw)| = log|G, (jw)|+ log|G, ( jw)) +log|Gs (jw)| +... ete.
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Es decir, para obtener la traza de Bode de un sistema se suman las
trazas de Bode de las magnitudes de cada elemento que conforma el
sistema. Asimismo, la traza de la fase se obticne sumando todas las
fases de dichos clementos.

A partir de varios clementos béasicos ¢s sencillo obtener las trazas
de Bode de una gran variedad de sistemas. Los elementos basicos
que se¢ utilizan son:

1. Gs)=K
Da las trazas de Bode mostradas en la figura 12.3.

2. G(s)=1/s
Da las trazas de Bode mostradas en la figura 12.4.

3. G@s)=ys
Da las trazas de Bode gue son imagen simétrica de las de la figu-
ra 124, |G(jw)| = 20 dB por década de frecuencia, y pasa por
0dB aw = | rad/s; ¢ cs constante a 90°,

4, G =V@Es+ 1
Da las trazas de Bode mostradas en la figura 12.5.

5. G(s)=1w5+1
Da las trazas de Bode que son imagen simétrica de las de la figu-
ra 12.5, Para la grafica de la magnitud, el punto de quicbre estd
en /7, la linea antes del punto se encuentra en 0 dB y después
del punto tiene una pendiente de 20 dB por década de frecuen-
cia. La fase es cero en 0.1/t y aumenta a +90° en 10/7.

6. Gs)=w’ /(s> +2%w, s+ o)
Da las trazas de Bode de la figura 12.6.

1. Gs) = (8 +2w, s+ 0d)o’

Da las trazas de Bode que son una imagen simétrica de la figura
12.6.

Para ilustrar lo anterior, se dibujaran las asintotas de las trazas de
Bode de un sistema cuya funcién de transferencia es:

10
) 2s +1
La funcién de transferencia consta de dos elementos, uno con fun-
cion de transferencia de 10 y otro con funcién de transferencia
1/(25 + 1). Se dibujan las trazas de Bode de los elementos anteriores
y luego se suman para obtener la grifica deseada. Las trazas de Bode
para la funcién de transferencia 10 tiene forma similar a la que ilus-
tra la figura 12.3, con K = 10; lade 1/(2s + 1) es como la de la figura
12.5, con = 2, El resultado final se muestra en la figura 12.7.
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Figura 12.7 Construccion de las trazas
de Bode
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Otro ejemplo es el dibujo de las asintotas de la traza de Bode de
un sistema cuya funcién de transferencia es

25

Y B oy ——
o) s(s* + 35 + 25)

La funcion de transferencia consta de tres elementos, uno con
funcion de transferencia de 0.1, otro con funcion de transferencia 1/s
y el tercero con funcién de transferencia 25/(s” + 35+ 25). La funcion
de transferencia de 0.1 produce una traza de Bode como la de la figu-
ra 12.3, con K = 0.1. La funci6n de transferencia de 1/s da una traza
de Bode como la de la figura 12.4. La funcion de transferencia de
25/(:;2 + 35 + 25) se puede representar como a),.’l(s2 + 2Lw,s + (u,,z),
con @, = 5 rad/s y £ = 0.3. El punto de quiebre ocurre cuando
®w = w, = Srad/s. La asintota de la fase pasa por =907 en el punto de
quicbre y es 0° cuando (w/w,)= 0.2 y <180° cuando (w/w,) = 5. La
figura 12.8 muestra la traza de Bode correspondiente.

12.4.3 Trazas de Bode con MATLAB

Con MATLARB se pueden obtener trazas de Bode (vea en la seccién
11.7 la presentacion preliminar de MATLAB), Para obtener las
trazas de Bode de un sistema descrito por la funcion de transferencia
4/(s* + 2s + 3) el programa es:

% Genera la grafica de Bode para G(s)= 4/(s"2 +2s + 3)
num=4;



Figura 12.8 Construccion de un
diagrama de Bode

124 Trazasde Bode 275

20 |
: Punto de cambio 5
w radsis

a 0 PP | 1 1
= 1 \10 700 1000
n= '.' %
& % 2%
2 20 g

17 | SR . 5 3T AR P, 01

__\\
el | X

s

-80 L Y st <35+25
-100 |
25
s(s® +3s +25)
0.1
1 10 100 1000 w radsls
Q% beoooogocaasins R samisvs o fuaas S foliuscpuvinis oot aliicairvas 1
@
o
o
b 1
-00° s
180* =
......................... m prv e
~270° | 25
s{s? +3s +25)

den=[1 2 3];
bode(num,den)

Con el comando bode(num,den) se obtienen las graficas de Bode de
la ganancia en dB contra la frecuencia en rad/s en escala logaritmica;
y la de la fase en grados contra la frecuencia en rad/s en escala loga-
ritmica.

12.4.4 ldentificacion de sistemas

Si se determina experimentalmente la traza de Bode para un sistema
considerando su respuesta a una entrada senoidal, entonces se puede
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obtener la funcion de transferencia para el sistema. En esencia solo
serequiere dibujar las asintotas sobre la traza de Bode en magnitud y
considerar sus pendientes. La traza de dngulo de fase se usa para ve-
rificar los resultados que se obtienen a partir del andlisis de la traza
de magnitud.

1.

w

Si la pendiente en frecuencia bajas antes de la primera frecuen-
cia de esquina es cero, entonces no existe elemento s o 1/s en
la funcién de transferencia. El término X se obtiene a partirde la
magnitud en frecuencias bajas, la magnitud en dB = 20 log K.

Si la pendiente inicial en frecuencias bajas es ~20 dB/década,
entonces la funcion de transferencia tiene un elemento 1/s.

Si la pendiente se hace mas negativa en la frecuencia de esquina
a razon de 20 dB/década, existe un término (1 + s/, ) en el de-
nominador de la funcion de transferencia, donde @, es la fre-
cuencia de corte o esquina donde ocurre el cambio. Estos térmi-
nos se pueden presentar en mds de una frecuencia de corte.

Si la pendiente se hace mas positiva en la frecuencia de corte a
razon de 20 dB/década, existe un término (1 + s/@ ) en el nume-
rador de la funcion de transferencia, con w . la frecuencia de es-
quina 2 la que ocurre el cambio. Dichos términos se pueden pre-
sentar para mas de una frecuencia de corte.

Si la pendiente se hace mas negativa en la frecuencia de corte a
razon de 40 dB/década, existe un término (s* /w? + 25 /o, +1)
en el denominador de la funcion de transferencia. El factor de
amortiguamiento relativo £ se puede determinar observando el
detalle de la traza de Bode en la frecuencia de corte, como en la
figura 12.6.

Si la pendiente se hace mas positiva en la frecuencia de corte a
razén de 40 dB/década, existe un término en el numerador de la
funcién de transferencia. El factor de amortiguamiento relativo,
{ se puede determinar observando el detalle de la traza de Bode
en la frecuencia de corte, como en la figura 12.6.

Si la pendiente en baja frecuencia no es cero, se puede determi-
nar el término K en el numerador de la funcién de transferencia
considerando el valor de la asintota en baja frecuencia. En fre-
cuencias bajas, se pueden despreciar muchos términos en la fun-
cion de transferencia y la ganancia en dB se aproxima a 20 log
(K/w?). Asi, en @=1la ganancia en dB se aproxima a 20 log K.

Como ilustracion considere la magnitud de la traza de Bode mos-

trada en la figura 12.9. El gradiente inicial es 0 por lo que no hay tér-
mino /s 05 en la funcion de transferencia. La ganancia inicial es 20
y asi, 20 =20 log Ky K= 10, El gradiente cambia en -20 dB/década
a una frecuencia de 10 rad/s. Entonces, hay un término (1 + s/10) en
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¢l denominador. Por lo tanto, la funcion de transferencia es 10/(1 +
0.1s).

Como ejemplo adicional, considere la figura 12.10. Existe una
pendiente inicial de —20 dB/década y un término 1/s. En la frecuen-
cia de esquina 1.0 rad/s hay un cambio cn ¢l gradiente de 20 dB/dé-
cada y cl término 1/(1 + s/1). En la frecuencia de esquina 10 rad/s
hay un cambio adicional en el gradiente de —20 dB/década y un tér-
mino /(1 +s/10). Enz=1 lamagnitudes 6 dBy 6=20log Ky K=
1029 = 2.0. La funcién de transferencia es entonces 2.0/s(1 + sH1+
0.1s).

Un ¢jemplo mids la figura 12.11 muestra una traza de Bode que
ticne un gradiente cero inicial que cambia en —40 dB/década a 10
rad/s. La magnitud inicial es 10dB porloque 10=20log Ky K=
10°% = 3.2. El cambio de -40 dB/década a 10 rad/s significa que
hay un término (s> /10% + 2£ 5/10 + 1) en el denominador. La funcién
de transferencia es entonces 3.2/ (001s* +0.2Cs +1). El factor de
amortiguamiento relativo se puede obtener por comparacion de la
traza de Bode en las frecuencias esquina con la figura 12.6. Se eleva
alrededor de 6 dB arriba de la esquina y esto corresponde a un factor
de amortiguamiento relativo cercano a 0.2, Asi, la funcion de trans-
ferencia es 3.2/ (001s” +0.04s + 1)

Los términos que describen el comportamiento de un sistema cuan-
do se somete a una entrada senoidal son el pico de resonancia y el an-
cho de banda. El pico de resonancia M, se define como el valor ma-
ximo de la magnitud (figura 12.12). Un valor grande del pico de
resonancia corresponde a un valor grande del sobrepaso maximo de
un sistema. Un sistema de segundo orden se puede relacionar en for-
ma directa con el factor de amortiguamiento relativo, comparando la
respuesta con la traza de Bode de la figura 12.6; un factor de amorti-
guamiento relativo bajo corresponde a un pico de resonancia alto.

Mo

3 w

-3dB X

Magnitud dB

Ancho de banda

El ancho de banda se define como ¢l intervalo de frecuencias dentro
del cual la magnitud no cs menor que -3 dB. En el sistema cuya traza
de Bode es la de la figura 12.12, el ancho de banda es el espacio entre
la frecuencia cero y la frecuencia para la cual la magnitud disminuye
a menos de -3 dB.
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12.6 Estabilidad
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Cuando ia entrada a un sistema es senoidal, la salida también lo es y
la frecuencia es la misma, pero puede tener una amplitud y una fase
diferentes a las de la entrada. Considere un sistema en lazo cerrado
con realimentacion negativa (figura 12.13) y sin entrada. Suponga
que, por algunarazon, la sefial de error del sistema es un pulso senoi-
dal con rectificacion de media onda y que esta sefial llega a la salida,
se realimenta y llega al elemento comparador sin modificar su am-
plitud, pero con un retardo de medio ciclo, es decir, con un cambio
de fase de 180°, como se observa en la figura, Cuando esta sefial se
resta a la sefial de entrada se obtiene una sefal de error que continta
el pulso inicial rectificado media onda. Este pulso regresa por medio
del lazo de realimentacién y de nuevo llega a tiempo para continuar
la seiial, Entonces, existe una oscilacion autosustentada.

Para que las oscilaciones autosustentadas se produzcan es necesa-
rio que la funcion de respuesta en frecuencia del $istema tenga una
magnitud de 1 y una fase de —180°. El sistema por el que pasa la se-
nal es G(s) en serie con f(s). Si la magnitud es menor que 1, lamag-
nitud de cada uno de los pulsos de media onda siguientes serd cada
vez menor, hasta que la oscilacidon desaparece. Si la magnitud es ma-
yorque |, la magnitud de cada pulso serd mayor que la del preceden-
te, la senal se incrementa y el sistema es inestable,

1. Unsistema de control oscila con amplitud constante si la magni-
tud que resulta del sistema G(s) en serie con /(s) es | y la fase es
—180°.

2. Un sistema de control oscila con amplitud cada vez menor si la
magnitud que resulta del sistema G(s) en serie con /(s) es menor
que 1 y la fase —180°.

3. Unsistema de control oscila con amplitud cada vez mayor y por
lo mismo es inestable, si la magnitud resultante del sistema G(s)
en serie con H(s) es mayor que 1y la fase es —180°.

Para tener un buen sistema de control estable en general es nece-
sario que la magnitud de G(s)f4(s) sea significativamente menor que
1. Por lo general, se utiliza un valor entre 0.4 y 0.5. Ademas, el angu-
lo de fase debe estar entre —115° y —125°. Estos valores producen un
sistema de control poco subamortiguado, el cual produce, con una
entrada escalon, alrededor de 20 o 30% de sobrepaso con una razén
de decaimiento de cerca de 3 a 1 (consulte la explicacion de estos
términos en la seccién 10.4),

Siempre es interesante saber qué tan estable es un sistema de con-
trol y si no tiene posibilidad de oscilar cuando se presenten pequenas
perturbaciones. El término margen de ganancia se aplica al factor
por el cual se debe multiplicar la relacién de la magnitud cuando la
fase es de - 180° para que tenga el valor | y produzca inestabilidad.
El término margen de fase se refiere al nimero de grados que el an-
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gulo de fase es numéricamente menor que —180° cuando la magnitud
es |. Estas reglas significan un margen de gananciaentre 2 y 2.5 y un

margen de fase entre 45° y 65° para un buen sistema de control esta-
ble.

Problemas 1. ;Cuéles son las magnitudes y los angulos de fase de los sistemas
cuyas funciones de transferencia son las siguicntes?
2
a) £ , b) » ©) 12
s+2 s(s +1) 2s+1)(s"+35+1)

2. ;Cudl es la respuesta en estado permanente de un sistema cuya
funcion de transferencia es 1/(s + 2), si su entrada es la senal se-
noidal 3 sen(5t + 30°)?

3. (Cuadl es la respuesta en estado estable de un sistema con una
funcién de transferencia 5/(s” + 35 + 10), si su entrada es la sefal
senoidal 2 sen(21 + 70°)?

4. Determine los valores de las magnitudes y angulos de fase, a las
frecuencias angulares de 1) 0 rad/s, ii) | rad/s, iii) 2 rad/s y
1v) e rad/s para sistemas con las siguientes funciones de trans-
ferencia a) I/s(2s + 1), b)1/(3s + 1).

5. Dibuje las asintotas de las trazas de Bode para los sistemas que
tienen funciones de transferencia: a) 10/s(0.1s + 1), b) 1/(2s +
1)(0.55 + 1).

6. Obtenga las funciones de transferencia de los sistemas dados en
las trazas de Bode de la figura 12.14.
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Figura 12.14 Problema 6
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Controladores en lazo cerrado

En esencia, el control en lazo abierto es s6lo un control de encendi-
do-apagado, por ejemplo, para calentar una habitacion, un calenta-
dor eléctrico se enciende o se apaga. En los sistemas de control en
lazo cerrado, el controlador se usa para comparar la salida de un sis-
tema con la condicion requerida y convertir el error que resulta en
una accion de control disefiada para reducir el error. Este puede de-
berse a algtin cambio en las condiciones que se estan contrelando, o
a la modificacion del valor de interés, por ejemplo, cuando en el sis-
tema se introduce una sefial de entrada tipo escalon, para cambiar el
valor establecido por uno nuevo. En este capitulo se estudiardn las
maneras en que los controladores pueden reaccionar a las sefiales de
error, es decir, los maodos de control, que es como se les conoce, y
que se presentan en procesos continuos. Los controladores pueden
ser sistemas neumaticos o sistemas basados en amplificadores ope-
racionales, aunque los sistemas de computo estin reemplazando con
rapidez a muchos de estos sistemas. El término conirol digital direc-
to s¢ usa cuando una computadora estd en el lazo de realimentacion y
se encarga del control. Este capitulo trata ¢l tema del control en lazo
cerrado.

Muchos procesos no sé6lo necesitan controlar que una variable
(por ejemplo la temperatura) tenga un valor determinado, sino que
también incluyen una secuencia de operaciones. Es el caso de una la-
vadora (vea la seccion 1.4.3), donde se deben realizar varias accio-
nes en una secuencia predeterminada. Otro ejemplo es la fabricacién
de un producto que incluye un sistema controlado que ensambla
varias partes en una secuencia especifica. La secuencia de operacio-
nes puede estar basada en el reloj o basada en los eventos, 0 una
combinacion de éstas. En el primer caso, las acciones sc realizan en
tiempos especificos y en el segundo, cuando la realimentacion indi-
ca que ha ocurrido un evento en particular.

El término controlador logico programable (PCL, programma-
ble logic controller) se refiere a un controlador sencillo basado en un
microprocesador. El controlador examina las sefales de entrada pro-
venientes de los sensores y lleva a cabo insirucciones ldgicas progra-
madas y guardadas en su memoria. La salida obtenida consiste en se-
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nales que se alimentan a las unidades de correcion/actuacion. De
esta forma se pueden llevar a cabo las secuencias de operaciones. La
diferencia principal entre un PLC y una computadora es que en el
primero la programacion se enfoca a operaciones logicas y de con-
mutacion y la interfase para los dispositivos de entrada y salida estd
dentro del controlador. Estos controladores se explican con mas de-
talle en el capitulo 18.

En muchos procesos puede haber una mezcla de control continuo
y control discreto. Por ¢jemplo, en una lavadora hay un control de la
secuencia de las diversas etapas del ciclo de lavado con un control en
lazo de realimentacidn para la temperatura y el nivel del agua.

13.1.1 Retraso

En todos los sistemas de control hay retrasos; esto es, ¢l cambio en
una condicion que se estd controlando no produce de manera inme-
diata una respuesta correctiva del sistema de control. Esto se debe a
que el sistema requiere tiempo para producir las respuestas necesa-
rias. Por ejemplo, cuando se controla la temperatura de una habita-
cién mediante un sistema de calefaccion central habra un retraso en-
tre el momento en que la temperatura baja a menos de la temperatura
requerida y ¢l momento en que el sistema de conirol responde y en-
ciende el calentador. Este no es el (inico retraso. Aun cuando el siste-
ma de control responde, la respuesta de la temperatura de la
habitacién se retrasa porque pasa el tiempo para que el calor se trans-
fiera del calentador al aire de la habitacion.

13.1.2 Error en estado permanente

En el controlador se produce una sefial de error como resultado de un
cambio en la variable que se esta controlando, o en ¢l valor de entra-
da establecido. Por ejemplo, se introduce una sefal tipo rampa al sis-
tema a fin de que la variable controlada aumente de manera constan-
te con ¢l tiempo. El término error en estado estable se refiere a la
diferencia entre el valor de entrada establecido y la salida una vez
que todos los transitorios desaparecen. Es una medida de la exacti-
tud del sistema de control para seguir el valor de entrada establecido.

Considere un sistema de control con realimentacion unitaria (fi-
gura 13.1). Si la entrada de referencia es R(s), la salida es X(s). La se-
nal de realimentacién es X(x), por lo que la senal de error es E(5) =
R(s) = X(s). Si G(s) es la funcién de transferencia de la trayectoria
directa, entonces para el sistema completo con realimentacién unita-
ria se tiene

X(s) 3 G(s) = G(s)
R(s) 1+GH(s) 1+ G(s)

Por lo tanto

GOR(s) |

Bl = B = = ) = e T T 60

R(s)
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13.2 Modos de control

Por lo tanto, el error depende de G(s).

Para determinar el error en estado estable, se determina cudl es
el error e como funcion del tiempo y después se determina cudl es el
valor del error cuando todos los transitorios desaparecen, es decir,
el error cuando ¢ tiende a infinito. Si bien es posible obtener la inver-
sa de E(s) y luego calcular su valor cuando ¢ —= oo, existe un método
mis sencillo basado en el teorema del valor final (vea el apéndice
A), esto involucra calcular el valor de s£(s) cuando stiende a cero.

e = lim e(f) = lim sE(s)
[~ =0

Para ilustrar lo anterior, considere un sistema con realimentacion
unitaria con funcién de transferencia de la trayectoria directa %/(ts +
1), y sujeto a una sefal tipo escalén unitario 1/s.

’ = - 1{ 3 1 l = l
ess = lim SE(s) = lim [“1 + k/(ts + 1) s] Y

Entonces existe un error en estado estable; la salida del sistema nun-
ca alcanza el valor predeterminado, Al aumentar la ganancia & del
sistema se puede reducir este error en estado estable.

Sin embargo, si ¢l sistema con realimentacién unitaria tuviera una
funcion de transferencia de la trayectoria directa kls(rs + 1) y en él se
introdujera una entrada escaldn, el error en estado estable seria

! !
ooe— =Bl - oee B A
- 0[ l+k/s(ts+l)s]

En este sistema no existe errotr en estado estable.

egs = lim sE(s) = lim -
s=0 5.

Una unidad de control puede reaccionar de varias maneras ante una
sefial de error y proporcionar sefales de salida para que actien los
elementos correctores:

1. En el modo de conitrol de dos posiciones, ¢l controlador es en
esencia un interruptor activado por la sefial de error y proporcio-
na so6lo una senal correctora tipo encendido-apagado.

2. Elmedo de conirol proporcional (P) produce una accion de con-
trol que es proporcional al error. La sefal de correccion aumen-
tard en la medida en que lo haga el error. Si el error disminuye.
también disminuye la magnitud de la correccion y el proceso de
correccion es mds lento.

3. Elmodo de control derivativo (D) produce una accidn de control
que es proporcional a la rapidez con la que cambia el error.
Cuando hay un cambio stibito en la sefial de error, el controlador
produce una sefial de correccidn de gran magnitud; cuando el
cambio es gradual, sblo se produce una pequena sefial de
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correccidn. Se puede considerar que ¢l control derivativo es una
forma de control anticipativo, toda vez que al medir la rapidez
con la que cambia el error se anticipa la llegada de un error mds
grande y se aplica la correccion antes de que llegue. El control
derivativo no se usa solo, sino siempre en combinacion con el
control proporcional y, con frecuencia, con el control integral.

4, El modo de control integral (I) produce una accion de control
que es proporcional a la integral del error en el tiempo. Entonces
una sefal de error constante producira una sefal de correccion
creciente. La senal de correccion seguira aumentando mientras
el error persista. Se puede considerar que el controlador integral
“mira hacia atras"”, suma todos los errores y responde a los cam-
bios que ocurren.

5. Combinacién de modos: proporcional derivativo (PD), propor-
cional integral (PI) y proporcional integral derivativo (PID). Ei
término controlador de tres términos se usa para el modo PID.

En las siguientes secciones de este capitulo se estudiaran estos cinco
modos de control. El controlador puede lograr estos modos median-
te circuitos neumaticos, circuitos electronicos analgicos con ampli-
ficadores operacionales, o mediante la programacion de un micro-
procesador o una computadora.

Un ejemplo de modo de control de dos posiciones es ¢l termostato
bimetilico (vea la figura 2.49), ¢l cual puede usarsc con un sistema
de contral de temperatura sencillo. Este es un interruptor que se en-
ciende o apaga, dependiendo de la temperatura. Si la temperatura de
la habitacion es mayor que la requerida, el par bimetdlico esta en la
posicion de apagado y también el calentador. Si la temperatura de
la habitacion baja a menos de la requerida, el par bimetélico cambia
a la posicion de encendido y el calentador se enciende. En este caso,
el controlador sélo puede estar en dos posiciones, apagado o encen-
dido, como se ve en la figura 13.2.

La accion de control del modo de dos posiciones es discontinua.
En consecuencia ocurren oscilaciones de la variable controlada en
torno a la condicion requerida. Esto se debe a retrasos en la respuesta
del sistema de control y en el proceso. Por e¢jemplo. en el caso del
control de temperatura en un sistema de calefaccion central domeésti-
co, cuando la temperatura de la habitacion baja a menos del nivel re-
querido, ¢l tiempo que pasa antes de que el sistema de control res-
ponda y encienda el calentador es muy pequefio en comparacion con
cl tiempo que transcurre antes de que el calentador empicce a tener
efecto en la temperatura de la habitacién. Mientras tanto la tempera-
tura desciende ain mis. Sucede lo contrario cuando la temperatura
aumenta al valor requerido, Como pasa un tiempo antes de que el
sistema de control reaccione y apague el calentador, y mas tiempo

" para que se enfric el calentador y deje de calentar la habitacion, la
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temperatura sobrepasa el valor requerido. El resultado es que la tem-
peratura de la habitacion oscila arriba y abajo de la temperatura re-
querida (figura 13.3).

Con el sencillo sistema de dos posiciones antes descrito existe cl
problema de que cuando la temperatura de la habitacion ronda el va-
lor predeterminado, el termostato alterna continuamente entre en-
cendido y apagado, reaccionando a pequeiios cambios cn la tempe-
ratura. Para evitar lo anterior, en vez de usar so6lo un valor de
temperatura para que ¢l controlador encienda o apague el calenta-
dor, se utilizan dos valores y el calentador se encienda a una tempe-
ratura menor que a la que se apaga (figura 13.4). El término banda
muerta se refiere a los valores comprendidos entre los valores de en-
cendido y apagado. Una banda muerta grande produce grandes fluc-
tuaciones de la temperatura alrededor del valor predeterminado; una
banda muerta pequeia produce un aumento en la frecuencia de con-
mutacion. El elemento bimetalico de la figura 2.49 tiene un iman
permanente que hace contacto para la conmutacion; este iman tiene
el efecto de producir la banda muerta.

Las acciones del control de dos posiciones tienden a usarse cuan-
do los cambios se producen de manera muy lenta, es decir, en un pro-
ceso cuya capacitancia es grande. En el caso del calentamiento de
una habitacion, el efecto de encender o apagar el calentador para
modificar la temperatura produce un cambio lento. El resultado es
una oscilacion de periodo largo. Si bien el control de dos posiciones
no es muy preciso, los dispositivos que utiliza son sencillos y, por lo
mismo, es bastante barato. El control de dos posiciones no se limita a
interruptores mecanicos como los pares bimetélicos o los relevado-
res; mediante el uso de circuitos con tiristores y amplificadores ope-
racionales se logra una conmutacion répida (vea la seccion 7.2.2); un
circuito asi puede usarse para controlar la velocidad de un motor.

En el control de dos posiciones, la salida es una seiial de encendido o
apagado sin importar la magnitud del error. En el modo proporcio-
nal, la magnitud de la salida del controlador es proporcional al
tamaiio del error. Es decir, el elemento de correccion del sistema de
control, por ejemplo, una valvula, recibe una seifal que es proporcio-
nal a la magnitud de la correccion requerida.

La figura 13.5 muestra como varia la salida del controlador con la
magnitud y el signo del error. La relacion lineal entre la salida del
controlador y el error tiende a existir sélo dentro de cierto intervalo
de errores que se llama banda proporcional. Dentro de la banda pro-
porcional la ecuacion de la linea recta esta representada por:

Cambio en la salida del controlador
respecto al valor de referencia = K,e

Donde e es el error y K, una constante. K, es la pendiente de la linea
recta de la figura 13.5.
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En general, la salida del controlador se expresa como un porcen-
taje del intervalo total de salidas posibles dentro de la banda propor-
cional. Esta salida corresponderia, digamos, al cambio en la apertura
de una vilvula completamente cerrada a completamente abierta.
Asimismo, el error se expresa como un porcentaje del valor del in-
tervalo total, o sea, el intervalo de error correspondiente a una salida
del controlador de 0 a 100%. Entonces

% cambio en la salida del controlador respecto al
valor de referencia = K, X % cambio en el error

Como el 100% de la salida del controlador corresponde a un porcen-
taje de error igual a la banda proporcional

Es 100
banda proporcional

n

Esta ecuacion también se puede expresar como:
cambio en la salida =/, — Iy = Kje

donde 7, es ¢l porcentaje de la salida del controlador correspondiente
aun error de cero, 1, es el porcentaje de la salida cuando el porcenta-
je de error es e. Obteniendo las transformadas de Laplace

Cambio en la salida (s) = K,E(s)
y, cOmo

cambio en la salida ()
E(s)

Funcion de transferencia =

K, es, dentro de la banda proporcional, la funcién de transferencia
del controlador,

En general, cuando el error es cero, se elige como salida 50% de
la salida del controlador . En el caso de un controlador que adminis-
tra el paso de agua a un tanque, cuando el error es cero la vilvula estd
abierta a la mitad (50%). Esto da un gasto normal. Cualquier error
aumenta o disminuye el gasto dependiendo de la magnitud del error.
El objetivo serd regresar el error a su valor cero y el controlador a
50% de la salida. Suponga que el proceso tiene un flujo de liquido
que entra a un tanque y por alguna razdn se necesita un nuevo valor
de referencia para la tasa de flujo, Este cambio se puede considerar
como tener una sefial de entrada tipo escaldn al sistema de control.
Este nuevo valor de referencia podria exigir que la valvula de correc-
cidn esté abierta a un porcentaje mayor, digamos 60%. Esto no se
puede lograr estableciendo un error de cero, sino que requiere un va-
lor de error permanente, que se conoce como desviacion (figura
13.6). La magnitud de esta desviacion es directamente proporcional
a la magnitud de los cambios en la carga e inversamente proporcio-
nal a la K;; cuanto mayor sca el valor de K, més pronunciado serd el
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gradiente de la figura 13.6 y. por lo tanto, menor serd ¢l cambio ne-
cesario en ¢l error para mangjar un cambio cn la carga.

El modo de control proporcional tiende a emplearse cn procesos
donde la funcién de transferencia K, puede hacerse suficientemente
grande para reducir la desviacion a un nivel aceptable. Sin embargo,
cuanto mas grande sea la funcion de transferencia, mayor serd la po-
sibilidad de que el sistema oscile y se vuelva inestable.

Para ilustrar la explicacién anterior, considere un controlador
proporcional que se usa para controlar la altura del agua en un tan-
que, donde el nivel del agua puede variar entre cero y 9.0 m. ;Qué
banda proporcional y funcién de transferencia se necesitan para ob-
tener una altura de agua de 5.0 m si el controlador cierra por comple-
to la vilvula cuando el aguallegaa 5.5 m y la abre toda cuando bajaa
4.5 m? Cuando el error es —0.5 m la salida del controlador debe ser
100% abierto y cuando es +0.5 m debe ser 0% abierto. Por lo tanto,
la banda proporcional debe cubrirun error en la altura de —0.5 m has-
ta uno de +0.5 m. Expresada como porcentaje, la banda proporcional
cubre desde

—=(0.5/9.0) X 100 = =5.6% a (0.5/9.0)x100 = +5.6%

Por lo tanto, la banda proporcional es de 11.2%. Observe que si el
controlador se trabaja en porcentajes, también el error debe trabajar-
se en porcentajes. A este valor de banda proporcional corresponde
una funcién de transferencia K, de (100%)/(11.2%) = 8.9.

Como ejemplo de desviacion en el error, considere un controla-
dor proporcional cuya funcién de transferencia es 15 y su valor de
referencia es 50% de la salida. Su senal de salida va a una valvula
cuyo valor de referencia permite un flujo de 200 m¥/s. La vélvu-
la modifica su salida en 4 m*/s por cada unidad porcentual de cambio
en la salida del controlador. jCudl sera la salida del conlroladory la
desviacion en el error si es necesario modificar el flujo a 240 m’/s?
El nuevo valor del controlador, expresado en porcentaje, para un
cambio en el flujo de 200 a 240 m’/s, es 40/4 = 10%, un cambio de
50 a 60%. Es decir,

60 — 50

Ky =s=r——

Entonces la desviacion es, e = 0.67%.

13.4.1 Controlador proporcional electronico

Las funciones de un controlador proporcional se pueden obtener me-
diante un amplificador operacional sumador con un inversor (figura
13.7). En este caso se tiene (vea la seccion 3.2.3)

V, V
Vg ==Ri| = +-£
R, R,



Figura 13.7 Controlador proporcional
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Amplificador sumador Inversor

La entrada al amplificador sumador presente en R; es el voltaje con
error de cero Vy, es decir, ¢l valor predeterminado, y la entrada pre-
sente en R, es la senal de error, V.. Si el resistor de realimentacion
Rr = R,, la ecuacion se convierte en:

R,
Y 5= =
|
Si la salida del amplificador sumador pasa por un inversor, es decir
por un amplificador operacional cuya resistencia de realimentacion
es igual a la resistencia de entrada, entonces:

R,

an = —;'Vc + VO
Rl

Vg = Kch + ¥

donde K es la constante de proporcionalidad. El resultado es un
controlador proporcional.

Como ejemplo, la figura 13.8 muestra un sistema de control pro-
porcional para controlar la temperatura del liquido en un recipiente
en el momento en que se bombea.

Amplificador sumador
i

Voltaje para
el valor de

‘ Amphficader de senal
referencia

e
Sensor D
temperatura
Calentador
)
- )

Figura 13.8 Controlador proporcional

para control de temperatura
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Figura 13,9 Sistema con control
proporcional

13.5 Control derivativo

13.4.2 Respuesta del sistema

En el control proporcional hay un elemento de ganancia cuya fun-
cidn de transferencia es K en serie con el elemento en la trayectoria
directa Gs) (higura 13.9). El error es entonces:

O

S e K.G(s)

y si la entrada es un escaldn, el error en estado estable es

2 ol 1 I
e = lim 5E(s) = 'fi‘é[sl +K,G0) ]

‘ Els) X1s)

Ky » Gls)
R(s) ‘

Realimentacién unitaria

Lo anterior tendrd una magnitud finita, es decir, siempre habrd un
error en estado estable. A valores pequenos de K, corresponden erro-
res de estado estable grandes, pero también respuestas estables. A
valores grandes de K|, corresponden errores de estado estable peque-
fios, aunque una mayor tendencia a la inestabilidad.

En el control derivativo, ¢l cambio de la salida del controlador
respecto al valor de referencia es proporcional a la rapidez de cam-
bio en el tiempo de la senal de error. Esto se representa mediante la
ecuacion

de
Iml—lo = KD—d—l

donde I es el valor de 1a salida para el valor de referencia, /I, el valor
de la salida cuando el error ¢ cambia con una tasa igual a de/dt. Es
comun expresar estas salidas del controlador como un porcentaje del
intervalo total de la salida y el error como un porcentaje del intervalo
total. Kp es la constante de proporcionalidad.

La funcion de transferencia se obtiene tomando transformadas de
Laplace, por lo tanto,

g = 1p)s) = KpsE(s)

Por lo que la funcion de transferencia es Kys.

En el control derivativo, en cuanto la sefial de error empieza a
cambiar existe la posibilidad de que el controlador produzca una sa-
lida de gran magnitud, ya que es proporcional a la rapidez con que
cambia la senal de error, y no a su valor. Por lo tanto, se producen
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respuestas iniciales rdpidas. La figura 13.10 muestra la salida que
produce el controlador cuando la rapidez con que cambia la sefal de
crror en ¢l tiempo s constante, La salida del controlador es constan-
te porque la tasa de cambio también es constante y se produce en
cuanto sc presenta la desviacion. Por otra parte, los controladores
derivativos no responden al error en estado estable, pues en este caso
la tasa de cambio del error en el tiempo es cero. Por lo anterior, ¢l
control derivativo siempre se combina con el control proporcional;
la parte proporcional responde a todas las sefales de error, incluso
sefiales estables, en tanto que la parte derivativa responde a la tasa
del cambio.

Para ilustrar lo anterior, considere un controlador derivativo cuyo
valor de referencia es 50% y su constante derivativa K, de 0.4 s.
¢ Cudl seré la salida del controlador cuando el error a) cambia a 1%/s,
b) es constante en 4%7? Mediante la ecuacion dada antes

I, = KD(E + 1, = 04X1+50 = 504%
dfs

Si de/dr es cero, entonces Ly es igual a [y, es decir, 50%. La salida
s6lo difiere del valor de referencia cuando el error estd variando.
La figura 13.11 muestra el circuito de un controlador derivativo
clectronico, el cual cuenta con un amplificador operacional configu-
rado como diferenciador, seguido de otro amplificador operacional
configurado como inversor. El tiempo derivativo, Kp, es igual a R,C.

13.5.1 Control proporcional derivativo

El control derivativo nunca se utiliza solo ya que no es capaz de pro-
ducir una salida cuando hay una senal de error constante, por lo que
no es posible una correccion. Por ello, en forma invariable se utiliza
junto con el control proporcional.

Cuando de manera conjunta se utilizan el control proporcional y
el control derivativo, el cambio en la salida del controlador respecto
al valor de referencia esta dado por

Cambio en la salida di
respecto al valor de referencia = K e + K, 3

Diferanciador Inversor
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13.6 Control integral

Por lo tanto:
d
Ia=K,e+ Kod—f b

donde /y es la salida del valor de referencia, 7, la salida cuando el
error es e, K, la constante de proporcionalidad y K, la constante deri-
vativa, de/dt es la tasa de cambio del error. La funcion de transferen-
cia del sistema es

(U = 1o)5) = K E(5) + KpsE(s)

Por lo tanto, la funcion de transferencia es K, ~ Kps. En general, se
expresa como

; : I
Funcién de transferencia = K D(s + -T——)
D

donde Ty = Kp/K,, es la constante de tiempo derivativa.

La figura 13.12 ilustra como varia la salida del controlador cuan-
do hay un error que cambia constantemente. Se observa un rapido
cambio inicial en la salida del controlador debido a la accién deriva-
tiva seguida por ¢l cambio gradual de la accién proporcional. Es de-
cir, esta forma de control ¢s adecuada para manejar cambios rdpidos
en el proceso; sin embargo, un cambio en ¢l valor predeterminado
requiere una desviacion en el error (vea la explicacion anterior de
control proporcional),

Para ilustrar esto, considere, cudl serd la salida del controlador
proporcional y derivativo a) inicialmente y b) 2 s después de que ¢l
error empieza a cambiar desde su valor de cero, a una tasa de 1.2%/s.
El valor de referencia del controlador es 50%, K, =4y Kp = 0.4 5.
Usando la ecuacion dada antes

de
o~ pr 2.
dr
Al principio el error e es cero, Por lo tanto, al inicio, cuando el error
empieza a cambiar

Iy =0+04X12+50=50.48%

Dado que la tasa de cambio es constante, después de 2 s el error se
habra convertido en 2.4%. Por lo tanto,

I, =4%24+04Xx1.2+50=60.08%

El modo de control integral es en el que la tasa de cambio de lasalida
de control [ es proporcional a la senal de error de entrada e.

“r
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K| es la constante de proporcionalidad y, cuando la salida del contro-
lador y el error se expresan como porcentajes, tiene unidades s™'.
Integrando la ecuacion anterior se obtiene:

[ ar = [ Kiedr
Ia = Iy= [ Kedt

Iy es la salida del controlador en el tiempo cero, I, es la salida en el
tiempo 1.

La funcion de transferencia se obtiene tomando la transformada
de Laplace. Entonces

1
(Lo — I N8 = ;K'E(s)
y asi,
Funcion de transferencia = 1K I
s

La figura 13.13 ilustra la accion de un controlador integral cuan-
do hay una sefial de error constante como entrada al controlador.
Estas graficas se pueden observar de dos formas. Cuando la salida
del controlador es constante, ¢l error es cero; cuando la salida del
controlador varia a una tasa constante, el error tiene un valor cons-
tante. La otra manera de interpretar las graficas es en términos del
drea bajo la curva del error.

Area bajo la curva del errorentre t = 0y ¢ = f; edt

Hasta el momento que se produce ¢l error, el valor de la integral es
cero y I, = Ij. Cuando ocurre el error mantiene un valor constante.
Por lo tanto, el drea bajo la curva aumenta cuando se incrementa ¢l
tiempo. Dado que el drea aumenta a una tasa constante, la salida del
controlador también aumenta a una tasa constante.

Para ilustrar lo anterior, considere un controlador integral con un
valor de K| de 0.10/s y una salida de 40% del valor de referencia.
i Cual sera la salida después de a) | s, b) 2 s, si se produce un cambio
subito a un error constante de 20%? Use la ecuacion desarrollada

Iy =1o= [ K edt

Cuando el error no varia con el tiempo, la ecuacion se convierte en

la= Ke+li,

sal

Para el caso a), cuando t = 1 s,

Iy = 0.10%20X1+40 = 42%
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Para ¢l caso (b), cuandot = 2 s,

I, =0.10X20X2+40 = 44%

La figura 13.14 muestra el circuito electrénico utilizado como
controlador integral. Consta de un amplificador operacional conec-
tado como integrador seguido de otro amplificador operacional
conectado como sumador v en el cual la salida del integrador se
suma a la sefal del controlador correspondiente en el tiempo cero.
K 1 €S I/R |C.

Integrador

Amplificador sumador

O

Figura 13.14 Controlador integral
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13.6.1 Controlador proporcional integral

El modo de control integral por lo comiin no se utiliza solo, con fre-
cuencia se usa junto con el modo proporcional. Cuando una accion
integral se suma a un sistema de control proporcional. la salida del
controlador I, estd dada por

Ly=Ke+K [edt +1,

donde K es la constante de control proporcional, K| la constante de
control integral, 7, la salida cuando existe un error ¢, e /) la salida
del valor de referencia cuando el error es cero. La funcion de transfe-
rencia es entonces

2 . K, K, 1
Funcion de transferencia = Ky "] g
s s T

donde 7| = K,/K| y es la constante de tiempo integral.

La figura 13,15 muestra como reacciona el sistema ante un cam-
bio abrupto en un ervor constante. El error da lugar a una senal de sa-
lida del controlador proporcional, la cual permanece constante ya
que el error no cambia. A esta accion se sobrepone una sefial de sali-
da del controlador que anmenta de manera constante y que se produ-
ce por la accidon integral.

Suponga que se modifica el valor de referencia del controlador,
digamos de 50 a 60%. Si solo hubiera un controlador proporcional,
ese cambio solo seria posible teniendo una desviacion en el error, es
decir, un valor de referencia que no sea cero. Sin embargo, con la
combinacion del modo integral y proporcional la situacion es dife-
rente. La parte de integracién del controlador modifica la salida del
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controlador sin desviar el error. Se podria decir que ¢l controlador
reposiciona su propio valor de referencia. La figura 13,16 muestra
los efectos de las acciones proporcional e integral cuando se crea una
senal de error que aumenta desde un valor de cero y luego disminuye
otra vez hasta llegar a cero. Con la accion proporcional por si sola el
controlador lo tinico que hace es reflejar ese cambio para al final
llegar de nuevo a su valor de referencia original. La accién integral
del controlador aumenta en proporcion con el aumento del area bajo
la curva error- tiempo y como, aun cuando el error regrese a cero, to-
davia queda un valor del drea, también existe un cambio en la salida
del controlador que persiste después de que ¢l error desaparece. El
efecto de combinar las acciones proporcional e integral, es decir, de
sumar dos grificas, es un cambio en la salida del controlador sin des-
viacion en el error. Al aplicar una sefal de entrada tipo escalon al sis-
tema de control se producira un valor de estado estable en el que no
hay error.

Salida del controlador

B N

Tiempo

\/ Tiempo

Salida del coniroladar

Efecto sdlo de Ia accion proporcional

b

Tiempo

Salida del controfador

Tiempo

Efecto sdho de l2 accidn Integral Efecio de las acciones preporcional + inlegral

Debido a que no tiene error de desviacion, este tipo de controla-
dor se utiliza cuando la vanable del proceso experimenta grandes
cambios. Sin embargo, como la parte integral del control toma tiem-
po en llevarse a cabo, los cambios deben ser mas o menos lentos para
evitar oscilaciones. Otra desventaja de esta forma de control es que
cuando el proceso se inicia con la salida del controlador en 100%
(por ejemplo, con un control de nivel de liquido, la condicidn inicial
podria ser un tanque vacio, por lo que el error es tan grande que el
controlador produce una salida de 100% para abrir toda la valvula) la
accion integral produce un sobrepaso considerable del error antes de
lograr finalmente su establidad.

Al combinar los tres modos de control (proporcional, integral y deri-
vativo) se obtiene un controlador que no tiene desviacion en ¢l error
y disminuye la tendencia a producir oscilaciones. Este tipo de con-
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Figura 13.18 Circuito PID

trolador se conoce como conirolador de tres modos o controlador
PID. La ecuacion que describe su comportamiento es

2 =K‘,e+K,fedt+KD$+lo

donde /. es la salida del controlador cuando existe un error e, el cual
varia con el tiempo ¢, /, es la salida del valor de referencia cuando no
hay error, K, ¢s la constante de proporcionalidad, K la constante in-
tegral y Ky la constante derivativa. El controlador de tres modos se
pucde considerar como un controlador proporcional que a su vez tie-
ne un control integral para eliminar la desviacion en el error, asi
como un control derivativo para reducir los retrasos. Aplicando
transformadas de Laplace, se obticne:

1
(g = Iy)s) = K E(s) + ;K,E(s) + sK;(s5)
y, por lo tanto,

Funcién de transferencia= K e+ ; K, +sKy = Kp(l + 7,1— + Tos]

Para ilustrar lo anterior, considere cual serd la salida de un contro-
lador de tres modos, en el cual K, es 4, K es 0.6/s, Kpes 0.5 s, la sali-
da para el valor de referencia es 50% y el cambio en el error,
mostrado en la figura 13.17, a) inmediatamente después de que
¢l cambio comienzan a producirse y b) 2 s después de producirse el
cambio. Con base en la ecuacion antes dada para /y,

d
o =er+1<,fedx+1<[,a-j-'+lo

enel casode a) e = 0, de/df = 1/s, e fe di = 0. Entonces
I, =0+0+05%x1+50=505%

En el caso de b), paraun valorde 2 s, e = 1%, fedt = 1.5 s dado que
la integral es el drea bajo la grafica error-tiempo hasta llegara 2 s, y
de/di = 0. Por lo tanto,

Ty =4X1+06X15+0+50=549%

13.7.1 Circuitos PID con amplificadores operacionales

Al combinar cada uno de los circuitos descritos en este capitulo para
los modos proporcional, integral y derivativo se obtiene un controla-
dor de tres modos. Sin embargo, se puede obtener el mismo contro-
lador de mancra mas practica con un solo amplificador operacional.
La figura 13.18 muestra este circuito. La constante proporcional K,
¢s R/(R + Rp); la constante derivativa K es RpyCp v la constante de
integracion K es 1/R,C,.
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13.8 Controladores

digitales

La figura 13.19 muestra la base de un sistema de control digital di-
recto, que se utiliza en procesos continuos. El término conirol digi-
tal directo se usa cuando el controlador digital, basicamente un mi-
croprocesador, controla el sistema de control en lazo cerrado. El
controlador recibe las sefiales de entrada de los sensores, ejecuta los
programas de control y proporciona una sefal que envia a los ele-
mentos de correccién. Estos controladores requieren seiales de en-
trada digitales, procesan la informacion en forma digital y producen
una senal de salida digital. Dado que muchos sistemas de control
realizan mediciones analdgicas, se utiliza un convertidor analégico
a digital (ADC) para convertir las sefiales de entrada. Un reloj envia
un pulso a intervalos regulares ¢ indica en qué momento ¢l ADC
debe tomar muestras de la variable controlada. Estas muestras se
convierten en sefiales digitales que el microprocesador compara con
la magnitud del valor de referencia para producir la sefial de error. El
microprocesador inicia, entonces, un modo de control que procesa la
seiial de error y produce una seial de salida digital. El modo de con-
trol que utiliza ¢l microprocesador esta determinado por el programa
de instrucciones que use para procesar las sefiales digitales, es decir,
el software, La salida digital se utiliza para iniciar la accioén de co-
rreccion, lo que en general sucede después de procesarla en un con-
vertidor digital a analogico (DAC), dado que los clementos de co-
rreccidn por lo comin requieren senales analogicas.

En el controlador digital se realiza basicamente el siguiente ciclo
de eventos:

Se muestrea la variable de medicion.

2. Secompara con el valor predeterminado y se establece ¢l error.

3. Serealizan calculos basados en la magnitud del error, asi como
en valores guardados de sefales de entrada y salida anteriores
para obtener la seiial de salida.

La sefial de salida se envia al DAC.
5. Aguarda hasta cl siguiente tiempo de muestreo para entonces re-
petir ¢l ciclo.

Los microprocesadores utilizados como controladores aventajan
a los controladores analégicos en que la accion de control (por ejem-
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Figura 13.20 Senales de error

plo, proporcional o de tres modos) se puede alterar con sélo modifi-
car el software de computo; no es necesario cambiar el hardware ni
el cableado eléctrico. Sin duda el programa de computo es capaz de
modificar la estrategia de control durante una accion de control en
respuesta a la situacion que se desarrolla.

También tienen otras ventajas. En el control analégico se requie-
ren controles asignados en forma especifica a cada uno de los proce-
sos que se controlan. En cambio, con un microprocesador es posible
controlar varios procesos independientes realizando muestreos con
un multiplexor (vea el capitulo 3). El control digital proporciona ma-
yor precision que el analogico dado que las caracteristicas de ampli-
ficadores y demdas componentes que se utilizan en los sistemas
analogicos varian con ¢l tiempo y la temperatura, y presentan corri-
miento; en cambio, como ¢l control digital funciona con base en se-
fiales sélo del tipo encendido-apagado, no sufre ¢l corrimiento de la
misma manera.

13.8.1 Como poner en practica los modos de control

Para obtener un controlador digital que proporcione un modo de
control en particular es necesario crear un programa adecuado para
el controlador. Este programa debe indicar cémo se procesara la se-
nal de error digital en un momento dado para obtener el valor de sali-
da correcto para el siguiente elemento de correccion. Este
procesamiento puede involucrar la sefial de entrada presente junto
con las sefiales de entrada y salida anteriores. El programa, por lo
tanto, pide al controlador resolver una ecuacion en diferencias (vea
seccion 3,10).
La funcién de transferencia de un controlador analégico PID es:

1
Funcion de transferencia= K +-K, +5K,,
s

Una multiplicacion por s equivale a una diferenciacion. Sin embar-
go, también es posible considerar la derivada de la respuesta en el
tiempo de la seial de error en el presente instante de tiempo como
(Gltima muestra del error, ¢,, menos penultima muestra del error,
e,-1)/(intervalo de muestreo, 7,) (figura 13.20). Dividir entre s equi-
vale a integrar. Sin embargo, se puede considerar que la integral del
error al término del periodo de muestreo es el area bajo la grafica
error-tiempo durante el Gltimo intervalo de muestreo mas la suma de
las areas bajo la grifica de todas las muestras anteriores (Intg,..,). Si
el periodo de muestreo es breve comparado con los tiempos involu-
crados, entonces, el drea durante el ultimo intervalo de muestreo es
casi Y, (e, +e,,)!T, (vea en la scecion 13,10 otra aproximacion
conocida como aproximacion de Tustin). Por lo tanto, para la senal
de salida x, del controlador en un instante en particular, el equivalen-
te de la funcion de transferencia es

+ -—
w +Int o |+ K, e"_Te";'

s

x, =Kge, +K,(
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Si se reordena esta ecuacion, se obtiene:
x, = de, + Be,_, +C(Int )

donde A =K, +0.5K\T, + Ky, /T,,B=05K,T, - K, /T, yC=K,.
El programa para un control PID consiste en:

Determinar los valores de K, K; y Kp.

Determinar los valores iniciales de e,-y, Inty,, y el tiempo de
muestreo, T,.

Reestablecer ¢l temporizador del intervalo de muestreo.
Introducir ¢l error e,.

Calcular y, con la ecuacidn anterior.

Actualizar, dejindolo listo para el siguiente cilculo, el valor del
drea anterior a Int, ., + 0.5(e, + €,-)7%.

7. Actualizar, dejandolo listo para el siguiente caleulo, el valor del
error definiendo ¢, igual a e,.

Esperar a que transcurra ¢l intervale de muestreo.

Ir al paso 3 y repetir el ciclo.

N

Al Ll

.

13.8.2 Un sistema de control por computadora

Por lo general, un sistema de control por computadora consta de los
elementos que se muestran en la figura 13.19, con los valores de re-
ferencia y los pardmetros de control introducidos con un teclado. El
software utilizado en este sistema proporciona el programa de las
instrucciones necesarias, por ejemplo, para que la computadora pon-
ga en marcha el modo de control PID, proporcione la pantalla del
operador, reconozca y procese las instrucciones introducidas por
el operador, proporcione informacion del sistema, proporcione ins-
trucciones para ¢l arranque y paro y proporcione informacion de re-
loj/calendario. En la pantalla del operador aparece informa-
cion como ¢l valor de referencia, el valor real medido, el intervalo de
muestreo, el error, la calibracion del controlador y ¢l estado del ele-
mento de correccion. La pantalla se actualiza de manera constante
cada pocos segundos.

Siellector desea profundizar en el tema de los sistemas de control
por computadora, se recomiendan libros especializados como Real-
time Computer Control de S. Bennett (Prentice-Hall, 1994).

La funcion de transferencia de un sistema de control se modifica de-
pendiendo de cudl sea ¢l modo de control utilizado en ¢l controlador.
Por 1o tanto, la respucsta del sistema, digamos, a una entrada tipo cs-
calén, s verd afectada por dicho modo de control. Considere ¢l sen-
cillo sistema que ilustra la figura 13.21. Si sc emplea un control pro-
porcional, la funcion de transferencia de la ruta en sentido directo es
K, G(s) y, por lo tanto, la funcién de transferencia del sistema de rea-
limentacion G(s) es

K ,G,(s)

AT ke®
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Suponga que la funcion de transferencia de un proceso de primer
ordenes 1/(rs + 1), donde T es la constante de tiempo. Si el control es
proporcional y la realimentacién unitaria, la funcion de transferen-
cia del sistema de control es:

K,Jes+1) K,

G(S)=I+Kp/(rs+l)—ts+l+Kp

El sistema de control sigue siendo un sistema de primer orden. El
efecto que produce el control proporcional ha sido modificar la for-
ma de la respuesta de primer orden del proceso. Sin ¢l controlador, la
respucsta a una entrada tipo escalon unitario fue (vea la seccion
11.2)

y= | — e—'/'

Ahora es
y=K,(1- e +K,.))

El efecto del control proporcional ha sido reducir la constante de
tiempo de T a 7/(1 + K)).

Si el control es integral (figura 13.22) la funcion de transferencia
de la trayectoria directa es K1Gy(s)/s, y asi, la funcion de transferen-
cia del sistema es

2 KG,(s)
Glay= s+ KG,(s)

De esta manera, si ahora tenemos un proceso de primer orden cuya
funcién de transferencia es 1/(zs + 1), con un control integral y reali-
mentacion unitaria la funcion de transferencia del sistema de con-
trol es

K( /(TS + ‘) = Kl 2 K‘
s+K /as+1) szs+D)+ K, s +s5+ K,

G(s) =

El sistema de control es ahora un sistema de segundo orden. Ahora,
si la entrada es un escaldn, el sistema produce una respuesta de se-
gundo orden en vez de una de primer orden.

Si el sistema tiene un control derivativo (figura 13.23), la funcién
de transferencia de la trayectoria directa es sKpGy(s), y con reali-
mentacion unitaria, la funcion de transferencia del sistema es

sKoG (s
G(S) = D p( )
1+ KyGo(s)
Con un proceso de primer orden cuya funcion de transferencia es

1/(zs + 1), el control derivativo produce una funcién de transferencia
global de:
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sKyf(xs+1) sKy
1+ sKpf(zs+1) s+ 1+ 5K,

G(s) =

El termino sintonizacion describe el proceso de seleccion de los me-
jores parametros del controlador. En el controlador proporcional se
rcficre a la determinacion del valor de K,; con el controlador PID
hay que clegir las tres constantes K, K y Kp. Existen varios métodos
para hacerlo, de los cuales solo estudiaremos dos, ambos propuestos
por Ziegler y Nichols. Ellos supusieron que cuando el sistema bajo
control es en lazo abierto, una aproximacion razonable para descri-
bir su comportamiento es un sistema de primer orden al que se incor-
pora un retardo en el tiempo. Con base en esto, se procede a obtener
los parametros para un desempefo Optimo.

13.10.1 Método de la curva de reaccion del proceso

Por lo general, el lazo de control del proceso se abre entre el contro-
lador y la unidad de correccion, para que no se produzcan acciones
de control. A la unidad de correccion se aplica una sefal de entrada
de prueba y se determina la respuesta de la variable controlada. La
senal de prueba debe ser tan pequeria como sea posible. La figura
13.24 muestra la forma de la sefal de prueba y una respuesta tipica.
La sefial de prueba es una senal tipo escalon y la amplitud del esca-
16n se expresa como el cambio porcentual P en la unidad de correc-
cion. La gréfica de la variable medida en funcion del tiempo se cono-
ce como curva de reaccion del proceso. La variable medida se
expresa como porcentaje del intervalo a escala total.

Se traza una tangente para obtener el gradiente maximo de la cur-
va. En la figura 13.24 la pendiente maxima R es M /7. El tiempo en-
tre el inicio de la seiial de prueba y el punto donde esta tangente
intersecta el cje de tiempo se conoce como retardo, L. La tabla 13.1
mucstra cl criterio recomendado por Ziegler y Nichols para elegir
los pardmetros del controlador con base en los valores de P, Ry L.

Tabla 13.1 Criterio dé la curva de la reaccion del proceso

Modo de control K, 7 o

P PIRL

Pl 0.9 PIRL 333L

PID 1.2 PIRL 2L 05L

Considere el siguiente ejemplo. Determine los parametros de un
controlador de tres modos cuya curva de reaccion del proceso se
muestraen la figura 13.25, cuando la senal de prueba fue 6% de cam-
bio en la posicion de la védlvula de control. Dibujando una tangente
en la parte de la curva con pendiente maxima se obtienen un retardo
L de 150 s y un gradiente R de 5/300 = 0.017/s. Entonces
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Figura 13.25 Ejemplo de curva de

proceso
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13.10.2 Método de la tltima ganancia

Con este método, las acciones integral y derivativa primero se redu-
cen a sus valores minimos. Se define un valor bajo de la constante de
proporcionalidad K, que luego se aumenta en forma gradual. Esto
equivale a decir que la banda proporcional se estrecha de manera
gradual. Al mismo tiempo se¢ aplican pequeiias perturbaciones al sis-
tema. Esto contintia hasta que se producen oscilaciones sostenidas.
Cuando esto se produce, el valor critico de la constante proporcional
K se anota y se mide el periodo de las oscilaciones T, La tabla 13.2
muestra la relacién entre el criterio recomendado por Zicgler y Ni-
chols para los pardmetros del controlador y este valor de K. La ban-
da proporcional critica es 100/K.

Tabla 13.2 Criterio del ciclo final

Mado de control K, T T
P 0.5 K.

Pl 0.45 K, TJ1.2

PID 0.6 K 7420 T8

Considere el siguiente ejemplo. Al sintonizar un sistema de con-
trol de tres modos mediante el método de la (iltima ganancia se deter-
mind que las oscilaciones se iniciaban cuando la banda proporcional
disminuia a 30%. Las oscilactones tienen un periodo de 500 s. ; Cua-
les son los parametros adecuados para el controlador? El valor criti-
co de Kj,. es 100/banda proporcional critica, es decir, 100/30 = 3.33.
Entonces, usando el criterio expuesto en la tabla 13.2:

K, =0.6K, =06x%x333=20
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T, = T./2.0 = 500/2 = 2505
T, = T,/8 = 5008 = 62.5s

Considere el problema de controlar el movimiento de una carga me-
diante un motor. Debido a que el sistema del motor es probablemen-
te de segundo orden, un control proporcional hara que la salida del
sistema necesite tiempo para lograr el desplazamiento requerido
cuando, por ejemplo, entre al sistema una senal tipo escalén, y puede
oscilar alglin tiempo en torno al valor requerido. Es decir, el sistema
requerird cierto tiempo para responder a |a sefial de entrada. Utili-
zando un control PD en vez de utilizar sélo un control P se lograra
una mayor velocidad de respuesta con menos oscilaciones. Existe,
sin embargo, una alternativa para lograr el mismo efecto y consiste
en emplear un segundo lazo de realimentacion que dé una medicion
relacionada con la rapidez con que cambia el desplazamiento. Esto
se conoce como realimentacion de velocidad. La figura 13.26 mues-
tra este sistema: en la realimentacion de velocidad se utiliza un taco-
generador que produce una sefial proporcional a la velocidad de giro
del eje del motor y, por lo tanto, la rapidez con la que cambia el des-
plazamiento, y este desplazamiento se puede monitorear utilizando
un potencidmetro rotacional.

Existen muchas situaciones de control en las que los parametros de
la planta cambian con el tiempo o tal vez con la carga; por ejemplo,
un manipulador de robot que se usa para mover cargas cuando la car-
ga cambia. Si la funcién de transferencia de 1a planta cambia, es de-
seable una resintonizacion del sistema para determinar los valores
Optimos de las constantes proporcional, derivativa e integral. Para
los sistemas de control hasta aqui considerados, se ha supuesto que
una vez sintonizado el sistema conserva sus valores de las constantcs
proporcional, derivativa e integral, hasta que el operador proceda a
una resintonizacion. Una alternativa es un sistema de control adap-
tabie, ¢l cual se ‘adapta’ a los cambios y modifica sus parametros de
acuerdo con las circunstancias prevalecientes.

El sistema de control adaptable se basa en el empleo de un micro-
procesador como controlador. Este dispositivo permite que el modo
y los parametros de control utilizados se adapten a las circunstan-
cias, y se pueden modificar cuando éstas cambien.

Es posible considerar que un sistema de control adaptable tiene
las siguientes etapas de funcionamiento:

1. Empieza a funcionar con las condiciones del controlador defini-
das con base en una condicion supuesta.

2. El desempefio deseable se compara continuamente con el de-
sempeifio real del sistema.

3. El modo y los pardmetros del sistema de conirol se ajustan de
manera automatica y continua para minimizar la diferencia entre
¢l desempefio deseado y el real.
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Figura 13.26 Sistema con realimentacion de velocidad, a) diagrama descriptivo del sistema: b) diagrama de
blogues del sistema

Por ejemplo, en un sistema de control que funciona en modo propor-
cional, la constante de proporcionalidad K, se podria ajustar en for-
ma automdtica a las circunstancias, y cambiar cuando ellas cambien.

Los sistemas de control adaptables pueden adoptar varias formas.
Tres de las mas comunes son:
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1. Control de ganancia preprogramada.
2. Control autosintonizable.
3. Control basado en un modelo de referencia.

13.12.1 Control de ganancia preprogramada

En ¢l control de ganancia preprogramada o, como a veces se le co-
noce, controf adaptable preprogramado, 1os cambios preestableci-
dos en los parametros del controlador se realizan con base en alguna
medicién auxiliar de una variable del proceso. La figura 13.27 ilus-
tra este método. El término control de ganancia preprogramada se
utilizo porque el unico pardmetro que originalmente se ajustaba era
la ganancia, es decir, la constante de proporcionalidad K,

Medicion auxiliar

Ajuste

.
Controlador Correccion | —p! Proceso

>

Salida

Medicién

En un sistema de control que se utiliza para controlar la posicion
de una carga, se calculan los pardmetros del sistema para diversos
valores de la carga y en la memoria del controlador se almacena una
tabla con esos valores. Una celda de almacenamiento puede usarse
para medir la carga real y enviar una senal al controlador con el valor
de la masa, que después utiliza el controlador para seleccionar los
pardmetros adecuados.

Una desventaja de este sistema es que se deben determinar los pa-
rametros de control para muchas condiciones de operacion, de modo
que ¢l controlador elija la que convenga a las condiciones prevale-
cicntes, Una ventaja, sin embargo, es que los cambios en los pardme-
tros sc pueden hacer con rapidez cuando cambian las condiciones.

13.12.2 Control autosintonizable

En este caso, el sistema ajusta sus parametros en forma continua con
base en el monitoreo de la variable que el sistema debe controlar y en
la salida del controlador. La figura 13.28 ilustra las caracteristicas de
este sistema.
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Es frecuente que los controladores PID comerciales cuenten con
autosintonizacion, Cuando el operador oprime un boton, el controla-
dor inyecta una pequena perturbacion al sistema y mide la respuesta.
Esta se compara con la respuesta deseada y se ajustan los parametros
de control, mediante una regla de Ziegler-Nichols modificada, para
acercar la respuesta real a la respuesta deseada.

13.12.3 Sistemas adaptables basados en un modelo de referencia

En el sistema adaptable basado en un modelo de referencia se
desarrolla un modelo preciso del sistema, El valor establecido se usa
como entrada para el sistema de control real y para el modelo de re-
ferencia, y se observa la diferencia entre la salida real y la salida del
modelo. La diferencia entre estas senales sirve para ajustar los para-
metros del controlador con el fin de minimizar la diferencia. La figu-
ra 13.29 ilustra las caracteristicas de este sistema.

» Modelo

Aluste

b4 Salida
— Controlador Corraccion Proceso

L L

Medicién

Figura 13.29 Caontrol basado en un
maodelo de referencia

Si el lector desea obtener mds informacion sobre el control adap-
table, consulte libros especializados como Adaptive Control de K. J.
Astrom y B. Wittenmark (Addison-Wesley,1989).
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. ¢Cuales son las limitaciones del control de dos posiciones (en-

cendido-apagado) y en qué situaciones es comun emplear este
tipo de control?

. Un controlador de dos posiciones enciende el calentador de una

habitacion cuando la temperatura desciende a 20°C y lo apaga
cuando llega a 24°C, Cuando ¢l calentador esta encendido, el
aire de la habitacién aumenta su temperatura a razon de 0.5°C
por minuto; cuando el calentador esta apagado, se enfria a
0.2°C por minuto. Si [os retrasos del sistema de control son des-
preciables, ;qué tiempo se necesita para que a) el calentador
pase de encendido a apagado, b) el calentador pase de apagado a
encendido?

. Un controlador basado en el modo de control de dos posiciones

se utiliza para controlar el nivel del agua de un tanque abriendo
o cerrando una vélvula; en su posicién abierta, permite la entra-
da del agua con un gasto de 0.4 m*/s. El 4rea transversal del tan-
que es 12 m’ y el agua sale de ¢l a un gasto constante de 0.2 m¥/s.
La valvula se abre cuando el nivel del aguasube a4.0 my se cie-
rra a 4.4 m. ;Qué tiempo tarda a) en pasar la valvula de abiertaa
cerrada, b) en pasar la valvula de cerrada a abierta?

. Un controlador proporcional se utiliza para controlar la altura

del agua en un tanque cuando el nivel puede variar entre cero y
4.0 m. La altura requerida es 3.5 m y el controlador debe cerrar
por completo una valvula cuando la altura del aguaes39my
abrirla por completo cuando la altura es 3.1 m. ;Qué banda pro-
porcional y funcion de transferencia se necesitaran?

. La K, de un controlador proporcional es 20 y el valor de referen-

cia 50% de la salida. En su salida se utiliza una valvula que en el
valor de referencia permite an flujo de 2.0 m*/s. La vilvula cam-
bia su salida en proporcion directa a la salida del controlador.
¢Cual sera la salida del controlador y la desviacion en el error
cuando ¢l flujo debe cambiar a 2.5 m®/s?

. El valor de referencia de un controlador derivativo es 50% y la

constante derivativa K, es 0.5 s. El error inicia en cero y luego
cambia a 2%/s por 3 s antes de convertirse en constante durante 2
s, después de lo cual disminuye a 1%/s hasta cero. ;Cudl serd la
salida del controlador después de a) s, b) 1 5,¢) 4 sy d) 657

. El valor de referencia de un controlador integral es 50% y el va-

lor de K es 0.10/s. El error se inicia en cero y cambia a 4%/s por
2 s antes de convertirse en constante durante 3 s. ;Cudl serd la
salida después de a)l s, b) 3 s?

. EI K, de un controlador de tres modoses 2, K, es 0.1/s, Kpes 1.0

s y la salida del valor de referencia es 50%. El error se inicia en
cero, cambia a 5%!/s por 2 s antes de convertirse en constante du-
rante 3 s. Luego disminuye a 2%/s hasta llegar a cero y permane-
ce en cero. [ Cudl serd la salida del controlador despues de a) 0 s;
b)3s;¢)7s?

. Describa y compare las caracteristicas de a) un control propor-

cional, b) un control proporcional integral, c) un control pro-
porcional integral derivativo,
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10.

12.

13.

14.

Determine los pardmetros de K, 77 y Tp necesarios en un con-
trolador de tres modos cuya curva de reaccion del proceso tiene
un retardo L de 200 s y una pendiente R de 0.010%/s, cuando la
magnitud de la sefial de prueba fue 5% de cambio en la posicion
de la valvula de control.

. Durante la sintonizacion de un controlador de tres modos utili-

zando ¢l método de la tiltima ganancia se pudo determinar que
las oscilaciones iniciaban cuando la banda proporcional se dis-
minuyé a 20%. Las oscilaciones tenian un tiempo periddico de
200 s. ;Cuales son los valores adecuados de K, T1 y Tp?
Explique como funcionan las siguientes modalidades de siste-
mas de control adaptable a) de ganancia preprogramada, b) au-
tosintonizable, ¢) basado en un modelo.

Un motor de c.d. se comporta como sistema de primer orden con
una funcion de transferencia en la que se relaciona la posicion
de salida hasta la que ha girado una carga, con la sefial de en-
trada de 1/s(1 +s ). Sila constante de tiempot es de 1 sy el mo-
tor se utilizara en un sistema de control en lazo cerrado con rea-
limentacion unitaria y un controlador proporcional, determine
el valor de la constante de proporcionalidad que permita obtener
una respuesta en lazo cerrado con un sobrepaso de 25%.

El pequefio motor ultrasonico utilizado para desplazar las lentes
de enfoque automatico de una camara (vea la seccion 22.3.3)
desplaza el aro (del piston) con una inercia tan pequeiia que la
funcion de transferencia mediante la que se relacionan la posi-
cion angular y la senal de entrada es |/ ¢s, donde ¢ es la constante
de proporcionalidad que relaciona el par de torsion de friccion
con la velocidad angular. Si el motor se controla mediante
un sistema en lazo cerrado con realimentacion unitaria, jqué
comportamiento se puede esperar si se utiliza un control propor-
cional?
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1 4 Légica digital

Muchos sistemas de control tienen el propasito de activar o desacti-
var eventos, cuando se cumplen ciertas condiciones. Por ejemplo, en
la lavadora doméstica el calentador so6lo se enciende cuando la tina
tiene agua y el nivel es el correcto. Este tipo de control usa senales
digitales donde sélo hay dos niveles de senal posibles. Los circuitos
digitales son la base de las computadoras digitales y de los sistemas
controlados con microprocesadores.

Estos circuitos se desarrollaron a partir de circuitos de transisto-
res que producian una salida de uno de dos niveles de voltaje, depen-
diendo de los niveles de sus entradas. Los dos niveles, en general 5V
y 0V, son las senales alta y baja y se representan por 1 y 0. En el sis-
tema de numeracion binario solo se utilizan los nimeros 0 y 1 y se
usa mucho en circuitos digitales. Estos dos valores de 0 y | pueden
representar niveles de encendido o apagado, abierto o cerrado, si o
no, verdadero o falso, +5 V 0o 0 V, etcétera.

Con el control digital, por ejemplo en el caso de la lavadora, la
entrada de agua se activa cuando la puerta esta cerrada y se alcanza
determinado momento del ciclo de lavado. Hay dos sefales de entra-
da que pueden ser si 0 no, y una sefial de salida que puede ser sf o0 no.
Aqui el controlador s¢ programa de manera que solo produzca una
salida de si, si ambas senales de entrada son si, es decir, si las entra-
das A y B son 1, entonces la salida sera 1. Se dice que la operacion
anterior esta controlada por una compuerta légica, en este ejemplo
es una compuerta AND. Muchas maquinas y procesos se controlan
de esta manera.

El término légica combinacional se refiere a la combinacion de
dos 0 mas compuertas l6gicas basicas para obtener una funcion re-
querida. Por ejemplo puede requerirse una alarma al encender un
automovil con una puerta abierta, o si las luces delanteras estan en-
cendidas y la puerta del conductor se abre,

Ademas de estudiar el tema de 16gica combinacional, en este ca-
pitulo también se tratara la logica secuencial, Estos circuitos digita-
les se usan para controlar un conjunto de eventos en una secuencia

307
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14.2 Sistemas numéricos

especifica dictada por un reloj de control o por sefales de acti -
vacion—desactivacion. Estos son los circuitos de légica combi-
nacional con memoria.

El sistema decimal se basa en 10 simbolos o digitos: 0, 1,2, 3,4, 5, 6,
7, 8 y 9. Cuando un niimero se representa con este sistema, la posi-
cién del digito indica que el peso asignado a cada uno aumenta en un
factor de 10 al moverse de derecha a izquierda.

10 10° 10' 10"
millares centenas decenas unidades

El sistema binario se basa en solo dos simbolos o estados: Oy |,
los cuales se conocen como digitos binarios o bits. Cuando un niime-
o se representa con este sistema, la posicion del digito en el nimero
indica que el peso asignado a cada digito aumenta en un factor de 2
al moverse de derecha a 1zquierda.

22 9 2! 2°
bit 3 bit 2 bit 1 bit 0

Por ejemplo, el nlimero decimal 15 en el sistema binarioes 1111, En
un nimero binario ¢l bit 0 (¢l que se encuentra mads a la derecha) se le
conoce como hit menaos significativo (LLSB, least significant bit) y al
bit que se encuentra mis a la izquierda como bit mas significativo
(MSB, maost significant bi).

El sistema octal se basa en ocho digitos: 0, 1,2,3,4, 5, 6y 7.
Cuando un niimero se representa con este sistema, la posicion del di-
gito en el niimero indica que el peso asignado a cada digito aumenta
en un factor de 8 al ir de derecha a izquierda.

Por ejemplo, el nimero decimal 15, en el sistema octal es 17.

El sistema hexadecimal se basa en 16 digitos/simbolos: 0, 1,2, 3,
4,5, 6,7,8,9 A, B,C, D, E, F. Cuando un niimero se representa en
este sistema, la posicion del digito en el nimero indica que el peso
asignado a cada digito aumenta en un factor de 16 al ir de derecha a
izquierda.

16° 16* 16' 16"

Por ejemplo, el nimero decimal 15 es F en el sistema hexadecimal.
Este sistema en general se utiliza cuando se elaboran programas de
sistemas basados en microprocesadores, ya que es un método muy
compacto para introducir datos.

El sistema decimal de codificacion binaria (BCD, binary coded
decimal system) es un sistema muy utilizado en computadoras. Cada
digito decimal se codifica por separado en binario. Por ejemplo, el
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nimero decimal 15 en BCD ¢s 0001 0101. Este codigo es atil en las
salidas de sistemas basados en microprocesadores, en los que la sali-
da activa displays decimales; ¢l microprocesador asigna a cada digi-
to decimal del display su propio cédigo binario.

La tabla 14.1 muestra ejemplos de niimeros en los sistemas deci-
mal, binario, BCD, octal y hexadecimal.

Tabla 14.1 Sistemas numéricos

Decimal Binario BCD Octal Hexadecimal
0 0000 0000 0000 0 0
1 0001 0000 0001 1 1
2 0010 0000 0010 2 2
3 0011 0000 0011 3 3
4 0100 0000 0100 4 4
5 0101 0000 0101 5 5
6 0110 0000 0110 6 6
7 0111 0000 0111 7 7
8 1000 0000 1000 10 8
9 1001 0000 1001 11 9
10 1010 0001 0000 12 A

11 1011 0001 0001 13 B

12 1100 0001 0010 14 C

13 1101 0001 0011 5 D

14 1110 0001 0100 16 E

15 1111 0001 0101 17 F

14.2.1 Operaciones binarias

En la suma de nimeros binarios se observan las siguientes reglas:

0+0=0

0+1=1+0=1

1+1=10 es decir, 0 y 1 de acarreo
I1+1+1=11 es decir, | y | de acarreo

En niimeros decimales la suma de 14 y 19 da 33. En nimeros bina-
rios esta suma se convierte en:

Cosumando (primer sumando) 01110
Sumando 10011

Suma 100001
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Paraclhit0, 0+ 1 = 1. Paraelbit I, | + 1 = 10, esdecir,Oyel I se
acarrca a la siguiente columna. Para el bit 3, 1 + 0 + 1 de acarreo =
10. Parael bit4, 1 +0+ | de acarreo = 10. Se continta de esta mane-
ra con cada uno de los bits y se termina con la suma, El nimero final
es 100001. Cuando se suman los nimeros binarios A4 y B, para
obtener C, es decir 4 + 8 = C, entonces A se conoce como cosuman-
do (primer sumando), B como sumando y C como suma.

La resta de niumeros binarios se realiza de acuerdo con las si-
guientes reglas:

0-0=0
1-=0=1
I-1=0
0= 1=10=14 préstamo =1+ préstamo

Al calcular 0 — 1, se toma en préstamo un 1 de la siguiente columna
de la izquicrda en la que aparezca un 1. El siguiente cjemplo ilustra
lo anterior. En nimeros decimales la resta de 27 menos 14 da 13.

Minuendo 11011
Sustraendo 01110
Resta o diferencia 01101

ParaelbitOsetiene | —0 = 1. Paraelbit | setiene |l -1 = 0, Para
el bit 2 se tiene 0 — 1. Se toma prestado 1 de la siguiente columna y
setiene 10 = 1 = |.Parael bit 3 se tiecne 0 - 1; recuerde que se pi-
di6 prestado el 1. De nuevo, pidiendo prestado 1 de la siguiente co-
lumna tenemos 10 = 1 = |, Paracl bit4setiene0 - 0 = 0;
recuerde que se pidio prestado el 1. Cuando se restan los niimeros bi-
narios, A y B resulta C, esdecir 4 — B = C, entonces 4 se conoce
como minuendo, B como sustraendo y C como diferencia.

La resta de nimeros binarios es mas facil en forma electronica
utilizando un método alterno de sustraccion. El ejemplo anterior de
la resta podria considerarse también como la suma de un ndmero po-
sitivo y un nimero negativo. Las siguientes técnicas muestran como
especificar nimeros negativos para convertir la resta en una suma.
También facilitan el manejo de los nimeros negativos en cualquier
circunstancia.

Los nimeros utilizados hasta aqui se conocen como nimeros sin
signo, dado que el nimero no indica si es positivo o negativo. Se
dice que un namero tiene signo cuando ¢l bit mas significativo indi-
ca el signo del nlimero; s¢ usa 0 si ¢l nimero es positivo y 1 si es ne-
gativo, Para indicar que s¢ trata de un nlimero positivo se escribe el
numero precedido por un 0. Asi, el nimero binario positivo
de 10010 se escribe como 010010, El nimero binario negativo de
10010 se escribe como 110010. Sin embargo, éste no es el mejor ca-
mino para representar numeros negativos para facilitar su manipula-
cion por computadora.



Tabla 14.2 Nimeros con signo

Numero de- Namero con

cimal signo

+ 127 OLLEirr Saloel

etc. nimero
+6 0000 0110  binario
+5 0000 0101 con signo
+4 0000 0100 SOnun 0
+3 0000 0011
+2 0000 0010
+ | 0000 G001
+0 0000 06000
-1 il Comple-
-2 1111110 mentoa
-3 1111 1101 doscon
-4 1111 1100 sSigno con
-5 1 tonn !
~6 1111 1010

ete.

- 127 1000 0000
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Otra forma mas Gtil de representar los nimeros negativos es usar
el método del complemento a dos. Los niimeros binarios tienen dos
complementos, conocidos como, el complemento a uno y ¢l comple-
mento a dos. El complemento a uno de un niimero binario se obtiecne
cambiando todos los unos del niimero sin signo por ceros y los ceros
por unos. El complemento a dos se obtiene sumando 1 al comple-
mento a uno. En un nimero negativo se obliene el complemento a
dos y se le pone signo antecediéndolo con un 1; ¢l signo positivo se
indica con un 0. Supongamos la representacion del nimero decimal
—3 como un niimero de complemento a dos con signo. Primero se es-
cribe el nimero binario del 3 sin signo como 0011, luego se obtiene
el complemento a uno, 1100, y se suma | para obtener el comple-
mento a dos sin signo quedando 1101, finalmente se pone el signo
con | para indicar que es negativo. El resultado final es 11101. El si-
guiente es otro gjemplo, en ¢l cual se obtiene el complemento a dos
con signo de un nimero de 8 bits correspondiente a —6,

Numero binario sin signo 0000110
Complemento a uno 1111001
Sumar | |
Complemento a dos sin signo 111 1010
Complemento a dos con signo 111010

Cuando se tiene un niimero positivo, se escribe de la manera normal
precedido de un 0, Por ejemplo, el nlimero binario positivo 100 1001
se escribiria como 0100 1001, La tabla 14.2 muestra algunos ejem-
plos de nlimeros en este sistema.

Para restar un nimero positivo de un nimero positivo es necesa-
rio obtener el complemento a dos con signo del sustraendo y sumar
el resultado al minuendo con signo. Es decir, para restar al nimero
decimal 6 del niimero decimal 4, se realiza lo siguiente:

Minuendo con signo 0000 0100

Sustraendo, complemento a dos con signo 1111 1010

Suma 11111110

El bit més significativo del resultado es 1, por lo que el resultado es
negativo. Este es el complemento a dos con signo de —2.

Otro ¢jemplo ¢s, la resta de 57 menos 43. El nimero positivo con
signo de 57 es 0011 1001. El complemento a dos con signo de —43
esta dado por:
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Nimero binario sin signo para 43 010 1011
Complemento a uno 101 0100
Se suma | 1
Complemento a dos sin signo 101 0101
Complemento a dos con signo 1101 0101

De este modo, al sumar el nliimero positivo con signo y el nimero del
complemento a dos con signo se obtiene:

Minuendo con signo 0011 1001

Sustraendo,

complemento a dos con signo 1101 0101

Suma 0000 1110 y 1 de acarreo

El acarreo de 1 no se toma en cuenta. El resultado es 0000 1110 y,
dado que el bit mis significativo es 0, el nimero es positivo. El re-
sultado es el nimero decimal 14.

Si se desea sumar dos numeros negativos, entonces se obtiene el
complemento a dos con signo de cada nimero y luego se suman.
Cuando el numero es negativo se utiliza ¢l complemento a dos con
$1gno; para numeros positivos, solo se usa el niimero con signo.

14.2.2 Numeros de punto flotante

En el sistema numérico decimal, con frecuencia nliimeros grandes
como 120 000 se escriben en notacion cientifica como 1.2 % 10° o
quizds como 120 X 10° y niimeros pequeiios como 0.000 120 se es-
criben como 1.2 X107 en lugar de un niimero con ubicacién fija
para el punto decimal. Los nimeros expresados usando esta nota-
cidn se escriben en términos de potencias de 10. Asimismo, esta no-
tacion se puede utilizar con nimeros binarios, pero éstos se escriben
en términos de potencias de 2. Por ejemplo, se podria tener 1010 es-
crito como 1.010 % 2% 0 quizas 10.10 X 2°. Debido a que el punto bi-
nario se puede mover a diferentes posiciones mediante la eleccion de
la potencia a la que se eleva el 2, esta notacién se denomina punio
flotante.
Un niimero de punto flotante es de la forma:

axr®

donde a se conoce como mantisa, ¥ como radical o base y € como
exponente o potencia, Con nimeros binarios esta entendido que la
base es 2, es decir, se tiene a X r°.

La ventaja de usar nameros de punto flotante, comparados con la
representacién de punto fijo, es que se pueden representar una gama
mucho mds amplia de niimeros para una cantidad dada de digitos.

Debido a que con nimeros de punto flotante es posible almacenar
un niimero en diferentes formas, por ejemplo 0.1 X 10% y 0.01 x 10°,
con los sistemas de computo dichos niimeros se normalizan, es de-
cir, todos se escriben en la forma (0.1 X ). Por lo tanto con nmeros



Tabla 14.3 Codigo Gray

Namero Codigo Codigo
decimal binario Gray
0 0000 0000
| 0001 0001
2 0010 0011
3 0011 0010
4 0100 0110
5 0101 0111
6 0110 0101
7 0111 0100
8 1000 1100
9 1001 1101
10 1010 1111
11 1011 1110
12 1100 1010
13 101 1011
14 1o 1001
15 111 1000
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binarios se tiene (0.1 X 2%) y entonces si se tiene 0.00001001 éste se
convierte en 0.1001 X 2™*, Con la finalidad de tener en cuanta el sig-
no del nimero binario sc debe afiadir un bit de signo de 0 para niime-
ros positivos y de | para nimeros negativos. Asi, el nimero 0.1001
%27 se convierte en 1.1001 X 27* si es negativo y 0.1001 X 2™* si
€s positivo.

Si se quiere sumar 2.01 X 10° y 10.2 X 10* se debe tener en cada
nimero la misma potencia (suele usarse ¢l término exponente). De
este modo se puede eseribir 2.01 X 10% y 1.02 X 10°. Entonces se
puede eseribir 2.01% 10* +1.02x 107, Es posible sumarlos digito a
di%ito, tomando en cuenta los acarreos si existen, para obtener 3.01 X
10°. Un procedimiento similar se adopta para nimeros binarios de
punto flotante. Si se quiere sumar 0.101100 % 2* y 0.111100 x 2%
primero se deben ajustar las potencias, para que sean las mismas, es
decir, 0.101100 x 2% y 0.001111 x 2%, y entonces se pueden sumar
digito a digito, lo que da como resultado 0.111011 x 2%,
Asimismo, la resta de nimeros de punto flotante digito a digito ocu-
rre sélo si los dos nimeros tiene el mismo exponente. Asi,
0.1101100 x 2™* menos 0.1010100 X 2™*, se puede escribir como
0.01101100 x2™* — 0.101010 x27*, y el resultado esta dado por
0.1000010 x 27%,

14.2.3 Caodigo Gray

Considere dos nimeros sucesivos expresados en codigo binario
0001 y 0010 (en el sistema decimal | y 3); al pasar de un niimero al
siguiente, cambiaron dos bits en el grupo de codigo. Entonces si te-
nemos un codificador absoluto (seccion 2.3.7) y se asignan
posiciones sucesivas a niimeros binarios sucesivos, es necesario rea-
lizar dos cambios. Un problema es que ambos cambios deben
realizarse justo en el mismo instante; si uno ocurre una fraccion de
tiempo antes que el otro, podria haber otro namero indicado por
un momento. Es decir, al pasar de 0001 a 0010, de momento apare-
ceria 0011 o 0000. Asi, una alternativa es recurrir a otro tipo de
codificacion,

Esta opcion es el cadigo Gray, donde s6lo un bit del grupo de co-
digo cambia al pasar de un numero al siguiente. El codigo Gray esun
coadigo sin peso en el sentide de que a las posiciones de los bits en el
grupo del cddigo no se les asigna un peso especifico. Por ello no es
adecuado para operaciones aritméticas, en cambio se utiliza mucho
en dispositivos de entrada—salida como los codificadores absolutos.
La tabla 14.3 lista ntimeros decimales y sus valores tanto en codigo
binario como en Gray.

14.2.4 Método de paridad para la deteccion de errores

Cuando se transportan datos digitales de un sitio a otro existe la posi-
bilidad de que se produzcan errores de transmision; el receptor no re-
cibe la misma seinial transmitida como consecuencia de ruidos eléc-
tricos en el proceso de transmision. Algunas veces el impulso del
ruido es de tal magnitud en algin punto que altera ¢l nivel logico de
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14.3 Compuertas légicas

A 8

— i O

Figura 14.1 Representacion de una
compuerta AND

la sefial. Por ejemplo, al transmitir la secuencia 1001 se recibe 1101,
Para detectar este tipo de errores se utiliza un bit de paridad. Este es
un bitOo | que se afade a un grupo de codigo durante la transmision.
Con el método de paridad par se elige el valor del bit de manera que
la cantidad total de unos en ¢l grupo de cédigo, incluido el bit de pa-
ridad, sea un nimero par. Por ejemplo, al transmitir 1001 el bit de
paridad utilizado seria 0 para obtener 01001 y, con ello, un niimero
pardeunos, Al transmitir 1101 el bit de paridad utilizado seria 1, con
lo que se abtendria 11101, y una cantidad par de unos. En la paridad
non, €l bit de paridad se elige de manera que la cantidad total de
unos, incluido el bit de paridad, sea impar. Entonces, si en el recep-
tor la cantidad de unos en un grupo de cédigo no produce la paridad
requerida, el receptor lo interpreta como un error y puede solicitar la
retransmision del codigo.

Una extension de la verificacion de paridad es la verificacion de
la suma, en la cual la verificacion de los bloques de codigo se realiza
enviando una serie de bits que representan la suma binaria de esos
bloques. Las verificaciones de paridad y suma solo detectan un error
sencillo en los bloques de cédigo; los errores dobles pasan sin detec-
tarse. Ademas, el error no se ubica de manera que el receptor pueda
hacer la correccion. Se han inventado técnicas para la deteccion de
errores multiples, asi como métodos para indicar errores (vea la sec-
¢ion 21,3); en libros como Audio, Video and Data Telecommunica-
tions de D. Peterson (McGraw—Hill, 1992) se explica lo anterior con
mayor detalle.

Las compuertas légicas son los bloques de construceién basicos de
los circuitos electronicos digitales.

14.3.1 Compuerta AND

Suponga que una compuerta produce una salida de valor alto solo
cuando la entrada A y la entrada B tienen un valor alto; y en cualquier
otra condicion, el valor es bajo. Esta es una compuerta AND, la cual
s¢ puede considerar como un circuito eléctrico en el que hay dos in-
terruptores en seric (figura 14.1). Sélo cuando ambos interruptores,
Ay B estén cerrados pasa la corriente.

Un ejemplo de compuerta AND es un sistema de control del blo-
queo de una maquina herramienta tal que si el interruptor de seguri-
dad esta en su sitio y produce una sefal 1 y la maquina estd encendi-
da, entonces puede haber una sefial de salida 1, y la maquina
funciona. Otro ejemplo es una alarma contra robo, que produce una
salida sonora cuando estéd encendida y cuando la puerta se abre y ac-
tiva un sensor.

Las relaciones entre las salidas y las entradas de las compuertas
logicas se pueden tabular, en la forma que se conoce como fablas de
verdad. Estas indican las relaciones entre las entradas y las salidas.
En una compuerta AND con entradas A y 8 y cuya unica salida es 0,
lasalidaserda I siysolosid4 = 1y B = 1. Entodas las demas combi-
naciones de A y B la salida es 0. Entonces, la tabla de verdad es:
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Figura 14.2 Compuerta AND

A
e Salida
Entradas
—_ A-B
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o Salida
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— A-B
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b}

Figura 14.3 Simbolos estandar de
compuertas AND

=

Figura 14.4 Representacion de
una compuerta OR
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Entradas Salida

A B 0
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Considere qué sucede cuando hay dos entradas digitales que son
funcién del tiempo, como en la figura 14.2. La compuerta AND pro-
duce una salida solo cuando ambas entradas tienen valor alto, y la sa-
lida es como la que se muestra en la figura.

La relacion entre las entradas y las salidas de una compuerta
AND se puede expresar con la ecuacion conocida como ecuacion
booleana. La ecuacion booleana de la compuerta AND es:

A-B=Q

Se utilizan diversos tipos de simbolos estandar para los circuitos
de las compuertas logicas; el mas coman se diseiié en Estados Uni-
dos; ahora se dispone de una presentacion estandar internacional
(IEEE/ANSI) que elimina la forma caracteristica y en su lugar utili-
zaun rectangulo dentro del cual se escribe la funcion logica. La figu-
ra 14.3a muestra ¢l simbolo que se utiliza en Estados Unidos para re-
presentar una compuerta AND y en b) la nueva forma estandarizada;
el simbolo & indica que es una compuerta AND. En este libro se uti-
lizaran ambas representaciones.

14.3.2 Compuerta OR

La compuerta OR produce una salida de 1 cuando las entradas 4 0 B
son 1. Se puede visualizar esta compuerta como un circuito eléetrico
en el que hay dos interruptores en paralelo (figura 14.4). Cuando al-
guno de los interruptores 4 o B esta cerrado, entonces circula la co-
rriente. En las compuertas OR puede haber mas de dos entradas. La
tabla de verdad de esta compuerta es:

Entradas Salida
A B Q

0 0 0
0 ! |
l 0 1
1 | 1

La ecuacion booleana de la compuerta OR se puede expresar como:
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A
S | Salida
A+B
8
Entradas
A
Salica
>1
B_ A4B
Entradas
A
s Salida
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Figura 14.5 Simbolos de una
compuerta OR
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Figura 14.6 Compuerta NOT
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o)

Figura 14.7 Simbolos de una
compuerta NOT

A+B=0

Los simbolos de una compuerta OR se muestran en la figura 14.5; se
usa un signo mayor o igual que | para representar esta compuerta
dado que la funcion OR es verdadera si por lo menos una de las en-
tradas es verdadera.

14.3.3 Compuerta NOT

La compuerta NOT solo tiene una entrada y una salida: la salida es |
cuando la entrada es 0 y es 0 cuando la entrada es 1. La compuerta
NOT produce una salida igual al inverso de la entrada y se conoce
como compuerta inversora. Si la entrada digital varia con el tiem-
po, como en la figura 14.6, la variacion de la salida con el tiempo es
el inverso de la entrada.

La siguiente es |a tabla de verdad de la compuerta NOT:

Entrada Salida

4 o
0 1
I 0

La ecuacion booleana que describe una compuerta NOT es:
A=Q

La barra sobre la letra indica que se utiliza la inversa o complemen-
to; por lo tanto, la barra sobre la 4 indica que la salida O es igual al
inverso del valor A. La figura 14.7 muestra los simbolos de una com-
puerta NOT. Cuando 1 representa a NOT, en realidad simboliza la
identidad, es decir, no hay operacion y la inversion esta representada
por el circulo en la salida.

14.3.4 Compuerta NAND

La compuerta NAND se puede considerar como una combinacion
de una compuerta AND seguida de una compuerta NOT (figura
14.8a). Asi, cuando laentradad es | yla Bes 1, lasalida es 0; las de-
mas entradas dan una salida 1.

La compuerta NAND corresponde en forma exacta a la tabla de
verdad de la compuerta AND con las salidas invertidas, Otra manera
de considerar esta compuerta es como una compuerta AND en cuyas
entradas se conecta una compuerta NOT para invertir las entradas
antes de que lleguen a la compuerta AND. La figura 14.8b muestra
los simbolos usados para la compuerta NAND los cuales correspon-
den al simbolo de la compuerta AND seguido del circulo que indica
la inversion. La siguiente es la tabla de verdad:
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Figura 14.9 Compuerta NAND
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4 Salida
e AB
8
Enlradas Entradas
A Salida A Salida
& 1 o & =
B | A-B AB 5 A-B
Entradas Entradas
a) b)
Entradas Salida
A B 0
0 0 1
0 1 1
| 0 |
1 1 0

La ecuacion booleana que describe la compuerta NAND es:
A-B=Q

La figura 14.9 ilustra la salida que se obtiene en una compuerta
NAND cuando sus dos entradas son sefales digitales que varian con
el tiempo. Solo se produce una salida baja cuando ambas entradas
son altas.

14.3.5 Compuerta NOR

La compuerta NOR se puede considerar como una combinacion de
una compuerta OR seguida de una compuerta NOT (figura 14.7a).
Cuando la entrada 4 o la entrada B es 1, se produce una salida de 0.
Se trata de la misma compuerta OR, pero con las salidas invertidas.
Otra manera de interpretar esta compuerta es como una compuerta
OR en cuyas entradas se conectan compuertas NOT para invertir la
entrada antes de que llegue a la compuerta OR. La figura 14.10b
muestra los simbolos de una compuerta NOR; se trata del simbolo de
la compuerta OR seguido del circulo que indica inversion. La ecua-
¢ion booleana de la compuerta NOR es:

A+B=0

La siguicnte cs la tabla de verdad de la compuerta NOR:
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Salida
8 A+ B
Entradas Entradas
.A;_ Salida & | Salida
>1 T - i ol
Entradas Entradas
a) b)
Figura 14.10 Compuerta NOR
Entradas Salida
A B [
0 0 1
0 1 0
| (1] 0
1 | 0
14.3.6 Compuerta XOR

La compuerta or-exclusiva XOR se puede considerar como una
compuerta OR con una compuerta NOT aplicada a una de las entra-
das para invertirla antes de que llegue a la compuerta OR (figura
14.11a). También se puede considerar como una compuerta AND
con una de sus entradas conectada a una compuerta NOT para inver-
tirla antes de que llegue a la compuerta AND. Los simbolos se mues-
tran en la figura 14.11b; ¢l =1 indica que la salida es verdadera si
sdlo una entrada cs verdadera. La siguiente ¢s la tabla de verdad:

A

A
Salida _S Salida
Entradas

8 A+B ’ﬂ' A+B

A A
Salida i Sallda
>1 =
Entradas = 2 =1 —
B ; l A+B B A+B
a) b)

Figura 14.11 Compuerta XOR
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Entradas Salida

A B 0
0 0 0
0 1 1
1 0 ]
1 1 0

14.3.7 Combinacién de compuertas

En apariencia, para construir sistemas 10gicos se requicre una varie-
dad de compuertas. Sin embargo, como se muestra a continuacion,
es posible construir todo tipo de compuertas a partir de una sola.
Considere, la combinacion de las tres compuertas que muestra la fi-
gura 14,12, La tabla de verdad con sus salidas intermedias y finales,
es la siguiente:

A B C D 0
0 0 1 1 0
0 1 1 0 0
1 0 0 I 0
1 1 0 0 1

El resultado es el mismo que el de una compuerta AND. Si a conti-
nuacion de este conjunto de compuertas se coloca una compuer-
ta NOT, se obtiene una tabla de verdad igual a la de una compuerta
NAND.

La figura 14.13 muestra una combinacion de tres compuertas
NAND. Su tabla de verdad, con las salidas intermedias y finales, es

la siguiente:
A B C 0
0 0 1 1]
0 1 | 1
| 0 0 1
1 1 0 |

D

1

1]

1

0
ok

C>_1—>1 Q

a2l

Figura 14.12 Tres compuertas NOR
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Figura 14.13 Tres compuertas NAND
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Figura 14.14 Circuitos integrados:
(a) 7408, (b) 7402
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Entradas
& P—

—$] &

I o
i g

El resultado obtenido es el de una compuerta OR. Si se siguiera
este conjunto por una compuerta NOT, se obtendria una tabla de ver-
dad igual a la de una compuerta NOR,

Los dos ejemplos anteriores de combinaciones de compuertas
muestran como usar un tipo de compuerta, NOR o NAND, para
reemplazar otras compuertas, siempre y cuando sc utilice méds de
una. También es posible combinar compuertas para obtener circui-
tos complejos de compuertas asi como circuitos secuenciales.

Existen compuertas l6gicas en forma de circuitos integrados. Los
fabricantes han estandarizado la numeracion de sus configuraciones
para que los niimeros de sus partes basicas sean iguales sin importar
el fabricante. Por ejemplo, la figura 14.14a muestra las compuertas
con las que cuenta el circuito integrado 7408; tiene cuatro compuer-
tas AND de dos entradas y viene en una base de 14 terminales. La
alimentacion se conecta en las terminales 7 y 14, las cuales alimen-
tan ¢l voltaje de las cuatro compuertas AND. Para indicar en cual de
los extremos de la base se encuentra la terminal 1, se hace una mues-
ca entre las terminales 1 y 14. El circuito integrado 7411 tiene tres
compuertas AND y cada una tiene tres entradas; el circuito integrado
7421 tiene dos compuertas AND cada una con cuatro entradas. En la
figura 14.14b se muestra el circuito integrado 7402. Este tiene cuatro
compuertas NOR de dos entradas cada una, en una base de 14 termi-
nales; la alimentacion se conecta en las terminales 7 y 14, El circuito
integrado 7427 tiene tres compuertas, cada una con tres entradas; el
circuito integrado 7425 tiene dos compuertas, cada una con cuatro
entradas.

Los circuitos integrados anteriores, designados por nimeros
74xx, son circuitos de logica de transistor transistor (TTL, transis-
tor-transistor logic), y se basan en el uso de transistores; bisicamente
funcionan entre los niveles de 0 y 5 V. La familia del semiconductor
de 6xido metalico complementario (CMOS) estdndar tiene una nume-
racion 40xx y la familia CMOS de alta velocidad, la numeracion
74HCxx. En la tabla 14.4 se muestran [as caracteristicas generales de
estas familias; en la figura 14.15 se muestran los voltajes de entrada y
salida correspondientes.

En el algebra booleana intervienen los digitos 1 y 0 asi como las ope-
raciones -, + e inversas. Las leyes que rigen este tipo de dlgebra son:
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Tabla 14.4 Caracteristicas generales de las familias TTL y CMOS

TTL CMOS
Alimentacion 475-525V 5-15V
Corriente de alimentacion maxima =100 mA ~0.02 mA
Entrada Salida Entrada Sahda
Estado 0 Voltaje 08V 0sv 15V 00sv
Corriente —0.4 mA 8§ mA ~0.0001 mA 0.5 mA
Estado | Voltaje 20V 27V 35V 495V
Corriente 0.02 mA ~0.4 mA 0.0001 mA ~0.2 mA
Frecuencia maxima de operacion 33 MHz 10 MHz
Consumo maximo de potencia EmW 0.1 mW
1. Todo aquello a lo que se aplique el operador OR consigo mismo
esigual a simismo: A+ A= 4
s V7 5 : y
;//,%/ 2 2. Todo gqucllo alo que se aplique el operador AND consigo mis-
'y ‘éf;‘)////j mo e¢s igual a si mismo: A+ 4= A
sy #
2 Y222 |- 2 3. Elorden de las entradas de las compuertas OR y AND es indis-

-

A Tiema
Vellaje de salida (V)

8 iy . . 8
T -’iy/% % // =
;/742 ’//’// 6
) ?///Z% 7
7 I RA IR
YV ;
A\ 777 - 4
3 4 - 3
2 ] . 2
! -?/{ /’//' i}
Tierra V227 TRa- T
Voltaje de entrada (V) Voltaje de salida (V)

b)

Figura 14.15 Definicion de valor alto

y valor bajo: a) TTL, b) CMOS

tinto. Por ¢jemplo:

A+B=B+A y A-B=B-4

4, Como se indica en la siguiente tabla de verdad:

A+(B-C)=(A4+B)-(4+C)

A B C B:C A+BC A+B A+C (A+B)-
(A+C)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 | 0

0 1 0 0 0 1 0 0

0 1 | | 1 | | 1

| ( 0 0 1 | | |

| ( | 0 1 | | |

| 1 0 0 1 | | |

| 1 1 1 1 1 | 1
Asimismo, se puede emplear una tabla de verdad pars mostrar
que ¢s posible manipular los términos entre paréntesis de la mis-
ma manera que en ¢l algebra ordinaria, es decir:

A (B+Cy=A-B+4-C
6. Todo aquello a lo que se aplique el operador OR con su propio

inverso es igual a 1:

A+4=1
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7. Todo aquello a lo que se aplique ¢l operador AND con su inverso
esigual a 0;

A-4=0

8. Todo aquello alo que se aplique el operador OR con el valor 0 es
igual a si mismo; todo aquello a lo que se aplique el operador OR
conel valor 1 esiguala |. Entonces A +0=AyAd+1=1,

9. Todo aquello que se aplique a la compuerta AND con el valor 0
es igual a 0; todo aquello que se aplique a la compuerta AND con

el valor 1 es igual a si mismo. Entonces 4-0=0y 4-1= 4.

Para ilustrar como emplear lo anterior en la simplificacion de ex-
presiones booleanas, considere los siguientes casos:

(A+B) C+4-C

Aplicando la regla 5 en el primer término se obtiene;
AC+B-C+4-C

Reagrupando lo anterior y aplicando la regla 6 sc obticne:
A (C+C)+B-C=4-1+B-C

Usando la regla 9, la expresion simplificada es:
A+B-C

14.4.1 Leyes de De Morgan

Como se mostrd, las leyes del algebra booleana se pueden usar para
simplificar expresiones booleanas. Ademas de estas leyes existe lo
que se conoce como leyes de De Morgan:

1. Lainversade la aplicacion del operador OR en 4 y B, equivale a
aplicar el operador AND a las inversas de A y B por separado. La
siguiente tabla de verdad muestra la validez de esta aseveracion:

A+B=A'8B
A B A+B A+B A B A-B
0 0 0 1 ] 1 1
0 I I 0 1 0 0
1 0 ! 0 0 L 0
| 1 | 0 h) 0 0



Figura 14.16 Simplificacién de circuito

8

Figura 14.17 Simplificacion de
circuito
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2. Lainversa del resultado de laaplicacion del operador AND ad y
Besigual ala aplicacion del operador OR alas inversas de A y B
por separado. La siguiente tabla de verdad muestra la validez de
la afirmacién:

A-B=A+B
A B A-B A-B A B A+B
0 0 0 ] 1 ] ]
0 1 0 1 ] 0 1
1 0 0 | 0 1 |
1 1 | 0 0 0 0

Como e¢jemplo de la aplicaciéon de una ley de De Morgan, consi-
dere la simplificacion del circuito légico que muestra la figura
14.16.

A
B
Entradas Q
A
c
8 & o—]
_._
Entradas Q

La ecuacion booleana de la salida en funcidn de la entrada es:
Q=4-B-B

Aplicando la segunda ley se obtiene:
Q=(4+B) B

Lo cual se puede expresar como:
Q=A-B+B-B=A-B+0=A4"B

Por lo tanto, ¢l circuito simplificado es como el que muestra la figura
14.17.
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Figura 14,18 a) Suma de productos;
b) producto de sumas

14.4.2 Obtencion de una funcion booleana a partir de tablas de
verdad

Supongamos que los requisitos de un sistema se especifican median-
te una tabla de verdad. ; Como se disefiaria el sistema de compuertas
logicas de dicha tabla con el minimo niimero de compuertas?

El algebra booleana puede usarse para transformar las funciones
de conmutacion en formas equivalentes, algunas de las cuales re-
quieren mas compuertas légicas que otras; sin embargo, la mayoria
de ellas se reducen a compuertas AND que accionan una compuer-
ta OR, o viceversa. Dos compuertas AND que accionan una com-
puerta OR (figura 14. 18a) dan por resultado:

A-B+4-C

Lo anterior se conoce como configuracion suma de producios. Para
dos compuertas OR que accionan a una compuerta AND (figura 14.
18b) se tiene:

(A+B)-(A+C)

Esto se llama configuracion producto de sumas.

Al tratar de determinar cual es la forma minima que corresponde
a una tabla de verdad dada, el procedimiento usual es determinar la
suma de productos o el producto de sumas que se ajusta a los datos,
En general se utiliza la suma de productos. El procedimiento em-
pleado consiste en examinar cada renglon de la tabla de verdad y en-
contrar el producto que se ajusta a dicho renglon. El resultado final
¢s la suma de todos estos productos.

Supongamos que uno de los renglones de la tabla de verdad es:

A=1,B=0ylasalidaQ =1
CuandoAes 1yBnoes |, lasalidaes I; porlo tanto, el producto es:
Q=A'B

Esta operacién se repite para cada renglon de la tabla de verdad,
como se indica en la siguiente tabla,

A B Salida Productos
0 0 0 A-B
0 1 0 A-B
I 0 1 A'B
i | 0 AB
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Sin embargo, sélo es necesario considerar el renglon de la tabla de
verdad cuya salida es 1. puesto que los renglones con salida 0 no
contribuyen a la expresion final; el resultado es entonces:

0=A4B

El sistema de compuertas logicas que permite obtener esta tabla de
verdad es el que muestra la figura 14.19,

Otro ejemplo es la siguiente tabla de verdad, donde sélo se inclu-
yen los productos que dan una salida de 1:

A B C Salida Productos
0 0 0 I AB-C
0 0 1 0

0 1 0 1 A-B:C
0 | | 0

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 ]

La suma de los productos correspondiente a ¢sta tabla es:
Q=A-B-C+A4-B-C

Si ésta se simplifica, se obtiene:
0=A-C-(B+B)=4-C

Es decir, la tabla de verdad se obtiene mediante una sola compuerta
NAND.

El mapa de Karnaugh es un método grafico que se emplea para obte-
ner expresiones booleanas simplificadas a partir de sumas de pro-
ductos obtenidas de tablas de verdad. La tabla de verdad tiene un
renglon para el valor de la salida de cada combinacion de los valores
de entrada. A dos variables de entrada corresponden cuatro lineas en
la tabla de verdad; a tres variables de entrada, seis lineas y a cuatro
variables de entrada, 16 lineas. Entonces con dos variables de entra-
da hay cuatro productos, con tres variables de entradas hay seis y con
cuatro variables de entrada, 16. El mapa de Karnaugh consiste en un
arreglo rectangular de cuadros, cada uno de los cuales corresponde a
un determinado producto. Para dos variables de entrada hay cuatro
cuadros, para tres variables de entrada hay seis cuadros y para cua-
tro variables de entrada hay 16 cuadros. Los valores de salida de los
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B B

Figura 14.20 Mapa de variables

con dos entradas
8 8
A
A 1

Figura 14.21 Mapa de variables
con dos entradas.

renglones se ponen en sus cuadros del mapa de Karnaugh; por lo ge-
neral solo se indican los valores con salida igual a 1, los cuadros con
salida 0 se dejan vacios.

La figura 14.20 muestra el mapa correspondiente a dos variables
de entrada. A las celdas se les asignan los valores de salida de los si-
guientes productos:

cuadro superior izquierdo A - B

cuadro inferior izquierdo 4- B
cuadro superior derecho A-B
cuadro inferior derecho 4- B

La disposicion de los cuadros del mapa es tal que los cuadros adya-
centes en sentido horizontal solo difieren por una variable; asimis-
mo, los cuadros adyacentes en sentido vertical difieren solo por una
variable. En el mapa que nos ocupa, en sentido horizontal las varia-
bles difieren s6lo por 4 y en sentido vertical solo por B.

Si en la siguiente tabla de verdad, los valores de los productos se
colocan en el mapa de Karnaugh indicando sélo los que tienen valor
1 y dejando en blanco los de valor 0, se obtiene el mapa que muestra
la figura 14.21.

A B Salida Productos
0 0 0 A-B
0 1 0 AB
1 0 1 A-B
1 1 0 AB

Dado que la tinica entrada 1 estd en el cuadro inferior izquierdo, la
tabla de verdad se representa mediante la expresion booleana:

salida= A+ B

Un ejemplo mas es la siguiente tabla de verdad:

A B Salida Productos
0 0 0 A-B
0 1 0 A-B
| 0 | A-B
1 1 1 A-B



Figura 14.22 Mapa de variables
con dos entradas

c o
A-B 1
A-B 1
A-B
A-B

Figura 14.23 Mapa de variables
con tres entradas

A-B 1

A-B 1

A'B 1 1
AB

Figura 14.24 Mapa de cuatro
variables
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Esta produce el mapa de Karnaugh que ilustra la figura 14.22. Susa-
lida es:

salida=A-B +A-B
La cual se reduce a:
AB+AB=A-(B+B)=4

Cuando dos cuadros que contienen un 1 comparten la misma arista
vertical, la expresion booleana se simplifica a sélo la variable co-
miin. Para ello, basta observar el mapa, indicar en €l qué cuadros se
pueden simplificar sefialandolas con un évalo, como en la figura
14.22.

La figura 14.23 ilustra el mapa de Karnaugh de la siguiente tabla
de verdad, en la cual hay tres variables de entrada. Como antes, se
usan Ovalos para simplificar la expresion booleana resultante a la va-
riable comin. El resultado es:

salida = 4-C
A B C Salida Productos
0 0 0 1 A-B-C
0 0 1 0 A-B-C
0 1 0 1 A-B-C
0 I I 0 A-B-C
1 0 0 0 A-B-C
i 0 1 0 A-B-C
1 | 0 0 A-B-C
| | 1 0 A-B-C

La figura 14.24 muestra el mapa de Karnaugh de la siguiente ta-
bla de verdad, la cual tiene cuatro variables de entrada. Uniendo con
ovalos se simplifica la expresion booleana y se obtiene:

salida =A4-C-D+A-B-C

Los anteriores son s6lo unos gjemplos sencillos de los mapas de Kar-
naugh y de como se usan los dvalos. Observe que al trazar los
dvalos, se pueden considerar cuadros adyacentes aquellos que estan
en los renglones arriba y abajo de las columnas extrema izquierda y
extrema derecha. Piense en los bordes opuestos del mapa que se
unen entre si. Al unir con évalos un par de unos adyacentes en un
mapa se elimina la variable que aparece en su forma complementada
y no complementada. Al enlazar con un dvalo cuatro unos adyacen-
tes se eliminan las dos variables que aparccen tanto en forma com-
plementada como no complementada. Al unir un octeto de unos ad-
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C C
A-B
A-B 1
A8 |1
A-B 1

Figura 14.25 Mapa para
la maquina

yacentes se eliminan las tres variables que aparecen en forma
complementada como no complementada.

A B C D Salida Productos
0 0 0 0 0

0 0 0 1 I A-B-C-D
0 0 1 0 0

0 0 1 1 0

0 I 0 0 0

0 1 0 1 1 A-B-C-D
0 1 1 0 0

0 1 1 1 0

] 0 0 0 0

1 0 0 1 0

1 0 1 0 0

1 0 1 1 0

1 | 0 0 0

1 1 0 1 0

1 1 1 0 I AB-C-D
1 1 1 1 1 A-B-C-D

Otro ejemplo es una maquina automatizada que arranca sélo
cuando dos de tres sensores 4, B y C producen una senal. La siguien-
te tabla de verdad corresponde a estos requerimientos. La figura
14,25 muestra el mapa de Karnaugh de tres variables.

A B C Salida Productos
0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 1 AB-C
1 0 0 0

1 0 1 1 A-B-C
1 1 0 1 A-B-C
1 1 1 ] AB-C

La expresion booleana se ajusta a este mapa y, por lo tanto, des-
cribe la respuesta de la maquina es:

Resultado = A-B+B-C+ A-C
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Figura 14.26 Maguina automatizada

14.6 Aplicaciones de las
compuertas logicas

Sl
e

La figura 14.26 muestra las compuertas logicas gue se pueden
usar para generar esta expresion booleana. A - B representa una
compuerta AND para las entradas 4 y B. Asimismo, B - Cy A - C
son dos compuertas AND adicionales. Los signos + indican que las
salidas de las tres compuertas AND son las entradas de una com-
puerta OR.

En algunos sistemas logicos existen algunas combinaciones de
variables de entrada cuyas salidas no se especifican y que se conocen
como “estados que no importan”, Cuando se ponen en un mapa de
Karnaugh los cuadros pueden tener un 1 o un 0, de manera que per-
mitan simplificar las ecuaciones de salida.

Los siguientes son algunos ejemplos de aplicaciones sencillas de las
compuertas logicas.

14.6.1 Generadores de paridad

En la seccion 14.2.4 se mostré como se usan los bits de paridad para
detectar errores. Se afiade un solo bit a cada bloque de cédigo
para forzar la cantidad de unos en el bloque, incluyendo el bit de pa-
ridad y obtener un nimero impar, en caso de utilizar la paridad impar
0 un nimero par, si se usa la paridad par.

La figura 14.27 muestra un circuito con compuertas légicas que
se usa para determinar y agregar el bit de paridad apropiado. El siste-
ma utiliza compuertas XOR; en este caso, si todas las entradas son 0,
o todos son unos, la salida es 0; si las entradas no son iguales, la sali-
daesun 1. Se verifican los pares de bits y se produce una salida 1 si
no son iguales. Si se requiere paridad impar, el bit prejuzgado es 0; si
se usa paridad par es 1. El bit prejuzgado que sea adecuado se incor-
pora a la sefial para su transmision. Este mismo circuito se utiliza
para verificar la paridad en el receptor, siendo la salida final igual a |
cuando hay un error. Estos circnitos estan disponibles como circui-
tos integrados.
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Figura 14.27 Generador de
bits de paridad
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14.6.2 Comparador digital

Un comparador digital sc usa para comparar dos palabras digitales
con objeto de saber si son exactamente iguales. Ambas se comparan
bit por bit y si son iguales el resultado es 1. Para comparar la igual-
dad de dos bits se puede usar una compuerta XOR; si ambos bits son
00 1, la salida es 0; si no son iguales, la salida es 1. Para obtener una
salida 1 cuando ambos bits son iguales hay que afladir una compuer-
ta NOT; esta combinacion de XOR y NOT se conoce como com-
puerta XNOR. Para comparar cada par de bits en dos palabras se ne-
cesita una compuerta XNOR para cada par. Si los pares consisten en
los mismos bits, la salida de cada compuerta XNOR es un 1. Pode-
mos utilizar una compuerta AND para obtener una salida 1 cuando
todas las salidas de las compuertas XNOR sonunos. La figura 14.28
muestra el sistema correspondiente,

Los comparadores digitales estan disponibles como circuitos in-
tegrados y en general no s6lo son capaces de determinar si dos pala-
bras son iguales, sino también cudl de ellas es la mayor. Por ejemplo,
¢l comparador de 4 bits 7485 compara dos palabras de 4 bits, 4 y B,
su terminal 5 produce una salida 1 si A es mayor que B, una salida 1
de laterminal 6 si 4 es igual a B y una salida 1 de laterminal 7si4 es
menor que 5.
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Figura 14.29 Decodificador

14.6.3 Convertidor de codigo

En muchas aplicaciones es necesario cambiar datos de un tipo de cé-
digo a otro. Por gjemplo, la salida de un microprocesador puede ser
BCD y es necesario transformarla en un c¢édigo que permita su pre-
sentacion en un display de siete segmentos. El término decodifica-
cion de datos se refiere al proceso de conversion de un grupo de cé-
digo, por ejemplo BCD, binario, hexadecimal, en una salida activa
individual que represente ese grupo. Un decodificador tiene # lineas
de entrada binarias para codificar una palabra de » bits y cuenta con
m lineas de salida de manera que solo una linea se activa para una
posible combinacion de entradas, es decir, s6lo una linea de salida
produce una salida correspondiente a un codigo de entrada de una
palabra en particular, Por ¢jemplo, un decodificador BCD a decimal
tiene un codigo de entrada de 4 bits y 10 lineas de salida, de manera
que una entrada en particular en BCD causa la activacion exclusiva
de una de las lineas de salida, de esta manera se indica un nGmero de-
cimal en particular por cada linea de salida correspondiente a un ni-
mero decimal (figura 14.29).

Entonces en general, un decodificador es un dispositivo que ve
sus entradas y determina qué nimero estd ahi, y activa la salida que
corresponde a ese numero. Los decodificadores se usan ampliamen-
te en circuitos con microprocesadores.

Los decodificadores pueden tener una salida activa alta, y las
inactivas bajas; o bien, la salida activa baja y las inactivas altas. En
las salidas activas altas, el decodificador se construye utilizan-
do compuertas AND, mientras que para salidas activas bajas se usan
compuertas NAND. La figura 14.30 muestra la configuracién de un
decodificador BCD a decimal para una salida activa baja y se pre-
senta la tabla de verdad resultante. Este tipo de decodificador esta
disponible como circuito integrado; por ejemplo, el 74LS 145,

Uno de los decodificadores que més se utiliza es el BCD a siete,
por ejemplo, el 74LS244, para tomar una entrada BCD de 4 bits y
producir una salida que alimenta un display de siete segmentos.
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Figura 14.30 Decodificador BCD a decimal: 1 = HIGH, 0 = LOW
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El término decodificador de 3 lineas a 8 lineas se utiliza cuando un
decodificador tiene tres lincas de entrada y ocho de salida. Este toma
¢l nimero binario de 3 bits y activa una de las ocho salidas que co-
rresponden a ese numero, En la figura 14.31 se muestra como se pue-
de implementar dicho decodificador, a partir de compuertas logicas
y su tabla de verdad.
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Figura 14.31 Decaodificador de 1 lineas a 8 lineas
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Algunos decodificadores tienen una o mas entradas de habilitacion
(ENABLE) que se utilizan para controlar la operacion del decodifi-
cador. Asi, con la linea de ENABLE en ALTO el decodificador fun-
cionard en su forma normal y las entradas determinaran cudl de las
salidas es ALTA; con la linea de ENABLE en BAJO, todas las sali-
das se mantendran en BAJO sin importar las entradas. La figura
14.32 muestra un decodificador de 3 a 8 lineas de uso comiin con
esta caracteristica, el 74LS138. Observe que las salidas estan activas
en BAJO a diferencia del decodificador de la figura 14.31 con
salidas activas en ALTO, y que tiene tres lineas de ENABLE, conel
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Figura 14.32 74L.S138: 1= HIGH, 0 = LOW, X = no importa
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requisito para operacion normal de que E1 y E2 sean BAJAS y E3
sea ALTA. Todas las otras variaciones dan por resultado que el de-
codificador esté deshabilitado y produzca una salida ALTA.

La figura 14.33 presenta el tipo de respuesta que se puede obtener
del decodificador 74LS 138 para diferentes entradas.

Un decodificador 74LS 138 se podria utilizar con un microproce-
sador, usando el ENABLE para encender el decodificador y luego
depender del estado de las tres lineas de salida del microprocesador
de modo que una de las 8 salidas del decodificador produzca una sa-
lida BAJA mientras las otras permanecen en ALTO. Asi, se puede
considerar que cada dispositivo de salida tiene una direccion, es de-
cir, un nimero binario de salida Ginico, de tal manera que cuando el
microprocesador envia una direccion al decodificador activa el dis-
positivo que se asocia con esa direccion. Se puede hacer referencia
al 74LS 138 como un decodificador de direcciones.
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Los circuitos logicos mencionados en secciones anteriores de este
capitulo son ejemplos de sistemas de ldgica combinacional. En estos
sistemas, la salida estd definida por la combinacién de las variables
de entrada en un instante dado. Por ejemplo, si la entrada A4 y la en-
trada B ocurren al mismo tiempo, entonces la compuerta AND pro-
duce una salida. La salida no depende de cudles fueron las entradas
anteriores, Cuando un sistema requiere una salida que dependa de
valores anteriores de las entradas, se necesita un sistema de ldgica
secuencial. La diferencia principal entre un sistema de logica com-
binacional y un sistema de l6gica secuencial es que éste debe tener
algin tipo de memoria.

La figura 14.34 muestra la configuracion basica de un sistema de
logica secuencial. La parte combinacional del sistema acepta sena-
les logicas provenientes de entradas externas y de salidas de la me-
moria. E] sistema combinacional opera con esas entradas para
producir sus salidas. Las salidas son, entonces, una funcion de sus
entradas externas y de la informacion presente en su memoria.



