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" El SIguiente es un ejem plo co n números sencillos para ayudar a la Ia mil iarua oon
con el análisis de la varianza . Un ecólogo vegetal desea probar la hipótesis de que:
la alt ura de la especie vegetal X depende del tipo de suelo en que: aece. \lId lo la
alt ura de tres plantas en cada una de cuatro parcelas que representaban diferente
tipos de suelo, estando incl uidas las cuatro parcelas en una supertrcre de dos m.lllas
cuadradas. Sus resultados est án tabulados más abajo. (La altura se da en cenume
trcs.} ¿Confirma el análisis esta hipótesis? SOLl (10\ . f"s = 6.951 F·,.u -=
~ ,07 .

Local idades

1

Observación
num ero

15 :?5 17 10J {l ~l 2l 13
3 t4 l~ 20 .6

--~-----~--:-~;-:==:;;;;-~od;¡l fKado1de la long ll uJ
la s siguientes son med idas (en un hJ ades dd mh,:rometro " d . re"Qg leron de ~~
del . - rfuS lo.. 311 1)5 ""lorax del áfido Pem pJ! igll s ¡WplI/¡-tranSle 1 aron JI aur cualTO
• 11 d Ir J 's Se..e c""lon 11.gol as del cho po de la Carolina . r opil las ( 01 t , . 1 Jo" Je ..:aJa ag4 a son
ahd 1 .1 . n Lo Jl 1J o 't 3 a · . • te JeOS a ados de cada agalla y e mlulero leno..,en(tl\;amen
ISQ lI én . . 1 de~ cndlllo par _1 J '~r"l." JIe leos (gemelu s Idé n lH.:Os ), hJ tl1c nuo ~ lIa lo pue... e e
Una h · b ' f1anl<1 mtraag.a dlh:rcnd<Jcm ra apUmll..:tl(a A.. i . CUJlqUiCr \4 11 puede Jet'!cr..e 4
medIo· h tI ' 'nl(' ll¡;a aam lente I.a VaTlallla entre \ I ere
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rsis de
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c.r t.s. i y en el análi sis de la va rianl.a orig inal I

EJI el (5. r de tipo I en absoluto es 0: , la probab· l·d " a probabilidad de COmel
. r erro 1' " li ad selec . el

,.Jqu. d la tahla V. o r co mete r cua lquier error d 1- Clonada para el valor
· F e 1 1 b de s¡ e ipo 1en ab I ..
11líeO comete ta error en a prue a e Significación 1 biso Uto que remo
• . ue se . . g o a del ano"!" d I
~ q . ra de las comparaciones secundanas ent re d·- a ISIS e a V¡nan/a

oalqulC il i . del exner¡ me laso gruposd d\ ell e pletar el ana ISIS e experrmennj Esta prob bil d d e me 13S nece!la'
· ,r3 ccrn .• D b . dvert i a I I a Q se dcro
ri1S p.. I xperimentn - e ella a venirse que aunque I b mma grado de
~r de Jeto sea a, la probabil idad de error para cualqu. a pro bab llldad de cualqUie r

3bSO u b d J di te r prue a parucuh di·
~r 1como una prue a e a iferencia entre 3 o e d ar e a gun

rupO ta 1 b rure os mediaS es ne
, e'nor que a . Así para a prue a de cada subgrupo realmente .: ' I cesana.

.....n t ~ m .. ' d h se esta utluando u
~ d ·gnificaclo n o: , que pue e ser mue o menor QUe Q )' si h h . n

el e SI
• d d fect¡ 1 • ay mue asmedlasenel

Jf'.. d la vallanza este gra o e error e ecnvo O: puede se r I 10 1 100
1J\l~ d:1 valor de Q (Gabriel, 19(4). Por esta raz ón las pruebas a ~ I ' "dO mcluso
¡I""'hora y el análisis de la varianza global. no son muy se nsibles a dl·(es'ecr~rl dlscutd,dJS
1 3 3 . ' _ nC13S eme 13S
_ ~ . ''''uales ni a dIferenCIas dentro de pequenos subgrupos. Evidentemente í o ' e
~r, ~ . id .. _ "~ s peque
jJ. !lO muchas d iferenCIas se ~an a COOSI erar sl& n ~ flca t ivas. Este es el preco que se paga

Planear las comparac iones antes de exammar los datos. Si se hacen pruebpor '" d d ... d as,. el o-rado de erro r e ca a u no seguma sien 0 0:.

?~~Ia literatura estadíst ica se han descrito otras muchas técnicas de pruebas de cornpa
rritnes múlt iples a postenori . per~ el proce~_ímiento de pruebas simultáneas dado más
unb3. bastaría como una moderada introducci ón al tema.

, ,

S e ~ 593' -i- 552' + 5&0' _ (593 + 582 + 580)'
- - 10 3(10)

= lOO 6i i ,3 - lOO 667,5 = 9,8
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176 . •.. ''''PI,
S e crítica.. Es de rnteres mvestigar por qué 1 S

que esta . . . . a .C,. se 'os es mayor '"fi ación de las diversas aportaciones hechas a est S'r r~ ~~
J4 · , f U abar la sJgnI le h discutid a e Ies tan grande}' pr d" de muestreo. Esto se a rscun o en la sección '.}lf.,¡

las diferencias ent re las ~~::;nt e s sumas de cuadrados basados en comparacion3enter):¡r,
donde se han calculado h b examinado los datos. Una comparación se h de e n t!~

1 das antes de a use . F d d a tno 'medias p anea.. . F era mayor que ..11:-1.a:("-I )) , on e k es el nú rn~
nado significatJ \'3 SI su raz~~ I podemos expresar también esto en términos de merod~

. se comparan. Anora (k 1) \i e sun¡¡.l d,
medJaSque. e es si nif icatn..asies mayorque . -. J. · in t r a. ~"' (.I;-¡' C1 ("-I )l •

cuadrados. Una S. . . Ig n comparaciones a pncn. Un procedunlento par "
Las pruebas antenor~s .e~ ría fiia r k = a en la últ ima fórmula. sin imponara pr~b¡¡

racimes a posteron "J • • J S e ' CUántaI
rompa D ste modo el valor crmco de a . . sera mayor que en el .
medias comparemos. e e " ífi . . d S e d metado. 1 d . difícil demostrar la slg n icacion e una . . e muestreo E
anrenor resu tan o mas b 11 dif " sto
tiene en- cuenta el hecho de que escogemos p~rJa pro ar aJqu: a.s

f
_ e!~ncias entre mediat

de grupo que parece que contribuyen sustanc ia mente a a sigru rcacion del análisisdeb

varianza alobal. .
P - lo vamos a volver a los efec tos de los azucares en el crecimiento de 1••
or q emp • d i d '"

secciones de guisante (cuadro 8.1 ). Anotamos las me las en o r en asce ndente de magJti.
tud: ; .0 telacosa ~ fruc tosa), ;8 .2 (fructosa ), 59.3 (glucosa), 64 ,1 (sacarosa), 701
(control). Observamos que los tres primeros tratamientos t i~nen medias bastante similar~
y sospechamos que no difieren sig nificativamente entre SI y por tanto no contribuyen
sustancialmente a la signiftcación de la S. c. grupos·

Para probar esto calculamos la s.e entre estas tre s medias por la fórmula habitual :

se ~ ~ _ r·'1J3 .l- 582 + ,580)' (64 1 + 593 + 582 + 580)'
10 30 10+30

= 41 (NJ,I -t- 102 6f;i,5 - 143520,4 = 235,2

que es muy s penor al vale - . d 1 ro"
retarda el crecim¡ _. Jr crueo e s.c. Por lo tanto co ncluimos que a saC3

0d~ ron. ~_It nto 1ytnlflCa tivamente menos que los otr~ s azú cares ensayados. P ~
mJar uc e e modo b d h S1S 0

rl,; uVJ probando tO<1 I ' pro an o todasla.s diferencías que parezcan sospec o
I úJ fJ. r,1 grupo ~ de med o ·bl 2 3 4 Y5 a la .el.. e tlffi(j enfrJque puede r las PO!I es, co m iderándo las • .' ¡-

rM ya que hay much eqb uer¡r un computador si hay más de 5 medIas para comfP.
pr U prue a ~'J ' lbl e s d . . , d 'mientO lO"fJpuetto ptJr (~a blle l () (HA I que po flan realizarse. I:. ste proce l . . fOdt
{Jn.J.efJ(Ji f1multó/U'uJ (S ( Ji./~.j Jltn Ir, denrJminf.¡ Rana de cuadrado s, procedl/1l1ell

Las diferencias entre estas medias no son significativas porque esta se es menor que la
s.e crítica (56.35, calculada más arriba.

_u media de la sacarosa parece sospechosamente diferente de las media s de los otres
azucares, Para probar esto calculamos



j,Son ho mogéneas la s d uro m uest ras?

Mu estras
I Ii 8 J, 5

5,·1 5:.! Si, \1 5,1,
5';,' .\ ;1,1 4,7 4,6

,) "
5,4 • '1' " n ·I,S :>,.",- o

'1,~ I [li l 6,1,1/ 1 [1,0 , " ' 2" 1 o,5,0 5,\1 ,) t ' ,',"
r, ,.1 ' .\ ' " 5,0 5,0

" " ,J,_
:I,S () l) ·1,"1 4,S 5,9,

5,1 05 ,05,~1
.., -t ,!!a ...

[1..1 ti ,() (',,1 ' .4 ~ ,:I
r,,1 ' ü r,,1 ti ,S ::1,.1,1 , '

·I ,~ .) ,35,4 [1,I ,\1
'1,1 ' . ·I /i ·I ,!l 5,1, ) , ¡

~,9, '1 G,O, ., 5, 1 " ,'0',-
4 ' 5.''I ,K n ., ,S
. '~ S,O

, , .\ ~, l·1 ti ti," .1,. , 6,
[' ,.¡ Si ' "5,7 Ji ,1

.\8 6 1" 1 ' ·1 ·1 q ,.,,. ", " 5,tl 5.1[' ,S s.s ·1,7
' ,'5 ,0 :l ,S 4,S 5,.5
" ,9;,,0 " 1 5,tl [,P

,)"

' yl'

s imple

"

de clasificación

24 ho ras de sp ués de la
inyecció n de c1orometoxi;; 24,8 lJ,9

Co ntro l :i 19,7 1,4

'Son signlfica t ivamcnte dife rente s las dos medias?

Los datos que siguen so n med id as de cinco muestra, al ala r de palomas dom ésllca~
'das durante lo s meses de enero , febrero y marzo en Chicago en 1955 La

rt:c~g~le es la longit ud d esde cl ex tremo anter ior de la abertura de los orificiosvaria d i . . . ..
nasa les hasta e l ex tremo e ptco o seo y se registra en mili metros. Datos de Olson
y Millcr ( 1958 ).

. d la varianza
¡,áUSlS e

'.'

Agalla N. ()

Análisis de la

Peso al nacer Orden de nacím íen to
libras : onzas J 8

3:0-1 :7 -3 :fi.-~j; I.'i 21:{J-4 :7 :11: g.. ·1 : 1lj 7 4.5 :O-lj :7 111 S5· .rs.-' ,¡'
2G7 19'. " ' .J

~ :(j-'i :7
4.'j7 52& :~'i: I.'i
4Ji!i 557:(1-7 :7 an;i ni7:.'l -7 :lfi
I(j:.! 4~"s :(1 'i :7

fi : rs 'i: 1.'; 01 :m
!6n lU~ : (J ~ : 7

~ :fi ~I: J " " 4
HJ:f¡ )(1 :7
IfJ : .'l ](/ : '"

•- I ~n ;e :11 17- -

1. 6.1 , 6.0, 5.7, 6.0 ]5. 6.a, 6.5, 6.1, 6.3
6.1, 5.3 1G. ' U 6.1, 6.1, 6.02. 6.2, 5.1, . ) . ,

3. 6.2, 6.2, 5.3, 63 17. 5.8, 6.0, 5 .U, 5.7
4. 5.1 , 6.0, 5.~ , 5 U 18. 6.5, 6.3, 6.5, 7.0 , I
5. olA, -1 .9, -1 .7, 4.8 1ti . 5.U, 5 .2, 5.7, 5.7

20 . ' 2 5 .:1, ' ·1 5.36. 5.7, 5.1, 5.8, 5.5 ,) . , o. ,
21. 5.4, ' , r: 2 6.3

• 6.3, 6.6, 6.4, 6.3 . ).0), , ) . ,L

8. 4.5, 4.5, 4.0, 3.7 22 . 4.3, 4 .7, 4.5, 4.4
9. 6.3, 6.2,

' " 6.2 21. 6.0, 5.8, 5.7, S.9:J•• ,
10. 5.4, 5.3, 5.0, 5.3 24. 5.5, 6.1, 5.5, 6.1
11. S.9, 5.8, 6.3, 5,7 2' '1 .0, 4 .~, 4 .3, 4.4o.
12. .5.9, 5.9, !i .5, " zn. ,1) .8, 5.0, fU" 6.1, ) ••1

13. 5.8, 5.9, 5.4, 5.5 27. 4.a, 4 .0, 4.4 , 4.6
14. 5.6, 6.4. 604, 6.1 2~. H.I , G.O, 5.0, 6.5

var ianza de clasi f;cac /6

n Simple
. d "fercncias ambientales en tre aga llas S.tamb ién a l . '6 .. I . 1 este

en genotipO Y (celado po r vanaci n ge nctrca a varianza cariClt
longJl ud del tórax . es La contrar io no es necesa r iam en t e c ie rto' v,ernTe aaall;'

. nifica[IVa o • d' .". . . iU1a nl \
debe ser s ~ . . no nene por que in rca r va rracro n gc ne tica : POdr í a tnltt
agallas s ig ntflca tl v~ bienta les entre agallas (da tos ti c Sokal 1952) Aa debt¡lt
también a diferencIas adrod _1 tórax. ¿lI ay va rianza inte ragallas sig n i fi~ /aIíCt St ~
varian za de la ]o ngll

u
: Ol e adÚivo de la va rianza ¡n! eragallas si Ia ~"'a ? Oenlt

eS[l maciones del ccmponestá co nt ro lado por factores ¡nt raga llas y qUa! ay. ~Que
de la vaJlanza I d (R porceporcentaJ e . 11 s? Discúran se los resu ta os. ccuérdese CO m nli]!

por fa clOres mleraga .ad·e lo contrario un error cometido al pr incipio r~ba r IOl
cálcu los paso por P~~~~zo total . Para fines de cá lculo ign6rese la coma de .cá leu~
puede arru ma r e es eCIJTUIen
las var ian~l~e~s~. )~_:- -:;-::;-;:-:::;:;- _

Agalla s"

178

8.3 Mllhs y Seng (1 954) publicaron un estudio de la re lación del o rden de nacimienta
con 10 5 pesos de na cim ie nto de niños. Los da to s que siguen de primero y octavo
nacimientos se han extraído de una tab la de pesos dc nacim ien to de niños varones,
de pacientes chinos de terce ra clase de la Maternidad del Ho sp ital Kandang Kerbn
de Singapur en 1950 y 1951.

::-=--:-------
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Cepas
I.C ce LL

-
80 69 33

n,

"' 8070 i291 3640 3 ' 1;

[1' ¿¿Y' = 1 994 650

de clasificac "
IOn S'

""PI,--r;;;;;;----

-
Ob . que parle del cálculo ya se ha realizado. Háganse pruebas a "servese . priOr'
las tres medias (periodos larvanos .cortos respecto a largo s y .cad a Uno res; entre
control). Fíjense li mites de co nfianza de l 9 5 % para las d ife re ncias d/rnctoal

bservadas para las que se han hecho estas comp aracio nes. SOL ed lal
o' = 2 076 ,669 7. Ucios
M.C.(l .C. resp ec ro a L. L. ) ,

Los dalos que siguen se ha n recogido de u n est ud jo d e las var iaciones de .
d J h 19 6 ' ) L ' prOle¡n¡!sa nguineas en el ciervo (Cowan an o nston, _ . a variab le es la m -1"

. d I d -5 oVl ldadde la fra cción 11 de las pro tetnas e suero, exp resa a como 10 cm2 /vol'. segun·
dos.

180

8.7

í' ' y

n = I:! ~ara cad.a .media. ~.ág ase un análisis de la var ianza y una prueba de
comparaciones múlt ip les, utilizando el procedimien to sumas de cuadrados P.T.S,
SOLUC ION. M·C. in tr a = 0 ,041 6 , grupos má ximos no significat ivos (para P=
0.05) son las muestras 1, 3, 5 Y 2,4 (numeradas por orden de magnitud de lal
rnedíasj.

Suka
Ciervo califo rn ia no de cola negra
Ciervo de Vancouver de cola negra
Ciervo norteamericano de o rejas largas
Ciervo de cola blanca

2,8
? -,'2,9
2,5
2,8

Ud anális is de la varianza de clasificación simple del capitulo 8, pasamos al análisis de la
ruiJllZa de clasificación doble por un simple paso lógico. Los ítems individuales pueden
W1lparse en clases que representan (as diferentes combinaciones posibles de dos trata
~ientos o factores. Así las longitudes del ala de moscas domésticasestudiadasen capitu
kli anteriores, las cua les daba n muestras representantes de diferentes formulacione s del
medio, podr ían divid irse tamb ién en machos y hembras. No solamente nos gustaría cano
ro siel medio 1 determinaba una longitud del ala diferente que el medio J. sino también
¡ lasmoscas macho diferían en longitud del ala respecto de las moscas hemb ras, Evidente
mentecada combinación de factores estaría representada por una muestra de moSC3S, Así
pm siete medias y dos sexos necesitamos al menos 7 X 2 = I-l muestras, Igualmente. el
n~rime nto que cont rasta cinco tratamientos de azúcar en secciones de guisantes (cuadro
9.4) podr ía haberse realizado a t res temperaturas diferentes, Esto habría ~onducKlo a un
arrílisis de la varianza de clasificación doble tanto de los efectos de los azucares como de
bllemperaturas.

Iste método de análisis de varianza supone que una determinada temper~~ura YU?
~·term · d . id I .' lO de una $CCCJon de gu ..-. ma o azúcar cont ribuyen en cierta medi a a crecuruen . E 1
ante f .. nuen ·i.use entre SI. n ay que estas dos aportaciones suman sus e ectos Sin In l. .. 1
lCtti:i 9 sto: conslueraremos

n .1 veremos cómo se miden las desviaciones de este supuesrv- .1 1 ifica-
lmtb" I il i . d la vananza ce e aSII Il.
" le n a expresió n para descomponer variantes en un ana ISIS e

ellodoble
E • . oJelo I o modelo 11
nel presente diseño los do s factores pueden representar el ectos m

Q U~ d ' .
El .ecada, en cuyo caso hablamos de un modelo 11lL\[().) 'ubcla ses mulliples

calcul d ' . . . I · I~ ' -íó n dob e para) ..
1..• o e un an álisis de la varianza de crasi I...aci en la secoon q .1.

sde u . b ' iún) se muestra - .
na vanante por subclase o factor de Cl' 111 macIO. .' l c mo se uulíza en

~Ile COntien d - . . -. . 1 d la interac":lon ta ... 0 . d bl'''d' ' Ca ernas una discusión del slgmfh:Jull e " de dJ$ificaclon o e
IS!lca . L .... , . T "sdt'l:t\ ananIJ .' .' - za

tI mal' a prueba de signiñcaclón en un ,lIIJ Isl .. " 1J' anj\lsls de la var u n
ena de l. ., . I mu S~ -cton -c ., ea secció n 1) .2. Esta va segun a l''" l ,. ~ 181
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Análisisde la varianza de clasificación doble con répl ica9, '

Análisis de la varianza de cfasificació
,n n ~

, ' 1" o con una sola va riante po r subclase. Ell.. o., d ble Sin rcp lC.1 . I J . . IIlen co
de cJasific:lC lon o . readas es un caso espec ia e analis is de la . noc~o

'tod de comparacIones ara Va Clan•• ~ _
mel O . ' 1" ·..... 1Ie

clasificación doble sm rep lea. el cálculo de un análisis de la va rianza de , '
. ahora a exponer r e a ~lfic ".
pasaremos • , 1' s los cá lculos nos podremos rorrnar una idea mé ~Clon

dob le. Conforme exp íqucmo s preCtl.a dt
este modelo.

R S e' cálculo de un anál isis de la varianza de clasificación dOble eepresentamc . , n Un
d¡ d onsumo de oxigeno por dos especies de lapas en tres concentracionessallo destuoro oe c o •• • hn ídad del as ,

del mar. Para cada combinación de especie y sa mr a e agua del mar se ~ ._
agua inuado ll do e al ".,ob tenido ocho lect uras repelidas. Hemos_contmua o aman o a a nU~ero de columnas)
llamamos b al número de filas, El tamano de muestreo para cada casill a (combinaciónde
fila \' colu mna) de la tab la es 11. Las casillas se denominan también subgrupos o subclase \.

l ós datos ñeuran en el cuadro 9. 1. Los pasos a seguir en el cálculo designados COmo
Cálculos prel¡";¡,,ares proporcionan un procedimiento eficiente para el análisis de lav!
rianza. pe ro haremos alg unas digresiones para asegurar que los conceptos fundamentale!
de este modelo son apreciados por el lector . Comenzaremos por considerar las seis subeb
ses como si fueran se is grupos en un análisis de la va rianza de clasificación simple. Cada
subgrupo o subclase representa ocho lect uras de consumo de oxígeno. Este an álisis de h
varianza probarfa si hay alguna variación entre los seis subgrupos. Si no exist iera esu
variación aditiva se ria improbable que ni la especie ni la salinidad afectaran significan
vamente la loma de oxigeno. Los pasos 1 al 3 en el cuadro 9 .1 co rresponden a los mismos
pasos en el cuadro 8. 1, au nque el simbolismo ha cambiado ligeramente ya que en lugarde
Q grupos ~ho~a tenemos ab subgrupos. Para completar el análisis de la va rianza necesita
mas un termino de correcc ión que se designa como paso 6 en el cuadro 9.1. A partirde
estas canfidades obtenemos S.C t Ola l y SCint ragrup os en los pasos 7. 8 Y 12, que
corres~nden a los 5. 6 Y7 en el esquema del cuadro 8 .1. Los result ados de este anílisis
de V"'Tlan13 lim¡ h

- pre rmmar se presentan en la tabla 9.1. Ellos indi can claramente que 3}'cons ide rable .,. d¡
f ' ..van,aclon a mva entre subgrupos. lo qu e hace probab le que encontremos

e ectos s lgmfl~~ lvos para al menos uno de los fac tores
Acontmuaclon del cal I h 11 ' sde

la tabla ' h a cu o se a an las sumas de cuadrados pa ra las fil as y columna
, esto se ace por la f ' , " 8 ¡ A [par

[as columnas el ormu a ge neral expuesta al fi nal de la seccron .' s I
dividimos po'r .,e4' am,os ,al cuadrado las Sumas de columna sumamos estos cuadrados}; .os

... e nUmero de 't l':¡ ' d 9 I \J IUcantidad simila r c.. 1 ¡ I ems por 11 a. Este es el paso 4 en el cua ro .... o
'.... ca cu a para las Iil ( l termlOde correcc ión calculad l as paso S}. Oc estos cocien tes restamos e 9'

10 1 a o COmo ca nt id' d 6 I ' , pasos .. respectivamente r l a. .stas SustraccIO nes sc efectuan coma rn
eme as fila s " , d múes ,.Iguales. no tenemos q L Y co umnas esta" basada s en tam ancs e d'n ue oute ner cocte t díf d: sumaI a o columna sino efe' , . len es I ere ntes para el cuad rado de ca a d i"

s e uar Una so l di . ,. d dos 'Urnas. ' a IVISl1m después de acumular los eua ra
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( u lcu l" .f nrelimínarrs

" , "
1. Suma " 'Ial- ~ ¿ ~ )" - .!ti l. '.¡

" , "
: . Suma ••re lo s ..: lI 'H l r it d n.~ dt' las OhS..-rvacioncs - L L L ) ' 2 - (7 ,111)2 + ... + ( 12 ,:\0 )1 _ 5065,1530

J . S um;i J ..' lo s l'u ,¡d radl l S de las SlI IlI llS de subgrupo ( casi lla), d ivid ida po r e t tam añ o d e mu estreo d e lo s su h gru p o s

"' ('-. ..\ '_ L_L ~ _ [(8-1 ,49)' + ... + (98,GI)'J _
n 8 - 46G3,G317

" ( ' " )'... . Su ma J(' los cuad rad os de las su mas d e fila d ivid id a por el tamaño de muestreo de una fila = L-L~L }'
bn

[(2-15,00) ' + (216,74) 'J
= (3 X 8) ~ 4458,3844

e t s " ) '
5..Suma de los cuad rados de las su mas de fila d ividida por el tamaño d e muestreo de una fil a = L. \L L. y

un

~ [(143,92) ' + (121,82)' + (196,00)' ] ~ 4623 0674
(2X8) ,

6. Suma total al cuadrado y dividida por el tamaño de muestreo total = térm ino de corrección T.C.

(t t f: Y)' _-- -abn
(quantity 1)'

abn =
(461,74)'

(2 X 3 X 8) = 4441 ,7464

• • •1. s.e. l o to \ = L. L. L. },) - T.e. = ca n t id a d 2 - ca n t id ad 6 = 5 065 ,1 5 30 - 4 ",,",, '. 7",, 64 = 6 23 .""06 6

" " (",n
M . s .c.•..•, .." . .... . _ L L _.,r. }' _ T . C . _ L' u n lid a d 3 _ L·" n l i <L .. 1 b .... -1 6l'>.l .l'>.l 1 7 ., -1-1 l . 7 -1..-. -1 _ .: .: , . ... 8 53

1 _
I ~

";-.1' "..d-c-- - ,~ ).

<1 s . (- ~ (s . c::: oJ<' ' •• s <·..h"nn a s J _ _ 2.:,_- _T.e = c a n 1 1d a d '" _ c a n h u a u b - -\ -\ ~ ~ ,3 ~ -\ -\ - <-\ 44 \ ,' 4 b 4 - \ b,h3\o\l'...
' C"" )'JO. s. C./J(S.C. de las filas ) = L LL }' _ T.C. = ca n t id ud S - can t id aoJ6 = 4 h 23 ,Ob74 -444\ ,14 b4 = ·\ l:\ \ .3 2\ O.

an
J J. S.C.A'X.B (S.e. de la Interacción ) = S.C. s ubg rup os - SeA - S.e.H = cantidad 8 - cantidad 9 - cantidad 10

= 22 1,885 3 - 16,6380 - 18 1.3210 = 23,9263

12. S .C. in l r a ( Intrasubgrupc s: S.e. de los erroresj e S.C.101al - S.C.su bgrup o s = cantidad 7 - cantidad 8 = 623 ,4066
- 221,8853 = 401 ,521 3

Co mo co mpro bació n de los cálcu los. ce rció rese de que so n aplicables las siguientes relaciones para alg unas de las
can tid ades an te riores : 2 ;;t 3 ;;' 4 ~ 6 ; 3 ~ 5 ~ 6 .

Aho ra rellénese la tabla de análisis de la varianza.

n
- l )(b

M. C. esperada (Modelo f)

,+ nb ~ 1. ]_ .
a -

•
Ifl + b na 1~8'

If l + - .....
(a •

.'

Or igen de la variaci ón g. l. S.e. M.C.

Subgrupos 8
8

Y-r ab - 1 (ab - 1)

A ( colu m na s) 9
9

y, - r u - ] (11 - 1)

10
10

Y. - r 11 (filas) b - ] (b - l }
11

Y - 'VA - l".. + r A X 11 tlnt c ruccl ón l (a - l)(b- l) 11 (a - l )(b - l)
12

y - y ab(n - 1) 12
ab( n ] )In t rasu bg rupos -

r otal !lb" - I "
Y - r ,

Ya q ue el presente c jem p !o es un an áli sis d e la va r ia u zu m ode lo I p a ra ambox fa clores.las,1/.C. elipaadas anleriores
so n co r rec tas , Más ab.uo se d an la s c e pres ton cs co rrclip o ndic n l c.·li pu ra o tros model o s .

-
~
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s .c.

H .,37i · •
9,.100

s.c.
5 ab - 1

t2 ab'n - 1)

47 al)n - 1

r= r Entre subgrupos
r - r IntrasubgruPos

r - r Tn ta1

. de la varianza de clasi licación dable
~ flálISIS

-
" mes a volver por un momento al análisis de la varianza p l' ,
. " d d I reumnar de la tabl 91
d"vidía la suma de eua ca os tata es en dos partes la SUma d d da ,

::;e 1 • b I d ' e CUa fa os entre los seis
· ~""'lpoS v la íntrasu grupo s, a suma e cuadrados de los errores La
¡u;: l '''' • . f d fil . snuevas SUmas de

' - dos perteneCientes a e ectos e a y de columna sin duda no d 1
:¡).! ;,I.J " • I diferenci 1 son parte e error

ro deben contribUir a a rrerencra que comprende la SUma de tu d d i '
~¡ a ra os entre os
~trO subgrupoS. Por lo tanto restamos la S.C. entre masy columnas de laSe
;",rupos, Esta última es 221 ,8853. La S e. entre mas es 181..J21O, y la S'e: :~:;:
:o!';mnas es 16,6380. ] untas suman 197,9590, casi pero no totalmente el valor de la suma
:~ cuadrados entre subgrupos. La diferencia representa una tercera suma de cuadrados
:e:lominada suma de cuadrado s de la interacción, cuyo valor en este caso es ~3 .9263 .

Lue20 discutiremos el significado de esta nueva suma de cuadrados. De momento sola·
xe;te V"..rTlOS a decir que está casi siempre presente (pero no es necesariamente sígníñcau
n) ygeneralmente no tiene que calcularse independientemente sino que puede obtenerse,
:00 0 se ha representado anteriormente , por sustracción de la S.e. entre mas y la se
uue columnas de la S. e. ent re subgrupos. Este procedimiento se muestra gráficamente
,, ¡, figura 9.1 que representa 1, S e. entre subgrupos y la Se. intrasubgrupos (error).
r.~i\id iéndo se la primera en la s.e. entre mas, s.e entre columnas y S.e. de la interac
:i5n. Las magnitudes relativas de estas sumas de cuadrados variarán de un experimento a
otro. En la figu ra 9.1 no se representan proporcionales a sus valores reales en ,el experto
zento de lapas; de lo contrario el área que representa la S.e. entre mas tendna que ser
l?:tlximadamente once veces la asignada a la S.C. entre columnas. Antes de que podamos
·0'- ' [i flcacié áli . d la varianza debemos conocer el· ~ :: mte igentemente la signi icacion en este an 1515 e ....- ,
. icado de la interacción. . . . . d 1 sificaci6n
Podemos explicar mejor la interacción en un an álisis de la vananza e c ab de

doble, valiéndonos de un e]emplo artificial basado en los datos de lapas.q.ue¡aca Jamoen'te
' - ' '. ' 0 % de A drglta /S ., am ,
' ~l! tar. SI mtercambiamos las lecturas para el 75 % Y ) . índ....... n las sumas
,,,," I I bl 9' Solamente se ~• " mos a tabla de datos que aparece en a 13 a ... · l ' nz' del modo" \o b I ál '~s de a ,-ara
~ .' SU grupos, filas y columnas. Completarnos e an 1 bla 9' Lase total, la
~c~nto anterio rmente y observamos los resultados al p" de la ta ('t','bla 9 1). Esto no
J. ent b 1 'smasque antes .• . . re SU grupos y la S. C. de los errores son as mi d Todo lo que hemos
· ~t e r li se . . I mismos atos. d la
· cho .r SOrprendente puesto que utilIzarnos os . inferiores en la colwnna e
<. haes Intercambiar los contenidos de las dos casillas b rupos hallamoS algunas
..'oc d 1 se entre su g b' ddiere . e a tabla. Cuando descomponemos la .' ( columnas) no ha cam la o.

netas. Observamos que la S.e. entre espeCIes entre

~ ¡J! L." 9-1 • •
liminar de subgrupos en el anáUslS de \1I rianza d la '

__~';Qs pre e e Slficación doble D
_~ 9 1 . atos del
. Jj ro· ,- I
. ~ " . de la var;aclon g..

()rJlt n
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CorrJO el cambio que hemos hecho ha sido dentro de una columna, el total para eQ

columna no te ha alterado y en consecuencia la s.e entre. columnas no ha variado. S¡¡¡
embargo. las urnas de la rgunda y tercera mas se han modificado apreciablemente COQQ

reseltadc del mtercam io de las lecturas para el 75 % Y 50 % de salinidad en A. digit

188
(

Análísis de la venenze de cfasifícaciG
n do •

S.e. de fijas '" 181,.1210

S. C. de 5ubgrupo
s- 2lJ.~.

I varianza de clasificación doble. de a
~ná/i515 189

175 % de salinidad es ahora muy próxima a la
Para e .' d ' que le halla I,. §t1!ll3. e las sahmda es, previamente muy notable ah para e SO %Yla

~ _" entT . íó n.obten¡ ' Ora ya no e\ la -,; ertl1l..... laS.e. de la interaccron . o tenida restando las SUmas de n granee. Por
d :D11(fa.r~· de la S.e. entre ~bgrupos es ahora una cantidad grand~dTad ~s entre filas

"Iu¡nna bgrupoS es la misma en los dos ejemplos En el . ecutrde\t que la
. (fe su . , . pnmero hemos renad, la
5.e en adrados debida s a os efectos de los dos factores e . . '. o ,
~s de CU,mente un pequeño residual que representa la in~JaC~~sE)' t.almldadn ,

-'o 50 a . . I ( . CIOn_ n el "tundo
'<:'-'" s dos efectoS prmcipa es especies y salinidades) solament _A• kJ estO d d eJ~lllJen de rtl
~p_ rte de la suma de cua ra os entre subgrupos, quedando la .., d d

..... iena pa id id bl ,... e eua fad OS
;t"~~ . cción como un resi uo caOSI era e. i..Cual es la diferencia esencial
~ b I!lte rloa ') en re enes
. ej<mp s: d I dl•• la hla 9.3 hemos most ra o as me 13S de subgrupos y marginal" pan 'os da
E~ esUde la tabla 9 .1 Y para los dat~s . "tratados" de la tabla 9.2 . Los re1Ulud~
~ están muy claros: a) 75 % de salinidad el consumo de oxígeno es inferior que a
. es . Iad-:" dos salinidades Y esto es Cierto para s 05 especies. Observamos adem.isque A
2§ a'";I3s nsurne más oxígeno que A. digitalis a dos de las salinidades. Así n estras afirma
~ ~specto a las dife rencias debidas a las especies o a la salinidad p eden hacerse con
",,,sr d S' b _ ..~ ~ mdependencia una e otra. In em argo, SI tuvesernos que interpretar \os datos

_ i;ales (mitad inferior de la tabla 9.3 ,. observaríamos que aunque A. Jalbra ~Je

~:mie ndo más oxígeno que A . digitalis (puesto que las.~mas de columnas 00 han
",,' .do). esta diferencia depende en gra~ parte de la salinidad . Al lO<!:" Y50 % A
~ra consume considerablemente más oxigeno que A. digitalis; pero al ) %esta rela-

Ejemplo artificial pan explicar el significado de la interacci ón . Se han intercambiadow
ectura d: cuadre 9.1 para la! concentracio nes sa linas d el 75 % y 50 % de A,m~~

dlgltalil. Sólo se l."ld can ¡al sumas de subgrupo y las margina les.

Especies

·"BU 9.3

Comparación de medias de Jos datos de Jas tablas 9.1 Y9.2

1'.fJ%
7S%
.:11%

-
,Jo' U po:
f 'l'<
•. ¡ñ

P / 'i1

~ rr jf

r •

A scabra

':s4 ,4~

~~ , 12

'11.,1':1

? I.

•,
1
2
~

.~

A. digítalis 1:

59,43 1 ~1,92

1d8/H 161,73

553.,70 156,00

216,74 4~1 ,74

Especies

Salinidad Jfedl4
dt agua de mar A . scabra A. digiralÍJ

Dat05 o riginales de la tabla 9. 1

100%
j ,-13 9{1J

10,56 7,61
7,34

7.'; o/c, 7,8t9 1" .,"
12,33

. ,'0

ElJ% 12 117
-

9,03
,

Media 10121-
Datos artifi ciales de la tabla 9. :

.{1J-
H'J% 10,56

,, 10,11

t: '7"
12,13 .-

7Í'9 - ."
Z/J%

, -
12 ,1t 9,

\ledlíl 10,2\
.,ro

-



donde IJ es la media para ét r¡ d ¡ . fii .1, . . me CIca e a población cx, es el efecto de tratamiento IJO para
grupo I de tratamiento A f'I ' 1 ' . to
[1 ro' 1 f .' /JI es e e eeto de tratamiento fij o para el grupo j de tratamlen

, ~' IJe'e eectodemter' "t , . f AYe¡ gru~ l ' f aCCI:m en e subgrupo que representa el grupo 1 de actor
y J ce actrJr h y ¡; I é . 01

corno es habitu I . 1/;. es e t rrmno error del ítem k en el subgrupo "', s uponem .
varianza de ,; ae, que elJ k está no rmalmente distribuido con una media de OY una

.JI UTtü (J I(JI des fact a de lafórmula P(JT A 'JltJ /J J ore s YJn modelo 11 , sustituimos la al YPi
I I J J.
:n capftub. anterlfJ res heme . . mI

de de sviaclfJfie& al cu A .. ' vuto que cada luma de cuadrados represen ta una SU
.J • a'Jra,) ') ·() ué d . . 1 . It rlC'

C,Jfi I t lt(¡ rh dem/)s verl , r~ .l' e¡VlaClrJnes reales r epr e ~nta una s.e de a In 91
La ViHI~l fJO ent re suh' ';J ( el mente w) lviendrJ a Ir), aná li sis de la varia nza de la tabla. d~

~ p JI &t repletent... P (H y Y, donde Y simboliza la medlJ

Anál isis de la varianza de c/asllicaclón
1~ ~~

d Y
a no podemos hacer una afirmación inequ fvoc

. . te De este rno 0 , . T li fi a acere deón se ulVIer " tomado por las dos especIes. enemos que ca I rcar nUestra .a t
la cant idad de OXIge no '6 lina a la que se mantienen. Al 100 % Y 50 % Y af11'Tll¡.
ción con la concentraCly_n sa < Yd' It Ii . Si examinamos los efectos de la ...¡!C~b rl )..
- ero al 75 % scab ra '1 ti .S , - ln¡dad
YdllltGlII' P if . I bservamos un ligero IO cremento en e consumo de oxigeno 17 en
el ejemplOaru lela , o 1 tenemos que calificar esta afi rmación con la especie da r S%,
S· bargo nuevarnen e 75 ~ . di . í í e ala

ID em 'ah . el menor consumo al 70, mientras Egua Is consume I pa
consumidora : se ra tiene .. a maYol
cantidad a esta cdonce ~t rJ~;o~f~Cto de un factor respecto del nivel de otro Iact¿

A esta depen encía . Ifl . r d t , I di r, se le.. .. Es una idea cíenu ica eomun Y un amen a. n ICa que loseldenormna intemccton- .. ,. . ectoi
le d f rores no 90n simplemente adttivos smo que cua quie r combmación dad' dde s os ac . . hi d . . t

niveles de fac tores tales como salinJda~ócomd '¡na o .CO
b
", eSEPeelle 'tapo~ta ¡un ,mcremento

. . egativu al nivel de expreu n e a vana e. n a ermmo ogta biolño;pounvc o n . . . d . ' . YbJCi
ordinaria un eran incremento positivo de este tl~O se e.~omma smergrsmo, CUando bl
drogas actúan sinérgicamente, el resultado de la mte racci n de ~ a s ~os drogas puede ler
superior a los efectos aislados de cada droga¡.,Cuando ~na ~r.0mbl~a cSl~ n de.nivelesded01
factores inhiben mutuamente sus efectos lo amarnos mterterencta. mergrsmo e interfe.
rencia tenderán ambos a au me ntar la S.C de la interacción .

El contraste de la interacción es un procedimiento importante en análisis de la varianza.
Si los datos artificiales de la tabla 9.2 fuesen reales, se ría de poco valor afirmar queel
7S % de salinidad lleva a un consumo de oxígeno ligeramente mayor . Esta afirmación
encubre completamente las dife rencias importantes en los datos, las cuales son que scabra
nene el menor co nsumo a esta concentración, mientras digitalis consume la mayor can
tidad.

Ya podemos escribir una expresión que simbolice la descomposición de una variante
ind ividual en un análisi s de la varianza de clasificación doble, a semejanza de la expresión
(1.3 ), para el análisis de la varianza de clasificación simple. La expresión que sigue supone
que ambos factores representan efectos de tratamiento fijos, modelo J. Esto parea
razonable, ya que tanto las especies como la salinidad so n tratamient os fij os. La variante
YfJk e~ e l ítem k en el subgrupo que representa el grupo i de tratamiento A y el grupoj de
tratamie nto B. Se descompone como sigue:

y ,,1 = " + a, + ~I + (a~) '1 + " 11 (9.1 )

. d le varianza de clas if i caCión e/obl""
'rSl' e •

Anal 191
~y simboliza la m~d i a total. Cuando restarna , .

"" e e y d , d I s as desv¡acio deh;
~Ibg~r- ¡ s columnas - e as e os subgrupos obt nes ebldas a las "'11
r~ y y a a enemos Ilas

IY- p) - (F - 1') - (1; - 1') = Y - l' - F + P- 1;' + P

= Y-F-1;'+ P
sl·ón un tanto complicada es la desviación deb·d l .expre ., d ' la a a mte .,Esta una expreslon e este lipa para cada subg I laCClOn. Cuando

.veularnOsstos cuadrados Ymultiplicamos la SUma por n ~~~' a elevarnos al cuad rada ,
""'llfIEOSe'''paración de las desviaciones se conserva t~b,·~ enemas laS.e. de la mterac-
·'n sta ~ . en para SUs cuadrado E
'" . e las sumas de los productos de los diferentes término¡ ¡ s. sto 5e
Jebe aqu . se anu ano
• étodo sencillo para revelar la na turaleza de la interacción
Unm . de l bl d d . . presente en los datos es

. r las medias e a ta a e atas cnginales. Esto podemosh I I .eumma .. .. , acer o en a tabla 9J .
Los datoS orlgmales, que no presentan interacción, dar ían el siguiente pat rón de magnitu-
je5relativas:

lCaw-a digitalu

100%
V V

75%
1\ 1\

50%

wmagnitudes relativas de las medias de la tabla inferior que da la interacción pueden
nsnnirse como sigue:

Icabra digitalil

100%
V 1\

75%
1\ V

50%

Cuando el patrón de signos que expresa las magnitudes relativas no es un.iforme. como en
~ tabla inferior está indicada la interacción. Mientras el patrón de medl3.s 5ea uniforme,
torn ' S· embargo la mterac
., o en la tabla superior la intcracción puede no presentar se. In '. I "te

CJ:ln se ' . .' d las d¡ferenclas. !ll ame
presenta frecuentamente sin cambio en la doeccian e " no deber ía

pueden v r . A · es el examen vaua
al' er se a ectada s las magnitudcs relativas. SI pu ,
Ulluir a la pru b d íst i .E e a esta Ist1C3 . s no puede predecrr5e

•.¡ n reSUmen, cuando cl cfccto de dos tratamientos aplicados jUnlod · II""'S lIamln I este
IIC prom d¡ do los esta 15 \,V

fenó e . 10 de respuestas de los factores por separa " tdu. eUldri tlC1 de' la
"" rme~o mteracción y prueban su sig nificación por medio dedunlm:, que el efecto de II

accIón F . ' ·r· ' mún. SI el! I a·4en1id d . ~ s t a cs una relaCIón Clent l Ica mu~ ca d de de u ~enollpo . If11p le
.., q3 en la fecundidad o en el pem de un coleóptero dePJe"" . la \lna,,;lOn geográfica de

Ue está . X den\1 3 • Ipresente una interacción genotipO

_ _ 4
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d I atur3leza de la especie huésped a la q ue ataca h
un parásito .~ e pend.e e~ ~ ~ocal idad . Si el efecto de la temperatura en Un ' r~hlarn01 de
una ¡ntera,celon hu~ sP d I efecto de la concentrac ión de oxigeno , decim: ceso lTleta.
bélico es ¡ndepend,ente e . s que no h
. ~ .. n temperatura X oxígeno- . . . ' a)
¡ntef3l.cJO b d ' nificac ión en un anális is de la varianza de clasificación d

Laprue a e slg b deber í h oble, la er é una sección. No o stante, e erramo s acer notar que l '.
spondra hasta a prox "1' d I Ió 1 Ospasopo d 9 l drían haberse acortado Ut 1 tzan o a ormu a simplificad ' 4

Y9 del cea ro . po . d ) .. 8 4 a para
d d ntre dos grupos Ilustra a en a seccrcn " En un anár . una

suma de ella ca os e l' .. d 1515 COn d
d I nas solamente la S.e de a interacción pue e calcularse dire 0'

filas y os co um • ctamente
como

(su ma de una diagonal - suma de otra diagonal]?[abn

, de la
/'",~tla I

varianza de

12,,')

v,
N
("'1 10,0
•

,

e-
..§. 7,S
o
'J

1;\

_ 2,5
M

O

clas if icación doble

,
'e A . scabra
\
\
\.. _ - - -

A . digila/is
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~li n idades no concluye el análisis. ,Los dat?s sugiere n que al 75 %de salinidad hay una
reducción real del co nsumo de o xigeno. SI esto es realmente cierto podría demostrarse
pol losmétodos de la sección 8.6 .

Cuando analizamos los resultados del ejemplo artificial en la tabla 9. ~ , solamente
hallamos significativa la M.C de la interacción. Así concluiríamos que la respuesta a la
sal in idad difiere en las dos especies. Esto se demuestra por el examen de los datos. el cual
[(\ela que al 75 % de salinidad A . scabra consume la menor cantidad de oxígeoo 'j A.
digilalis la mayor.

En el últ imo ejemplo (a rt ificial) las medias cuadráticas de los dos fac tores (efectos
p1irlcipales) no so n significativas en ningún caso. Sin embargo , muchos estadísticos ni
sijur ra las contrastarían un a vez que encontrasen que la media cuadrática de la intera:"
cKlnera significativa, ya q ue en este caso un enunciado completo para ~d~ factor tendría
¡xxo sent ido. Una simple man ifestació n de resp uesta a la salinidad seu: incompleta La
peencia de interacción nos hace calificar nuestras afirmaciones: el patron ~e respu~st3 a
mscambios en la salinidad es diferente en las dos especies. En consecuencia tendfl3l11.os
que d ib¡ lid especies En ocaso-escn Ir Curvas de respuesta diferentes. no parale as, para as os ... .
fles result . . .. ., l b l un análisis de la vananzaa unportante la pru eba de significación g o a en . ific
!I'lOdelo I .' d mo ·trar 13 S&OI K3'
.. ' a pesar de la presencia de interaccton- podemos querer .. e . ~ ;t~ . " ,,'con la

Cllndel f d . tera " IO n sn:nul..a 1\" d e ecto de una droga independientemente e su m .... • 1 la media
'U! del . du os querer ..-ontras ar
' ''d '. paciente. Para justificar este argumento po n arn l ) , J'pendientemente
'1/4 ratea e , l 11 e de: error m ..!ir n re concent rac iones de droga ( sobre 3 , ..

que l, ,\f C de l ' .. ianific at iEl '. a mtcracción sea sigm Ka wa. J un ml,delo mixto)
Cuadro 9 ) - l . ' d '1 '3' -socra JS para . )

Un m d . sena a adem ás las medias cuac ra 1.. :; l"t • . -Ipalcs .:onuenen e
u elo 11 E l . I . etec tos pnn.. . . E

cOrn n.o , ·:n el modelo II obse r\' :1I110Sque es uos , '111 t" de.' vananza. n
I'v ncntc d . , ' , I pn'IUll ..,\'ltllh )l1l " ~ .' n I/l()d e van:ln/J de la int eracció n asr como ~ l ~. " . "ion es sIglllI Il.'a llV3

clo II ). SI la Inh r3....
l'ontr:lslal1ll)s PT1lllCfI) (. 1 '\ Hl 'rrUr. '
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9.1 Análisis de la varianza de clasificación doble: prueba de significación

Antes de que podamos contrastar hipóte sis sobre las fuentes de variación aisladas I
cuadro 9.1. debemos familiarizarnos con las medias cuadrát icas esperadas para este mode.
lo. ~n la tabl,a .de análisis de la varianza del cua?ro 9. 1 mo~t ramo s en primer lugar 1:1
medias cuadrá ticas esperadas para el modelo I. siendo las diferencias de especies yI
salinidades del agua del mar efectos de tratamiento fijo. Obsérvese que la M.C int ra su~
~rupos o Me del error de nuevo estima la varianza paramét rica de los ítems. El más
un~rtante ~a.to a tener en cuenta sobre un análisis de la varianza modelo I es que la
~edla cuadratlc.a a cada nivel de variación incluye solamente el efec to aditivo debidoaese
n~vel , de ~rat~lento; con excepción de la varianza paramétrica de los ítems, no contienen
nmgun t~rmlJ1o de una línea inferior. Así, la M.C esperada del factor A contiene solamen
~e la vananza .paramétrica de los ítems más el término adit ivo debido al factor A, perono
~:Iuye adem.as efect?s de interacción. Por lo tanto , en el modelo 1, la prueba de significa·
cX)~ es sencilla y directa. Cualquier fuente de va riación se co ntrasta con la razón de
pruebas , de la.media cuadrát ica apropiada a la M.C de los erro res De este modo para las
prue as apro d ili . ,d d d ~Ia .as ut IZamos las razones de varianza A/ Error , B/Error y (A X B)/E rror,
o~ ~ ca a termino de trazo grueso significa una media cuadrát ica. Así A = M. CA. , Error
•. ¡'U ra'

Cuando hacemos esto en el e' Id ' '
el factor B la sal ' id d N' jemp o el cuadro 9.1 solamente enco ntramos significat""o

• JOI a. I el factor A . I . t . , l ' elas diferencias en de ox¡ J1I a In eraccion son significativos. Cene unnosqu
dos variables apa con~mo e oxigeno son inducidas por variació n de las salinidades(las

recen inversamente lac¡ d) f ici 1/de que las especies se d'f . re acrona as. y no parece haber evidencia su icen
des relativas de las m d~ erencren en consumo de oxígeno . La tabu lación de lasmagnitu'
líneas es idéntico S· e mban la secc ión anterior revela que el patrón de sig nos en lasdos
el . , In em argo esto de ¡ d A abro_ muy SUperior al H/J % de ' .. pue e m ucir a erro r, ya que la media de . se
ligeramente SU perior A salinidad que al 75 %, pero la de A . d ígitalis es sólo m~)'
cuando . u ~ue lascu~a d sp«les
'. le reprelltnlan gráf" .. s e consumo de oxígeno de las dos e
IOdlcación d . ICilmenle apa ree le¡ . t 92) esla. e una IOteracc" . en ejes de] paralelismo (véase figura . '
se w mpara 1 mn especie / sal" id . 1 . cuandoC<Jo a variam . rm au no puede mosl rarse significa tiva

~ IJ1l rasubgruplJ " 1h 1 . . nlrelJS
s,. a lar Urja d iferencia signiflCaflva e

Fig. 9.2. Consumo de

o '- ;) 50 i 5
% Salinidad

oxígeno por dos espec ies de lapas a tres salinidade
Datos del cuad ro 9.1. s.



FIIMtt: Datos de Vollem..-e ider y lre¡ ( 195J).

Ca/mios preliminares

..---

a b

1. Suma total = L: L: r = 603,6

- .... z
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) '\,'!lll ',, -l tM.l;~ ,ti)Z

10

, .
, - '"' Ll"2. Suma de los cuadrados de las observaciones - z: " ~. 11 'l3O _$
= (~3 ,S) ~ + _.. + (.:>,1)) - == - ,I_

di ídida por el [amano de1. Suma de los cuadrados de las sumas de columna In I

muest reo de una colum na ( b ) ' + (1'"11 a)'] "10 e "= " L: r [(BS,9)' + ,,' " =, ' ,'e'
L. = 10

b . . . tamaño de mues(r~(l
j Su d la, sumas de fila divid ida por el. ma e los cuadrados de

de Un a fi la b ( a )' + (,)0) ;JJ2] 1 'H- tI ,
= L: L: r _ [ (~; ,~r.f ", --, = 1 -- ' ,'
-~-- ~ - -1 1:::: ¡¿muno JI."

S. Su a. ño de muestrl"O tola
rna total al cuadrado y divid ida por el tama

Corrección

re. :::: ti: t_ll =o t can tid ad 1)
U'J ub

1 tro grupos de lecturas son tr atados como réplicas (Jotes) en este análisis.
os cua d¡ id comoLa profundidad es un efecto de tratamie~ ~o. fi jo , I~s las se consr eran

electos aleatorios. por lo tanto éste es un análi sis de varianza modelo mixto.

U,\lJRO 9,2 --:--'-=~~-'-~~-- -..,e lasifl .. d
n'anza de cmsr rcacion oble sin réplica

' de la v3 .
níl i~IS

A {o e} del lago Rot en cuatro tardes del ver d
¡ ",peraturas un análisis de la varian za modelo mixto ano e 1952, a lOProfun-
tI" Este es .

didJJes. ~
__ Facto r A : [h as

(a = 4 )
Factor B:

d'd desPro/i¡rr 1 a
ell l/letros

' 9 Ju lio 20 Ju lio 3 J Julio J Agosto "(b dO ) -
24,0 :!-4,G~ 23,8 24 ,S 9~ "O , r-

22,G 22,4 2:!,~1 23 'l !J1 I1 r- ,
222 22,1 .») I ')2 ,)

2 , --, - ,- ~~,G
o 1 ? 21,S 21,0 '1 1 ., S- .}3 - ,- - ,- a,_
18,4 H.I,:l 19,0 IS,~ -- .j I,J,,)

13,5 14,4 1-1,2 1:~ ,S 55,Yo
9,S UU 10,·1 UG 39,76 , ,

9 6,0 6,0 6,3 63 24,li,
5,8 - 9 6,0 a ,S ' ).~ -12 ", - , ,-,
5,6 5,6 ;;'5 5,6 ,)o) .\1515 --,'

148,9 151 ,.1 152,0 151 -~ f>U:3,G,
"-
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X Bl )' Bi(A X B), pero cuando A X B no es,. "
continuamos probando A, /(A I lar una u.e. de los errores combinada:::: (slJ!,cflifICatr.¡

Proponen ca cu . 'fi .. de l f ' ' Aalgu nos autores I . ) para probar la agm icacron e os e eetos princi a1 l1:8 +
S(¡nua )f(g· l AKB + g. ' I n u ~ i nua r contrastando éstos co n la AtC. de la interac~" es. ~
posición conse~vado ra es COflocedimiento . Solamente se da un tipo de modelo l?nYen

lib segurremos este pr B 1 ' S' 1 . mIXtoeeste I ro id fiic v el factor a eatorio . I a situación se inví n
I f cror .,j se consr era ~ • . A ' , 1 lerle la

que e acnn . d cambian en consecuencia. qu i esta a media cuadra' t' ' •d¡ . drát icas espera as . leaqu
me las eua . 1 fijo el cual incluye el componente de varianza de la ¡otera " e

senta el rratarmen o I • 1 f leatcr í CCIO~repre 1 d¡ uadr ár íca que rep resenta e actor a eatono contiene salame ;'. tras que a me 13 C '. 1 n te ~
nuen 1 J' su propio componente de vananza: y no me uye el campo
varianza de os errores "/ e d 1 f " 1 nente

, .. Po r tanto contrastamos la J ' -' e e ecto prmcrpa aleatorio co Ide la mteraccron. .. ., ne
"1 ,11e del tratamiento fljo con la mteraccion.error j a. . .

9.3 Análisis de la varianza de clasificación doble sin réplica

En muchos experimentos no habrá réplica para cada combinac ión de factore ~ representa.
da por una casilla en la tabla d~ datos. ~n tales casos no podemos hablar sencm~ente de
"subgrupcs", ya que cada cas illa contiene so lamente una lectura, Con frecuencIa puede
resultar demasiado difícil o demasiado caro obtener más de una lectura por ca silla, o
puede sabe rse que las medidas son tan repetibles que sea de poca importancia estimar su
error. Como veremos más abajo, un análisis de la varianza de clasificación doble sin réplica
solamente puede aplicarse correctamente con cie rtas consideraciones. Para algu nosmode
los y pruebas del análisi s de la varianza debemos supo ner que no ex iste interacción,

Nuestro ejemplo para este mode lo está tomado de limnología. En el cuadro 9.2 mostra
mas las temperaturas de un lago tomadas aprox imadamente a la misma hora, en cuatro
tardes de verano sucesivas. Estas medidas de temperatura se han hecho a diez prufundida
des diferentes y se ha visto que son muy repetibles. Por lo tanto , solamente se han
toma~o lecturas individuales a cada profundidad en cualquier día. ¿Cuál es el modelo
apropiad? pa~a este análisis de la varianza? Sin duda las profund idades son modelo 1. Los
~uat~ días, Sin embargo, probablemente no son de peculiar interés. Es improbable que un
mvest¡gador se pregunte si el agua estaba más fría el 30 de julio que el 31 de julio. Una
forma más sisniñ ti d ' df d

"O lea rva e enrocar este problema sería considera r estos cuatro las e
verano como muestras al aza '. ., df di de ¡,'. .. r que nos permitan estimar la variación la a laestratIflCaclO n de tem t 11

pera ura en e ago durante el períod o estival estable.
En el cuadro 9 2 se l ' d 9 I

. presentan os calculas. Son los mismo s que los del cua ro .excepto que las expr ' I _ I
muchas d lesIOnes a Ca cular son considerablemente más simples. Como 11 - ,

SUbgruposee als su~as pueden omitirse. En este ejemplo la suma de cuadrados entre
s a misma que la SUm d d . . __ te claro.

oo nsúhese la f" 93 I a e CUa radas total. SI esto no es mtul tlvamen 1
suma de cuadra~~ :ad '1 ' a cual, cuando se compara con la figura 9 ,l . demuestra ~ue a

. e os errores basad 1 ..•. d recldo eneste ejemplo A.,' a en a vanaclon mtrasubgrupos ha esapar· -, Una Vez rest ad lA)Yentre
das (factor IJ) de la 'i' e a a SUma de cuadrados entre columnas (factor e

es el eqUivalente de I~ ~ 't t~ta\n~ s qued~mo s solamente con una suma de cuadradosq~e
error en el análi si s de ~ e rl~ r.' .c. de la mteracción , pero que ahora es la única fuente la
dlSaepuf/eÍD. a vmanl.a. bta s.e es conocida comu la s.e rt'siduo/ o



ConclusIOnes - Al aumentar 1 f d idtemper l lt. _ a pro un I ad se encue ntra una disminución en [3
... a ura a tamenre signif¡ ti pinteracción ent l di tea rva. ara contrastar "días" debemos supone r que la

'- re os las y las prof d id d ' 'componente ad t d i ' un I a es es cero . No pued e demostrarse mngun
1 ¡VD e a varianza entre días .

9 S C (residuo: discrepancia) = S ·C.101al - S.C A - S,C n
. - ,tr ror ' 7 id ad 8 1 11::: cantidad 6 - cantidad - cantt au =. 1.. . .46 - 0.57 - ~ 119

::: ~ ,13 ,66

Tablo de and íisis de /0 varianza

Fuente de la
variaci ón g,l. s.c. M,e. F M .e. esperadas

r. - r A (columna :
días) 3 O5i 0, 190 2,;JO 7'8 17

'
+ ba'A,

r. - r B (fiIas:tfO.
fundida es) !l 2 11!)11l¡¡ ')'V r. 2,1\."j l,' · · a 2+Q1.-tn+ ....!:.... 1:~1- , , ) ,, )

r - Y.. Error
1, - 1

- r.+ r (residuo: dis-
crepancia) 27 2,23 OpS2G 17

'
+ a !AII

l' - r Total 39 2 1')') ,lfl__ , 1

Si se refiriete 1I if a as medias cu d - . de as K:atión doble del d a rallcas esperadas para el análisis de la varianza e
que P" I CUa ro f) I se d br¡ - ' nteara a gunos modelos ' . escu nn a por qué hemo s afirmado antcnom1e
debernol y pruebas de un ' 1" d ' " dobleR.lponer que la 1 , . ana ISIS e la va rianza de clasificucw'' .
puede COnlr- t n eracclón no es ' 'f' '.. ,- l:unen1t

ro , '" arse un m(Jdelo 11 ug m rcatrva, SI hay intcrucciu u- so _,1

n ra\tark el ' mient ras pu~'Utel f et nivel fiJo con 1, di que en un modelo mixtu sol~lI lle n le
a Ur ale' t ' a me la eu- el 1. 1' ' o p,ra

Cl"Jn "1 a OfltJ en Un mfJd"I' . ' ,1 ra ICí! rcsuJual. Pcro en 1111 muLlclo puro , I
'- reSidual '- v mixto toe " . . c1ra e!

fe lo ad a 110 r que pud 'é ' rla Incorrecto cunt rastar lus cfectoS pon "
Ih~J alg d I 1Crno. C(, ' . 1 ' He SCn

UIlt.J cbldo a l, ' l!'lIucrar (;on 'gurI¡Ja¡J (11lC 110 e!'ta I d
a Interac(;I(jf I 1 1 Icll a Itl

1, • eXarnc ll !o:e llc ral de lo ~ L1atos t C
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s e d. . e subgrupos_ 2122,'16S.C. de columnas_ 0/17

S.e. de filas e, 211966,

S.e. interacción "" 2,23 = residual

-- -I - -- ---- -- -
1S.e. de los errores-e O ,
------ -_ I- -- - - -

e lotal . 2122..lt.i
S '

9,~ noS co nv~ nce de que las t e nde n~ia s de .t em~erat u ra presentes en un día cualquiera se
rtproducen fie lmente en los o tros .d las. ~Sl, es improbable que exista interacció n. Si, por
qemplo. una fuerte tormenta hubiese agitado el lago en un día, cambiando las relac iones
de temperatura a diversas profundidad es, la interacción habría sido evidente, y la prueba
&lamedia cuadrá t ica entre d ías real izada en el cuadro 9. ~ no habría sido razonable.

Como suponemos que no hay interacción, las medias cuadráticas de las rilas r columnas
se contrastan con la ftl. C. de los erro res. Los resultados no son sorprendentes;el examen
casual de los datos habría pred icho nuestros hallazgos. La varianza aditiva no es significa
till entre días, pero las diferencias de temperaturas debidas a las profundidades son
illamente significativas, dando un valor de Fs = 285 1,1. Sería sumamente improbable
quetales diferencias se produjesen sólo por azar. ..

Una aplicac ión normal del análisis de la varianza de clasificación doble sin replica es el
contrasterepetido de los mismos individuos. Con esto queremos decir que el mismo grupo
~e individuos se prueba repetidamente durante un período de tiempo, Los ind.i"i~Uo s son
u~ fac tor (ordinariamente co nsiderado como aleatorio Yque sirve como r éplica) y la
dm .. . . fii por ejemploensio n tiempo es el segu ndo factor un efecto de tratamiento IJ O. '
pMríam d i ' d' indi 'id os a int ('r\·alos reaula-os me ir el crec im iento de una estnlctlHa en iez m 1\1 u , .'; I
ret Cuand dit ' J' 13 varianza (debido 3

f
Ose comprueba la presencia de un compO Ill' nte J 1 1\ 0 t .. "

¡Ciar al t ' 1 .' t ra" Io n entre elllcnlPO

Y
L. ' ca afio), este modelo supone nuevamente que no la~ In e II I ¡ 101ar,0
~s mdiv 'd .' ' J ' ,'JUI,r son para e 3S a ..

d,¡ ' I uos: es decir las respuestas de los dlstlll toSU1 1\1 ll . . . f isjolo' tices v
üemp O ' J ' "p'rlJn('ntl' ~ ns ~ ~ ..

P
' • o. tro uso de este modelo se encuentra en IversOS . 1; • -c to 1 la
IlCQlogicos I ' J ' inJi\"iduo~ con respcc

'PIt,'c" en os cuales exa rn inamos el nusmo grupo l , 1 '11' IUH n ilUllunidaJ
IOn de al , ', 1 l \~ ejcmp os I l .cree;. guna respuesta despu és del trat al1l1¡;J1 o. " 1" lJi 'ion:unientl' ,

", nte has las ¡ . -st It -radas tras e cor ~
y med'd as lIloculaclOncs de antlge1\o, rcspucs as J r .' 1)' -ste mllJl\ pl,Jel110S

I as de J " _ ' , ti , IHu,'ba~ . lO ,
tltUd' aprc n IZ<lJ l: dCSPlll' S ¡Je U1\ 1\Unh:f\\ l d " 'Imis1\W lJ,bl'flllto,

lar la ve l 'J ' 'J' ' t' IH\'ba ;\~ ¡;JI ~ ., "lica
0 l

OCI ad co n lllle l(¡(' l ratas H'lwtl ,ll11l l1 l \ '1 ' '1,.'(' ';'1\'' \$ ala~ qUt" an el . " ~.,', hs. prul' ), ~ ~ , . .
• ha PUllto final. U efCL'lo de trat;unil'l1hl lIjl\ Sl'lhl ll " . , t 1\' probJtikll1t'llh'
" n Su rnetid I ' '. , " 1"It UI\1, [l'prl'~11 JI!.l
"Il¡ rnu u as ralas. 1:1 St.'gu lHl l l l:l l'l\ll o ,1l, l ,

{'Si ra al '1/' I " I 11 1 " '11 \1( 1\ \ ., ,,11 te rill as d\-' la p n t1l a l' h Jl I l " ah ,

Fi 9 J. Represen tación esquemática de la dcscompo ' .. d
IS , . '1".1' SIClO n e la suma d

d
ados total en un aria ISIS ue la varianza ortogonal de 1, 'l'" e cua-

l , l bd i . eras¡ tcacion dobl .
réplica . Las areas de as su ivisrones no aparecen proporcionales e .sm

des de las sumas de cuadrados. a las magmtu-

, de la varianza de cfasificación doble

¡nálisIs

IOH,32 ~ 0,51

I OH ,3 2 ~ 2 1 1 9 6, 6

clasif icüc' .
{ IOn dOble

IOH,H9 _ '!

2JO .7R - 9 10R 32 -
.- - 2 11)

'·.46

1122 7,9H -9

t .c.

Analisis de la var ianza de

. ( . )'2: L r
7. S.C. A lS,C. de columnas )::: - b

= cantidaJ 3 - cant idad 5 = 9

1:. (t r)' _ t .c.
s. S.e.8 (S.e. de filas) ::: (1

::: cantidad 4 - cantidad 5 =
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CUADRO 9.1 (conllnuadónl

• •L: 2: l"' - r.C, , _
6. S,C.1o lal ::: ::: cantidad 2 _ can tidad 5 - I 1
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. bastante frecuente como para merecer disc~ sión aparte
Un case especial, lo. d los que hay solamente dos tratamientos o I es el de

I aleatoflZ 3 os, en . d. grupos(
loles cornp etos bié n como comparacIOnes aparea as p orqu e cada ob h

E 50 se conoce tam I . E 5ervaf'>,(2). ste ca . . da con una para el otro tratamiento . 51e par se e ~"in

para un frataml,C ?dIOva asoc l~nados dos veces o de do s individuos COn Cxpc r ie no~pooe de
1 ' os indivi UDS examl . tlasco
os rmsm d rdenar lógicamente los datos como un analisis de la Va ' muo
nes pa raque ~amoso TI3nQ de
clasificación doble. d i I 1

1" ste punto Supongamos que me Irnos e ano muscular de ti
Vamos a exp care· .' f " di n&llJPo
, di id los sometemos a varios ejercIc Ios rsrcos y me Irnos otra Vez su

de m IVIUOS. ." ha sid . d d . tono
1 e O el mismo grupo de individuos a SI o exam ma o os veces poo

muscu ar . om l' ' emol
d por pa rejas nuest ras lect uras de tono muscu ar , representando cada parcJ'a I d

o. en" , ícío) E d l I t . d as ,
un individuo (antes y después.d,el e~~rc lc lo . S!OS a ? ~ ~, ra an apropia amenle por Un
aná lisis de la varianza de clasificac ió n doble sin repl icación, que en este caso sería una
prueba de comparac io nes <lpa read~s, porque hay so.J,amente dos clases de tratamiento.
Esta comparació n "antes y despues del tratamiento es un modelo muy frecuente q
conduce a comparaciones aparea~a s . Otr.o modelo. mide s imp leme~ te dos estadios dUe~
desarro llo de un grupo de crgamsmos. siendo el tiempo el tr atamiento que interv iene
ent re los dos estadios. El ejemplo del cuadro 9.3 es de este tipo . Mide el perímetro
cefá lico en un grupo de niñas de cinco años y en el mismo grupo de niñas cuando tienen
seis afias. La comparación apareada es para cada niña, ent re su perímetro cefálico cuando
tiene cinco años y su perímet ro cefálico a los seis años.

Con frecuencia las comparaciones apareadas resultan de dividir un organismo u otra
unidad individual de modo que la mitad reciba el tratamiento I y la otra mitad el
tra~miento 2,. que puede ~r el c.ontro!. Por tanto, si queremos probar la potencia dedO!
antl ~.e nos o ale r~enos podrfamos inyectar uno en cada brazo de un solo individuo y medir
el dl3~el rO del a~ea enrojecida que se produce. No se ría prudente desde el punto de rsu
del .d.l5eñO experimental probar el antígeno l en el individuo l y el ant ígeno 2 en el
indwiduo 2, Estos individuos pueden tener diferente suscept ibil idad a estos antígenosy
podemo~ ~veriguar poco acerca de la potencia re lativa de los an tíge nos ya que ésta se
co nfundirfa por las resp ( dif ' l ' ' - . . ues as I erc nc ia es de los sujetos. Un diseño mucho mejor sena
inyectar el antlgeno l en el b -, ' ., '. razo izquierdo y el antíge no 2 en el brazo derecho deun
grupo de 11 indIVIduos y anal¡ I d " _.d bl . " . a Izar os atas COmo un aná lisis de varianza de c1aslflcaclon
o e IIn replica con n filas I¡ d¡ id

sea i dif ' 10 IVI uos] y dos columna s ( tratamientos). Probablemente
m I erente que un antrge . .

tuvil:'emol que di ñ. no ~ Inyecte en el brazo derecho o en el izq uierdo, peroSI

clC)n de len hum.a~ ar un¡ expeJl,mento de este tipo y co nociésemos poco sobre la reac, no, a 0 1 anl lgenos p d ' . l azar .anllgeno I al brazo . d o riamos, como precaución asignar a
rlC) 2 en el brazo ;" rV,"lr.u~r 1')) o derecho para los diferentes SU)' cto s in'yectando el anlíge-
f ...... 1 ar,,) . n eje I ' . ' I lar
rctand¿ una citrta ., mp o similar es la titu lación de ciertos virus de p an

Iebme' rCRJIt4ntu ~nccntrac lon del virus sobre la superficie de una hoja y contando lJs
ma ' uesto que las dife hui . jlid d unaneta ClJOveOC ICJrlll1de di I rentes IOJa l ti enen diferente susccptibíl! a , .
un lado del ntrvr) ce nt r~e( Ir a potencia del vi rus es frota rlo sobre la mitad de la hOJaI
tandard il , rntand¿ la (Jlr' . d ., ntroJoa mita de la hoja con una disoluclon ca

Otn, dl\t nf) que cordu .
dt, IrJdlVK!1Jf u: il (;()rn paracjfJ ' ' t se daI

JI que (;ljrnparten IJ • . nes aparcadas es cuando el IralanllCn o l ,i
ua eX pt rlf' w ,'· . bl '1ltal. " '. ~ a crunuu , " (1 éilla gc u ét ica o arn le

Anáfísis de la varianza de clasificaci ón doble sin réplica.

Tuh/a de análisis de la varianza

Fuente de la variación g.l. S.C. M.C. r M.C, esperadas

Edades (columnas b ,. 1

fa ctor A ) ( O,:JOOO lJ,:moo 3~lJ , 11 •• ,,1 + "tAJ +~ l~

Individuos (fi las
,1 + a"t.factor B ) ,

l-I 2,n:W7 n, I1'\'\.l " -1" a' · ·
~ -, - ,,1 + "t~.Re~iduo l-I 0,0108 O,lM.107i I

TOlal 2U 2 ,U·l75--
P _ 8~) P. 11111,1 " .3,SO

- 0,01[1, 111 I ' i 'all\ ae . 1 des e ~ JlIamente ngm re ,
l: onclllSiotlcs I.a ruzón de varian za para ~ua .1.0S «In mayores que los
Onclulln .. ' .1 I s mna, J(' ('1 11 11 • I nrerac-

e Oil qu e los perímetro s ce fál icos ue a Ur\.mer que al
o r r e ~ p . 1 " . ' . J P U1." W 'I J ~ entre

CiÓ ;)null: nlcs de las d e 5 ;1110''1. SI l' sIal1111S 1'1 • 1 1 M la \aJl an l J
n (} , _ 11' mente au\ IH

Ind . A I/ ~iI ccru , podem os huscur un \ 11 11 ,
1\"llluo!\ Iy o cucotu r ur ¡a!l ltl s SI)t IIl I Il';I I IH1
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¡,¡liSIS e

(3) destaca las sumas de fila que SO n nec . 201
Il.lInna ' 1" " di ' esaTlas para I "

"rO l s para el ana ISIS e a varianza de cJasificac "" d b e analisis de la va .
L--' 'lctl o IOn o le si • rlanza
!.OsC3 . mes que los ya presentados en el cuadro 9 2 10 replica de l cuadro 9 3·

lt>s mis . , y no se ex . •"n'" 'lisis de la vananza muestra que hay Una dif . ponen COn detall Lde afl3 . . 1 d I erencla ah ' e. a
11bb . jros cefahcos entre os os grupos de edad S· amente Significativa

une . . ' 'se supo . en
kil per un co nsiderable compo nente aditivo de la varianz ne que la Interacc ió n es

hay d·f " t t ' . .a entre las níñ,e[l), d blemente I ere ncras an o genet lcas Como ambís t imas. que represen.
' du a l ' In a es

!I~ método para ana IZar modelos de comparac"one -
1:1 01ro , s apareadas la bi
[.l pora comparacIones apareadas. Es muy sencilla d . es len conocida

ptUe~ Imitad del cuadro 9.3, Comp rueba si la media de lasd; aphc.ar y se ilustra en la
lI!un d' lectu ras en las dos columnas es significat ivamente dif erenclas de muestreo entre
ves e l " - E erente de una m di hi "

P, e la hipótesis nu a sitúa en cero . l error estándar COn el al e I~ 'pote-
tao q~.inda r de la diferencia media. Tiene que calcularse la co~u se dcont.rasta e~ta es el
"'" e (4) d 1 bl d um na e diferenCiaS yta en la columna e a ta a e datos del cuadro 9 3 Lo "1 - se
,[/Sta I . las m¡ " s ca culos SOn mr illas y las conc usiones son as mismas que para el análisis de la var¡ . .uy
,~ " 1 1 l a vananza de clasífíca
c~n doble. Este es otro ejernp 1) en e cua obtenemos el valor de F dentro del -
.• - '00 cuando elevamos al cuadrado el valor de I s error de

[NOIN , j'

\unque la prueba I de comparaciones apareadas es el método trad icíonal 1. ~ . ... parareso ver
!Sit tipo de problema, prererimos el análisis de la varianza de clasificación d bl S

. d " 1 11 " o e" ucilculo no es mas pesa o, evita la ar un~ raiz cuadrada, y tiene la ventaja de proporeio.
0lI una media del componente de la varianza entre filas (bloques). Este conocimiento es
útil por~ue s.i no hay c~~~onen t~ a_d itivo significativo de la varianza entre bloques, se
fOlría simplificar el an álisis y diseño de estudios posteriores similares, utilizando un
milisis de la va rianza comple tamente alea rorizado.

de c las i f icació
n dOble

por b -I = 14 g"/" , yP ": 0 ,00 1.

Análisis de la varianza

Ji-o 0,20 -° 19 - 19,t. = ~ = 0,0101423 = ,. ":t

f; = 3SStS5

lo que concuerda con el F! ante rior dent ro de un aceptable error de redondeo.
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CUADRO 9.3 (conti nuación)

Prueba t para comparaciones apareadas

Ji - (p, - " ,)
t. ==- 'D

- if . media entre las observacio nes apa readas
donde D es la di erenoa

(Ji • L D/ b • 3,00/15 • 0,20)

_ . lb es el error standard de D calculado a partir de las difere .
y SlJ - SD'\; n Clas
~bserrad as en la columna (.¡. ).

IL D' - (L: D)' l b = 0,6216 - (3,00'/ 15) = V O,0216/ 14
8D = \ b l \ 14

:::: .. 0,001543 = 0,0392810

= -!... = 0,0392810 • 0,0101423
8D '\ b ,1i5

Suponemos que la verdadera diferencia entre las medias de losdosgrupos,PI _
/J: . es cero.

Swanson, Latshaw, y Tague ( 192 1) determinaron electrcmétricamente el pH del
suelo para varias muestras de suelo de Kansas. Más abajo se presenta un extracto
de sus datos (sue los ácidos), ¿Difieren en pH los subsuelos de los suelos de la

_ superficie? SO LUC ION . F j = 0,894 .

6,5'j'
6,77
6,53
6, 'j' I
6 _·'.'-0,01
,I)~.J
• 111
~, ,,.

.í,56
" J"'", .
- \l:'
~..-
l',55
li,53

pR en ]á pH en el

Rico en sedimentos de arcilla
Sedimento arcilloso en la cumbre
Sedimento de arcilla morena .
Sedimento arci lloso con piedras precIOsas
Sedimento arcilloso de Colby
Sedimento arcilloso de Crawford
Sedimento arci lloso de Oswego
Cumbre de sedi mento arcilloso
Sedimento arcilloso Cherokee
Sedime nto arci lloso Oswego
Sedimento arci lloso Bates
Sedllne nlo arcilloso CheHll\ee
Sed ime nto utciflo so Nel,sho

Condado

Finney
\lon.tgo mery
1101 'upban
t'l' ell
J" ,U
Sbawnee
Cherokee
Greenwood
~ontgome ry
cb"tgomery
(}¡erokee

erokee
Cbtrokee

---~~~~-~-

f;rririos 9

1.1
~dría darse a ~pos de gemelos o parientes una droga o una p rueba psicológica. recio
bten~o el tratamiento uno de cada pareja y el otro no.

Finalmente, la técnica de comparaciones apareadas puede ut il izarse cuando los ind ivi·
duos a com~ara.r forman parte de una sola unidad experimental y están por tanto someii
dos a expenercus amble t 1 " dI n a es comunes. SI tenemos un grupo de J' aulas de ratas, ca auna
de las cuales cont íen d . "
h e os ratas, y tratamos de comparar el efecto de una myecclOn
ormonal CO n un control dr¡ "

Y util ' po fiamos inyectar una de cada pareja de ratas con la hormona
izar su compañera de ' I .

21 n para n ¡ 1 Jau a COmo COntrol. Esto daría lugar a u n análisis de la varianzaJau as.
Una razón para destacar or ue

!Olamente entre los '1 " ' P separado la prueba de comparac iones apareadas es q
. ana un de la var¡ - d 1 if ,. . ' li tiene unmetada de análisis al! rza e crasi icacion doble SJO rep ica,

ernatlvo yequ · l l . readai.que es el método tradic¡ 1d Na ente, a prueba I para comparac iones apa
ti caso de ~na e resolverlo.

ceñ " comparacKlnes apa d . UOS
ahcos de mñas de CIOCO area as presentado en el cuadro 9 ,3 analiza los penme si

la frente¡ de las niñas de y seu afiol COmo ya se ha dicho, La cuestió n a responder eS
de neo ñ~ telS atlo, ... . f . d 'nas e

a, ..... 1..1)' dato. se e m ' 'K rll Ica t lvamente más anchas que las e ru .
xp.men en las columnas (1, Y(2, del cuadro 9 ,) para 15 nIDas·
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Siguientes se han e xt ra ido de Un estudio .
datoS mas amplío de S k(..os LoS dat os rep resent an pesos secos medios (e o al y Harten

~,J (1 964 ). , S Tribolium castaneum, criados a una de ndm
d
g) de tres genotipos de

rabaJ O , . nS1 a de 20 e b
esca d harina. Las cuatro sen es de experi mentos re pre .scara aros por
~ramo e 5entan rép li cas.

Genotipo!
S eries ++ H b/,

1 0,958 0,986 0,9252 0,971 110.')1 0,9.523 0 ,927 0,89 1 O,ls2l:1
4 0,971 11010 09551

obar si lo s genotipos d ifieren en peso seco medioCompr .

5340,
5,WI

52,45

5,245

3 ,79
3,66
3,58
3,38
3,7 1
3,94
3,59
3,55
3,5.5
3,43

36,18

3,618

3,40
3,55
3,83
3,95
4,43
3.iO
3 ,30
3,93
3,S8
3,54

37,21

3 ,721

Holstein·Friesian J
'[ d 2 ene>,

J t a uro años Madu 2 '
fa anOl-4,80 ~,j5

6,45 ~ l '
""5,18 5,25

4149 4,;6
, ' 4
~t'" 5,18
5,70 472
5,4 1 5~s
4,77 4,SS
5,18 6,.»
" 3 . "° r' ;¡~_

Razas

Aysh ¡re Canadian Guernsey

2 años Madura ' 0110 5 Madura 2 añosNadura -
3,74 1,44 3,92 4,29 4,54 5,30

, ' 4 5,18 4,504,01 4,37 4,95 ' .-
3,17 4,25 4,47 4,43 5,75 4,59

4,28 4,00 504 5,043,75 3,11 ,
4,10 4,08 4,07 4,62 4,64 4,83
4,00 3,90 4,10 4,29 4,79 4,55
p - 4,41 4,38 4,S5 4,72 4,97-' 3,88 5 ,3~3,94 4,11 3,95 4,66

4,46 4,4ú ' ' 8 5,394,11 4,37 :J,_

4,25 3,;3 5,05 4,33 4,66 5,\)7

[ r 40,03 4J,I i -n,66 4.5,1 1 48,48 50,52
Y 4,003 4,117 4 ~66 4,511 4,Sot8 5,052...

L Y' = 2059,6109

9.3 Bla kestee (1921 ) estudió las razones longitud /an chura de las hojas de plantasde
se millero de segunda clase de dos tipos de hierbas llam ad as globo (G) y nominal
INI. Tres semillas de cada tipo se plantaron en 16 macetas . ¿H ay evidencia sufi-
crente para concluir que globo y nominal difieren en razón longitud /anchura?

Numero de
identificación Tipos

de macela G N

11).')..1.3 I,&i 1,;3 1,6 1 2118 2,23 2;321"...::..14
1&;-:..'1) I,&S ] ,70 I 4~ 2,00 2,12 2 ,18

J,.1 ~ 1,76
,

260If.ll'~ 1 1·~2 2,41 2 ,11
11)71)7 1lA; 1,4M: I ,(J~, 1 93 2,00 2 :00

1 ;1~ J,l.H
,

1190Ifjif~ 1,fj4 2 ,32 2 ,23
)f,77(J

1,70 J,71 1\71 2,48 2,11 z.oo
)f/771 I :..~ I ;,!J I 'l~ 2lJJ 2,18 2,1ü

1 ,4~~ f
H'i7n 1,!i2 I,fi'i I p4 2,13 2,2~1
11177.'} l,4k 1,44 I,.'i~ l,!J :~ 1p;, 2 ,10
Ifj77fj I,2Js 1,4.", 1,.'iIJ 1,77 2 ,lJ:~ 2 ,O~1" ',·1.i11,777 r J

· ' ',11 ~ IOI ¡ I,~fj 1,!Io¿11', I¡,711,7XJ, , 1,11 2,f1(¡ 1,!1 4 1,SOI 'Jf'
IfJ7's1 ' " 1,2'¿ I,4 ) 1,~7 l ,si 2';<61,47IfJ7fs7 I,n I fJ 2,2 -\ 2,00 " :.n1/,2 1/.01, ' , -, .)f,71fJ J/,1; 1 ,7~1 2,"'-' I ,¡;'~ ,I;S7 I i" 1,411 I ,f'S!i 2 ,10 2(J/J,



t. xanunaremos ahora los supues tos básicos del análisis de la varianza, Jos métodos pan
comprobar SI éstos son válidos. las consecuenc ias para un análisis de la varianza en caso de
vlO lJ( I~J n de estos supues tos y los pasos a seguir si no pueden reunirse Jos requi sitos
J)ebtrlamol hacer hincapié en que antes de realizar un análisis de la va rianza en un
problema d~ rnvesugación real , deberíamos asegurarnos de que los supuestos enumerados
en este capitule parecen razonables y si no lo son, debe ríamos tomar una de las divenas
medidas alternativas posibles para remedia r la situación.

La pnmcra sección (10.1) enumera brevemente las diversas suposiciones del análisisde
la vananza describe pr cd· .L ' oc trmcn tos pa ra comprobar algunas de ellas expone brevemente
a COmCCUe/lC l a ~ en C;¡ ~ ) de q • 1 ' ) d". ue no se cump en estos requisitos y (en este C;¡SO a
ImlrUCCIOlle i acerca de cóm -d 1 'd ' I o proce cr. .os supuestos incl uyen muestreo '11 ala r indepen-
cncta HIlllogcncldad de v • .,
1 ' I mari/u, normalidad y aditividad

11 mue \(JI caSOl la dcsvraci é d i ' 'fi
cane P' I I n c os supuesto¡ del análisis de la varianza puede recU lo

H r¡1/1~ ormación de IlIs d: t - ' , I ' ión
10 2 se da el r d: a os origina es ut ilizando una nueva escala. En la SCCC IO

un amento de esto y alaun: d i '
( uand« la. trilllsf . ,t> as e ;.15 transfo rmaciuncs comunes ,
, 1l1JnilclImcs Ion mcap: d ' losdtlaua I I de la van . d 1.. aces e conformar los datos a los supues

ál anza , enen utth/arse ct' '" 1 uesroan l' de I¡ V,marl/' l: . J ras técnicas anal fticas , análogas a prop
( a .ltas \011 técníc. s ' " ., 6fHnlj 'le expu\,fj ell ell , a no pararné tm:as mencionadas en la seCClon ., .
Intl d .a , esta técnicas $e 1'1 - do ti

IJ o P4famétraco f " u I Izan;) veces pur preferencia aun cuan
1.. . d o3no3 IS' de la vananl' ' . ' en te

r.pI Cl del c~lcu l lJ y ' a en Cite caso ) pueda em plearse legltlmam
allilh 1 r una preferenl:la de I '11 de los

10 paramétrlclI, 1, 0' lupues tm, generalmen te senc! oS
uandl - ' lace quc mUch()~ i ' .., bslalltt,
I ,eun 11 IIJ requl Id ' nVelllg..dorcl reClIrran a ellas, 1'. 0 o
I ni q ~1 I {J, el allal \ I mtnOS

j 111 I U I ,,111I JO 3 ' 1I (e 1.. vallaflza, estos métodos son de
JIT aUill, I d I exarllma Ir' é d ' apa¡;ese lA v.n"'lIa P' el 11 1 lo os no paralTlélr H:OS e

ar .. C.llolJ de d
~(J4 f )\ mueUras ~o lalllcll lc

Supuestos teóricos

CapItul o 10

del aná lisis de
la varianza

teóricOS del análisis de la varianza
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tu.. IcbricfI'oi del :lI1á lí'i i'i de la variarll..a
Ll» sllpllC!'t

II 1 ' 1" .• 1 'J l odos los ana ISIS uc a va nanza requie ren
¡/on(f1a ,' , en un estud io de los efectos de tres do",qd

ue
el mueUrco de mdi vld uos

ar- 1 SI. . , I e Una drce ( ,
JI al cada una, las CII1CO ratas as ignadas a cada trau . . ga mas un Con twl ,
'''''0 ralas '1' d armen.o deben sele
"'- 'nCO ratas uu Iza as como controles SOn las m.", . ccionarse alS' las el Jovenes o las m'

,.lf .1 sadas, mientras las asignadas a algún otro tratamiento se scle " a ~ pequenas o
lI1JS pe está claro que los resultados no son aptos para dar _CCI~~a n de alguna
mane ra, .1 J ' una eShmaclon no d

n d deros efectos uc tratamiento . La no aleato riedad de I lecc¡ sesga a
'"d\er a . 1 ' .1" a se ccctcn de la m

n ¡"arse en la falta ue independencia de los ítems en I 1.. I uestra
.A.o reue lid d r 1 d¡ ". , ,a ne erogeneldad de 1,

{P' o en la no norma I a ue a istribución, discutido todo . ' as¡rW1L1S. , r: . en esta seCC IOn Son
l. la' precaucIOnes sunc re ntcs para asegurar el muestreo al aza dun '. .1 bl . ,"" r urante el diseño

experimento o al muestrear po serones naturales.

¡_J nmJencia. Un supuesto establecido en cada expresión explícita para el val ."'r" , 1 J ' " ( or "pe, de una variante [por eJ~mp o, a ex~reslOn 7.3) era Yi¡ = JJ + CI. + f¡¡J el que el
>rT1lU\O error Ei¡ es una variable alea tona normal. Además, para comple tarle debe ría
:rmar lambién que se supone que los valores de e se distribuyen de forma independie nte
dintica(véase más ade lante).
Así. sí se ordenan las varian tes de un grupo cualquie ra en algún orde n lógico indepen

le de su magni tud ( tal como cl orden en que se han obtenido las medidas} le podría
serar que los valo res de Eij se sucediesen uno a otro en una secuencia al alar. Por
....ruiente . consideramos muy improbable una larga secuencia de valo res POSitiVOSse

Mh por una secuencia igualmente larga de valores negativos, Tampoco espe ra ríamos que
Jwnasencon regularidad va lores positivos y nega tivos.

Cómo podrían producirse las desv iaciones de esta independencia? Un ejemplo se ncillo
!tría un experimento en el q ue las unidades experimentales fue sen parcelas de terreno
nzadas en un campo. En es te caso se encuen tra con frecuencia que las parcelas adyacen
tn dan rend imien tos mu y similares. Así pues. sería importante no agrupar todas ,las
~celas que contienen el mismo tratamiento en una serie de parcelas adyacentes. SlOO

!!W bien alea turi zar la asignación de los tratamientos entre las parce las experimentales, El
"~I/) f" . d . . , ' 1' . la, parcelas experimentalcs
r''''''' 151CO e asignucron de los tratamientos a azar a
utgIlr¡¡ que los valores de E se r án Independ ientes. "'

La fal ta de independe ncia de los E pu ede resultar de correlación en tiempo mas que ,'n
tlpfCio l· ' . r d t ramiento registrando os, .n un cxperunen ro podr íarnos medir el erec to e un ra f d
""" d di . ., .. d d "udicada por e ectc e une lez individuos. Nues tra estimación pue e que ar perl di .ned f " ofl1'ensadas por iver

e ectuuso que resultaría al dar 5ubes timaciones sucesivas C ad uede
labre' . .. d I íhb rio por el opera cr p

_est lmacloncs. A la inversa . la compensaclOn e equ a1lerno3nles. De
ucn a b d d eso regularmenteso re y suhes tirnaciones de l ve r a ero p . I - derv'ndencia de

'VO en est . 1 " , I oblema de a no Ifl y-e Caso a alcatoflzacJO n puede supe rar e pr n individuos de
trrores p . . 1 "a en que se peia, ' Or ejemplo, pod emos de tennmar a secuenCI
. ~er~ "

h s gru pos según algúll procedimiento aleatono . la faJta de indepen·
ay nin " . f 'ón para superar

o. d guna Implc adapt ;,¡ cic'ln III trans onnaCI . nlO o la fonna en que
.. e lo b ' del expenme "'s errores. Dehc ca mbiarse cl disei'lo 3SICO' b ,.. de signrfícaClon
rea.lll-ad S' , l ' I"dez de la prue aal u , . I los (, no so n indepcnd lt:n le), a .. al

Puede resultar gravemcn te perjud icada"
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. _ E la sección 8.4 y en el cuadro S.:!, en los

'.J d de vananzat- n d d¡ h d ' 1 qUe heHomog/?llc/uo I dif encia entre os me 13S, se a le 10 que 1 rn o~
b t para a I er las var¡ as pru bdescri to la prue a dlid s si podemos suponer que as varianzas de las d e ~

I mente son van a I h¡ ié en el Os muestad ísti.:as so a I 1 hora no hemos hec 10 uncapre en e 0 , esta sup ' . eS.
, I ~uoque las a a f d d OS1C1Ón d{fas son igua es. . " . nzas también es el un amento e la pruebae' e

. en identlcas vana id d d . qUI\>'aleque los €ij nen dos muestras y en realí a e cualqu ie r tipo de " nt
T - de 1.1 varianza para . d am isis d

de an~ ISIS . Id J d l'on"Qn: as en un grupo e muestras es un prerrequisit . e
la \'ananza. La tgua Qb e "d,'s'icas Sinónimos de esta condición son homoge" Odlmpor.

arias prue ases· , . e, adde
ran ~e para v

h
edasticidad , Este término, etimol ógicamente griego, significa '

I'oruzn:as u omosc . d d . Igual.. díc¡ contraria (deslgualda e vananzas en tre muestras) se de .
disperslon' la con icion d ' d nomina

d' 'cid. d Como suponemos que ca a vananza e muestreo es una estun' ..neterosce 'asnct a . h id d aClOn
la rni lanza paramétrica el supuesto de ornogenei a de las varianzas,'de a nusma van' lene

sen tido intuitivo. . . .
Ya hemos visto cómo comprobar SI dos mues~ras son ho~~s~edastlcas antes de realizar

Prueba { de las di ferencias entre dos medias o un anál isis de la varianza para d
una F 1 h¡ . H . 2 1/ . 2....L 2 05muestras: utilizamos una prueba para as rpotesrs o : 0 1 y l . a l ..,... 02.como se ha
demostrado en la sección 7.3 y en el cuadro 7. 1. Para mas de dos muestras hay un método
"rápido y malo" , preferido por muchos debido a su sim.plicidad. Se trata de la prueba
Fmí •. Esta prueba cuenta con la distribución de probabilidad acumulativa de un eSladís
neo. que es la razón de varianzas de la mayor a la menor de diferentes varianzas de
muestreo. Esta distribución se presenta en la tabla VI. Vamos a supo ner que tenemos seis
muestras an tropológicas de 10 longitudes de hueso cada una , para las cuales queremos
hacer un análisis de la varianza. Las varianzas de las se is muestras varían de 1,2 a 10,8.
Calculamos la máxima razón de varianzas s~ áx/S:n ín = 10 ,8/1 ,2 = 9,0 y la comparamos
con Fm í l "¿a ,, j ,cuyos valores críticos se encuentran en la tabla VI, Para a = 6 y IJ = /1 _

1, Fmíl es 7,80 y 12 ,1 a los niveles de significación dei S % Y 1 %, respectivamente.
Conclu~os que las varianzas de las seis muestras son significat ivame nte heterogéneas.

¿Qu~ puede causar tal heterogeneidad? En es te caso , sospechamos que algunas de las
poblaciones son inherentemente más va riab les que o tras. Ciertas razas o especies son
re~a tlvame~te u ni~ormes para un ca rácter mientras que o tras son muy variab les para el
mismo carac ter En un análi si di' '. lIS e a vananza que represen te los resultados de un expen
danzad es muy posible que una muest ra se haya obtenido bajo condiciones menosestan
erizadas que las otras y , , bl"h por consiguiente tenga una varianza superior. Hay tam len

muc os casos en que la he te id d d . .,. 13di . rogene r a e vananzas es función de una elección lOcorree
e a escala de medida las '. . , I ,

d'f ' . uas vananzas va nan como funciones de las medias. ASI pues a
I erencias ent re las medi . . . ' bl

que sigue n l' d' 'h .. as orlglOan va rianzas heterogéneas. Por ejemplo, en las vana es
¡¡ IUn UC lon de Po' I ' d' Ylaspobl¡¡cifmes Con medo 15son, a va nanza es en realidad igual a la me la, ,

las mayores tendrán I E xcePCl.nes de l su puesto de h por o tanto varianzas mayores. stas e
r (lmllscedast icidad d ' f ' " ,por unatran ormatlrJ n adecu' d pue en a veces correglTse 3Cl l1le n e .

" a a, Olmo se di M:ut · . , Uo pnmereX¡¡men llIpldll C'JO re . , e postenormente en este cap ltu O . I
d pecl f) a a helerosc d " d " entre asme la y la Vanan/" e asllcl ad es com prohar la co rrclacJO n

. as (, entre la . med ' I , danzasi1umentan Con las media ( las y os rangos de las muestras. Si aS ,va ~_

(V (án apPJxlmadam cI,lmfJ en una dislribución de l'o isSII Il ) h s ral. ones S2I r ó si ) -
JO lr d d t ri e u mslanle. I .• <" I rianlv

1 eren lente CU as r il/ para as mUe!llril s Si las med ias y as va
fInes variarán arnphamcnlc '

' , icos del análi sis de la varianzas teO
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• ncias de una moderada heterogeneidad d '
onsel ue . if . . 1 b e va nanzas

L3Se I prueba de srgm rcacron g o al , pero las simple ~o san demasiado
d1\'6 para : estar lejos de la exac titud. s comparaCIOnes de grados de
~ftad pul'/~ación no puede hacer frente a la heterosced r 'd

Si lanans o e'todos no paramétricos (sección 10 3) as ICI ad, puede se r necesario
' alos m ' .

~¡Urflr 'dad. HemoS supuesto que los errores €i ¡ de las variant
Sorma!1 res que las varianzas de los errores de las divers es en cada muestra serán

....ndlen ' . I di ib ., as muestras se rán ' I¡tJtr' ue los errores siguen a 1Stn ucron normal Si hay d d igua es. y
,..eeo« . q dr¡ l¡ . ver a era duda d
¡jw.. al 'dad de los datos, po na ap icarse a cada muestra po acerca e
bnorJll I e ha demostrado en la sección 5.5. r separado una prueba
~flC3 COmo s I'd
~II se ' uencias de la no norma I ad del erra r no Son demas¡ d

LJS con e d d ' la o graves. Solamente
. 'bución muy sesga a ten na un marcado efec to sobre el nivel de ' ifi ..

_ diSln r: . d I di - El . sigm icacron de
b F O sobre la eucacra e rseno. mejor modo de correen la Ialt d '

bprue a ('. m oue cond b' a e normal] .
hacer una tranSlormaClon que con uzca a una distribución normal d I d.ud es. . . .. S· . .. e os atas,
e explica en la proxrma secc ron. I nmguna transformaClon sencilla es sati f ':oolO s . , . . -. IS actona,

~ uú1isis de la varianza deber ia sust ituirse por una prueba no paramétrica, como la
r-ilizJdaen la sección 10 .~ : . , . .. ,

~Jitil'idad. En un an álisis de la varianza de clasificaci ón doble sm replicación. es
resario supone r que no existe int eracción si se van a hacer pruebas de los efectos
~iPal e S' en un análisis de. la va.r,ianza mode lo ': . Este supuesto de no interacción en un
lIlilisis de la varianza de clasific ación doble, también se menciona a veces como el supues
00 deadiuvidad de los efec tos principales, Con esto queremos decir que cualquier variante
lIldividual observada puede descomponerse en componen tes aditivos representando tanto
lJs efectos de tratamiento de una fil a y columna part icular como un término aleatorio
¡¡pecial para ella . Si la interacción está realmente presente, entonces la prueba F se ra muy
ineficaz y posiblemente induzca a error si el efecto de la interacción es muy grande. Una
rerificación de este supuesto req uiere o bien más de una sola observación por casilla (para
que pueda calcularse una media cuadrá tica del error) o bien una estimación independiente
ddamedia cuadrá tica del error a partir de exper imentos comparables previos. .,

las interacciones pueden deberse a varias causas. La mayor parle de las vec.es significa
queuna determinada co mbinac ión de tratamientos, tal como nivel ~ de factor .-l al
oombinarlo con nivel 3 de fact o r /J , hace que una variab le se desvíe del valor espc ra~o .
Elladesviación se co nsidera como una propiedad inherente del sistema natural en ~st~d lO ,
tomo e l' , f ' S ' o ' uentran efectos similaresn os ejemplos de si nergismo o ínter ere nc ta . e e le .
cuando " ede ocurrir si se incluve unauna repltca determi nada es muy aberrante , como pu l. '., ,~
parcela . . ,. d¡ 'id o enlemlOse ind u' t en unexce pC ional en un cX¡le rime nto agncola, SI un 111 1'1 U _ '.
IXpe· , . " d d J 'f'renle e"pe~' le en un
"' dr,lmento fisiológico , o si pur error se incluye un IIldl" .uo ~ I edi)' Josfa~.tores

U lobiom',· " .. , "'ión SI el elecW t' l ~ .
,1Y8 e f1 CO , hnalmcnte , result ara una 111 erall d d" . L: 'w st' darllicara

enla v ' bl I ' l' ' '1 IUi!:lJ e a 111\ll~ . L. ~ .
~ , aTla e respuesta r son mu t1p ¡caIIVOS t:I ~ '
""! medIO de .

En I un ejemplo . , . d', . l ' \ l1l ultlpli.:au\l' ~ en
a labia 10' . .1 , tralamll'nhl a I l\l ~. d'

IQ L" , representamos los d('dOS ut: _ '3l1l '" qUl' la 11l~' 13
rUPole tico ' 1" I '1-" ,. n Jllbk , ~Ulllln~ l , ,hr1... ~ . alla ISIS de la varialll.:1 de c :ISI 1 ~ ,l l lt l . 'liJa all J3tJI1l1l'nto
"'rclnca e 1" l' h Illtll,,,tT.1 ~lll1l t d' 'I de f sP(' ra l1 a J1 es Ú' ({l , 1; 1\ lal t:aSll la II\l'l la ll. . • _, 'un d llhlJt,!,l J IIl\ tl

actor f I ' l ' l'bl'f11 ,,'r - ~q: I 'Jía
~~nc' I Y a tratami t'¡ltll 1 dI' lal' h IT } lt • . "unl III1lJ,IJ J a IIh '

IOllal E . , uH'1 I ,11'111 •sto C'S ;IS I p ll l'q lll' \.'ada 1;l( {t11 ;1 I
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tdlJ cua e~ términos. En este caso fallan los supUe5to~do o que Y/ j == IJQ/EII el prod

stOSIr . . I e normal id d d ' Ucto
~, media parametrlca genera 1J es constante e . a y e homosced .
J.d La . d ifi n cualqUier a T ' astí.". '1 recte de Iratalmento a¡ I iere de Un grupo a ot E ' na 151Sde la varianza

...n'I e el' r d li . ro. VIdente . ,
?"- las variantes ,j se up Icaria en un grupo en que Q f mente, la dispersión
e1llfe ~ """os que 1J. = 1, el menor ei¡ = 1, y el mayor 3' e t I uese: el doble que en otro
e,.."ong.... .. 3 I ' S' b . n onceSSIQ _1 I '
)111'- de r será - = .... In em argo, cuando Q¡ = 4 el r ' - , e rango de los
,kIres ces más amplio , de 4 X 1 = 4 a 4 X 3 = 1" u ' ango correspondie nte se rá
1II1ro re d . - , n rango de 8 Est d
. scedásticos. Po ernos c,o rreg lr esta situac ió n fáCilmente transfom os atas serán
betero loga ritmos. Obtendr ramos pues lag Y¡j = lag IJ + lag Q. + I armando nuestro me
~ en dástico. El análisis de la varianza comple to se realíz . ' og (Ii' que es aditivo y
.,."sre d tart a entonces con las variantes
""",orma as, " ,

¡ este punto muchos se senuran mas o menos incómodos po 1 h
'.. h" . r o que emos hecho La

,~ormac lOn se parece muc o a una pulidora de datos" e d d '
d i t i d h ianifi . uan o se escubre que aes ura prueba esta IS tea pue e acerse sjgn icativa tras la transfo .. d '

ec d I h bri id . )l rmacron e una sere
, ~ .toS aun cuan o no o a 1I a SI ° sin esta transformación no. d "

• U<I ' • I iust ifi , po emos sentu aun
.... recelosos. ¿Que es o que just ica la transfonnación de lo. da' s? E '- id I o, s necesarjo
ll.1I5I:umbrar se a la I ea, pero rea mente no hay necesidad científica de emple 1 I" ' 1 araescaa
lIIQ!o arit~et lca comun a a que estamos acostumbrados. La enseñanza de la "matem átl-
::1 moderna en escuelas eleme nta les ha hecho mucho por disipar la creencia ingen d
i~e el sistema de numeraci?n decimal es el único " na tural" . Se necesita gran experi~~ ci:
ro cien~ias y en el t~~tam len to de datos estadísticos para apreciar el hecho de que la
rsala lineal, tan familiar a todos nosotros desde nuestra más remota experiencia. ocupa
,;on relación a otras escalas de med ida una posición similar a la del sistema decimal de
!!IJJlleración con respecto a lo s sistemas de numeración binario u octal y otros, Si un
u ema es multiplicativo en una escala lineal, puede resultar mucho más conve nien te
:lJ nsiderarlo como un sistema adit ivo en una escala logarítmica. La raíz cuadrada de una

ble es otra transformación frecuente. La raíz cuadrada del área super fic ial de un
JTginisrno es a veces una medida má s apropiada de la variable biológ ica fundamental
lJllIet ida a fue rzas fi siológicas y evo lut ivas que el área. Esto se refleja en la distribución
oorJlUI de la raíz cuadrada de la variable cuando se compara con la distribución sesgada
d~ b~ áreas. En muchos casos la exper iencia nos ha enseñado a expresar variables experi
~,nlaJ e s, no en escala lineal, sino más bien como logaritmos, raíces cuadradas, recíprocos
~~~os: ~ sí, los valores de pH son logaritmos y las series de dilución.en titulaciones
!¡r b,k:lloglcas se expresan como recíprocos. Tan pronto como se esté dl~uesto a,acepo

Ia Idea de que la escala de medida es arbitraria simplemente se tendr á que mirar !a
·¡;¡¡bu '. ' .. u f e mas
'p ClOn de las va riantes transform adas para decidir qué transformaclOn 53 IS ac
'U·rosamente los requisíto s del análisis de la varianza antes de realizarlo. .

11 dato f ,frecuentemente vanas
. a ortunado acerca de las transformaCiones es que muy 1
I)nes de los Supuestos del anál isis de la va rianza se reparan simuhánheamenlle POd ~o:
transfo .. . f t ente basta acer os a

"'!klSCC(ij . rmaclon a una nueva escala. ASI. recuen em I ditivKlad de
efe Sl ICOS para aproxima rlo s también a la normalidad Yasegu rar a a

Clos del lrat .
C.l¡1kI0 le . amiento. . ificación Sle realizan con los

lt¡ns( aplica una tran sformació n, las pruebas de slgn d ordi nari.1menle en la
armados, pero las estimaciones de 13s medias se an

HOLA 10.1 .
, (diri,,'os v multiplica tl\'os.

Ilustración de e ectoSa .
FacrOr A--

Si la evidencia indica que d ' 1" de b, no pue en mantenerse los requisitos para un ana ISIS
Vaflan/a o una prueba r ' , _ . eba
dlferen le que ' se nos presentan dos posib ilidades Podemos realizar una pru .

no requiera I ' . ib cia'libre en lu d i' . os supuestos rechazados. tal como las pruebas de dlstn u
, &al e ílnahslS de l, v . . di , .. U stlJllndo

enfoque 't ría transfo I a ananza, rscutidas en la próxima seCClOn. n ~.

d rmar a variable a lí d . nsforma-a que fuuhan re' 1 ana Izar e tal manera que las variantes tra ,I\tr.

d I unan os requIsitos d I '1" ' lo senclJ'"e o que hará la tr r e ana ISIS. Vamos a considerar un ejemp , d ••
aru ormaclón U' .. ' '1' s e"vananza (completam I , na vanante del tipo mas senci llo de ana ISI ......nt

d I f ente a e¡¡tomad d i ' d rnpo-e a orma IKUlente ' y o, e C asific ac ión simple, mod elo 1) se esco ,
COn el e '1 IJ + Q , + ( E n adltf"CSrror ( '1 norm¡dme nte d , ib' 1/ ' n este modelo los compo nentes 50 , ~Il

ISr uldo S' b ' Sl tUa......
•. 10 em argo. pod1lamos enco nt rar una

~ -,

leual t I media de subgrupo esperada sometida al nive l 3 para el factor A y al nivel1
guarmen e, a " 1 di: 3 S S'

para el factor 1/ es 8. siendo las respectl~~s aportacIOnes a a me la ~ . 10 emb.argo. 1ri

I oceso es multiplicativo en vez de aditivo . como ocurre en una variedad de fen ómenos
epr , di f
fi~icoquímico~ y biológicos, los valores esperados serian muy 1 eren tes. Para el trata-
rruento Al 8

1
• el valor esperado es igual a l . que es el producto de 1 y l . Para el

tratamiento A)B] . el valor esperado es 15 , el producto de 3 y 5. Si analizásemos datos
multiplicativos de este tipo por un análisis de la va rianza convencional, halla ríamosqueJ¡

suma de cuad rados de la interacción estaría enormemente aume ntada debido a la no
adit ividad de los efectos del tratamien to. En este caso. hay un remedio sencillo. -Transfo
mando la variable en loga ri tmos (tabla 10,1), podemos restab lecer la aditividad de los
datos, El te rcer ítem de cada casilla da el logaritmo del va lor esperado, suponiendo
relaciones mul tiplicat ivas, Nó tese que los inc rementos son de nuevo estr ic tamente aditivos
(S e A. R = O), Lo realid ad , en una escala logarítmica podríamos escribir simplemente QI

=O. o ] =0,30. o ) =0.48, ~ I = O, ~2 = 0,70. Esta es una buena demostración de cómo
la transformación de escala, discutida con detalle en la sección 10.2, nos ayuda a satisfa·
cer los requisitos de l análisis de la va rianza.
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210 f " u" "ua Como las tra ns orrnac io nes ISCUtl as en este e '
escala familia r no tr~n~for~:dc~nnanl3 calculados en la escala transformada y ~~ltulo
son no lineales. los hml~e.s I '30 asimetricos. Sería pu es erróneo expresar 1Itasa

I ·313 ongma sen I d d i " e errocambiar a a ese .' I El presentar los resu ta os e a Investigación CO n . r
I scala enema . . I I vanablesl3ndard en a e ~ . ' roporcio na medias en a esea a nuevamente transf 1

. transfonnaclon. p u Ormad
que requieren . ' d fianza las imé tricos) en vez e por sus erro res standard a

"d por sus limites e con d f "' d ' 'segur as '11 d hallar si una detenn ina a trans ormacion ara una distrib "
U manera senci a e . 1 uCIOnna . . del análisis de la varianza es represent ar as distribu .

que cu m~la los reqd~lSItos muestras en papel probabiJ ístico . Transfonnando la e~~llO ned '
Iauvas de las iversas ,., d d ""d a el

acumu. d das de lineal a logaTltmlca, rarz cua ra a u otra cualq u"
segundo eje de coor ena . d¡ d bli id d lera,, línea previamente curva, 10 ican o o ICUl a , se hace recta
POdemos ver SI una 1 . b '. para
" " alid d (es conveniente refrescar la mernona so re estas técnicas gráfindicar norm la ,. di . leas

di d 1, sección 5 ,) Podemos buscar [imites e case supenores en e.....!.sestu 13 as en .• . d . ' "'-41

transformadas o emplear una variedad de papeles cuyo segun o eje. esta en escala logarít.
mica. anaular u otra. De este modo, no solamente c~mprob arnos SI los datos se normali.
zan por ~ed io de la transformación, sino ~ue ademas pod:mo s dar una, estimaci ón de la
desvíacjón típ ica transformada que se mide por la pendiente de la linea ajustada. El
supuesto de homoscedasticidad implica que las pendientes deberían ser idénticas para las
diversas muestras. Si las pendientes son muy heterogéneas. no se ha conseguido la hornos
cedasticidad.

La transf ormación logaritmica. La más común de las transformaciones aplicadas esla
conversión de todas las variantes en logaritmos. ordinariamente logaritmos vulgares.
Siempre que la media esté posit ivamente correlacionada con la varianza (medias mayores
acompañadas de varianzas mayores). es muy probable que la transformación logaritmica
remedie la situación y haga que la varianza sea inde pendiente de la media. Las distribucio
nes de frecuencias inclinadashacia la derecha se hacen a veces más simétricas por transtor
mación a la ~.scala logarítmica. En la sección anterior y en la tabla 10 .1 hemos visto que la
transformarnn logarítmica es necesaria también cuando los efec to s son multiplicativos.

LIJ .rralUfomuxii.m raíz cuadrada. Util izaremos una transformación raíz cuadrada ro
mol eJe~plo detallado de transfonnac ión de esca la"Cuando los datos son recuentos, como
os de insectos en una ho ' d "1 I '. ja o e ce u as sa nguineas en un hemacitómet ro frecuentemente
encontramos de utilidad la transf .. , ' bl
t d" ran stcrmacíón raiz cuadrada. Se recordará qu e proba emen
e estas l:>lribuelOnes sean de P . ., de

Paje.... 1_ · . ouson en vez de normales y que en una distr ibuclon
eon Id vananza es 19Ual I di . . . d

ser independient _ a a .me la. Por connguiente, la media y la varianza no pue en
es uno que variarán 'dé 1" raleescuad radas las vanan: , I n rcarnente. Al transformar las variantes en

. afianzas se ha rán gene I . e do105
recuentos incl uyen vI d ra mente independíentes de las medias" uan
sumándoles O5 La t a°sfres e cero, se ha visto conveniente codificar toda s las variantes

•. ran orm ió
La tabla 102 ac n en este caso es -Jy+ YJ

d d mueUra una aplicació d i" La uestn
e me 13 superior llene Una ' . n e a tra nsformación raíz cuadrada. ro .,

Detpués de la trandor .~ananl.a stgnificativamente mayor antes de la transformaClon.
nolifl " macron las var¡ ' 1 S paraCCiC IO n de medias 1" d' a n /.a~ no SO n signific at ivamente direren e .
dan l' , , as me IU Ir ' f 1 Y'.l

I Imnes de conflafl /a en lu ' d ans ormadas se elevan al cuadrado nuevalOen e
.Q trunsformu! vj" ga r e erro rcsstandard

fIUlfrm aflglJl Uf{O k fi/) '-tta ua f ' . I t afilI o"
ar, e e ptl1almenl JI ormaclon. conocida también comO a TI ,N"

e aprlJ plad" De a)l."
i:I para p(¡ rCCll lajcs y pruporciolles.
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de Ma nn-Whitney para dos muestras. observaciones ord d
Test U ena as, no apareadas.

tras de ninfas de la mar iposa Tromb ícuta lipollsky · (d
pos l11 uescrossley). La variante med ida es la long itud d '1 ~tos no Publicados
de DA n unidades del mi crómet ro . Los datos reales n~ a ase del quelicero
lJllÍiC3:s~ r: en el paso I solame nte se ?ecesita Una gráfica d~ I~rse::a~tan . Como se
dernu_o de muestreo de la muestra ma s grande se designa por n muestras. ~1
tam~~ña por n i En e s~e caso, .n l :;;: 16, n2 = 10, Si las dos m ues~ r:'i ~dedla .ma~
peiI _ no importa cual se designe por l . n e igua
¡¡mano,

" presentar gráficamente las dos mu estra s CO mo se expone m.", b id1 "e . d . a ajo. n rcar
' los ligamientos pomen o aster tscos o cruces uno sobre el otro ,

stos teóricoS del anál is is de la
supue varianza

212 d "ción típica de una distrib ución binomin I
d ucla e SVI3 1 . a eso

"" 4 ' se puede recor ar q 'oes constante para eua q uter p roblema, está el, ""
Clan .~ - l -P Y" f .. d I d¡ aTO que= /k .Como JI == p, .q - . I I . varianza sería una uncion e a m~ la. La transro
.,¡PQ¡' "d " "budón blOomlna a fln¡.
en una IStrl . .•
.. arco seno evita esto. Cp en donde P es una proporcion El térmi

con .. h lIa () == arcsen VP· 1" 1 " I no arC()
La transformaClon a . o seno-l . que simbo Iza e angu o cuyo seno

. . de se no Inverso 4 1 030 l á es laseno es sino mmo sen O431 encont ramos . , e angula cuyo
d A · si buscamos are . I d " ~ nocantidad da a. SI. ._ o seno ext iende las dos ca as e una d¡stribució d

t ~ nsformaclon are . d i " n e
es 0,43 1. 1.-<1 tra . reduce el cent ro. Cua n o o s porcen tajes en los dalo

" proporCIo nes Y . li 1 sporce ntajeS y 70 % eneralmente no es necesario ap rcar a transforma ..
originales caen entre 30 % Y g CIOn
arca seno.

130
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Unidades del micrómetro

•
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~luestra B •

" "

~Iuestra A

2. Para cada observación de una muestra (es conveniente utilizar la muestra más
pequeña) conta r el número de o bse rvaciones de la otra muestra que son de
me nor valor (a la izquierda) , Co n tar % para cada observación ligada, Por ejem
plo , hay cero o bservacio ne s en la muestra A inferiores a la primera observación
de la muestra B; l observació n menor q ue la segunda, tercera. cuarta y quinta
observaciones de la muestra B; 2 obse rvaciones de A inferiores a la sexta de B ~ 4
observaciones de A menores q ue la sépt ima de B, pero una es igual (ligada) a ella.
en este caso contamos 4 %. Co ntinuando de manera similar, obtenemo~ recuen
los de 8, 8 % Y 9 Y2. La sum a de estos recuentos es e= 36 lA. El estadlstlco U1

de Mann·Whitney es la mayor de las dos cantidades e y (n I n2 - C), en este caso
36Y, Y¡ l I6X 10) - 36 %1 = 123 %"

( u. _ n~nl)

/11 '12(111 I 11 1 -\ I }
I ~

l e ' para L... de' omparamos el valor de U = 123 Y2 co n los valores cnucos . d
la I bt s "1 bservado es dernasia oa a XIII. Se rechaza la hipó tesis nula SI el va or O , es
gn d l' - 1"4 las dos mue... r

n ,e, Como U O,O':!b l l&.loj = 11 8 Y O,OI(lf.IO] - - as las robabihda-
50n Sig nificativamente diferent es a 0 ,05 > P > 0,02 (duphcamo r
des porque esta prueb a es de dos co las).

En los casos en que /11 > 20. calculamos la siguiente cantlJaJ

, 'tn"cos en lugar del análisis de la varianza10.3 ~tetodo s no parame

"" d 1 t formaciones anteriores consigue hacer que nuestros datos reúnanSI mrguna e as ransn ., d " "
"" d I nálísis de la varianza podemos recum r a un me to o no parametncolos requisitos e al , ." . 'b "' "

"1 E " nicas se de nominan también m étodos de distri ucion-Iibre, ya que noana ogo. stas ec . i l i " "
d d d una distribución determinada (como la normal en el ana 151S de la vaTlanza),
epen en e " d d¡ ibuci dífsino que ordinariamente son eficaces para un amplio .r~ngo. e rst n u,clones 1 erenter

Se denominan métodos no paramétricos porque su hlpot e ~l ~ ~ u l a no tJe~e nada.que ver
con parámetros específicos (tales como la med i~ e~ el a ~a )¡sl s de ~a . ~ananza ) sl.no 9)la·
mente con la distribución de las variantes. En los últimos anos, el anál isis de la vananzano
paramétrico se ha hecho muy popular porque es sencillo de calcular y libera,de la preocu
pación por los supuestos de un análisis de la varianza. No obsta nte, deber íarnos señalar
que en los casos en que los requisitos se cumplen completa o inc luso aproximadamente, el
análisis de la varianza es generalmente la prueba estad ística má s eficiente para detectar
desviaciones de la hipótesis nula,

En esta lección solamente discutiremos las pruebas no pararn étricas pa ra dos muestra s.
Para un modelo que origine una prueba 1 o análisis de la-var ianza co n dos clases. emplea
mas la pruebe U no paramétrica de Mann- ívhítney (cuadro 10 .1 ). La h ipótesis nu la esque
las dos muestras proceden de poblaciones que t ienen la misma di str ibución , Los datosdel
cuad,ro 10, l son medídas morfológ icas de dos muestra s de ninfas de ma riposas. Co.mo se
ha ~lSto en el cuadro 10.1 , la prueba U de Ma nn.Whitney es semigréfica y muy se ncil la de
aplicar Se " a1 . 'flca-. ra especr mente convene nte cuando los datos esté n ya represent ados gra
men~e y no hay a dema\iados items en cada muestra,

otee que este métc"'r 1 , ,. . di id ,1rep" "
, . J\,I J rea mente no requiere que cada observación 10 IVI u .

lente un¡ medIda prec '~ S' d "alIzar
estas pruebo. A • l . , , lempre que se puedan o rdenar los datos se pue en re y
se estudian ~r~s l~;:o rs 1:~t' f~ , su pó ~ga~ .que se pone al descub ierto un poco de ca~~ía
regut tar ex el pe egada de individuos de dos especies de moscardas. Se P

a amente el tsernoc d 11 d ntc cero
en tempo cuand h' ,...J e ega a de cada moscarda , partiendo de un pu d ""

1_ o \e a expueu( l, se po fI
'.w ifur los tltm~ d 11 J a carne. Por olra part e. sim plemente d ~

" " 1 e eg..da d I d d' 'duo eespecie /J llega prlTTl' ,e a 0 1 C'lPC(; IC 'I , !C fi alafl(1o q ue I in IVI , de
IJ erlJ , a (;IJ ntlfllJ' c)f. 2 J' , d 'vlduoS
,'t~uldf) plJf 1;~ 11 ' d' a Hl IJIf IVlduII 'I de la e ~re cie 11 . I ll c~o 3 111 I así

ega a lrn uhá nei:l de d ' 1" " ' "'CiliO' , Y¡H lt , e cada C ~ pCC Il.: ( UII Ig .HT
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d
colas depend iendo de la hipót esis. Un .

o os 1 les reou ¡ a compllcac " d¡
lt 1l[l3 S I¡<ladas. as eua es requieren la fórmula mé d Ion a leional surge d• ciooe D • s etallada e

\>b llri3 ro 10.1. No obstante. se necesita un nÚmero considerable qu~ se muestra al final
Jd (U

ad I esu1tado de la prueb a apreciablemente. l as ~e ligamientos paraque
. '[ ~ll :l r l id t : 1 Co nceCClones l¡lIt> I" cramcnte e va or e S' por o tanto la fórmul ' . para Igamic ntos

JomCl1lan I¡; a Sin corregir es más conserva.

1~1. niente adquirir una comprensión intuitiva del f d
Es~'()nve . d un amento de 1

b de Mann-Wh¡tney po emos considerar dos Situac 'o es a prueba. En
Lo I1rUe a . id 1 nesextremas' eur tras se solapan Y COlnCI en completamente' en el ot ' . n un caso las
J smues . 1 ' ro están bastante se d
o undo caso. SI tomamos a muestra con las variantes d pac a as.

En el se
Je

la muestra que se contrasta a su izquie rda' es d e. meno
d
r valor. no habrá

nunlOS di ' b . . ecu, po emes pasar cada
~~ .....ación de la muestra e va ores mas ajes sin que tenga ningún üem d I d
l1\IíC" •. d P I t ra r ¡ . h bié e a e valores
IIlÍp llOSa su ízqu ier a. ~cf e . con ran? SI u ~esemos empezado por la segunda todos

untos de la muestra m error estarían a la IZquierda de cada punto di ' .OSP 1 I e a superior
~ ue5trO rccuen to to.t a sert a por ta nto el recuento tot al de una muestra multiplicado por

I1ot31de observaCio ne s de la segunda muestra, lo cual da 111 fI" De este modo t
, .lI d 1 . pues o
~ue se nos ha die 10 que tomemos ,e mayor e OSdos valores. la suma de los recuentose
onln: - C. nuestro resultado serta en este caso 1I ¡ 1l2 • Por otra parte. si las dos muestras
coincidl.'n complet amente. entonces para cada punto de una muestra tendríamos los
pu ntos ínfetiores a él más med io punto para el valor ligado que representa esa obse rvación
cnla segunda muestra.el cual está exactamente al mismo nivel que la observación que se
rcsdera. Una corta experimentac ión demostrará que este valor es [n(n - I )/~] + (nf2)

=",2 /]. Nat uralmente el rango de posibles valores de U debe estar entre éste y ni n2• Yel
norcrjticc debe estar en algún punto dent ro de este rango.

Como resultado de las pruebas del cuadro 10.1 nuestra concl usió n es que las dos
muestras difieren significativamente en la distribución de la lo ngitud de la base del quel i
cero. Está claro que las mariposas de la muestra A t ienen las bases del quelícero más largas
que I3sde la muest ra B.

Finalmente presentaremos un método no paramétrico para el modelo de ro,mp ar3ci~.
!leS apareadas, discut ido en la secció n 9.3 e ilustrado en el cuadro 9.3. El método mas
IDIpliamente util izado es la prueba de rangos con signo de U'ilCOXOfl , ilust rado en .1.'1
cuadro 10.2. El ejemplo al que se aplica aún no se ha encontrado. Registra eltamano
.1' 1 . d 1 los
• 11 de camada en dos razas de cobayas mant enidas en grandes ro omas ~ran e de

1IIOS 1916 hasta 1924 . Cada uno de estos valores es el promedio de un gran numero
'1"'9 adas. Obsérvese el paralelismo e n los cambios de la variable en las dos razas~l~ur3nte

11 y 191 8 ( _ de cuidados v a limentosanos de guerra para los EE.UU.), una escasez . . .
conduJ'o a d d E ruante volneron mejores
rond. . un escenso en el núm ero de crías por cama a. n , Iq ... ..

1ClOnes 1 ' nte Ob secvcse que en - -
0[.... . ' e tamaño medio de camada aumento nuevame. . . ' .1 l:'1u ~tuacio'

' Q \1.'7 se r n. . . t U nriendo que o as ;1 \,.
," so'd e eja en ambas líneas una caída substgUlen e. s ~ d tratados como

n e caus bi . te que los aros seanOlmna' a um iental. Es pues muy CO llvemcn e .' \' las diferencias de
r raclU nes a ' ti . di " c uno re llh ¡;a¡; l llll~ S . O'

r1l.a~ parea as, consideran o os J ILOS l (' ) del cuadro I .-
como lo 1 . t n La columna .' e .

pr~n t 1 S rat amlcnt os fijos q ue se contras a . -b r de comparaC Iones
a as dif . d ' , I · Z ~H · ' una prut a .lParead ercnclas ('0 11 las cuales po ClJ rea I se difcrc \ -ias se ordenan Sinas co . '·1 . I 'sl:! S II('r\;1 \,. . 1

ClJl1l iJ, nvc llclu na l. Pa ra la prueba lit' \ \ 1 \,.' 1,1.\0 1 . e .. _, '¡'slfi 'acomú I.y a
(fur el .' " . l . I t. 1ll11ll111:! ~t l J . \,.

·\Ig llo de tund o que la d lkn'll l'l a ;l 1St) U .1

varianZa

10
000

o
720

S
,50-1

-,
33u
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Supuestos

4
UO

3
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CUADRO 10.1 (continuación) ., .

d te la dislTibuc¡on normal. El denominador 1'" e
. jma amen 111 - s Un

que sIgue aprox a la si nificación de 's en la tab la respe ct ~ a los valo a
co nstante. Se busc g prueba de una cola o de dos co las segun requi res

. . d í ) para una . ' lera I
Crl flCOS e "¡""d ecen valores ligados. la formula anter tor SI:: modifica a
hipótesis. Cuan o apa r como
sigue :

1, 2 2 2 o 2 2 3-T, 6 6 6 6 6 6 24
•
L T, = 6 + 6 + ... + 24 = 60

214

En esta expresió n Ti es una función de, ti' el ~úmero de variantes ligadas en el
grupo de ligam ie nto t. (Esta t no esta relacionada con la t de Student.) La
función es Ti = tJ - ti , calculada más sencillamente como (ti - I )t ·(I · + 1)
Como en la mayoría de los casos el grupo ligado va riará de t = :2 ~ : = I ci
ligamientos. damos una pequeña tabla de T sobre este rango; la suma de T· se
hace sobre los m ligam ie ntos diferentes. 1

•
Por ejemplo, SI tuviésemos que calcular L Ti para el problema anterior (no
nec.esano puesto que n I < ~ O) , calcularíamos ti = 2 para las dos primeras
vanantes ligadas (1 07 un idades del micrómetro). Igualmente. construiríamos una
tabla para todos los valores de ti y Ti de este problema.

suces~amente . Si bien estos dat I T .
los metodos paramén¡ os ciasi icadcs u ordenados no podr ían ser nnal izadospor

. ICOS ya estudt dI ' .aplicables. la os. as técnicas del cuadro 10.1 so n completamente
El .
.. metodo de ci lculo del estadístic . "

y W¡Jcoxon es directo o de muestreo U para las pruebas de Mann-Wllltnt)
, T , COmo se demuest.r . . ara

- l. \.• ,J se exponen en I 1bl la en el cuadro 10 l Los valores cn rícos P
de a a a XIII q . . 1 año

muestreo mayor!1 < 20 La . uue es adecuada para casos en los que e tarn
de una cola. P3Ta una

l
prue b' · d ' s probabilidades de la labia XI II suponen una prueba

probabilidad representado ea e dos colas se debería mult ipli ca r por dos el valor de' la

d
aparece cau al final del cuad" e"lotabla . Cua ndo " 1 > 20 se calcula la expresión que

e·v lante ro _1. I'u t ' u03
normal , consúltese la tabl. d el¡ o que esta expresió n se distribuye como des

a e I (¡é1bla 11I ,. para t ,, (.;, ) util izaudu prubabilida



l . Calcular las diferencias en tre los n pares de observac iones. Esta s se introducen en
la columna O), se ñalada como D.

2. Ordenar estas difere ncias de menor a mayor sin co nsiderar el signo.

3. Asignar a los rangos los signos o rigina les de las diferencias .

4. Sumar los ra ngos positivos y negativos por separado. La suma que sea menor en
valor absoluto, T, >se compara con los va lores de la tabla XIV para n ~ 9 ,

Como T, = 1, que es igualo menor que la entrada en la tab la para una cola Q =
0.005, nuestra dife rencia observada es significativamente diferente de la de la ce
pa 13.

Para muestras grandes tn >50) se calcula

T._n(n + 1)
t, _ 4

nln + IHn + 1)
, 12

donde T, el COmo te definió l id ca
'.--len la tabla 111 en e pun to 4 arnba Comparar el va lor calcu a o

Raza 1] D R ango (R '
Año Raza B

2,68 2,36 +(),:~2 +n
JIUG

2,4 1 +0,1n +8
HIl j 2,r.o

+ 0,04 +2
1915 2,-13 2,39

+U,05 +3
" "" •) 85

1919 -,-" +0,12 +72,9-l <} o,¡"
nl".?O -, -

-0,03 - 1., ~O 2731921 -, ' ,
1u:.'2 2,uS <l ~ s +0,10 + 6-,"
1923 <) 9:0- 2 ~!.I + O,0U + 5-, ' ,
1924 ,) So) 2,7t; +°107 + 1-,

Suma absoluta de rangos negativos 1
Suma de rangos posit ivos H

Fuen te: Datos de S. Wright.
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, 'bsolota máx ima (de las nueve diferencias) 1 if'i

' 13 a d - d 1 fil - se eras¡ lea co (di:ccn omo prome lOS e as l as; aSI pues si la cu me J. Las fi las ligad
1ulan C l ' · ' . arta y quinta d'f ' as

¡tcac a nitud absolut a ~e es a.slg na r l~ a ambas la fi la 4,5. Un _ I erencla tienen la
rníSJ11arn ~ 'nal de cada diferencia se asigna a la fila co ~ Vez calculadas las filas

. no ongl fil . ivas o d rrespondlente A ' '
d ~ suma de las I as posut vas o e las negativas, la que sea . con tm uac iú n se
¡1leuJa la , a T ) Y se compara con el valor crít ico de T e 1 tblaX en valo r absoluto

denonlln s I ' n ata la XIV I(st I rrespondiente . A a vista de la significació n de la SU d ' para e tamano
JIll est raB ~~cnc un tamaño de camada diferente del de la raz ~3a Ee fdas. es ev idente que
, "" I 1 a . sta es una prueb'". calizar, pero natura mente no es tan efic iente Como I . a muy
fjc ~ d~ r'ca la cual sería preferible si se cumplie sen los rcq: '~Ot rrespo ndl~nte prueba t
nlrarnetrJ , . , difet enc¡ ISlas necesanos Hay
r- tar que se necesitan seis I erenc ia s Como minimo p l¡ ' que
hlcer no W'I E · ara Tea llar la prueba de

S co n signo de I coxo n. n SC IS comparaciones apareadas tod I dií .
.~ . 1 b . as as I erencus
dtbenser del mismo slgnod Para que

d
a p r~l~ a sea sig nifica tiva al 5 %.

P 3 una muestra gran e se pu e e ut üizar una aproximación a la curva I
lJ ID ' Ob . 1 norma .que se

píesenta en el cuadro ._. servese que as magnitudes absolutas de estas diferencias
desempeñan un papel. solamente en tanto en Cuanto afecten a las posicio nes de las

diferencias. , ' ·11 1 ba desí -Una prueba aun mas senci a e,s a p" .1e a de. signos la cual cuenta el numero de signos
rtivos y negat ivos entre las difere ncias (om itiendo todas las diferencias de cero ), En

~lICes contrastamos la hipótesis de que los 11 signos más y menos se muestrean de una
población en la que los do s tipos de signos se presentan en las mismas proporciones. como
pIIdiera esperarse si no hub iese verdadera diferencia entre las dos muestras apareadas. Este
muestreo debería seguir la d istr ibución binomial. y el contraste de la hipótesis de que la
irecuenc ia pararn ét ríca de los signos más es p ~ 0,5 , puede hacer se de varias maneras.
VI1110S a estudiar esto aplicando la prueba de sig nos a los datos de cobayas del cuadro
10.2, Hay nueve diferencias, de las cuales ocho son positivas y una negativa. Podríamos
!guir los métodos de la secc ión 4 .2 (ilustrados en la tabla 4.3) en los cualescalculamos la
¡robabilidad esperada de muestrear un signo menos en una muestra de nu:~e en el

testo de que jJ = 4 = 0 ,5. La probabil idad de este suceso y todos los "peores es Igual
10,0195. Como no tenemo s nociones a priori de que una raza tuviese un tam,a~o de
camada mayor que la ot ra ésta es una prueba de dos colas y dupl icamos la p robabllrda~ a
.' - ' ' 1 dequep =0,0390. Sin duda éste es un suce so imp robable Yrechazamos la hlpotesls nu a

1=O~_ .
e l' d It muv pesado si no se tieneomo e calculo de las probabilidades exactas pue e resu ar '" ' 1 1

Imano una tabla de probabil idades acumulativas binomiales. otra poslbllKiad es unnzar 3
bla lX . ños y resultados de muestreo.

B . que da límites de confianza de p para vanos tama I 'edad) em.:ontra-
:ncando tamaño de mu estreo 9 e r ~ I ( número que repre~n~a~;flro:~r interpolación,
~~ que los límites de confianza para el 95 % son 0 .~28 ~' '1 por lo menos al nivel
~~C ~Y~n.do así el valo r p = (i = 0,5 postulado por la hlpoteSls nu al' 'mero de signos más
'Ie~n lflc'" d . rob3ble que e nu .
¡ ación el 5 % podemos co ncluir que es unp d. ·b ión de dos colas: SI

llIenos se 1 ' fi ' )"·al1 una ísm uc .. - dbae a e mismo. Los lím ites de con lanza unp IL _ 1d ' nificación de 0.0_) e
ertlos Una d d - un ruve e stg 1 te0, 1' . prueba de una cola podemo s e uctr d I QQ %. ;--13tura men .
Imiles d · '. 10 005 de los lunltCS e I d¡ • ión

e¡¡¡ e confianza del 9 5 % Y un ruvc , I d estu \'lcscn en a lfCI,.C
prUeba d . - ' los resu ra os 1 adro

~ . h¡ e Una cola solamente se (l'a lizJfla SI • '. " -1 ral a IJ en e cu
IPOte ' . I ar iva lu e~ que a

SIS alt ernat iva . Así , si la hipútCSIS;I tern.1
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f !loe' me) J 33 I . e, ran no dltcnr IUC: SO l U( IO N . ( s entre lJ lI cxpcrunen!t,. () y Ir IgOIII..<lh
me nte.· l' d )

.. de bacte n as en cm e leche de tte va c 0 . 0 , .,

"rJle ru ...m dUd en Ir d1 ~ u d Park Wl1 h4irns y Krumw iede , In4, e pene f,
fdalOs e '

S I cs t() ~ leork o.'i rJu/ III lldí .li / ,r.¡ ell) J.• IJp' , . -, V;,,¡ .
"r'lr,2/8

d q ue la rala 11 . 110 no !! hlJhi é ll~rn lJ ' m 1
(lo de cama ;J • hservadn d jJ e l¡¡¡l!f

lO., renta mayor lama , . que la propor cJon 1) sc rvaun ue ar10s que cxh' "
- L.. . 'Jf CcJemp o, ya . 1 'J. hJcn e

' ''' JJuIO CIJ prolJ•J1 e ,.1 1" u m1JC~lra \ mayu tes, poucmos ut¡ /I,ar la ¡¡prl ti
,1 de In mrt au ar : ( y I J)(Jfn~ c lf
rclaCllÍl1 e/a menor ' ', 1dcl lilgU lcutc modo 1, Jil o y (y k, I-Jj, JrJ
norma l a la dr rnbución bHl~:m lil , ún t ipica de la d lsuibución hill lJHl ial rn()lh "~/ ~'Jq

1 'dla y la uCSV¡óU,: 1 GUa, t h l.
UflllJycndo a me .' ,lmll lmos que " representa k y UrlJnern fJ ~ que ti

' 2 111 f1uc\ lru , :ISO. au sr: 1" e I J I {J '1
~C' lon " . ' (y %n )/v Y•n ( y Yl l1 ) ny " , ~ varo r de l . \CCtJIn '

0,5 flor IrJ tanto , IJ I . ' l. IIJ tllJlizalldo una u do s colas de la d i!>l rihU cí(,II ." úp~ra
I I 1 en :1 tan a , • , ...:g rl

entoncc CO I1 ,,'" 1 • • I de mue rreo » ~ 12, es ta es uua ap rox lInación lali!fa
f e (uandc C' Iamano u , 1 • • CtrJr;

JU " I4
U
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/{ "XI/m y 10 4
gl'OXrti { 1f U n •

( .I :l'J;1 :t'l jj .f ,;,!I
• 'lri I !}?\ II I IO,I r,
8 1\',j ji ; i ~;l I ~~,

l. Jt'rf lt'io \ lO
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ejercicio fJ. I , utiliznndc la p rueba del rango con sjgnc de WII¡,:ü xün SO l U r{J~

t , 3k ;J' '> 0 ,10 .

10
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" '1 1 11. 1 . ,_
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221..rroduceión a la regreSlon

11 1' ,"-I 1penSaJUlento cient I(jCO atañe a las relaciones
.l3Jl plrte.de' n una relación causa-efecto, Nos COntentareent re pares de variablesque se
V' sun e funci 1 mas COn estable I f

ti" d relaciones unciona es entre dos variables dei nd cer a arma y
..,. · :3do e I d¡ . . eja o la demo Sl ..
~"'" sa.efecto para os proce umemos establecidos di ' . raocn de· nes ('3U , . e metodo clentffi l '

," 3 relación matematlca que nos permite predecir ' al 100 . u na
11 6 un . d al que V ares de Una . bl
, den a determma os vares de una variable X Esta 1 ., vara e
;respon 1 f ili - re aCIOn escrita 2: I;o. r == ¡lA'). nos resu ta am lar a todos. . gereraí.

-<," ¡omo 1 ,. d 1 fUIl1 rf2res ió n linea upica ~s e a. orma repr: sentada en la figura 11.1 .la cual ilustra
'. -de dos drogas en as presiones sangumeas de dos especies d ' al

eledO ifi d ~t" e anim es Lasrepresentadas en esta gra tea pue en expresarse por la fórmula l ' == ¡
",ti'S, funci d \ ' A l ' bl l ' ,_ , a bX,· te } es una unción e . . a vana e Id denominamos variabted _~.
:1Ii1en . _. bl 'nd di epcflu lenre,
lIú'1S que X se den? mma l 'arIa e 1II epen lellte, La magnitud de la presión sanguínea
.~nde de la .can t ldad de la droga X ~.po r lo tan~o.puede predecirse a partir de la

¡.~b1e independ le~te . ~ue se supo ne es libre de vanar.. Aunque una causa siempre se
usi1eraríi una vafiable independ iente y un efecto una variable dependiente. una relación
-onal observada en la naturaleza puede no ser en realidad una relación causa-efecto.

~~~J mis alta es de la relación Y = 20 + 15X. que representa el efecto de la droga A
_e/ animal P. La cantidad de droga se mide en microgramos, la presión sanguínea en
_ erres de mercurio. Así , después de haberse administrado -l v.g de la droga. la presión
..,J¡," "ría r = ~O + (15)(4) = SO mm Hg. La variable independiente X se multiplica
'(-un coeficiente b . la pendiente. En el ejemplo elegido. b = 15 : esto es. para un

iJemento en la droga de un rnicrogramo la presión sanguínea se eleva en 15 mm.
Enbologia. esta relación puede claramente ser apropiada sobre un rango limitado de
Ibr~ de X so lamente. Los valores negativos de X no tienen sentido en este C3SO ~ es
-. able que la presión sanguínea continúe aumentando a una velocidad uniforme.

. probablemente la pendiente de la relación funcional se aplanara al aumentar el nivel
_ iroga. Pero para una porción limitada del rango de la variable X lmicrogramos de la
.",,11. la relación lineal r = a + bX puede ser una descripción adecuada de la dependen-
;¡funcional de Y sobre X. "

t...', f ' , di ' 1 o la variable depen-
• ""'5une~a ormula: cuando la variable mdep~.n lente eS,lguJ J c:~ . . el 'e r. Se
trile es Igual a Q. Este punto es la ínterseccion de la l ínea fu n... ion co~ .~ ".
~mina d ti 11 1 do \" - O la runoon rectenor enada en el origen. En la ¡gura . • CUJn . - ' . al del
·'.00 d ' . " 1 esión S3.rt2UlOca rorma ara una presi ón sanguinea de 20 mm. que es a pr ~ -
" O/ Penausencia de la droga. . iar ambos 11.13

¡las Otras dos fu nciones de la figura 11 .1 muestran los efe~tos..d
O
<+"7': " 13 orde nada

'"'da ' n 1 ' l ' ínfe ri 1 = ,)..~n d " e ongen, yb, la pe ndiente . En la mea menor 1 nt d Con '"bimos esto
origen no · bi 1 di I educido J J nn a . ~'ItO 1 cam la. pero a pen íente se la r "P E, iJentemen1e.
e eíecr d B 1 n ismo oTgalllSflh) . 1-lJld o e una droga diferente en el . . . ,rde ll3J3 en e
o no" d . . -starta en 13 nll$Jna l

I'ft a mmistra droga la presión sangulI1ea L ""ano' una Jro¡:a
'!"o, pu • . " " ID COh' 'eo\.· •
t~ esto que se está estudiando el Il1ISll1lJ (JrgaOl~nO , ~ ,_ rt llt'J 3 ¡XU la

te es P b bl ." "'-Ir Jih'renU. \."\)111\. -"tren ro a c que ej('flJ un ('fe...:to hlpertcn .. d' la J(\.~3B .l¡u e$t
te pend" . , ' " h 'nddl'd\.) l _ ~ )'.pone len te. LI tercera Tl'\ a.... lo lI dcscnhl: t.lI11 Il • )l'~.It' Jlh'rentl' ( .\.U~3
perrna nc'" 1 "". ·"tlin en un.\ ~"i..c !gll a . peTO el C'pl'1'II1H' Il111 :-;l Il.

Caprtulo 11

Reg reSión

Ha sta ora nuestros estud ios han tratado de una variable solamente . Sin embargo, con
frecuencia medimos dos o más variables en cada individuo y, por consiguiente, nosgusn
cía poder expresar con más precisión la naturaleza de las relaciones entre estas variables.
Esto oos lleva a las materias de regresión y correlacián: En la regresión estimamos b
relac~D de una .variable con otra. expresando la primera en t érminos de una función line1I
(o ma.'. com~l~ a, de la otra. En el análi sis de correlación, que a veces se confunde con
regresen, estimamos el grado en que dos variables varían simultá neamente. El capítulo 12
trata de ce la " I b". ~e. ~n, y ap azaremos hasta entonce s nuestro esfuerzo para clarificar
relaooo.y dlSt mdón entre regresión y correlac ión. Las variables implicadas en regresión ~
correlacón JJn continu . , " " S' b'

_ 3 S, o SI JJn mensucas se tratan como si fue sen continuas" I
Yanab1es ton cualit t i ( d ' '. .. a Nas es ecu, atributos) 00 pueden aplicarse lo s métodos de regre-
SIOn y correlaClOn '

En la teeeión ¡ 1 I revaamo 1 " d ' os b
nlJtVa termioolog' ." . s a noCKl n de funciones matemáticas e íntro ucjm "'
11 2 rv-. d la requer Kla para el análisis de regresión. Esto va seguido en la seCCWJn

.: por una IlCUlÍÓn de los rnod 1 d ' " · '1' ' d rere
ID f¡. En la sec.cJ5n 11 3 e os e~a IstlCO S apropiados para el ana I SI~ e ~
el caso de U"~ . le presentan los calculos básicos de la reg resión lineal simple p~

" .~var~n~d~nd-t d VU~1
vanantes depend ie ntes r c¡d It~ e por cada variante indep endiente. EI . ~aso e Enb
Ie«lÓn 1I.s lit di......t po a ViIlflante IDdependiente se trata en la seccron II.-l· ...

bit -..u en prueba. de, -¡. -, , f nza pP~
pro masde regre I'J n. tgfll JCiIlC lon y calculo de intervalos de con La

u "e<ión 1I 6"' del. 8lve COm(J un resu d ' , plicac,;)". nálll l de rJ!Vr, J men e la regrell ion y trata de las dIVerS3Sa lo
tr . 1:>' h m en I)J( Ir ' I omo 111

.n Jfmac¡{,nde escalap"ed J Jgla malmellt e, la secc ió n 11.7 demuestra c 'lsis-
e re<:tlflt.;,u 1" 1 '1" el anal

¡¡ re "el1mes <.: urvJlíllcas pa ra fael lta r
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Regresión

delo I En realidad. co rno se verá más adelante ha" un 1 "
mlJ • • ) a re aCIOn muy int¡:lrúlisis de la varianza modelo 1y .regresi?1l modelo 1. 1013 entre

~ El va lor esperado de la variable } para un determinado vid 1" i d "
-' . I - + ay E . a or e . esta escnto por

la iu nció~l linea J.ly - ~ ~. .sta es la m1SJTJa relación que hemos encontrado antes,
pero utilllamos le tras griegas para a y b, puesto que estamos describiendo una relación
p3ramétrica. Otr,a forma de est~? lecer este supuesto es que las medias paramétricas 1J.y de
los "alares de ) son una función de X y se hallan en una línea recta descrita por esta
ecuació n. .

3. Para cualquier valor dado Xi. los valores de r, se distribuyen independiente y
normalmente. Esto puede representarse por la ecuación l'¡¡ = Q + Rr· + f . en la que,

." .... / '1' ttse supone que es un error normalr:nente d istribuido con una media de cero . La figura II .~
~ust ra este concepto con una l ínea de regresión similar a las de la figura 11.1. Un
detenninado experimento puede repetirse varias veces. Así, por ejemplo. podríamos admi
nstrar 2. .l-, 6. 8 Y 10 J,Lg de droga a cada uno de ~O individuos de una especie animal y
oblener una distribuc ión de frecuencias de las respuestas de presión sanguínea r para las
variantes independ ientes X = 2, 4 . 6. 8 Y 10 1J.g. En vista de la inherente variabilidad del
material biológico. es evidente que las respuestas a cada dosis no serían las mismas en
todos los individuos: se obtendría una distribución de frecuencias de valores de r (presión
sanguínea) en to rno al valor esperado. El supuesto 3 establece que estos valores de
muestreo estarían independ iente y normalmente distribuidos. Esto se indica en la figu ra
ll-J por las curvas normales. que se superpo nen en varios puntos en la linea de regresión.

f

'1 -1 ti 1'> JO. ,
Microgr amos de droga /cm de sangre

- de Hg como función de la
Fig . 11. 2. Presión sangu inea de un a~unal en mm\ tueSlreo -ependo para una
concent ració n de droga en p g por cm de sangre..

ión de droga.de terminada concentraCI

En . . . . a como si estas distribucio~s norma
1.. _ reahdad hav claramente una disperslOn conunu . h hiendo despu és de todo.
'" dí[} .. nas a otras. a. s

. erentes estuviesen apiladas muy proxunas u is cuale uiera. En los casos.~aro
;na mflTlidad de 'vala res in te rmedios de .r entre d~S d~~tríbuCiones de r estanan I~SJCr
...~ qUe la variab le independiente es discontinua. as Jo' 1......0 de aqueUos puntos ~ a

J...-;:nte . lamente a"'o d I caso sena e- separadas ent re sí \" hallanan SO . Un ejemplo e es e
te¡ • - deO<'"nd¡enles. ad s de ratone~

ro-... que Corresponden a las \ ariantes m r .- de ' l ías t.n en caro a
~., di ·" d I numero \.e as crías 1n como una función e

Droga A en el animal P

Droga B en el animalQ

Droga B en el animalPI" "O + - - \"= _ • ,.J .

l" - a + bX

r = 20 + 15X

=
"

---E 100

" r= 120

..
"•-
= 20:9 -

I ,X
01 23 4 5 61 8

(Microgramos de drogaj cm'' sangre )

Fig. 11 .1 . Presión sanguínea de un animal en mm de Hg en función de 11
concent ración de droga en Jig por cm] de sangre .
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que es 40 mm de Hg. Así. la ecuación para 1
' orrnal se supone "O + 7 - l ' E l ' e de-presión sangulflCa n ecie Q se escribe como } ::::: -+ .':' . . sta mea es paralela ..~

de la droga B en la esp ' b
estudiada previamente. . . de oeometría analítica se habrá reconocido el fact

. íenros bas ícos C' • b l' " b li d 01 pe,
por -onocun . de la fu nción } = a + ¿ • SIm o Iza a generalmente

b o la pendiente f .. (d }'/d l' ""r.diente rom._ . I b I derirada de esa misma uncion . ~ b). En bioeSl '~ -
E '1ulo dlterenclJ , es a .' e d b ~ I>

n ca e . 1 -fíciente de regreston: uan o queremo s su rayar que el f't\.o.'

, b se denomma e roe .. d i " bl l ' íbi '~l ,nca, .' de la variable }' en función e a varia e ... escn irnosb}". r.ciente de regres!on es .

11 .2 ~l odelos en regresión

En cualquie r ejemplo le 11 b " 1 te alobl!')
d · a as o servac lones no se hallan situadas corn p etamen .
e una linea de regr .. d I s efe(tO ~

factores a bi I .eslon, a .causa del error aleatorio de med ida y .e o si!: roli,:l
que dado m Ientloa es unpredeclbles. Así. en regresión una relació n funCIonal na w

d
¡, ¡

un va r de X el Id ' .' e la me
valor esperado) de Y es a + b~~ o r e } debe se r a + bX . sino ma s bien qu

Las pruebas de signific .. .. . . mes. El¡rJ!
común de ésto. m d I aelOn en regresión se basan en los do s mod elos slgu~ s, \ !'t'fI"

• a ea 1 de r: .. . clone .'1"

mentales. Está basado egreslOn. es espec ialmente adecuado en sltua .
l . La variable inde e~~a t ro SUpues~os. "aloresM1

son "(¡Jos". Esto sig~f" lente X se mIde sin error. Por esto decim os que los na '1¡is!'
ale-atoria, X no v . !ea que solamente r , 13 var iable dependiente. es u ' sí e"

1 aria al azar s· · . . dor..~
f']emp o de la f,u ra 11 .1 he 100 qu~ esta bajo el control del JO vesoga . estud"J;;
respuesta de la variable alear ~os var~ado a voluntad la dos is de droga ~ . de \3 lf'I~
manera que podíamos mani ~~13 presión sanguínea . Poderno s manip ~I~~ ·~ c la "

p ar el efecto de tratamien to en un anallsls
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. por camada. pero no exis tir ían valores interm d¡
Puede haber tres o cuatro crtas e IOSdq

d 3'5 ratones por camada.
representan o " . 1 ndrá más de una réplica de Y para cada valor de X O h

No todo ex perimente e , . . , . e echo
, . , . a renderemos en la proxnna seccto rt son para un solo val '

los ca lculas b~,S IC?S dqu~ st~ el caso más común. No obstante . deber ías advert ir que ~r die y
oc valor de ft , sien o de rearesi I meUsop I supuesto bás ico del modelo I e regresron es que a variante únicad y

en estos casos e d blac¡ . d edi I valor dado de X es una muestra e una po aci ón e variantes indeorrespon lente a epen.
diente v normalmente dist ribuidas.

-l. Él supuesto final es ya.r~il iar. Supo.ne~o s que estas ~ue.st ras a '? l arg~ de la linea
de regresión son homosceda~~lcas : es. decir, . uenen una va rianza comu ~, a . que es b

, de los e en la expresión anterior. A Sl pues. supo nemos qu e la varia nza en torno
vananza d i itud de á c •la línea de regresión es constante e independiente e a magmtu e o Y.

En la regresión modelo 11 la var iable independiente también se mide con error. Ka
consideramos que X es fija y bajo control del investigador. Supongamos que se muestrea
una población de moscas hembras y se mide un núm ero de ovariolas y el peso total de
cada individuo, Probablemente las distribuciones de estas var iables serán diferentes. Po
dría interesar estudiar el número de ovariolas como función del peso. En este caso el peso.
que se supone es la variable independiente, no es fijo e indud ablemente no es la "causa"
del desarrollo ovárico. Aunque, como se discutirá en el próximo capít ulo. los casosde
este tipo se analizan mucho mejor por los métodos del análisis de correlación, a veces
queremos describir la relación funcional entre tales variables. Para hacer esto , necesitarnos
recurrir a las técnicas especiales de regresión modelo 11. En este libro nos lim itaremosaun
tratamiento de la regresión modelo 1,

11 .3 Los cálculos básicos (un solo Y para cada valor de X)

Para. aprender l?s cá lculos básicos necesar ios para realizar una regresión lineal model~ 1.
elegiremos U?ejemplo con un solo valor de Y por va riant e independiente X. ya queeste
es ~as sencillo de calcular. En la próxima sección se m uestra la extensión a valores
replicados de Y por valor único de X. Los cálculos ilustrados en la tabla 11 .1 se presentan
r~ razones ped~?óg ieas para facil itar la comprensión del significado de la regresión. :\l
mal de esta seCCK>n aparecen fó rmulas sencillas de cálculo

Los datos en los que ' di '" . ' d'da de'. apren eremos a regreslon proceden de un estudio de per I .
agua en el Tnbotiun, corfus I l ' l I Sde ~ )role' t II . um, e co eoptero de la hari na. Se pesaron nueve o e

op eros os coleóptero . di íd I . 'ble) se
guardara _ dif s m ¡VI ua es no pcdrian pesarse co n el equ ipo dispont . .d

n a erente¡ humedad 1" • d isdias e
inanición, Se calculó l' - di es re auvas, y se pesa ron de nuevo desp ues e.se l d ull3
regresi6n m()delo I 'I Per Ida de peso en miligramos para cada lot e. Esto es Sin du ad,d

en a que la pe' rd id , d . . y la humerela t ÍV¡¡ e¡ la variable' d , l a e peso es la variable dependiente y Idel
, In epend)C nte X f ' ' I contro
Jnve~!igad or. 1:1 fJbjcto del a : _, • un e ecto ~e t ratam ie nto fijo baja e lativ3)
pérdida de peso puede dnal,IS,JS es establecer SI la relación ent re humedad r ~ forJllJ
genera l Y (J + 'X I ser escrna ad ecuadamen te pur una regresión lineal de a bIJ
III S ') . h ¡datos fHiu ' ' 1, I') de la ta. . . e repre ~ntar ' r' 'gma es se expo ne n en las columnas ( 1) y.. , ul1J

l' j( J gra Icarnente I f ' eX Iste
retac In negatriaentrepérd 'd' d en a 19ura 11.3 , en la cual se muestra qu ~ ' uyeb

lile p e y) y hUJn ellad ; al aumenta r la humedad. dlsfll 1n

•



f ig. 11 .4. Desviaciones de la media (de n para los datos de 13 flf :a 11.3.
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xn cada valor de la variable independiente Xi un valor estima de la rillable
:~-:oornte . Deberíamos distinguir el valor estimado de rí, q e de 'Jí en adelan e
~~Jff'llemos como Yi (léase : Y con signo de íntercalación]. y 101 2Iort'! ob1erva
_ d~ignados convencionalmente como Y¡. Por Jo tanto. la ecuación de rep-ea,n te.. .._....,.•
• .... ,,>GJ
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pérdjda d. peso. Las medias de pérdida de peso Yhumedad relativa y y X, r .
te, se marcan a lo largo de Io~~es de.~rdenadas. La humedad media es"io~~rv: .
:>érdila d. peso med ia es 6.0.. mg.•Como podemos ajustar una linea d .. ) •
• aJo d }' I e regr,, ·estos dalos. que nos perruna ¡sumar un v r e para ,un va oc dado de X?A no ....n i

US obser'\ a:J::)Qes reales se h!3en exactamente en una l ínea recta, necesita !ler ,'.
ro para determinar 12: mejOr colocación posible de la línea de regresión. Gerem~s :.Jr¡ cr »,

e iud~s han~.f Q el pnnciplO de ~ín~o~ :ua rados, que vimos por ~~merJte
e - ltuJo 3 IllSlrul.'1lOS sobre la me la arrtme )Ca)' la varianza. Si trazá P era ve e-

. al ., r v deci l' I I ~sernol Una l'
. ~t.' 2 ~3 _ _.e . , ~~s eru~I_Jlana Im~a }~ara e a al eje X a la altura de YI~

:1esv ~ nes. __ esa .Jne2 tI~!s par4IC s a eje representar ían las de . ~
_ _ ,3" S\: taCKlneJ ,.
LiK_C ?_U esas serreooees con respecto a la variable Y (véase fi - . 4:Jgura IIA ,. Er .

~ _nI ind ica que para valores dados de X, esta ecuación caku los valores estima
1'>1 de Y [distintos de los valores observados de Y en eualquíer caso real))..a des-. d .. (r 1 , v se
l.7.1)n e una observación Y _ respecto de la línea de regresen el I - I •

ITiXII ÍZa generalmente por d' Estas desviaciones aún pueden trazarle pa,raJeW al
~ Y y·x' 'ncmlo (veaJe f¡gu-
-r- , pero COmo la línea de regresión es oblicua la cruzan en un J.'C- la
': liS). La SUma de estas desviaciones sísue siendo cero l '[. dy.x = O). Y d Rlcum..a
• • - . " d' '1 • la RIma e
':,.;' cuadrado¡ da una can¡idad í:( Y - y¡' = s: r.r 'C;;oga d nominllUnl3
~ C'~L,)2 . ~o r razones que se aclararán m~,s a~elante. ~ y.x;drí~)(2 entre' una
lt1' drados Inexplicable. La recta de regreSlOn lineal mlnUTl2 ro dJ teJ mini-

.le tie pu t . ' conduet J que __ }" x_. ( n os se define como la linea recta que l. ¡"'" una líoeJ que
"' Jef • . ' eferillC" u~_. Jmetocamente la idea básica es que !itrJJ pr Par. k;)~ fines del
-'r. f:Tl ci , ~}e de punTO

i:'.'&t. de Itrto ~ntído próxima al mayor numero t""'~ en tirmJI)VJ de bs dllUncll

':l" "" I ~_ regreslon, es más conveniente defirur proxun h mm' lII1J!J suma de etul
- oqdio' l ' que "!l' 1"e s puntos a una línea y utihzar la lota crdtrJJ es que la uJeJ

· l'Joes ad " • pósltu de eile c:akuJar b
~ pa cu ratl':,as. Lina con!ecuenc13 a pro: e hit' pero n. prac
- ~r por el punto X Y üna ~1 más ~nJ ~d r del P nlJX r ~ cal be

de e dt regre ión correcta ~rando una reg.lJ alre me es P'
(. adradO\ lOexphcahle I: dly \. p¡rJ cada')~~ n J lit:' rtgr
U pe ICICJn (tu dIe ~ I valor mini"' de __
uadril dl

x,

,

•

,

o X
}(J 2fJ 3l'J -UJ :A f"ÁJ 'iO isf) ~) I(~

~ Humedad relativa
F'

J¡. J!.3. F'hdlda de peso (e
1e~..I:S de te d 'as de ,"an iciémg j de nueve lotes de 25 coleópteros Tr iboUUm

U'. I on a nue h
Ije .a tao . 1I 1 'Ve umed ades relativas diferentes. DatOS

4 de Iefvrn ( 1CUj.d 1
••

~ " • .J 3
.J · Jt a _e - idr. . ~_ . ,;rr14 Ije eitas . ...~l

, .~ . • a , e sv"'c~me' " ( y _ Y-J =" y = O. La -
'~.~r r ' ce liCll"Jr.e "\"(y _.L, L-

iI r.ilI HI. )r (lfr- f Lo. Y/ = ¿ y 2 esmenorquebde'~
rea 4 JJITia de ex . ' - " de}

t u. .. 1e' presar esto es que la media antmeUC3

'"" '" e f.I .. r (J d r (J rd~ ;" :u~rado , Cualquier línea horizOntal traP·
J

e Jidrát . dafla Jrra lU ma de derviacKJnt's dlSl1013 de ~
yer ~ ~4. ~aY<Jr q ue L.",2 P<Jr consiguiente. un Jnt'

r /.1 .. pracl l(;t"J para halbr la media de Y itl íJ rf11JI
If r" Jfl.il ' f ad d<6131 <;alcular la wma de eu ra

It' la, ínJ1113 ma de cuadrado
Jf Ir ¡ji re la entre nu tia ,b ro

I r IIr iI t r r ~CJn Inchn.dJ



l =a+bX

r = a + b.\
a = r - b.\

a ~ 6,022 - ( -0,0532'~)(50,39)

~ 8,i038

1 = (y - b.\) -,- bX

= y + b(.\' - .\

»jemos escribir la expresión (t 1.1). }; = a.l- bX. como

-a = Y -b.\

kl tanto

, 'n
"9,e5

10
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'dad hay una disminución de 0053"\1 en }' R I '
3 unl, , ' - - e acto . d 1r Je un I podemos decir que para un incremento del 1 % hnan o O COn nueUro

~plo ~:~~ de O.053~.:! mg en pérdida de peso. en umedad relativa. hay
edul.l. 1 I ión }'

¡jDI r , o demos comp etar_ a !cuacton ~ a 4. bX'I Hemos di
'[o?, ~rá por el punto X, y , Po, lo lamo, Cuando X esu en ~u ~ue 13 linea de

~1"es~n Pbién deber ía estar en su media. :\0 podemos decir si est m dlmla. estrn~os
} 13m '. o es rea ente 351 en~u< d tos \ '3 que no tenemos nmguna vanan te X exaCtamente en 1_ AA

·trOS 3 • J . b bl I ra meutil . Incluso SI""'.. os no sena muy pro a e que e valor obserrado de r estu
L1\;esem • • vese exactamentebI d;" Al fin y al cabo, recuerdese que los valores r de nueslr., b
b me w · , .• o ~naclOnes

:~ ente son una muest.ra d~ .una población q~e se centra en torno a ~t Para r
~~ }' == 6 .0 ~ ~: es decir , util izarnos Y. la media obsernda de r. CUma una e rmacion
:.().j l' ed ia Podemos sustituir estas medias en la expresión (11 .11 :fje J ro .

1 ~ 8 7038 - O.0532'~X,,

Esu es la ecuación que relaciona la pérdida de peso con la humedade: Obsérvese
:.t cuando X es cero (humedad cero). la pérdida de pe~ ~st imadJ es ml:yo~~d~ae~~o~c:
.~~ J a ~ 8,7038 mg. Pero al aumentar X hasta un maxtmo de 100. pe

~isminuiría hasta 3 ,3818 mg. ,. la línea de rearesión: simplemente
Podemos utilizar la fórmula de regresión para trazar l' _ O : r = 100 \ tratarnos

. . d r tales corno . - ). .esmamo¡ y para dos puntos convenientes e. I d ob" ,vados \ se muestra
' , h di nado a os alas '"'" J.~~:J h~ea recta entre e!los. Est a linea se a a ICIO r y De hecho. para trazar la linea de

.nla fjgu ra 11.6. Observese que pasa P?r el pun.t? d" dos med ias votro punto.
;egr~ sión. fre cuentemente util izamos la tnrerseccrcn e as .

Como
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Desviaciones de la línea de regresión para lo s datos de la figura 11.3.Fíg, I U,

La fó rmula de la pendiente de una línea basada en un valor mínimo de Ld;-.x ~
obtie ne por med io del cilculo diferencial. Esta es

228

L XY
br,x = LX'

Vamos a calcular b = L X)' I: '(= para nuestros datos de pérdida de peso.
Primero calculamos las desviaciones de las respectivas medias de X e Y como se muestra

d " " r y" I" "en las columnas (3) y (..J ) de la tabla 11.1. Las sumas de estas eSV13CIOnes.L._ ,- .

ligeramente diferentes de su valor esperado de cero po r erro res de redondeo. LoS~J~~
dos de estas desviaciones dan las sumas de cuadrados y varianzas en las colum nas ~ .
(7). ~n la columna (6) hemos calculado los productos xy, que en este ejemplo son t~;
negativos porque las desviac iones son de distinto signo. Un aumento en la hll,{Tl 'es
conduce a una disminución en la pérdida de peso. La suma de estos productos [ .t) o
UIU nueva cantidad , denominada suma de productos. Este es un término inadecu3~o ,~
bien establecido., ~ue hace referencia a L XY , 13. suma de los productos de Ia.s desv~~ ' ~
en lugar de LAi . la suma de los productos de las variantes. Se recordara que ....¿ ks
de~omina SUma de cuadrados, memras que L y2 es la suma de los cu~~r~dos ~ k,"fS

vanantes. La SUma de productos es análoga a la SUma de cuadrados. Al dlVldrrb POd ,DI
arados de libertad di ' . . resulta e
- , , '. . a a COvanall; a por analog ia co n la vartanza que ~.J
drvlSDn símil d I d h encontn:::. lar e a SUma e cuad rados. Se puede recordar que ya se an
covananzas ~~er iormente en la sección 7.4. Obsérvese que la suma de productO,S p~e la
ser tanto POSitIVa como ' S' di te n>"(l3ttv1 ..1, d ". negatIva. I es negativa esto indica una pen ten -e ~
mea e r renón: al au t X dism ¡ dífl e de un!

d d rnen ar • tSrn muye r Con respecto a esto 1 Jer "J1 ::e cua radO! la al IOlame d ' alias que _
~41 ~ 176 ~ ~ _ me pue e ser positiva. En la tabla 11 .1 h am . entOe!

,"'-x - 830138 9.) b = L Xv L X' = 0.05322 , Asi. para un Ul,,,ro
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ayor parte de la varianza de Y respecto de la mu t Lo
. do la m . í í bl "d' estra . que falta" la

dj¡t1lf1a drados tnexp Ica e t: r .x , que expresa la porción de la Se 1 tal d Y
de el/a d'f ' ~ E ' [i b .. o e que

~I'W' . 'f'cada por 1 areneras en . . s mexp lea le con respecto a X La dif .
-ti JUSO 1 ,, 2 1 S c ' l' bl " d' . I eren",ro" e total. L.Y , ya .. mexp tea e' L y.x,sedenominala sumad adra-1,5 · , i b d 1 d .. o - eco ra

elltre p/i~able, ~ ," - y estad asa 'den .as ..esviacionesji = r - Y. Ea las columnas(11) y
JOS eX t a el cálculo e esta esviacion y su cuadrado. Obsérvese que " v se .

, ' mues r 30 I . I 5 L. , aproxi-
¡IJ ~ ue L ¡.' = 23.5 1 . A sumar a esta a .C inexplicable = 0.6160 se obtiene
¡n.1 acerof~ 2 + t d1·.x :=:: 24 .1290, que es igual (salvo errores de redondeo) al valor
~i:::= . ~ependien1emente de 24.1307 en la columna (7). En las secciones que seuen

:J!culado 10 1significado de las sumas de cuadrados inexplicable y explicable. -
rolveremos a m OS a demostrar un método eficiente de cálculo para una ecuación de

..\h~~a ::~atos con val~re s únicos de. r para cada valor de .~ .
~reslonf" te de regre sion L.,xy/ 'L.. x· puede volver a escribirse como

El roe \Cleo
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I 6 Regresión lineal ajustada a los datos de la figura 11.3.Fig. 1 . .

" - -I:(X - X )(Y - l')
hr,x = n

I:(X - XJ'
O lA)

donde l' se define como la desviación }; - Y. A continuación . u tilizando la ex~r e sd'on
". d d 'oLlores esHmJ os(I 1.1 ), estimamos} para cada uno de nuestros valores da os e ¿ • os va 1

" 0 0 los va arel
} se exponen en la columna (8) de la tabla 11 .1. Se pueden comparar e .

. 1 I d s columnaselobservados de Y en la columna C~.). La concordancia glob a entre as o ." '0 e- r por cons
buena. ~ pone de manifiesto que , salvo errores de redondeo . L.} = L. Y dii enW
guente ? = Y. Sin embargo. nuestros valores reales de Y ordinariame nte son I:~r de
de los valores estimados Y. Esto es debido a la variac ión individual en torno a la In1" I"

.. .. ~ b ede n ca curegresen. r- o o stante. la linea de regresión es una base sobre la que se pu el
d . . '. - id en euentJ
esvacones, mejor que a partir de la media aritmét ica Y, ya que se ha teru o

valor de X al construirla. . .
e d l 1 alar eslllTlJ

uan o ca cu amos de sviaciones de cada valor Y obse rvado respecto de su v -uS
do (y , Y) = d y.x Y las ponemos en una lista en la columna (9), obse rv~~oS~~e~ro
desviaciones exhjoen una de las propiedades de la s desviaciones de una medIa . su . _ OA
excepto por errores de redondeo. Asi L ti y . " = O del mismo modo que 'E.I.- 'de
co t • ., , . cloneS

Io
n muacon . en la columna no) calculamos los cuadrados de estas desVI3 os P'O

va res obiervados de Y d . . l sulll31ll - •
d respecto e valores estimados por regresión Y os . j ..... :;;

ar una nueva SU ma d d d " 1 ~O - ,
L ) 2 "' 4 1301 e~ua ra ?S, L. d y T= 0,6160 . Cuando comparamos -- sunl3. dt
uadT ad~' e m ~n L.( Y y)l - ¿ti)' 1( = O,6160 ,observamosque la n~e~lino dt

r 0r . n uc o menor que la anteno r (ju é ha causado esta reducción . a con la
e- t un¡ le ne de m d' / t, O1par ".rn ~ d e \01 una para cada valo r de \" cuando se co l' ~ "

me ¡¡ antménca de Y Al ' d s de .tener en cuenta diferentes lIIa~nltu e

.. o es la suma de cuadrados de X Su fórmula. encontrada
El den~minador de esta e~presl~ es L X:! = LX2 _ o:.n2¡ II .•~ora aprenderemosuna

=:~::r~í~:ae~a~a ~~c~ou~'rador de la expresión (ti A), la suma de productos.. La

fórmula habitual es

(1\.6)

(15)
" "

" " ' Y (L X)(l: YJ
í: xy - L ·\ - n

(LryJ'
Ldi"s = LY' - LI'

1 ue la suma
.' btense\c.: aro q

!f d . de01ostra':lon nrn
emuestra en el apéndice Al. ? En esta

decuadTados explicable es J'
(~ .ry _ e-r 1

~b'X l = b1::rt :::: -(~ .r1) t -
í: Y' = L -

<LXV)'
L y1='" -,~T-

1 do de las dos variables. La expre
La cantidad L XY es simplemente el producto~cum.~ a los propiamente dichos para una
són (l1.5) se demuestra cn el apéndice A1.6. os ca

d
,u' l se ilustran en el cuadro l Ll ,

• • • o I I de l' por valo r e o

eruanon de regrestcn (un so o va or I 11 I . . '. : =
utilizando los datos de pérd ida de peso de la tab a . ' de -uadradc! expho.:able[ \

.. . alcular la suma" "': E la
EI..cua~ro l l. l mue str a t amb le n c?m~ c. le L:d1-.r= Llf - 1/ . s

LO - Y)1 Y la suma de cuadrados mexphcab .

(11.3)
f - r = bx

y = bx

Asimismo



1. Calcular el tamaño de muestreo , las sumas, las sumas de los cuadrados de las
observaciones y la suma de los valores de Xl'.

n ~ 9 L X ~ 453,5 L r ~ 54,20

L X' ~ 31 152,;5 L p ~ 350,5350 L xr ~ 2289,260
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- de un valor de Y para cada va lor de r
11"4 llas '

s ocupamos de la regresión modelo 1tal co h
,kOf3 na do nor l fi mo se a de finid ' .
.'\1' .. ) 1.2 e il ustra o por a igura 11 .2. Para cada val d 1 ~ Ongmalme nte en la
' -lOn bteni d d i or e tra tamle 1 X1" id mente Y. o temen o una istnbuc íón de mues' d n o muestreamos
PeU a 'd H reo e valore d vre ntoSde X elegí os. cmos seleccic nadr, Un e ' s e I para cada uno

de lo sP,u,os (Sokal) en el cual se han desa rroll ado co'lp.enmento del laboratorio de uno
de [)OSO ' . eopteros Tnbou d sd

du ltos a cuatro densidades diferentes. Se ha calcul do el um e e huevos
hIsca a ' • a o e Pvrcentaie d .
. h sta el estado ad ulto para numeros de réplicas variables t d .J e supcrYlven·
'1'0 :ción 10.2, a estos porcentajes se les han aplicado las t :a~~/os e n~ldade s . Siguiendo
,~ ) d 11 ' E . rmaciones arcseno que. dican en e cua ro ._. S mas probable que estos valo f .
s m dá " I . res trans ormados sean

nnales Yhornosce astícos que os porcentajes. La disposición d d
00 -1"" d '. e estos atas es muy

ecida a la de un ana ISIS e varianza modelo I de clasificación si 1 11
par . ált iol 1 . . " un p e. ay Cuatro
densidades dife rentes y mu up es va ores de superv ivencia para cada den sid d Ah

" i h d íferenc¡ a . ora nos
~staria determmar SI ay I erenc ras en supervivencia entre los cuatro grupo' y 1 bié
- I "- d . . ~ ~len
gpodemos estab ecer ~na regresion e su pe rvlve.n~I,a en fu nción de la densidad.

Por 10 tanto, un primer paso es hacer un anál isis de la varianza, utilizando losmétodos
de la sección 8.3 Y de la tabla 8. 1. El objeto de que hagamos esto se represe nta gráfica
mente en la figu ra 11.7. Si el análisis de la varianza no fuese sig nificativo, esto indicaría
que las medias no son-significativamente diferentes unas de otras como se muestra en la
fgura 11. 7A, Y sería improbable qu e una línea de regresión ajustada a estosdatos tuviese
una pendiente significativamente diferente de cero. A veces, cuando las medias aumentan
odisminuyen ligeramente al aumentar X. pueden no ser suficientemente diferentes para
que la med ia cuadrática ent re grupos sea significativa por análi sis de la varianza: no
obstante, podría enco nt rarse una regresión significativa. Ordinariamente estos son casos
lirn rte de significación estadística. Cuando encontramos una marcada regresión de las
medias sobre X, como se muestra en la figura 11.78 , ordinariamente encontraremos una
diferencia sig nificativa ent re las medias por un análi sis de la va rianza , Si~ embargo".00

jodemos utilizar este arg ume nto en el sentido de decir que una diferenc13 significativa
entre medias, probada por un análi sis de la varianza, indica necesariamente que pue,de
IjUslarse a estos datos una regresión li neal significa tiva , En la figura 11.7C, las medd~as
.. íbola) bablemenle las me las.ueo una función en forma de U (una parabola . Au nque pro .
le . '" • • l ' ecta ajustada a estoS

flan Sig nificativamente diferentes entre SI sin duda una mea r .rl • ' . ' I s puntOS supenor e
,110Ssena una línea hor izontal situada a mitad de la distanCia entre o . eeoueña
infer' E " " lit uede exphcar una y-.,

or. n esta se rie de datos la regresion linea so amen e p . 10" in parabólica
Plrte d i ' . • . . S" ba rgo una reares

. e a variaci ón de la variable dependiente. m cm . d I -" fiaoza de F. Un
cuTVihn .. . I or parte e a va
'" . ea se adaptar ía a estos datos y ehmlfi3r1 a a roa) di d scriben un fenómeno
"l50 Slm"1 ) ) las me las ese .., l ar se señala en la figura 11.7D, en e cua . D ~ nuevo la li-perIódica ' . , d alternativamente. t ..

~ d mente variable. aumentando y dlsmmu) en. o Una regresión curvihnea

le" he regresión para estos datos tiene una pendiente rof u lrnordialal mostrar ese
te lea) t bi o nuestro m pr nte

tjelTl 1 aro len podría aj usta rse a estos dalos. per 1 mediasde r aparenleme

., Plo es ind icar qu e podría haber heterogeneidad entre as plos reales casi nunca se
reíac¡ . d ., u ' en ejem 17B o el

oblelld .onada con la magnitud de X . Recucr e~ q t lineal de la f\': . J . l' "
ra Un .. -, ·, 1 11 el caSO ídad de npo

TVa ' a regresión tan bien del illlu3 con l d " una helerogene
Ullleu d " " _ , -. l en rae la flg. 11.7C, ni lll' ce$arw1H:11 e ~

RegreSiÓn

-441,8178

r ~ 6,022

L y' = 24,1306

= 2289,260 _ (453,5)(54,20) =
9

L xy = L xr _ (L X)(L l')
n

x = 50,389

L X' = 8301,3889

Datos de la tab la 11 .1.

Pérd ida de peso
6.6i 6,08 5,90 5,83en mg (Y) 8,9S 8,14 4,68 4,20 3,72

Porcentaje de hume dad
relativa (X) ° 12,0 29,5 43,0 53,0 62,5 75,5 85,0 93,0

Cálculos bdsícos

3. El coeficiente de regresión es

br"x = ¡: xy = -441,8178
I: x' 8301 ,3889 ~ - 0,OS322

4. La ordenada en el origen es

a= Y-b " :<: - 6022
' "x - -, - (- 0,05322)(SO,389) ~ 8,703;

S. La suma de CUadrados explicable es

I: y' = tI: xy)' = ( - 44 1,8178)'
L x' 8.101,388!1 == 2.3,5145

6. La SUma de e d
ua rados inexplicable es

L fP" ·X - L 1/' - L (,1
!j - 24,130G - 23,5 )·lr, = 0/>16 1

2. Las medias, sumas de cuadrados, y sumas de prod uctos so n

r-r- CUADRO 1I.I

Cá lculo de estadíst icos de regresión. Un solo valor de Y para cada valor de X.
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Densidad = X
(o = ~ )

,- - CUADRO 11.1 - - - - - - - - - - - - - - - - 1
• d valor de }' por valor de J.Cálculo de regresió n co n mas e un " de

. nes arcseno de l porcentaje de supem vencu
as variantes r so n t ra nsfo rmacio id des (r = número de huevos por gnm

cole óptero Tribolium castaneum a -t densida "
e harina).

Regresión 235

, 11r de X. Los c:ílculos de las SUmas de cuadrados de .r incluy,n la m i" 1','ada \ :l l de f d i d¡ U ipu
J pJrJ l • or el número e I terns e estu 10. Así, au nque pueda parecer que hay
"'J .;~n de -~ PIro densidades, en realidad hay tantas densidades (aunque de Cuatro m~ni-

-nre ..ua 1 d r 1 di U -e"lbJ11~ _ te) como va ores e en e estu 10 . na vez completados los cilculos.
IUJt'S Slll301t n ¡e,"amente los resultados en forma de ani1isis de la varianza, cama se

pre~ n l:un()s I Ol dro 11.2 . Obsérvese que las cantidades principales de esta tabla SOn las
' en el cua la var¡ d I '~ .. ' 1 ahc'l"n
t

un análisis de a Vana0Z3 e e 3.S1l1CaClOn sunp e. pero ora tenemos
~as que en de cuadrados que represen ta la regresión lineal. basada siempre en un. una suma 1 S '
,dem

as.
d Esta suma de cuadrados se resta de a "C ent re grupos, dejando una

mJo de -uadradc residual (de dos grados de libertad en este caso), que representa las. de cua ra os
sunu. d 13 regresión lineal.
.ks'oiJl'lOneS e mpletamente seguros de lo que representan estas fuentes de varia-Deb 'amos estar ca . " d I S e
~ en d bid a regresión lineal representa la porci ón e a " . entre grupos que se

.j)n" L3 S.C e I. ,a l' al en 1° La se debida a desviaciones de la regresión representa" regreslon me • - . . , h
e,ph~a ~r . 1o dis ersión en torno a la línea de regresion, como ~ ace p3te~te .~
b \'lJl3ClOn residua p fi 11 7 La S. e intragrupc es una me-dida de la vanacjonlls diversos ejemplos de 13 Jgu~ . "
Je los items en torno a cad a media de grupo .

+

+

+

t

F

'-----'--'----- .\

r

r
H

E

r

+

t + t

\

[)

t

t t

r

r

'-----~~-.Y

". l¡ 1 En estas Figuras solamen-Fig. 11.;. Dlferencia.s e~tre med ias y regreslO.n ~n.eJ. '. : : . al lIíe;a de ésn s
te se mdícan las inclinaciones generales. La signif icació n de cu \l. 'pl"Ca"IÚn

' 1 b . lad as ( Para mas ex ~depender ía de los resultados de as prue as aprop r .
véase el texto .)
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los calculo s del an áhsts de la vananz

. . da a los datos srumostrado en la fig . 11.7D . en el que cualquier linea re:ta JJ.us.tJ . a E :ís probabk
horizontal y 3. la mitad de distancia entre los puntos superior e inter ior. s m ~ al'u Sl~n

" l¡ I pero que no .que Ungamos da las en los que pueda demostra rse regresión mea. ' . torno 1 b
p,n" t un, n" a ull3,l inea recta, Las desviaciones residuales de las med:~:\~i~inea (_"'"'
re-greslO n lineal pcdr ían ser el un inadas cambiando de regresión lineal J l,. "h'eneid!o!

' d o heteroese sugiere por el patrón de puntos de la figura 11. 7E) o que :H com ~ I~\ -F
id 1 l ' bl indi en la tl,.ura "reu ua mexp tea e en terne a la línea de regresión como se mica e = í1 ' 's d' b
". ~. dl 3fl 1Sl~e:a.hzamos los calculas siguiendo el por ahora familiar esquema e _de lib(rt,,!

varianza y obtene mos la tabla presentada en el cuadro 11.2. Los tres g!ad~~" 'U1JlJ0 ~
I lo . i t zauva len re s cuatro grupos dan Una media cuadr:itica que es altamente sigru 11. -ale b rt'"

cont~sta COn la media cuadrá tica intragrupos. Por lo tanto. está claro que \ .\-t'n.;Í3 rr.
continuar el "ti' , de super' I el

" ana 51S para Ver si existe una regresión significativa , sigu(n (1l
run~n de ,lo d,nsidad, Los pasos adicionales para el análisis de r<gresion sede ,\ e l .b
cua ro JL . (alcuWnos lo SUma de cuadrados de X. la suma de produc~o,¡, de r lO
~ma de cu. drados explicabl, de r, y lo SU ma de cuadrado s in<xph,ab'M ,,""6

rmulas no nos resultaran fam iliares debKJo ¡ la complicación de los Jlstln I

Supervivencia: en grados

••
~ r

"r.
••. r¡, "" 15· '.~ 'i"_ r- = 907,81

tll , ()~

,,>-,-, ,37
6\1,30
616.",
69,30

3~0.33

5
6"1,0;

50;" 100 ,tol.

GS,:.! I 55,69 53,13

,1..'.3; .¡g"g66 - .}1,' _
,;.... ,3; 49" J63 H,

60.~

1; ,s,-l3 1!l'J,'-4.)-q ')1
3~. ,.

3• >O,""", 4'
6-t, ~ ~,

la u~l.a , .1m" en



CálClllos para el an álisis de la regresión
•

1. Suma de X mult iplicado por el ta maño de muestra = L n¡X

~ 5(5) + 4(20) + 3(50) + 3(100) ~ 555

l os grupos difieren sign ificat ivamen t~ .
Pasamos a probar si las dife re ncias entre los valores de supervivencia

. li 1 f . . d 1 d id d S· pueden.usnficarse por regreston mea en uncron e a ensr a . 1 se han enco t
diferencias no sig nificativas entre grupos, ser ía posible , au nq ue improbable n fado

o, o If o if t i So S C < ('f C X F ' , quel.regresi ón linea uese sigmnca IV,a.. ' . " ' ,- grupos J~. -tnrra [ ¡ , X 'II - al l, es
imposible que la regresión sea sig nifica ti va.
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F,

403 .9281 - 19.7735

M.C

:¡ 423}7016 14 1 1~3a!1 11 20"
I 403,9'2HI

,
40J,9~ 1:\1 40 se-

•• 19,7i3.'i
,- 9,88G8 < 1..

11 t38 6867 12,60711,
14 562,388.1

--

Or igen de la variación g. l. S.e.

r _ r Entre densidad es (grupos)
r _ r Regresión linea l
f _ r Desviaciones de la regresión

r - r Intragru pos

r - r Tota l

RegresiÓn

CUADRO I \.2 (continuació n)

a de cuadrados explicab le == L f? = tL xy)'
7. StlI1l L~

_ _( ,_a:::n:::ti.:da:d:..:6:,)~2_ = ( - 27·H,62)'
cantidad S 18600- • 103.9'>.J31

S
ma de cuadrados inexplicables == Ldi·.x == s.e .S, ti ·¡ t Up o, - L y2

= S·c.grupos - cantidad 7 == 4 :! 3,70 16

Toblo de anólisis de la varianza, completada con regresié,

-

-
-

-
F,

11 ,20"

u.e.

141 12339
12,6079

s.c.

423,7016
138,&867

562,3883

3
11-

CUA DRO 11.2 (cont inuación)

Origen de /0 ¡'oriación g.L

TaMo de análisis de lo varianza

r _ r Entre grupos
I' - r Inrragrupos

r - r Total

236

_ :¡084 I ,:J5 _ (:;:;:;)(007 ,8 1) _ _ 2747 ,62
15

•
2. Suma de X2 multiplicado por el tamaño de muestra = ~ n.¡Xt

- 5(5) ' + 4(20) ' + 3(50) ' + 3 (100) ' - 39 m

_274762 IS -o 14701
= 15690 '

cantidad 6

cantidad S

10. Ordenada en el o rigen y .;:: a :::: r - br .;rX

t f y cantidad 9 X cantidad I
- .

~ 2: n,
Lo n,

-O )555- - - 1391 • 65,%01
907,81 ( - 0,1-1 1 1 = 6O,5~1 + .::r,

= 15 - 15 .
Por .. o.. ~ • 65 %01 - 0,1 1701.\

lo tanto, la ecuac ión de regresto n es I 1

Ad emás de las med ias cuadrát icas farni1iare s,M· C. ~ru po ' y M.C inu l , mora tene
mas la media cuadrá t ica debida a la regresión Iineal•.\I_C }~ , y la med ia cuadrática
para desviaciones de la regre sión Af. e. r ..r (= s} .x). Para probar SI las desviaciones
de la regresió n linea l son significativas, se compara la razón F, = Jl.C}".XJ.'f,C inlll
con Fa lo-2,; n i - O] . Como encontramos Fs < 1, aceptamos la hipótesis nula de
que las desviaciones de la regresión lineal son cero.

Para de mostrar la presen cia de regresión lineal. contrastamos pues la st.C. y con
la media cuadrática de las desviaciones de la regresión s~'.x, Y como F, =
~03 ,9 2 8 1 /9 ,8 868 :: 40,8 6 es mayor que Fo,os!!,1) = 18,5, rechazamossin duda la
hipó tesis nula de que no hay regresión, o que P= o.

L ry
9. Coeficiente de regresión (pendiente de la línea de regresión) = by.x "" t xJ

_t X (i: }') _ (t n,X~(t i: r)
L: n,

• ••
cantidad 1 X L: L: r _

== cantidad 3 -

•L: n,

S. Suma de cuadrados de X = L .r' = i: n,X' - CT x

=cantidad 2 - cantidad 4 = 39 225 _ 20 535 = 18 690

6. Suma de productos = L :ry

...



2 ----...

Fji I1 9 ' 1 1 io nes implicadas en la, ' . Diagrama esq uem: ara mostrar as re aCI .
d ' " d 1 riable dependiente .
~scompos lc lo- de las sumas de cuadrados e a va
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y

,

r, - -- ---- - --1--- -- -
• I
r. --------- -j- -- - - -

(,Y, ni
- - -7!I~=

I
I
I

l '

,egresiÓn

b s de significación en regresión_prue 3.

11.' , t t d i"
hemos U1 erpre a o a regreslon como u 'ahora n metodo

l!JSla " f l. dado un valor de XI . Otra interpreta .- para proporcionar una
¡¡nac"n . . - d i ' b CIOn es COm

~ , ne de la vanacion e a vana le dependiente y " o un método para
Püc>f P' d ' X L se d enlenflInosd 1 '

l' íable indepen lente . a .. e una muestra de al e a vanación de
"In' al d d 1 d ' , v ores de Y" ,
J d y elevando cua ra o as esvrac tones y = y _ y E •L- Y .se calcula
~eOla desviación Y puede d~sc~~po.nerse .en dos Partes~ ..n laJrgura 11 .9 ~?demos
ti' qen esta figura que la de~vlaclo~ y = y - y represen:a ~a J~~: T~blen se ve
"" do f respecto de la media de } La altura de j es sin d d flacl?n del valor
~"" ' b [ " (11 3' u a una unc íón de yvisto que l' = X expresron . )]. En geomet ría analúí . x. a
ltf!IOs . . d i'- . I lea esta se denomina la
, a punto-pendiente e a ecuacion. SI la pendiente de la línea d "
10lIIi ' 1 . e regresi ón b fuese
, elevada l' ser ia re at ívamente mayor para Un valor determ¡ d d "

iII1S l ••• - d ' .. ma o e x. La pane
.... ' ~ te de la desviación y es y·x · Representa la vanac ion residual de la iabl Y
,- ' do fa var íací é l' vana e
~ués de haberse r~st~ o a var~a~lO n exp icable, Podernos ver que y = v+d
!S01biendo estas desviaciones exp líc itamente como y - y = O; - Y) + (); _ h:'x

y

C. 70
~
e,
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. bamc s si la med ia cuadrática para las desviaciones de la
En pnmer ~ugar pro . nificativa calcdando la razón de varianzas de st.c. regresión

(MC - s,'x)esslg , di " Y,X"bL
.. y. X - . E estro caso las d~sviac lones e a regresión son sin dUda . fe liI

1/ C ' tragropos n nu . . no Slg •
" In la dia cuadrática de las desvIaciones es menor que la intragrup ruJ I·tivas ya que a me I . . . b 1 . os. Aho
ca , I dia cuadrática de la regresron. st. C y. so re a medía cuadrática d ~
Probamos a me 1 • ifi , A ' e las" d 1 regresión Yencontramos que es sigru rcat iva. SI pues la regresíó l'
deSV13C1Ones e a . . if' , di ' . . n meal

d ld d SJIl' duda ha elirninado una parte SIgO icauva e a vanac ión de los 1
sobre eos! a . ." di d " d I d ' . vaore~. . 1 ~ siomficaclon de la me 13 eua callea e as eSVIaClOnes de Ide supervivencia. L4 -e , .•. , a regre.
sión podría significar.e bien que). es una función c~rvllmea de X.~ que hay Una gran
cantidad de heterogeneidad aleatoria en torno a la linea de regresl?n (como ya se ha
discutido en relación con la figura 11.7; realmente puede predominar Una mezcla de
ambas condiciones).

Completamos el cálculo del coeficiente de regresión y la ecuación de regresión como se
muestra al final del cuadro ll .~ . Nuestras conclusiones son que al aumenta r la densidad
disminuye la supervivencia. y que esta relación puede expresarse por una regresión lineal
significativa de la forma ¡,= 65,9601 - 0,14701X , en donde X es la densidad porgremo
e y es la transformación arcseno del porcentaje de supervivencia. Esta relación se
representa gráficamente en la figu ra 11 .8. Las sumas de productos y pendie ntes de regre
sión de los dos ejemplos discutidos hasta ahora han sido negativas y se pudiera creer que
esto siempre sucede así. Sin embargo, es solamente un accidente de elección de estosdos
ejemplos. En los ejercicios de práctica se encontrará un coefic ie nte de regresión positivo,

Cuando tenemos iguales tamaños de muest ra de valores de }' para cada valor deX, los
cálculos resultan más sencillos. Primero hacemos el análisis de la varianza del mismo modo
que en el cuadro 8,1. Desde el paso 1 hasta el 8 del cuadro 11.2 se simplifican debidoa
que los distintos tamaños de muestreo ni están reemplazados por un tamaño de muestreo
constante n, que generalmente puede sacarse como factor común de las diversas expresio
nes. Además, t ni = anoLas pruebas de significación aplicadas a estos casos tambiénse
simplifican.

•

. 1 . dt'
11.2 . Las mcu la ~

Para e . , una suma de ¡;uadf3dos. C'Orre~ '
[(Ind' ada Una de estas desviaciones podemos calcular de 'uadf3dos mexpb-
C¡blelell te. El apéndice A1.7 da la fórmula para calcular la suma e

,

¡~~ ,
'l'lJlllcnl.lu .

tcrminos, ésra da
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---:: re de varzactiJnfuen

---- le _debid a a
:J.;i---nr. hne al-
.tf!c-- el
.~ ": cable _ erro r I_e~ o
~~Y -J}ta de regres)O n
'-.'

Túta.

,... .. , _ ' ¿ XV} '
L.. - - !L X

i ; CfC. te ~~ o er la leCCIÓn antt:iorJ. De este m~o podernos desc:.or:1p'Jrc Ji

1< e eadr..:b. de la ,aria!lJe dependiente en La regrenon de un modo anfr,!: , ' l¡

~~- de b 5 e total "" el análisn de La varianza. , '0 . podemo.'.preg . r.U! ti,..
12 ~elací:'.Jr ad a de i.as detY~ p..ede corresponder a u~ f:laclon..adítíYa dt l.
,, _,¿ - la pretencia de r~r doble prod cto. En el apéndjce Al/- no VC~ óe
¡lfe ,ter "'" -ará .le loo d....bles prod Jeto s se anulan. La magnit d de la deJYiaaf.
~ p >eaúle d . .. - dope iente de la magnitud de. la. .desviació~ explicable Y,m
';fe ) er et LÚ, de la ana iza la magm ud de la desviación de un item respecto de 14
_~ .. de - Je1tI........-.dependier,tt de la magnitud de la desviación de la me<1ia óe
- Jeltr~J respecte de la medía total, Esta relación entre regresió n y análisis de la V"dÍ;W¡

;'Je.1e Jev~1t :r~ aD:á . f'r..,demrJl internar n análms de la varianza de las P.i.¡,U ~

....~radr. r,.,arada· 1e f"'..IO<:ÍtJ 'Í!Uiente ;

•
F vente de »artac ín ;¡.L S.C. se.

¡. - y b':;, <s .J,e: t Y 1; • rr jI~r, ( l>:J/ ' i .'., ~ • <le ¡~ed141eY, 1 ¿ f,¡ t - ~ r-¡- ,
L z

y 7 ! .. ~7.y ~~', - t"r',r 1Y
" .r .~ .,.~ A .,'f J., •• 'J , lO;

;,..J'Y _
~~f) J • r>,¡2 - L.v i

TI - ~ L,f)y .x -
y y r '" ir·) .TI"l'jr. fl;~(; f) {:L Y¡ ' .}

~ ¡ ".e.d '"' Ij~ y J fl - 1 L '/ 2 _ LY' - -n- -

¡f , ' r " <-'.....~de signo icac.JO~ es .~;;;; Jy 1f'.X: .......~ .... neJn 1ür %l.ef1 J .;tf. el'

~t~ .;i)r. grande y SignificatIVa ~e la vananz~ de Y le exp ita por ,~r ~ ... T ~ f ;t

;a~ ahora a ~s ~rro,rel es an~ar para d!,,~Y), e1tadílt icot de r~'_" ..a¡..

"proeba. de hipótesrs Y el calculo de limites de 00' baza. [ cu><!- 3 . "
oj¡J. ~ores estándar en dos columnas. ~ columna de la detedu es vara ce •

.,¡" de Y para cada valor de X. La prunera fila de la tabla " -Udera" trr-r a-Óiar
JXfciente de regreJión. que el simplemente la ra íz cuadrada -íe ' te ece

....,. ir..xplícable, dividida por la <urna de cuadrados de X. rUreteque ~ ara"",
~ J1r X es una cantid~d fundament~ que forma ~~e de I'J'! err ~ _

, l' en regresión, El error estándar del coeficente de regreD')n perm 't ...·BUr

;.:na hipó te~Íl Y dar límites de confianza a rme ro euímador de -ue ' C(. de E
:>le.\> ée '... presenta en el paso I del cuadro 11 .4, utilizando el ~eMp de pOr .:la
,,,., ~el cuadro 11.1.
;. ¡<Jeha de significació n ilustrada en el pato 2, prueba la "lÍgnir""CIQn' de roe! 'e
'€:?ewn,' e, decir, prueba la hipótesis nula de que el valor de rr.lJe1tr~ 1e. 1'1" «ce

:t .',3. pt)blacíón con un valor pararnétrico ~ = Opara el coeficiente de_regr r'l ~IU e\

· ::.rltoa t siendo Jos grados de libertad correspondientes n : - S n 1"-, . .. - níftea ¡mt t,t
· zazar la hipótesis nula , 00 hay evidencia de que la regregon lt3 ~ .

:eJiurl1e de cero ni en la direcció n positiva ni negat iva. Para los datos ~e pet'ifidilh d; pe
I . - tíva altamente 1tn .cal 3 l

l.1l:i 1 crJne u,¡'ones \o n que ex iste una reg.re5Jon nega dad 1 =
. • _ 2 _ F Cuando eleurool al ella r

J Ul1tnormente (\Ccc!o n 8.4 ) que t - . d ed rtdeo)corres-
f, 345 del cuadro II 4 obtenemo, 267.16,queldentrodel error er e<U "" ' La

I I ' , '1" d I varianza ante rK>r en
:J; a Va {Jt de F encont rado en el ana ms e a al haber" ut tQu

., ~ d " d 11 4 podría natu r mente
.}~ -e .gnificacifJn de l pa~o 2 del cua ro .. valor pararnéu"- d 111'

¡ ~j ~ara pmbar ,í h es ,ígníficativamente diferente de un
;e Z J •

I

,
"

fIJ fila" A • _ I .rlClenlt di rerre n nrtm út "mUel de confianza para e coeJ~ 11 ..l f '...
><i<1> , 1:1 c;j lculo '" expone en el paso 3 del cu;, Id L

'id de l 1H el interv310 de confianl.3 e' ba unte r 1.1'.

. ritn en la figura 11 .10 como líneas de punto r
1 dl9 t ~ (Jb érvc qllf tanto 11 hn .. d r r

P!Jr la media de \' e) Por t In(o la \¿(I n n
Jnt ,.\' Y

Ja; . f fll
tlln cal ul.lmo un I mi' '111

,
,,

..... ~#'.JVJ f JIJ/}f/j ' V-fl eqrlV fJUe. fJ mtt}ta IUfJI} rótka dehida a la regretión lineal. míd~~
~ t ~ rr;,t, i JI t1 y I;I.~ utia Th l ""ríacílJO de X Se co ntrasta co n b m 1.....

f f/JdlOlffl'J rlI:FPVf}¡'¡", la _ _ , _ M C. deJIIJ
..lI .- ••r , ' ..02(.rm retít1 Jal. y le utihz a como una . ¡do:le

~ di ,,11; J II1 ~ ~ 1tg,1": tlm Imt:al r~ ettá batada en un gr _..ro
, "'Ir .e wi- 2 I " que b .....-.. , n 7- ",a l~ b /ti ( de lo. errorel, ya JI

n 1 &r~r1tJ lie: I ~rt~ La prueba e. de la h,p(Jt.etJJ nub '~
ti.. b f'''Q IIJ:a u,n lo, da1'" de p~rdíd a de peJJ

, fJ Jlef tt
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y (para .f )

/'\"X _ 10,08801 = 009' 5.'-'
Sr = \ n - \ 9 '

. ¡respondienteS a X (Y :::
de confianza al 95 % para la media J,l} ro

~;~'x 10,08801 ,.tc,;-;;;;;;;-;;;-;;-;;-;;;:
" = L x' - \ 8301,3889 - 0,000 010 602 = 0,0032::.61

2. Prueba de significación del coeficiente de regresión

n = 9 X = 50,389 r = 6,022

b - - 0,05322 L X' = 8301 ,'009y.x - ~

, L dj·,x _ 0,6161
Sy ·x - (n _ 2) - 7 = 0,08801

1. Error estándar del coeficiente de regresión

(b - O) -0,05322 •
t. = " = 0,0032561 = - 16,340

tO,ool (7J - 5AOS P < 0,001

3. Límites de confianza al 95 % para el coeficie nte de regresión

4. Error t' des an ar de la media muestreada

Regresión

~_cUADRO 11.4 - - --- - - _

eba de significación Y cálculo de lími tes de conf", --- - ....,
~n Un solo valor de Y para cada valor de X, TIZ3 de estadísticos de reare.
S10 . -e-

do en los errores estándar y grados de libertad d I
Basa I del cuad ro JI .I . e Cuadro 11 .3 ; utilizando elejtmp o
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Limites de confianza del 95 %
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\' La varianza de Y en torno del punto X y- .
.' n de ' . 2 P I t t X ' en la linea d

~3CIO s2,' es S)'. X' or o an o, para podemos calcular lo [im¡ e regresión es
"enof que

d
)~omo error es tándar de la media Sy ~ v'S1,. In s Imitesde conflanzade

r. utilizane~tá ndar se calcula en el paso 4 del cuadro ilA,~~~ lí 2,gradosde libertad.
[í1eelíOf

a
media muestreada y para X se calculan en el paso 5 Est:lte~ ~e Confianza al

9~~ de I considerablemente más reducidos que los límites d' nfjshmneS(S ,7881 _
,·,'9) son indar c . l . e en lanza de 1 dib.) I error est án ar convenciona s y, que sen an de 4 687 73 , a me la

""d2 en een la humedad relativa explican gran parte de la variac íó 57; Sin duda, las
.' encJ3S - l clan en perdida d

djer estándar de Y es so amente un caso particular del error est 'nJ epeso.
El error 1 d 1 li. d ., a ar para cualquier

}' r;mado a lo argo e a l1l ea e regresum, Un nuevo facto . t od
~T es , d ., rmr uceaharala

I del error cuya magrutu es en parte una funci ón de la dísrancía d d .
ori3nza ' di X ' , "" e un etermína-

aJor v. respecto de su me la - A SI, cuanto mas alejado esté y .de su m d'
ao V ' \ 1 . " f • 1 e ra.mayor
¡tri el error de. ,la esumacion. Este actor se obs~r:a. en la tercera fila del cuadro 11J

la desviaclon Xi - X . elevada a! cuadrado y dividida por la suma de cuadrados d X_roo ' '' v h e .
8mor estándar de una est imación J j ~ar~ una umedad relativa Xi = 100 %, se presenta
ro el paso 6 del cuadro 11.4. Los hml.tes .de confianza del 95 % para Pr;o el valor
¡¡arnétrico correspondIente a la est imación }' j . se exponen en el paso i de dicho cuadro,
~si~ese que la amplitud del intervalo de confianza es 3 ~296 - 2,9338 = 0,8958,
considerablemente mayo r que el intervalo de confianza para X calculado en el paso 5, el
"" era 6,2559 - 5,788 1 = 0,4678. Esto demuestra el hecho de que los límites de
ronfl3.nza están más separados fuera de la med ia que en la media. Si calculamos una serie
glimites de confianza para diferentes valores de Xi, obtenemos una franja de confianza
~ncava como se muestra en la figura 11.11. Cuanto más lejos estemos de la media,
¡¡(!lOS fiables son nuestras est imaciones de Y debido a la inseguridad acerca de la verdade
npendiente, P, de la línea de regresión.

Regres' .
IOn

.~

10 20 :~O .JO 50 GO iO 80

%de humedad relativa

"~ -4
"2.y :1-

~-= S
e, -
o ',
~ l} ro.

r
9

le,lI!oio¡Si = 2,3();}(O, ISlJ"¡O) = 0,44193

L1 = f, - l o,o~ [j I 8 ¡' = 3,381i' - O,4n9 = 2,9338

L: = f. + t O,051i1Si" = 3,3817 + 0,4-179 = 3,8296

I r . == 100 %de humedad relat iva ,por ej emp o. para . ,

! . [ 1 (100 - 50,389)'J
8; ~ \ 0,08'01 9+ 8301,3889

~ , /0,08801 [0 ,40,60] ~ ' /0,035 8i3 ~ 0,1 8940

F._11.10. Limnes de
CQ nfianz3 del 95 % para la línea de regresión de la

figura 11 .6 .

De la sección 6 J
'egresló d . se te(;(Hdará que \ 1 1 / I 1,

n e y sob re X pode ' r - s y 11. Sin embargo aho ra que hemos hee 10

. mos explicar una parle de la va ria~;ún de r en términos de 13

CUADRO II A (conlinuación)

I ' )' r estimado para un valor dado d e X ¡
6. Error est ándar de . un

17. Limites de confianza de l 95 % para /J.rj co rrespo nd ien tes a la estimación }\ ==
3.3817 para Xi == 100 %de humedad relat iva.



l~entO S estado tan ocupados aprendiendo la mecánica del ,' 1" d ..
id . .. ana ISl5 e regresron que n

hemos tern o t lempo para pensar en las diversas aplicaciones d i " • _ o
sección consideraremos cuatro aplicaciones más o menos di t" t asregres,JQn. En es ta

, de regresión modelo I IS LO as. e tratan todas en
téml U10S .

En primer lugar podríamos mencionar el estudio de causalidad S' ber si I.. iabl Y . . 1 queremos se er SI a
variacro rt en una vana e es causada por cambios en otra variable l ' ' 1 l'. . .. . . mampu amos . en
un experunen.to y vemos. SI podernos obtener una regresión significativa de r sobre .r. La
idea de causalidad es una .I?ea compleja ' .filosófica, que no trataremos aquí. Indudablemen
te se ha llamado la atención desde la mas temprana experiencia cie nt ífica en no confundir
variación ~o n.~om itante con ca~salidad . Las variables pueden variar simultáneamente, pero
esta eovanacion puede ser accidental o ambas pueden ser funciones de una causa común
que las afecta. Los últimos casos son ordinariamente regre sión modelo 11 con las dos
variables variando libremente. Cuando manipulamos una variable y descubrimos que estas
manipulaciones afectan a una segunda variable, generalmente estamos seguros de que la
variación de la variab le independiente X es la causa de la variación de la variable depe n
diente r (no la causa de la variable). No obstante. incluso en este punto es mejo r ser
precavido. Cuando hallamos que la velocidad del latido cardíaco en un animal de sang re
fría es una función de la temperatura ambiente, podemos concluir que la temperatura es
una de las causas de las diferencias en frecuencia cardíaca. Puede haber también otros
factores que afecte n a la frecuencia cardíaca. Un posible error es invertir la relac ión
causa-efecto. Es improb able que algu ien suponga que la frecuencia cardíaca afect~ a la
temperatura del ambiente general. pero podríamos estar equ ivocados sobre las relaciones
causa-efecto entre dos sustancias químicas en la sangre, por ejemplo .. ~\ pesar de estas
precauciones el análisis de regresión es un mecanismo habituahnente u t il llad~ para e~po·

• .. . nifi t · · de r en función de"\ no
ner relaciones causales. Mientras que una regresión SJg tea 1\01 • f ..

de Ias vari . nes de) 1.J a írmacicndemuestra que los cambios en X sean la causa e as vafla c~ . ' f " de l '. . . íficatlva de ) en unción "
contraria es cierta Cuando encontramos regresron no slgn 1 idad

. . leíos.: e ir con bastante segun
podemos en todos los casos excepto los mas comp ejos, 10 er d " de Y no

• d ' 11 ) que las eSVIJCJones •
(teniendo en cuenta la posibilidad de error e npo
afectan a Y. . .. una segunda área general de

La descripción de leves y predicciones Clentlf 1ca
al
' es t hacia una descripción

li . . • .. . ., 1 .. íencias natur es apun an .' _ _A I
ap cacion del an álisis de regreslon. LAS CI I nálisis de regresiOn mece o

• . . . bl n la naturaleza. Ye anar cual támatemahca de relaciones entre vana es e . bl s una de las es es
I ' funci les entre vana e,nos pennite estimar las relaciones uncona . tido biológico claramente

, ' 1 'empre tienen sen . , b¡ lé
SUjeta a error. Estas relaciones funCiona es no SJ .f' il . nar una interpretacJOn Kl 0
, I d esultar di IC aszg d podemos
ID erpretable. Así en muchos casos pue e r nd,'entes a v R. Cuan o. • . s COrfespo . 1-' po
glca a los estadísticos a y b. o a sus parame~~ t rt uraí una de cuyas partes corn .
hacer esto hablamos de un modelo matematt'v es ni I e~rvas matemáticas que n~ son

, , ifi Sln embargo . as . de las lmeasnentes tiene claro significado c¡cnt I ICO. I . Ia eienea. la mayona . I
m d 1 ~ .. d importanelJ en .' restnta simp e-

o e Os estructurales también son e . J, en las que la función ~ep d dos) a
de regresión son cun 'os emp,Ticamenle O/U sta. os.. al como el de mlOUllOS cua ra
me . . r un enteno t

nte el mejor ajuste matemallco (PO
Una se rie de datos obser..-ados.

Regre '
~6 ~

. li les que ajustamos, con frecuencia SO n solament
Además. las regr('slo~es . m:: func ionales más complicadas entre variables b·

et'pfO,
ciones groseras :1 las lire actOunn, r"'ladón aproximadame nte lineal a lo largo dio agitas.Es

f t que 3\ '3 • .. e Un '
muy recuen e , bl ' dependir nle. después de cuyo rango la pend iente camb' ~'n.

"O de 13 rana e 10 • 1 ' '1 t é la t.l.p;~-rsng . I I latido card íaco de un 30 11113 pOlq UIO ertr uco será dire I ...
ente Por eJrmp o, e d t 1 e amenl

ro ' . 1:1 la temperatura sobre un rang? ~ ~empcrJ u~as to erables, pero porde ,t
proporcIO~3 d ' te rarao el latido disrmnlllra con el tiempo al enfriarse el a b 'i'J
v por encuna e es ' 't' ído coruú indi nunal o
J. .' rérrnica Por tanto. el sentí o cornun 111 lea que se debería ssufrir depres!Oo · .• .• . . 1 Ce mu~

d al .trapolar en una ecuacion de regresion SI se tiene a guna duda sob 'pro ente extra .. re b
linealidad de la relación. , .

los limites de confianza para a, el valor pararne trico de a, so n un caso especial de los

de JJ ).'¡ para Xi = O. . . . . , •
Las pruebas de significación en los an álisis de re~re.slOn en que haya más de una

variante r por valor de X se realizan de una manera similar a los del cuadro 11.4, 5.111'0
que se utilizan los errores estándar de la columna de la izquierda de l cuadro 11.3,

Otra prueba de significación en regresión es una prueba de las d ife rencias entredol
líneas de regresión. ¿Por qué nos interesaría cont rastar diferencias entre pendientesde
regresión? Podríamos encontrar que diferentes tóxicos dan diferentes curvas dosis-moru
lidad o que diferentes drogas dan diferentes relaciones ent re dosis y respuesta (véase,po!

ejemplo. figura 11.1), O cultivos que difieren genéticamente pod rían dar diferenteses
puestas al aumentar la densidad. un hecho importante para comprender el efec to de b
selección natural en estos cultivos. La pendiente de regresión de una variable sobre otra es
tan fundamental como estadístico de una muest ra, como la med ia o la desviación t ípio. ]
al comparar muestras puede ser tan importante comparar coeficientes de regresióncomo
10 es comparar estos otros estad ísticos.

La prueba de la diferencia entre dos coeficientes de regresión puede realizarse como
una prueba F. Calculamos

(b, - b,)'
¿ x; + ¿ x¡ a
(¿ x;)(¿ xj) h-x

dondes~ x es la media po d d a. n era a sr.x de los dos grupos. Su fórmula es

¡y, . = 0;:<1'.. . ), + (¿ d;" x).
v.

Para un solo y por valor de ,"a ri :ll1 !~ }
por valor de X v=: + X, v} = nI + f/ } _ 4 pero cuando hay más de una _AOd!
libe " a, a 4C· ' 1 un SI>"tertad en el nume d 1 . emparar F con F . Corno ha}' so o

•.... ra cr, t. == ...¡¡;; ! .. [I'~ll ·

Regresión

I 6 Las aplicaciones de la regresión
I '
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24B Regresión

/
' rimtcs dc·pt'lkiiCll/fS es otra aplicac i ón de la rcgrcS"l \ T

I
1/,¡Jr¡]Clt lll ,f l l1' ,,- . • on. an

111m 1.1' 1" U1U Mtl'nn in:1Ja variable ('5 funci ón de otra Cú l1l\) e pl\)~
' ~ l' S.t:l l' ('1.. :1 q l • " 1 lec • n el euhll'l)Jlll.·" lS que 1'1 sUIH'r\,in-I1C IJ de os co coptcrus es Una fu ". adro

I1 .. donde l'nl'\lnlr3l1h . ' , , nCl On d
.- d '1' )l.li"JdO:1 pr('c,un t:lTsl' hasta que punt o cualquier diferencia e eb

Jtns.1J3 uno C'~ l t' ~ .. 1 ' f " d 1 n su pe '" , da e I c d ,,, I11Ul'str3S de co coptcros es uncion e a densid'd n,.
\~nlI311b~'f\3 a en r.. l" . .. ' .. .. . en la

d
. 11 d 1 St'UJ 1I11US{ll(\)ll1paTJT role úptcrns de sarrullados en densid'd que

~ han l':WT\' al . • . " " .. . . , . mUYaI
que tcncan baja supl'n'I\l' I1CIJ) con los criados bajo condicIones O'PI' 1,

(\ st cSfl\'1'3 .. ' . " . unasd
.: d ·'d d Est .. es el mismo punto lit' vi sta que 110 5 qu i ta la Idea de com e
l.3)1 t'nl<ol:l . . e • , parar 10
:\lIllrimi{'nll'$ matcmati......H de un alumno de quinto grado con los de Un estudi 1
, , d ' bt ~ , . , lante'" ,"" 0'0 Pucst.., que sin duda p.., T13Jlll1S o cncr una regresjon de conoc¡ ,
UTU t "" • • , • • lI1uemos
matemáticos sobre 3r1l1S de t'O$ef'l:lOla en matematicas . dcbenamos estar cornp d
hasta ,1 Ut punto un determinado individuo Si' desvía de su valor esperado basado aran o• , , d en.
regresjón. \si. .......in respecte :1 sus condisc ípulos Y g ~Up? e edad. el de qUinto grado
puede estar mucho mejor que el estudiante umvers~t3~o con respecto a su grupo d~

compañeros. Este sugiere que calculemos valores de } ajustados que tengan en cuenu b
m rutud M 13 variable independiente X. Una manera convencional de calcular esto
valores de } 3)U5i3dllS es 00010 la media total de la población)' más la desviación d}, , ~
n, }) del valer dado de r. r ¡. respecto de la línea de regresión. ('0010 ya se ~be ,
estas desviaciones pueden ser positivas o negativas: por lo tanto, los \'alores de r ajustados
pueden est.u por encm3 o por de bajo de la mediJ , Definiremos fom131mente un \'a.lor de
) ajust do como

r., = r + d,.,x = }- - bx

El ,'. mtrol est4lJISlico es una aplic3ción de b regresión que no es muy conocida entre
los blOiogos ~ rep~esent3 una, fIlosofía cient ífk a que nll está bien establecida en b io ll~ ;3
nctpto en Io: Cl rculos agncolas. Frecuentemente los biólogos c~l tl~gorizall el trabajo

mo
d

descnptl\O o como experimental, con la implicación de que solamente el segundo
pue e r :malitico o obsta I 1 ' d ' .. .' '.

d
. , n e, os meto os estad lst lcoS aphc:ldos al trabalOdcscnp!l\O

pue en, en muchos c:uos susf t' 1 ". . d .,. 1 , 1 Ulr a 3S tecfilcas expe rullcnta les muy adccua amente ,
\e s son mc uso preferibles El' d • d' ,d . b .•s os meto os tr3 tan de sust ituir la Il1Jnipulacion est3 IsIlC3
e una vana le concomitante no 1 I _ 1 Pn
)emp\ 1_ _ ,(': • , t", )f e CO ntro de la variable por med ios experimentales.

o Cl4l ulcara esta tecmca
\ amos .a SUponer que e t . "
nguinea en rat [ s amos estudiando los efecto s de varias die tas en IJ preSlCln

pl l:aclOn de l . ncontramos que la variabilidad de la Ilfesión sanguinl'a en nuestrt
ra ¡Jo es c()nsider¡bl ' 1 . enb

JKta, Otro e tudlo b e, mc uso antes de que introduzcamos diferenCias d
re e que la vanabTd d d f . dt ed3tr la UI de I bb' I I a se ebe en gran parit' a di erenclas "

;"".) JI po CllO e pe . 1 ' reSll1n
I I ruftcall a de la nmenta . Esto puede demostrarse por un3 ng 1.0

P pr "n ..~uine b 1 ' b'I'd,d d< ·
n UIOl.a n la bl .~ a 10 re a edad. Para reducir la vana I1

I , po aCUn deber ' d d las [lU So
nt I r tOn di' '.amo manlene r co nstante la eda e , nl¡l

1 ral d 1 a m¡YOTlI d los biólogos será repetir el expef
ll11t

n
, n 1 I m ~od a misma d d, é t es un enf(){lue válido dc s('nlido"'ontU

'
) ~runc titl I ' . ( (tH l

¡nI ~r Cf n n algu no ca10, cuando no es pra r I "
m lant la V¡m bl ' all"T1l! I.. e. C' ITlCJIlf un pl.lfllt' :ulllcnw

e,,¡ÓIl;('g' •
. Il li!luar utilizando ratas de edades V" ,' bl 249lSltl " aes Yre '

p.l~ll1l ta :lsí corno su presten sanguínea. Entonc h g¡stra r simpleme nl 1
J:¡ r:l· • '1' es acemo I e aedad

jr " .,brc edad Yuu IZ31110Suna media aJ' Ustad, s a regresión de ..
'0('3 ~ COmo presi presió n

~\l ~ di -íduo- I\ hora pod emos valorar el efec to de dif . IOn sanguínea báska
..1 In 1\1 . d . erenclas en la d' para

,"", ·u, ladas. O b ien po emes analizar los efecto de la a: reta sobre est
..'1'; 'l . dI ' e a dieta la a,
~ .. liC3blcs. ti } .v- despues e taber hecho la regresión de 1 en. s deSViaciones
.,r\~enta lcs sobre la ~dad (que equivale a la mismo). as preSiones sanguíneas
,<1" 'I' s Slln las ventajas de este procedimiento? A menud ..

'('U" , di id d o sera llOpoo.1 b.' suti d ente de 10 IVI uos to os de la misma edad H . e o tener un
"",''o dos los I d ivid d ' aciendo uso de ,- r ..s utilizar to os os 10 1\'1 uos e la población. El em 1 d 14 egreslOn
l'l~ml0 f ' '1 ' P eo el control es¡ d ' ,• que es rc1at iv3111ent c aCI medir la variable independie I \ . a ISUCO
¡¡lr-'nt di I n e .\ y por supuesto. ...ri3b1e puede me Irse SUl error, o que generalmente ser,', c' . que
~u \... . _ lena en una varable tal

13 edad de un animal de laboratorio. El control estadísn ed ..
.\,[1)) • • ICO pu e ser también

ieriblc porque obtenemos conocumentos adicionales sobre las rela .prt . ,. l¡ , cenes entre estas
lS rrriables - lo que no ocurrma SI nos imitásemos 3 un solo grupo de edad.

n.- Tr:Ht'~fonn:lciones en regres ió n

~ tr:lJ1SfOnllar una o las dos variables en la regresión, nos proponemos simplifJC:lr UI13

rebd5n curvil inea a lineal . Como un subproducto de este procedimiento.la proporción de
b11IianlJ de la variable dependiente explicada por la variable independiente es genet31
mtnle incrementada.y la distribución de las dcsvi3ciones de los puntosen torno a la linea
~ regresión tiende a hacerse nonnal y homoescedástkJ. En lugar de ajustar una tegresión
ruJ\ilinea \.'Omplicada a los punto s representados en una escab aritrnetk3. esmu cho más
rool'enientc calcular una regresión lineal simple par3 \'3riantes representadas e~ un~ es..""ab
tf¡¡¡!.fonnada. Una prueba general de si la tr3I1sfonnación mejora la regreSJon ~eJ.l es
rerre~n lJ r en papd milimetrado co rriente los puntos que \'3n:1 su ajust:ldüS: aSI, ~omo
eo otro papel en una escala que se sospeche que mejo ra la relación. Si la .tunO:lOn se
U"~lln('a y se reduce la desviación de los puntos en tomo 3 una1inea ajustad3 ViSualmente.

r1\e la pena la trJnsformadón , l ' d , , nDisc ' • . rdinariamentt 3p lO: :1
d , ~.I. lI'emllS bre\:~mente algun~s de I ~s tr:1nst ~n~3clOne~ o '"eno ~'.:ciün IO, ~) no

ij¡J\¡~.I S de regrcsl l1n. Las transtOnllJ('llllles r31 Z .. uadfJdJ .~ are . \. d1tosapro-
~rne nClOnan , pe ro también son efect ivas en ca511$ de' r\.t:res.\l'O qut' tlnp 3Jl

, ~s para estas transformaciones . .liz3d F\lr ~",n.s.~uit'nte.
trallsformación logaritm ica es la más frecuenumente uO a. m;¡nl1 rtpuestll

:QflstJJbl " . · t3d l ~U':ll tl'n~ 3
I!e e que cualquiera que l' sté h ~ll'i l'nl:k1 trapajo e: . ' 1' · 3~1t" J~'rt'nditnte

papel se '1 '. • . , . lransl 'ml.:lllll1 ~ ! \'U1 . "leI E ml ogaJ'ltmlco. La ma\ orl:1 dI.' las ",,'.. o ~ u.ie en b \ "!T¡), l.'
It, I _, - 1 . b" de f"r< n . 1okptnd' ran)Jomlación está indi..'ada C'U:lndo llS ~am l l .. ~I indcpt'ndicntt. Esu re !-

:'Da I~nte var ían difl'ct:lml.'nh' I,."on Il1s cJlnJ:1Kl$ en la \3fl3 e.t3nt ~ \ ( es b N.. d~
~ mdi' . b \ d' \ b ~l'n l\l n~ . - b 1 ' ) \

'h.... l:a por 1:1 {'Cll:ll'ill ll r .1/ . dl1n { J . .. I ,} It: ' 1 + (l._

¡ ~"' lI l1lo nat I . "t 'n('l11l1~ ". • t\' t ~' ll'rUra . ()1..'SPUl'S lk (;¡ trallsh1rnl:I~'I\'1\ \l~. l ' la 'r b Js un nu
t~ e\ple . \ Il\1ultlph~"3r ¡ L·, J ~ una

Sil n loo r l'", un 'l l'\H\..I.lIltt' l\"t' .1 I.,U hn nl(', ... ' .anle b l e< ' ,. " JI.' n: 'H'\I\\n, yo
,q\l(' r" t \I" I\.Ill'nlt' .1 un "'l\l'lIll~'lIh



• , ••,..d. en el r,fw.t.n g ' "(Jt1tmi " ,P(1f lo tanto Lacer I1nplernerll~ l,r Jt:V" 1 (I... • . , u;¡ 1t r~) ..
l. .. r ,hIt X '-13'" ohtener la lun(;Ínn l(~ y u f h X,y de e lla "mn... o .,
'7. ,- 1 f HJ~ lfr I
r JI: fu I!, ¡aLV,net de pre<i K.(;"'n e mterva flI de (,h n lMIJ:a La f'S(u r" J J 2 . r

1
..r 1 1fl J"'I .

qen:plfl rv. Ir..t. fr,rm;¡á'm de la Vlil nante (tpeJJu .cnte en ti filml" )t.t',;l1ítrnIUl r,
Q',r¡d JU.J ma (jJ (I uienb1e rectlflCíJc¡{,n de la curva respuesta . • ~' r
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La trarJ1ftHrn'ICi/, n J • '1 - I -'b b I . ' ) IJgitrl mica para .<11 dfJ ~ variables tI aplc able en utuaclOnes en las
a~ . ~:e <te"" n correcta puede describ irse P')f la fórmula }' ar' Se vue!'ve aet(;nb.

",...J~ (;Ii'Hl de ' / •• ~ rtgre~Ulm (;(HfI (J Ir,g Y 1(,& a + h krg X Yte hace el ci1culo de manen
l. fIC Il'HJ:J 1 e 'A;. d' ,(Jrn(J é)crnpl(,,, de esto están el er ecím iento enormemente despr(lpOrcIl'Jna·

¡ • r/tr\lJ\ I ' .1-1k 1.._ Jrgd n(J' en a I~u flC) " orga n¡,m(" como 101tamatlol de walUI uc C1f'fVO o
YI ~nle n:J' di ' . _1 "

I ' e cte rvo volante con re..pecto a ~l l ama"ol corporakl en &ener~ "na
',m'''ón l. .. {t _. • ..,,1"- ".¡g,jf rmca doble esta indicada cuando la reprelt nlaCJOnenP·r· "'lj"JVli

Tra~ illJn;¡ línea recta .
Tlt/'Jfr1tlJr-i/ r ' -_.1 10 por unJdad de

V JI rcrtproca Mucho .. fenómenos (una determUY.la acc n , "a
¡ n pr,t uní 1. .1 l ' - _la undo Oti nurntro UII'

11 rw ( du {e población} como 101 balidos de ~I por \(:f _. __l.. dy,JeUr lo en la nw» e
"la ' " p fJf hembra dar án curvas hrnr rból ica! al reprelt

ntat
I ,

fJr'v.Jn:t1 l ' ' r - la uaclOntl malenu
llcn

a hXY )e el le modo , forman curvas deKnt~ por « y br I y a 4-

1,,, f I <) (a I "X) Y I 1)<; ésta podemo du" I ' 0, podm
'lrrn' 1 . (r Jefll n e

r r.... aru lJ la varrahle dependiente en eu reclpfO\ O
·..re .'IICI r I -1~!I1 ec t ¡ III C;U , -110 de la l ra

n
(. rrna:

",l len- .1 , rilo: r por n
/Jr'¡IJ/t l' II cutvne acnmulauva pueden re I _.a la (lI1url ~ ( T '

el:lIé r I 1 I molU....' n ~ hla ql¡,. e e ,1 CIIIV,I ,Il: urnu la l rva norma blln a la, 11 P
e 1I11b'.lJlflo 1.1 t1u ¡" n,1l1.1 de b e 31.1 norrn I um
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Temperarura
(OF)

t02,8
104,5
106,5
lOi ,O
10.1,9
103,2
103,1

T iem po después
de la inyección
_..efh.::o ras)

24
32
48
56
72
80
96

Peso medio s de los pesos
Den sidad de las adultas (no Sr l n
lanaria (.:-n mg)

O.ISO
9

t t ,356 31
0,133

3 1,356 ,;(1
0,t30

5 1,254 0,1(l.j
6.1

6 1 Ó) ~ ..)
. - ,).. 0,130

10 O,~lS~l 0,1 " t
tU

20 O,titH 0,0: '
~ ..

·10 0,475 -

Ha cer la gráfica de lo s da to s. Sin duda los tres últimos puntos representan un
fe nó meno diferente de los cuatro primeros pares. Para los cuarro primrros puntos:
al Calcular b . b) Calcular la ecuación de regresión y trazar la línea de regresión. e)
Probar la hipótesis de que (3 ;;;; O Y fijar límites de confianza del 95 %para la
estimación de la te mperat ura del conejo 50 ho ras después de la inyección. SO Ll!o

CION. b ~ 0,1 300, ¡'so~ 106,5.

II. ~ l a siguiente tabla se ha obtenido de los datos de Sokoloff (I~55) . Los pesos de
he mbras adultas Drosoph ila persimilis desarrolladas a ~ ~oC esran afectados por su
densid ad larvaria. Hacer un análisis de la varianza entre densidades. Luego. calcular
I .. I mas de cuadrados entre
a regresión de peso sobre densidad y descomponer as su 'f· dgr .- lineal Hacer la gra lea e
upos en la explicada y la ine xplicada por regresión . litados.

los datos aj usta ndo a las medias la linea de regresión- Interpretar os resu

--------- -
d dOSIf icación-mortalidad representados e 253

OS e ... n papel probo f
~i JJl 1 línea de regreston se estima la dosis letal 50 % u verllgura 111
.,r1 ~ de 3decir estimamos el valo r de X correspondiente por Un proceso de P"d' .4):.A
r"· 53 es ' I 50 % a Un valor bi ICClon,rtf · equivalente a . pro ude monard d
:~. que es I a

ff'kjOS 11
L temperaturas siguientes ( Y) se registraron en Un conei .

11.1 d" pués de inocularlo con virus de la peste (datos de enejO a dl~ersos tiempos(X)
es arter y Mit chell , 1958). '

-c JO
"

,
-c 6.--
"- •
" •o 5---
~..,

4
~.-
"-::: 3
"u•o
o. 2 L_-""--L--L_l......1.._.L-_ .X

0,130

Dosis
10

•

L...._~_...l- x
O 0,51 2 510 30

Dosis en escala logarít mi ca

Fig . 11.,14 , Da.t,os de dosificación de mortalidad que ilustran una aplicación de
la tranSIO!maClo n.probit . Los datos son mortalidades medias para dos réplicas.
~e so m~t1ero n vein te Drosophila melanogaster por réplica a siete dosis de un
insecticída "desconocido" en un experimento de clase A l punto que dio un
O% de mortalidad a la dosis 0.1 se le ha asignado un 'valo r probit de 2,5 en

lugar de - 00 , que no puede ser representado .

•':l i5--
-
"

252

." r

.;:: 100-

Regres· .
IOn

d
. t íficar esta curva. Aquí hacemos lo mismo excepto que g d

lística se po 13 rec I . . - ,. A · l ra llamo
b

bili tíca en unidades de desvlaclon n prca. SI, e punto SO % corre ' bescala pro :1 ulS 1 d . .. •. sponde
. ' .. el punto 84' 13 % a + 1 eSVJaClO n t ípica, y el punto ""17 ' 0

desviaciones npicas. di .... %a ')

d
. . es tfpi ...."S Estas desviaciones. eorrespon lentes a un porcentaje acumul t i - ,

esvíacion ~ . (D E N) S· ·1· · a lvo
d

. desl'iacioncs equil'alentes normales .... I un lZasemos papel mili ' ~
enomman id d D E' N al Uhetra

d
d¡ . Ymarcásemos la ordenada en UnJ a es . . .. representar la cu .

o oc mano • Pr bt rva nonna]
l t íva frente a ella obtendríamos una l ínea recta. o tts son simplemente d .

acumu 3 l i d ' .. d 5 O eSVJa¡¡.
tes equivalentes normales transformadas por a a rete n e , . lo cual evitará v 1

d .. A · 1 al bi 5 O aoresnegativos para la mayoría de las esviacro nes. SI, e v oc pro ít , correspond
frecue ncia acumulativa de 50 %. el valor probit 6.0 a 84,13 % Y el 3 ,0 a 2;27 %. e auna

La figura 11 .14 muestra u . Id . . .
de un insecticid E n ejernp o e porcentajes de mortalidad para dOSIScrecientes

a. stos rep resentan dife t . . , f ;' Sacumulativas Co d '(":. I ren es puntos de una distribución de recuenc...
, n osmcacioneg cre ' t d ezmayor hasta que a dos¡ cien es muere una proporción de la muestra ca a ve

una OSIS sufic' t fcuencia se descubre . 1 len emente alta se muere la muest ra entera. Con re
. que SI as dosis d t é . 1 n-cías de muchos orga . e OX ICOS se transforman en logari tmos, las to era

l OISlnOS a estos tóx í . . - oro
ma . Ellas dosis transf d xrccs siguen aprox imadamente la distribuclon n
d .'" ' arma as se de - lasOSlilCaC)()nes conduce " nomman a veces dosificaciones: El aumentar
d . a una dlstnbu .. ces
.enommadas (Ur~QS de du,ir' .. cien normal acumulativa de mortal idades, a ve
ar lJ 'CUCIOIl-m oTl íid d . de unea completa del análisis bi ét r¡ a I a Estas cu rvas const ituyen la materu
de pa .L 10m t neo el bi f irnos

S3U4. La técnica má . ' ,oel/sayo, al que aq u í sólo podemos re er
este anál¡ . s com ún en est l dos d~

l
ISIS se rep resentan e t e campo es el análisis probít. Los resu ta I

CUa 1- b . n Pupe (lrt I . - ' en ea a SC IS¡ se ha tr:lOsfor _d ) JI/, que es papel milimef rado probabill stlCo .
rna o en escala I -. d reslónJugarltm lca. Se ajusta una línea e rcg



Analizar e inte rpre tar. Ca lcular las desviaciones de la línea de regresión (y ._ }~ .)

representar fre nte a temperatura . 1 I Y

255

l-o ngitud media del
penado embrio nario

en días
y

59,8
67,6
70,0
70,4
74 ,0
75t!
78,0
80,4
81,4
83,2
88,4
91,4
92 ,5

Tem p eratura
° F

Temperatura Calojias
(O C ) y n •

O 24,9 6 1,77, 23,4 , l,!l9
10 24,2 4 2,07
18 18,7 5 1,43
26 15,2 7 1,52
3' 13,7 7 2,70

. . d t dos los datos del ejerciciO 11. 1 ca lcula r la ecu ació n de re .
Utilizan o o . O· t i I f grest¿

I
la obtenida anlenorme nte . rscu Ir e e ecto de la inelu ' . n y

comparar a con SIOn en
análisis de los tre s últ imos puntos. el

Regres"IOn

D
. (195 5) dio los siguientes resultados de u n estudio d e la ca n tidad de 'aVIS . ba¡ di energ¡a

t b
alizada por el gorrión Passer domettcus. ajo rversas co ndiciones de t

me a • d di h empe-
ratura constante Y un fotopenodo e tez oras.

254

11.3

11.4

Analizar e interpretar.

11.1 El experimento citado en el ejercicio I1 A se repitió utilizando un fo toperiodo de
15 horas y se obtuviero n lo s siguientes resultados.

~hn. un estud ,io del consu~~ de oxígeno (m icro litros/mg peso seco/hora) en HeliQ·
u zea realizado por Phillips y Newso m ( 1966) bajo tem peraturas y fo toper íodos

controlados , se obtuvieron los siguientes resultado s:

Fotopen'odo
(ho ras )

11.5

Temperatura
(OC)

18
21
24

10
0,51
0,53
0,89

14
1,61
1,64
1)73

Temperatura Catorias
(OC) y n •

O 24,3 6 1,93

10 25,1 1 1,98

18 22,2 8 3,67

26 13,8 10 4,01

34 16,4 6 2,92

\ ' de regres.ión para los.
Hacer una prueba d e la iguald ad de pendientes de tas meas
fotoperiodos de 10 y d e 15 ho ras. SO LUC ION , Fs ;::' 0 ,003 .

Calcular la regre!ián par da fotonerf idad de las pendo a ca a otoper fodo por separado y p robar la homog
en

; '
dos de IOy 14~~~~:~ ' SOLUC ION , s~.x:; 0 ,019 26 7 Y 0 ,000 60 para fotopen

o
-

116 Longitud del periodo emb - . . er-
(Q faba#' desde h h nonano (en d ias} del salta montes de la pata ta hI1l PO,
1. • uevu asta adult d i K u skO e-
,.U y Decker 19(1 l . o a rve rsas temper atura s co nstantes ( O I
f

I I JI LA) ' dato r I ara osmes de este an ál¡ I )rlgma es eran media, ponderadas, pero P, .
1\11 al co n'lder' unlCOS.aremo! CO lOII , ¡ fuesen valores o bserv íl t.!os



Capitulo 12

Correlación

111 1 111\~ II1h 1l.111 11111 111 ., ll lfl l \l Ion .",."., ,1 _ 11. 1 . \ 1 " I(' sillII,
' lIl ,Il I'ri .1 tI(' (.:O ll t',1( 1\ "" ( . 1 1'('"' r llll'lll r qU l' pruhl 1 • (',,:t I

I 1 r m.1 ( (' I:Orr r 1.11" 1I 111 ' ,111 1I 1111tlo :'l (011\11 1I'}{II'\1I111 \n I
t 1("11 I It;¡ (l 1~1I tlll 1 " , t'IIIIIII\1I

, • lt"ll r 0111111' ItI ullI l l.U III , Il a \' \ 'll li. l 1,l/ l l lI l' S 1'.11 11 ('S .I

1 11 l'sll' ,,,¡pIIIlI,) ,"llllinll.lllltlS lll ll' sl ta l! iSI'u sillll d I' "sl:1\1(sricos hiv:,\1 lau tcs. ll cap itulo de
h·)o:ll....ion U.lta de 1.1 relación flllKio n:tl dt' UI1;1 \";ubhll' ..:11 11 otra : I'Sh' lra la til' ti I\IcJij¡
d d ¡:I .hh1 d I' •• \ , I d .I I ' iú11 l'niH' dt 1S \ ;1[ i.1hh-s. l 'sh' h'1It:1, ,'11 ~1'111'1:11,se d('lIt11l\1na ;¡ 1I;¡li~i 5 dt
l't111l'l.h';ll ll '

NI) Sll'mpll' ,'sl.1 d .llll qué tipll dI' .Ild lisis. 11)tIl' sil lit) Úlfll' bdún, lI l'11\'rl:l ('mplr.lfsu n
UlI ,h'h'IIIl III.H!1l pwhll' lI1.1 . Stlhlt, " sl.\ m.llt'd.1 ha h;lhido l'll llsillaahll' l'tlllfusibn l'n la
,,¡¡- nlt' lIt' I\ IS 1ll\ I· sll~ .l\l t\l (· s \ l:lll\hién ,'11 !:I Iih'ra l m:l ..\ 1 p rindphl d I' la St'Ú'il\n 1:.1
11.11 .11 ('1111 1" lk d .lIiIK.lI 1.1 di slilll'i l)1I ,'nl ll' " SlllS ,!lIS 1II1; I\l¡ h,S . 1: 11 b St' l"\'it'l l\ qUI' sigllt

( 1: ,: . \t' h.II .1 1.1 I1Illoliun'itlll dl'I l'\lI,ndl~ lI lt' dI' l'ol' ll' lat'h'lll p l llduchHllllll H'Il!tI. d n .....fi.
l' il'n h ' d t' l'l llll' l.ll' itl l1 tl l d in:n it l dI' 1:1 1il l· l .lllll'a . I l1' l! I II' il' l' IIH1S \Ina f¡'lHll u Ll P;U :l l'sll' ('1.1'

I'l It· ie ll !t· \ (,\ Pl l lltlrl' llI t1S :I1 ~tI di' Sil fll llll.llllt' lI lo I l'l'll'k tl . 1.' 11 l' s la s l'ú' it\ n SI' t'\ :llllinari b

u ' I:lt'l ull m :lIl'm:ll ic ,1 llllim:! t' n l lt' :l1l:llis is dI' l'q .: n · sh'lll y l't l ITl' !:ll' j¡\ lI : :1th- nl:Ís l·aku1:lu·tl lll!

. l ' 1 I l ' I . " ." (1 ' \) ,,' '" ,Ull tl ll' III t' lI 1' 11' t'1 1I II' a l'l\llI 11I t ll Ul'l ll ·1 1l111llt' 1I 111. A l'\ IIl I Ill U:ll· l\l ll . Sl' l' l ll l l\ .. .. '

I;ln l!l\'r l ~;l~ Plll('h.l\ ¡\l' SI}{IIi1Il":ldún ¡¡ Ul' indll V('1\ l'\w l1t' it'1l 11' S tl t' l'I Il It' l:tl'illll . ( lila \ tI

t¡ ll(, ~t' h.l .IPIl'lllhtl " .1It-:II sIllll l' l'tll' lk il' lI1t' S lI l' ~'\ lI n' 1:ll'i tl ll, l' S IIlHa lit' d is l' ll l il sllSa l'h...·
l'I tllln rll 1.1St't' l'IIIII I ' ..1

1.1 't'('ll lll l ' t'll ll l lt' lll' 1111 lllt'lntlll un P :II .llllé lrkn par:1 l11 tlh a r 1:1 ;lSllt'iJ "h\n , ~~
Ul11 111 ('11 "1 "-11 , . l ' . , . . r' h~ l'rll( ~

• • ,t S t:.ISllS rn llllr un SI' l' t1 l1lp l'n !lIS [¡'ql llSIItIS IH'Ú'S.lflI1S p .I , " 1'\'

q11(' lIh hl \ ('n wd 11" k' n l (' s 111' ('o rr d .l l' ¡1'lIl • tl r 11 11 I S ti 111' SI 111 P11' fl' ri" k s P1lit'h:, s r .ll'ltb Srt
llr IIIl t'fllIl rrnl!tmlrnl tl . POI r.llU lIl'S 111' 1.lpill e l ('11 ('1 dkuhl o 111 11 1·ll lln'lIirllli.1 ,

1,c'/fH 1
GII"O '

lu s rl'! :ICÍtllll' S, l11al l'lIl :íl k a:'l ent re los d 1 257
, l'r hlt/.. II, . ' 1 . \l5 lllr llltlns ti ' ll

P,v
ll

I ' 111'11it' :IIl\I'I\It' S(' Pll l'l e 11 de UIl \) :ll lIho C11' r il e .111:1 IllSSlllllllU" e I
\ 111.1 1 • • 1 1 1 ac¡ tdad l' } 11'

,h" '1 I'S tIo1:1m l' . l · n St'KUIII (I ugut , Ins textos anleflu, I IIr 1.llllu ,la lent JlII1II
'tI 1,' \ 1 - • \ 1 I \ es no un t i f I111' 1 lislilll' ll ll l' n t lt' lIS. uus fI1l tOtlllS. y esle nc . l.lllC.IlOSuflt" ll'ntl'
lIt ,1 1 . Il II aun nll h J
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TABl 2.

5< ha visto que la suma de productos es una medida de covariación y, ¡>O< roJlÚ!U"ll".
~ í robable que ésta sea la cantidad básica de la que obtener una fórmula pen el coef¡.
r ule de correlación. Las variables cuya correlación Sé va a estimar las desigJWemoI por
Y e y" Su suma de producto, será por tanto L Y ,Y¡ Y IU ronriallU 11 In - ll!
_ ' deci IUID'de
!.! IY2 = 112 . La segunda cantidad es análoga a una varanza, el eee. <.lJ3

~1Ild", dividida por su, grados de libertad, , ' Ipbs,
{;na desviación típica se expresa en unidades de medida originaJel~ como pu cano

r,-,,,,,,,,, ' , . t".. te deregreSJOn se e-xprcY
; - w» , o cenu metros CUb ICOS. Igualmente. un eoencien .' o- una medida
~,.. uni~de'de Y por unidad de X. tal como 5,2 gram o~,tn;;~", (-lO de poder

a~IaClOn debe ría ser independiente de la escala or~ de e Loa fo-nn¡ de hJctr
. parar el grado de asociación en un par de varabl~.con el O~1ts Y. e Y:. E.sw
~J ~ dividir la covarianza por las desviaciones t1plC35 de.~. t'pÍC2) eoD'l'ertirla en
-r~ lCe a di id' propia de1VJ3Clln -, de,_ • IV U cada desviación y I eY2 por gJ la~ de prw ...

ctOl

:iI~ de~:ión tipificada. La expresión se comiertt ahora en
detvlilclOnes tipificadas dividida por n - l .

' YIY' = (n - lJ" "'"
~nl ,

la .. la r' I>"';n produet
b (J rmula para el coeficiente de corre

Y I e YJ Simplificaremol el simbolismO I

11:.1)

¡: ~ El coefic iente de correlación produeto-momento

Hz:; oomerosos coeficientes de correlación en estadística. El mis oomúD de é5lot le

esoraína coef iciente de correlación producto-memento. que en ~ r !aLJin ~neuJ

le kbe a Karl Pearson. Deduciremos su fórmula por medio de ..o procedlIlieDlO BU;"

(JIrelación

. sirnplemente un valor numérico no 259sena . • un ell~tfl ebción. Existe una mterpretación que PUede dar cr de Jna me.dilh .
~ ':'"ción de ciert~ aplicabilidad a Un problema de le al,~~rado del o-':am<tra
~.: una estimadon de una correlación paramétrica retTeUOfi obtwte :: te de
""'EiU disCUsión se resume en la tabla 12,1, que mu"; bs n~,
_-dln Las dos columnas de la tabla indican las d ra . r:1acior.e, en eeorr L ...: ,
~~__ ' . 1 . 0 1 ca d1Cl)Ae1, del e...."Dny
: _ oon una variable a eatona y medida con error 1. par de V¡¡a J:-,I¿- ,.

- d iad I , .. otraf" I "'.0
~1es al azar. Hemos fJ o e convencionalismo JIUa! de"'" ~n e otro CWJ las b

~; X O Xl. X2 para ambos análisis, co rrelación y r .~ el par de 'Uablet.
';'--""0 Y para la variable dependiente y X para t., ?,e""bJe

n
,En rOUewSr le('Jino1

--~ d ' bl .. ana L..A~rd '
::fII-1'd3ción las os vana es son en realidad variables aleatorias'~ Ente , pero en
~ y en todo ,el ~exto . P?r lo t.~nto mendonamol las dosvar~jt1 bemol~
i1u de la tabla indican la mtención del investigador al hacer arW~ y l . Y% .Las
:'J2í!rantes de la tab la indican los procedimientos adecuadOI par IU de

1SU
, .y Jos cunrn

, " d i ' 'd a una tennmada combi
;lCi:)nde inte nclon e invest iga or y naturaleza del par de variables.

-

N atu raleza d e las dos variables

y al azar, X fija Y l. Y 2 ambas al aza'

Regresjón modelo J . Regresión modelo 11.
(No tratado en este li-

bro.'
Coeficiente de corre~
clÓn. (La§ pruebai

lignificación !Ók> 10°
totalmente adecuadas
y y te dlttrlblJ)Cr.

1. 2 rrn~'
c.omo variable 00

le blvanantet.'

I r <;eT y tt lJr. a: Lól il:VJCLilC Jn S n \enhdo para este ca-
er1eper; ero 141' entre ¡ji) Víll114- V.J SI le delta , puede

(.Jbtenene una ee.tlma
ci ..o de la pr(.¡p'.Jcoún
ie a variaCión de Yex
p able pr,r X CI".Jrn(J el

Ja1h"dr.J ljeJ ClJefJclen
te de vJfcela 11,0 ent re
Xe Y

r.. a «.er y e u. ar a dependenc a
e Jfla vanabje respecte.. de otra
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b rt ud del brazo Y longitud de la pierna en una población de mamíferos. o ent
og al roducción de huevos en hembras de moscarda , o entre días hasta la le~
~~r¿ ¿ternillas. en una hierba.. '.0 es nece~r_~ ocuparnos todavía de 131 raz 1Tl.¡d~ .~
W QUe desearíamos demostrar Y medir la asocsacon entre pares de variables. . 1t1;:.. ...
r~' de etW en la sección 12.5. Por aho~a basta afirmar que cuando queremo~:' Or(.up¡.
el grado de d>ciación entre p~es de variables en una muestra de población, ela~~
correlación es el método apropiado. de

Aunque procuremos el método correcto ,de acuerdo con nuestros Propósitos,~
chocar con la naturaleza de los datos. ASI, podemos querer establecer el contenid
colesterol en la sanare como función del peso, Ypara esto podemos coger Una mu o..

- , ~_ ~ 1 id d I enr••azar de hombres de la rrnsna eU4U, obtener e contem o e ca esterol y el peso de
índividuo, y hacer la .regre.sión del primer~ en fU~ci?~ del segundo. No obstante, esta¡e:
variables le han medido ~ error, Las vananres md~ldua!es de la supuestamente indtper,.
¿itntt variable X no han SIdo deliberadamente eleglda~ ,ni controladas por el inveu;gado:.
LoJ requisitos fundamentales del modelo I de reg resron no se cumplen, y no es lóf
2Justal a 101 daros una regresión modelo 1, aunque no es difícil que se encuemren ej:
P" de tales prácticas incorrectas en la literatura de investigación publicada, Si lo que
OI!SC3IDOl el realmente una ecuación que describa la dependencia de Y sobre X. debería
t1ll» realizar una regresión modelo 11 . En cambio, si lo que inte resa es el grado dt
aJOCiación entre la5 variables (interdependencia), deberíamos hacer un análisis de correb
ror. para el que sean adecuados eSlOS datos, La dificultad contraria es tratar de obteoer
Jú coeíeente de correlación de datos que sean propiamente computados como regrew'
es decir. cuando X es fija. Un ejemplo sería los latidos del corazón de un animal poíq,uio
te" . romo f J:lCÍÓn de la emperatura habiendo aplicado varias temperaturas en J'

expenme too Este coeficiente de correlación se obtiene matemáticamente con facilíCJd

l...n relacionel entre correlación y regresión. Esta tabla indica el cálculo correcto pla
:o.aJq~JeT o:..mbmacjón de intenciones y variables, romo se expone.
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. ' (1" ) puede volverse a escrib ir de otra forma común. Como la eXpre ..La expresión - -- ~

I¿:y' ..,¡'=-
, -In - 1 = , I s' (n - 1) = \ n _ 1 (n - 1) = ¿:y'
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.' en ella de muchos puntos. Si se COntin· 261
.......,cJOn bIt· . ua mUestrea d>'" ntOS SO re os an enores, y SI se hacen y' mI n o habra'

- 5 pU zs es ea ' quesu~
fJ('I"O roO granOS de arena, se a~~mular ían gradualmen os PUnt01 en sentJ~·":,,.ner
..leS eo do Esta es una percepci ón tridimensional d te en Un montíCUk\ .f11leo.
...,,p303 . O e Una dist m " PUnt"ludo...." ctiVa en la figura 12.1 . bservado desde eualq . r uc." 00nn~_.

"",spe • bid' U¡era de los · d "-,.oda" r; 010 presentana un aspecto unensional y su ejes ecccrde......I ...
011C ' OO ntoroo ' '~a~q

:".__" ción normal. dando las dos perspectiVas las díst m ' .en>el de Ufl3 CIIrva d
~j,.l""u r UC10nes de YI e Y e

te 1, fespeCtiTa_
~, ,.

(1 : .:) puede escribirse como

que a veces es preferible para el calculo. Para estable.cer la expresión 0 2.2) de un CU:l
más general. para las variables } "¡ e Yk • podemos escribirla como

f

"'--r
Fig . 12 .1. Distribució n de frecuencias normal bivariante. La correlaCIÓn pan.
métrica p entre las variables r I e Y:2 es igual a cero . La d uoón de

frecuencias puede visualizarse como un mont ículo acampanado.

11 2A)¿:y,y,
(n l )s,s,r jJ: =

El coeficiente de correlación ' "k puede variar desde -+- 1 para asociación positivapetfec
L1 hasta - 1 para asociación n~ativa perfecta. Esto es intuitivamente evidente cuando
consideramos la correlación de una variable y . consigo misma. La expresión (12.4) daría
en este caso " i = ¿: y,y,', /¿:yJ¿: yJ = r!yJI¿: yJ = 1, lo cual da. una correlacóa
perfecta de ~ 1. Si las desviaciones de una variable se apareasen con deSV13C10neS idénticas
pero opuestas representantes de otra variable, esto daría una correlación de - 1 porquela
suma de productos del numerador sería negativa. La prueba de que el coeficiente de
correlación está limitado por + 1 y - 1 se dará en breve. 1

Si las variantes siguen una distnbución part icular , la distribución normal birariante. e
coeficiente de correlación r j k estimará un parámetro de la dist ribución simbolizado porPito

Vamos a aproximar empíricamente la distribución . Supongamos que se han muestreado
cien ñems y medido dos variables en cada ítem, obteniendo de esta manera dos mU~5tn5
de )00 variantes. Si se representan estos 100 ítems en una gráfica en la cual las variables
y I e y2 sean las coordenadas, se obtendrá un diagrama de esparcimiento de puntescoreo

ti . rrnalroefr
en la !gura 123A. Supongamos que ambas variables, Y I e y 2. se dístríbuyen no ue un
~e ~ .~"IO completamente independientes una de ot ra, de modo que el hecho de ~o a SU
individuo resulte . ser mayor que la media en el carácter Y I no afecta en absolu Uf 1!
valo~ para la van~le Y2. Así, este mismo individuo puede ser mayor o m;no\~. n i
media para.la vanable Y2 • Si no hay absolutamente ninguna relación entre ) I ,e . ' el
las dos vaIl~bles se tipifican para hacer comparables sus escalas, se enconuar1a qut!I1
perfil del d".'am. d. '. " turalmente. p

--eo- ,esparcUTllento es aproximadamente circular. 1', 3 .' O. pero
una mues ra de 100 rterm, el círculo estaría sólo imperfectamente dehr1UUd

ca' n el
cuanto más grande.. la . .' círculoa muestra más claramente podr ía distmgurrse un ido J b
re¡ central alrededor de la intersección y l. Y2 intensamente oscurecida deb

Si suponemos que las dos variables Y1 e )'1 no son independientes sino que esun
;osrtn-amente correlacionadas en cierto grado, entonces si un determinado iMiv~uo t)ene
.;; nlor grande de Y I , es más probable que tenga también un valor g~e de.} 1 , que 00

hcontrario. Iguahnente un pequeño valor de )' I probablemente estará :uodado conU?
• ' , b" " I darrama de esparci-

~eno valor de Y 2. Si se muestreasen items de esta po 14C1On, e . . E
. '3 O) alaraarfa en forma de elipse. 0 0i!!J.ento resultante (rep resentado en la figura 1- se: '3D indh.iiuos altos par¡
~Jtre porque aquellas partes del circulo que prirn:ramente inclu í resentws. El
-:2 i4riable y bajos para la otra (y viceversa), está n ahora escasamenttec~~ elíptico tridio
_. d I de arena) da un mon J.."reo contmuado (con el modelo e grano, .. f todos Ins datos se

~:!I3~nal presentado en la figura l :!.2. Si la ~rTelaclO~ r~a~:~¡,t ia b regresión
" tan a lo largo de una sola línea de regresen (la m ularse en on modelo físico,
;}I sobre y2 Y de Y2 sobre Y1)' Y si las deJ3mc~:' bídinensimaJ. tWlindose
.... un por resultado una curva normal plana. esen

eSU línea de regresión .......iento" del mont íeu·u¡ . . ' Id' rama deo'!'ar,... . "mbJes.)
(l arma ehphca o circular del contorno de l3g bciSn entre las dos I:a re-
";'>Iltante es sin duda una función del grado ~ebca..%nre 'Por anaJo! ía con ''P
. ~ el Parámetro P,k de la dist ribución norrn J\

2.2), el parámet ro PI' puede definirse como 0:;1
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Fig. 1 ~ . ~ . DIStribución de frecuencias normal b ivariante . La correlación para
métrica p entre las variables YI e }'2 es 0,9. El montículo acampanado de la

f izura 12.1 se ha atareado.- -

donde Gjl< es la covarianza pararnétrica de las variables Y¡ e Y,b Y 0i Y 01< son las
desviacio es típicas param étricas de las variab les Y¡ e )'k' como antes. Cuando dos varia

les se distribuyen según la oormal bivariante, un coeficiente de correlación de muestreo
r,t. estima el roe ficiente de correlación pararnétricc Pjk' Podemos hacer ciertas afirrnsco
nes sobre la distribución de muestreo de Pjk y darles límites de confianza.

Lamentablemente. la forma elípt ica de los diagramas de esparcimiento de variables
correlaconadas, ordínariarnente no es muy clara a menos que se hayan cogido muestras
muy gra..ndes o que la correlación pararnét rica (Jjk sea muy alta . Para ilustrar este. p~nto.

en la fJg1.lr2. 1:3 presentarnos varías gráficas que representan diagramas de esparcnmer¡¡:o
resultantes de muestras de 100 ítems de poblaciones normales bivaríantes, con diferenm
,-.]ores de Pi" Obsérvese que en la primera gráfica (figura 123 A), con Pi' = O. h
distrib ción circular sólo está muy vagamente esbozada. Para demostrar más claramente 12
fOl1Il2. circular de la dístríb ció"o se· necesita una muestra mucho mayor. En la f~"2
1: .3B, bauda en P,. = 0.3 00 se observa ninsuna diferencia sustancial. Sabiendo que esa
represe lG u~ ~rrebción positiva, puedev~se una pendiente positiva en el d7?
ma de esparcarue to; pero sin conocimiento previo ésta sería difícil de detectar '1isld
mente. La próxima gráfica (figura 12.3C. basada en Pi' = 0,5) es un poco má~ clara. pe~~
a pesar de e o no muestra una tendencia inM'1uíVOC3. En aeneral la zorrelación no pue-;
deduci d la ' " . ---, -' str'-' -'. ~se e mspeccson de~ kts diagramas de esparcimiento basados en mue Este
POOlacione'S COn p¡t entre - O,.) Y- 0,5, a no ser que la muestra sea muy nwneroSl.
:nw se de~ estra en la última gráfica (fogura 123G), extraída también de Ul13.~.~

n eon PJl - 0,5 pero basada en una muestra de 500 En ella la pendiente pOSlt~ .
con 00 elíptico d I .,___ . . . • . La I~J"
1'3D \...-_..1_ e ~GUI4 de esparcenjenm IOn completamente evidentet- " d
- ,~ en p - O' Y lOO xh . _r., id d Ob""la '. Ii( - . n = ,e me la tendencia con mas WDr au. esttI""
.~•. ~OX~~ICI(f~r. 123 EJ. buada en la misma magnitud de P" perodreptqu< '
'4lMJU ....I· ....I.iI(;JOn '--"lrva t· - b" . nd••

•~ , ..... 11 ten muestra la inclinación pero es mas exte



-

. 'ar más allá de - 1 Y + l . Como su cuadrado es el coeficiente de detenninación y
:: baITlOS de exponer que los ,límites de este último son de cero a 1,es evide nte que jos
. . sde su r31 Zcuadrada seran ± 1.

limite . . d d ,. . . ·1 bié .
El coefiCiente e eterm macíon es ut¡ tam len cuando se considera la importancia

bfva de las co rrelaciones de diferentes magnitudes. Como puede verse por un reexamen
~: ~ figu ra 12.3, la velocidad .con que los diagram~ de esparcimiento pasan de una
dist ribución con

2
un conto rno ,clrcu,lar a la . de una elipse, pa¡ece se r más .d ~r:ctamente

porcional a , que a , en SI. ASI,en la figura 12 .3B, con p = O,09, es diflC ll detectar
~:almente la correlación. ~ ~n embargo, cuando llegamos a la figu ra 123 D, con p2 =
0,49, 13 presencia de correlaci ón es muy aparente .

El coeficiente de determinación es una cantidad que puede ser útil también en análisis
de regresión . Se recordará que en una regresión usábamos el análisis de la varianza para
descomponer la suma de cuadrados total en sumas de cuadrados explicable e inexpl icable.
Una vez realizado este análisis de la varianza, puede obtenerse la razón de las sumas de
cuadrados exp licables sob ~~ la total como una medida de la. pro¡;>ürción de la ~,ar ia~ión

total explicable por regresión. No obstante, como ya se ~ discutido en ~ se~.clOn 1-.1..
no tendría sent ido extraer la raíz cuadrada de este coeficiente de determinación y COnsI-
derarla como una estimación de la correlación paramétrica de estas ~ariables. ..

Ahora consideraremos una relación matemática entre los coeficientes de correlación y
regresión. Con el riesgo de ser repetit ivos, deberíamos subrayar d.e nuevo que au~ue

podemos conve rt ir fácilmente un coeficiente en el otro, esto 00 ~mfj~a que los dos tl~S

de coeficie ntes puedan util izarse intercambiablemente en el mISmO !lpoSde datos. ~n3
.. . . 1 . , el de regresión puede deducirserelación importante entre el coeficiente de corre ación y

de la expresión (12 .3 ) como sigue:

- ~~
díf neta en la forma de la elipse no tiene relación co la

1' 3D La " re r .. dI n ".figura . . ' 1_ íó n: es simplemente una uncion e error de muest .... tlJraJ~. de la corretac . . I " . reo y la
negalJ",1l d fi~uras daría ciert a Idea de 3 vanabtlidad a esperar ' COmp¡.

i6 de estas os "e' . ' F' 1m en el m
rae n . distribución normal bivariante. ' 1113 ente, la figura 12 3F Uestr!fj

aleatoriOde u~~ción de P"k = 0,9, muestra una fuerte asociación entre las~ ~ qbuerepre-
senta una COfTCLJ I arra lesy

. ién lógica a una elipse de puntos. Un¡
aproxunaCl .. d 1 fici t di"

V lv ahora a la expresen e cae reten e e corre acron de muestreo
o vamos d ' . presen' ..l.

1~ ...hJ"n (!' 3) Elevando al cuadra o esta expresion resulta '<Il/lJen u cxpr.....v _ . '

J _ (L Y,Y,)'
ru - L ylLY¡

(L Y,Y,) ' 1
- L yl L yl

Obsérvese el término de la izquierda de la segunda expresión. Es el cuadrado de Ia _
de prod uctos de las variables YJ e Y2, dividido por la suma de cuadradosde Y

1
• Siem

fuera un probl~ma de regresión, ésta sería la fórmula para la suma de cuad radosexplD
ble de la v'.""bl: , Y, sobre ,la variable Y" L yl. En el simbolismo del capítulod.
regreson, sena L.v = (L xy) / L x'. De este modo, podemos poner

r' _ L1il
12- " 2

L.Y 2

correlación
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. . o de la derecha de esta expresión por
O· . . . dor del tennmIv¡d¡e ndo nume rador y denomma
vn- 1, obtenemos

L Y¡Y' _ LY¡Y, l
ru = . 1", ' ' '' , - :'¡"' yl . VLY¡v E.... y l E.... y ~ t.-

. d expresión por Jtyf,obtenemosMultiplicando nurr- crador y denominador e esta

( l e .7)( LY¡
\ n-1 _ bt .1~I

"I_LY'
\ n - l

ru -

TU =

(I2 .6¡)

la cual podría deducirse f í li . es""""
hacíendo regresió d COn ac ítad, Tengase en cuenta que como realmente no li (1b~
por Y2 corno 1 n e un.a variable sobre la otra es igual de razonable tener Y. exp .~,lU
b . o contrano Est " Esto rpul

o v)() tras un¡ líoe . - a razón es una proporción entre cero Y uno. _.~ ... ..JOJ
-e ra conSIdera ., d d c¡wur""

expli'::able de CUalqu ' . Clan el significado de esta fórmula. La suma e
al
~

. . ~r vanable d b d tot o, l,l1l""maxJrno, si toda la '., e e se r menor que su suma de cuadra os b _~.
d vanac.-)n de . . ual a )Ul.....

e CU~tados total . Una va nab le ha sido exp licable, puede ser Ig . dJOt
la "'ar' bl ' pero Indudablern ' cero SI na

, La e Pudiera jUstificar ente no superio r. Como mínimo, sera covariJl1l1"
AsI, Obtenemr4 Una med ' loe. por la ot ra va riable con la que se ha calculado la variJbÍ'
deterrnmada pt'Jf b va• . ~~ l1fIportante de la proporción de la va riación de u~:.onl t Ot
um ebeil 2 ... Ja.cJlm de I d I cae',.. ...
debe m, , 12 , &e derll a otra. Lita cant ídad el cuadrado e hasta I ,

'JlIC ler r'W"J\ 1 -rmna flU:Ff( te I . , , "' ' desde cero :..'10
,.., ,. . I J'i() IrKier.. d' J' n e uf' detenntnact ón: Va ria .....lJ.w
rl\nwrJ ( ,." TI ItTllerne I d 'ón sea l""e ..AI

Uu¡lmtnte éllt~ n e e que el coefic iente de co rrelac t .' no p~'
. . ... es Un¡ p , d elaclOnrUtoa e que el coe fic iente de corr

Por lo tanto el cuadr d d 1 flc¡ d dr
d . ' a o e coe retente de correlación es la razón de la suma eeua ¡.

0°' exPallicable de la variable Y" dividida por la suma de cuadrados total de la variable Y,
, eqUIY entemente,



do e '1 v s- son las desviaciones típicas de r I e Y::. respect jvamdjfente'cr~ re~~"~ ·
- - iabl I alm te para una eren ... ""' . .eoefkíen e de correlación entre estas variab es. gu en,

varia les. ob tenemos
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utilizarse la prueba. de ~mparaciones apareadas en lugar de la prueba 1 para diferencia de
días . Estas con sideraciones son igualmente ciertas para los correspondientes análisis de

me
l

ifi ·· · ld'..." " 73 de clas IC3Clon sunp e y ob e.
laval~- ' " ..

El cálculo. de un coefl~lente de cor.rela~n producto-momento es muy sencillo. Las
tidades basicas necesanas son las seis memas requeridas para calcular el ccefkente de

~n esión (sección 11.3). El cuadro 12.1 ilustra oo.mo debería calcularse el coeficiente. El
~plO está basado:n una muestra de doce cangrejOS de mar en los ~es se ha medido.el

e] de las branquias y I Y el peso corporal Y1· Desearnos saber $1 hay una correlacion
pesoe el peso de las branquias y el del cuerpo, rep resentandoeste último una medida de tipo
~r~~al. La existencia de una correlación posit.iva podr ía nevar .a concluir que un~~
d cuerpo más grande, con su mayor cantidad de metabolismo resultante, requerma
be uias más grandes a fin de suministrar el oxígeno necesario. Los cálculos se presentan
nel cuadro 1:! .J. El coeficiente de correlación de 0.87 concuerda con la pendiente

definida y estricto contorno elíptico del diagrama de esparcimiento para estos datos en la
fl2ura J:!.4.

correlación

11:

11: -,

Correlac

SI
Tu 

S,
8:

- '1: 
S,

1 coeficiente de regresión para la variable y: SObi~
En estas expresiones b: .) .es e de correlación es la pendiente de regresión multiDiQ:.

el coefiCIente . bl El fi . d .
Vemos ?U~ q~e las desviaciones típicas de las vana des. c~.e lc~e~e de tonel?:.
por b nzO?d~ por tanto como un coeficiente edregreslO~. trp leal O.r,Si .
puede nsl e id " los dos coeficientes e regresi ón y e roe rie~ • .::'1esñJciones típicas son eDUC3S.
" la ·· drin idéntico valor. de correl .. edrre oJO ten - . nto del coeficiente e corre ación, pu e potete >:.

. ra que tenemos conocd nnJ,elabor anterior sobre comparaciones apareada ~. rrecta parte e a " .
perspectiva . . '19 d mostrarnos. para las expresiones parametncu ces... 9 -) En el anéndice .~ e
seccon ...;! . y.~ de dos variables espoadientes, que la YaruI1Z3. de una suma

S!r. - l"' = si T s~ + 2rnsls:

, por tanto

266

....~rí:unos demostrar que
1¡:ua1mente. .....-
~ r1: =

(J)

Y I

Pe50
branquial en
miligramos

s'}·,_l"I ) = si + s~ - 2rnS18~

. nueva variable que ld. ~Lo que indica La expresión 0 2.8) es que si romponem.os una . l a de las \'lI'i~
SL."D1 de otras dos variables, la varianza de esta nueva vanable sera a surn función.x

• .. ditivo que es una . .de las raríables de que se compone, mas un termino a . . llas En el :ir- .
desviaciones típicas de estas dos variables y de la correlación entre e . e r..(llwdcli.

A1.9 !le indica que este término aditivo es dos veces la co\'ar ia~a de }diti...a sed tJ1!l~t:
dos Y'lriab\es que se suman 00 están en correlación, esta covartanza a iaIlZ1S af \.ti "'"
cero, ) la yarianza de la sima será simpleme nte la suma de las var na prue:-! r1~ ~
varia 'es.. Esta es la razón por la cual en un análisis de la varianza o en.u de las dos~
di! · la l . dependencIa rit"erencu en re ¡ dos medias, teníamos que supo ner a In • haber te .
bIa pan. permitirnos armar sus varianzas. De lo contrario. debeflaroos dones !r~
vJenU érmíno .de covarianz.a. En cambio, en la t écnica de coro;::: una e~~
~JI rorrebciSn entre In variables, ya que cada par ~~p ente un t~
CI: La prYeba de comparaciones apareadas sustrae aUlOmaUcam . 3 un~

ifanz¡ CWId ele o a un error estándar menor y en consecuencl3. siefilpl'f ':'¡,.tt
l tsrno !\SI. . colJliYf~b 1 .,¡e e mendor de la razón s~ue saendo e mi .' ias sert

n e t re d t'Vw>1es se¡ po trva la varianza de sus dife renc, cuol l. . poI'
r r ma de Y&fWV.- ésta ti la razón

1.')9
179
100

' 5
354
230
100
3"0

'no
3'.'0
2 10

Flu,u~

(2)

Y,
Pe50

corporal
en gramos

1-1,«>
15,20
11,30

o en_,au
~ -o__,o
1-1 ,90
1,41

1.í,')1
4,19

15(39
1- n ,.""
tl,52

d de L- ",illa'.Datos no putlhca o
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.) 10 15 20 2')

Peso corporal en gramo!

de esparcimiento para los dato. del cangrejo de mar del
cuadro 12.1.

.100 Y1

.,. ;J".iJo---~
~ :~()()

'"e
~.,. 2.'iO
~.-=-J 2f)lJ--~
~

.o.,
J,')(J

~-
~

-e tOOo.,.
~

•

"- m •

Fig. 12.4. Diagram a

correlación

12.3 Prueba de significació n en correlac ión

la prueba de significación más común es sí un coeficiente de ccrrelacón de muestreo
podr~a proceder de una población con un coeficiente de correlación paramétrKo de erro.
La hipótcsís nula cs. por tanto, 110 : P = O. Esto implica que las dos variables no están
corre lacionadas. Si la muest ra procede de una distr ibución normal bfvariante YP = O, el
errOr estándar del coeficiente de correlación es Sr = JO ,l)f(n :2). La hipótesis ~
COnt rasta como una prueba t con n _ 2 grados de libertad , r, :=: (r O) JI ?, tn .- )
:; rV(n _ 2)/ ( l _ r 'l J. Deberíamos subrayar que este error estindar 1O~~[e ~ apropia'
do cuando p = O de modo que no puede aphcarse para contrastar una hrpoleSlS de qu~ ~e' . if ., de ' es matematl-
s Un va lo r específico distinto de cero. La prueba rpara la ~m ícacon cc ". lacarne . if .. d b ro idiendo en ambos casos

nte equivalente a la prueba r para la sJgm jcacron e • . ..fuer: d . ' contrastando. Esta sl1U3CIOn es
za e la asociació n entre las dos variables que le están . d c!asJÍ.,;aaón

~.n 1.1
1
nto análoga a la del modelo I y modelo 11 ~n efil a~I..SIS d~:;~=emeen[e del roo-

d
'mp e, dond e la misma prueba I'~ establece la Slgnl IC3ClOn. I
eln . ~~ . iDeaCIÓn que siguen esta form u. Y

e ', han realizado sistemá ticamente pruebas de Slgn Itnto directo de un coeficltn-

t
Ita n tabulaoas en la tab la VII I. la cual permite el reco~cun ealculo JdicionaJ . El cuadro
e de .""nihcacJJ n 1111 Wl 1_ b
12 correlación de muestreo con respecto a - d la tabla \ 111 as! como" prue a1(/ ihJs lra pruebas de la hipóte is l/o P O. uoh¡..a

n
o

l!lllli.I ·, ',1 . . ." pllnClplo.

(cantidad 1" "- n .= ;~a -101 _ ( 2:~ I } l
12

(ca ntidad 3)'
- =

n

l: y, y, _ tl: Y,)( l: 12)
n

= cantidad S _ ca ntidad J X cantidad 3
n

= cantidad 2 -

= ca ntidad 4 -

CUADRO 12.1 (continuación'

Cálculo
I. L: }; ~ 159 + . + 210 ~ 2~4i

2. L: r¡ - 1.\9' + .,. + 210' = ó8:¡ ·1O:¡

3. L: I; - 14, 10 + ." + 9,ó2 = J.l4,ó7

l . L: n ~ 0 4,40)' + .. . + (9,52)' = 2201,1 8ó~

5. L: l;¡; - 14 ..10(1.\9) + .. . + 9,52(210) = ~4 8:J7 10,

6. Suma de cuadrados de Y I = l: y¡ - l: r¡ - <l: Y, )'
n

_ 34 B:17 10 _ (2~47)( 1 44,ó7) " "16175, 12 = fJ.JU , •

9. (rJt fíciente de conet, ..acion producto-mome nto [segú n expresión (1 2.3)1 :::

TII _ L YlY2 cantidad ~

v L: yll: y~ - '¡ca ntidad 6 1. cantid ad 'Í
_ (;;il1l/;175 1).)61 ,6175

V(I 24 3(;~,~ lf;7)( 462,4782) = ó7 517 912,i314

_ f;' .~H ,fj1 7,)
7:'10 (J r.l· r - 01'8fj!)2 ~ 0.87

l' '' }' )

- 462,4782

IS . Suma de productos = e-L YrYI =

- 12·1 368,9W7

i . Suma de cuadrados de Y, = l: y¡ = l: n _ (l: y,)'
n

268
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r\ ' (TI - ~) / ( I - ,1)l .
(r - 11)

\ ( 1 - ,. 1)¡ (1I - 2)

Para los datos dc l cuadro I .! . I . éste seria

!'OT lo tanto .

"rudlas de !'>igllificaci6n y J[m¡les de confia nza para (,flef icienle. ,. , 1 "
, u e co rre aCIUIl .

1'1111' /141 ¡J,' ¡., bípú trsís 1/"'11 /lo IJ O Co ntra 1/. p f O.

IJ prOl:cdlllll l'nl u má s se ncillo C~ co nsult ar la tabla VIII en la q u e l ' b I
-" ti • e s an la u a·

dos [t lS vnlo rus c rr trco s e r para g. í. " 2 desde 1 a 1.000. Si el valor absolu to
lid , o hsl'I vatl o es ma yor que el va lor tabul ad o en la co lumna para dos variab les
lI' r ll;l/ ;II IIO S la hip ótc sis nula . .

' '"¡I'III¡JlfJ.f. lin el c uad ro 12.1 hemos hullad c qu e la co rrelació n ent re peso corpo ral
y pl'Sll luunqnia l e s O )\ h ~ 2 . busadu er. tina mucstru tic fI 12. Para 10 grados de
lilll'lt ad , lo s valores cr ffivo s so n 0 ,576 ;11 nivel ti c significación del 5 % y a,70R al
1 %. I'ucst o que 1:1 rorrc lnció n observada es superior q ue cualq uiera de éstos, pod e.
1ll0 S rccha zur la hi púl c sis uu!a , /fu : p - 0 , a J' < 0.0 1.

l .n t.rhln VIII I.: s l,l ha ~ad a e n la siguiente prue ba . que pued e rea lizar se cuando no
\ t' dispone d e la t ahla u CUa nd o se necesita una prueba exacta para niveles de
\ ¡~ l ll l¡¡;' a á') n o para g md o s de libcrtud dlstint os de los pro vistos en la labia. Se
,'llIll r:lsta la hip ótesis nula por med io de la distribución I (con n ~ s.u utilizando
1·1 ¡' I HU c st.l uda r d e r . Cuando P - 0 ,

COf f l ..lí /{: fÓI I

,-_ CUAIlIIO 12,2 - - - --,

112,101
I 1')

r
1 (1
'2

111
I

el)1/1'/'71J ' I(¡~

I I hu 11'11 de v.dol<' dt' lll ll t'!'i l lt' ll lit- r (' S llIar l':U laIlIt' 1I1r '
I o 1.1 I 1\ 1I 1 I .1\lI l1 é,

(IllUltl
l

P • I • Ir n l.lIld.1I 1'.11 .1' i- n t's ltl~ l\ ISOS, Il U IId)l'r!'" l' ' "I h lll lllll llltlH ••lfl ll:'Ir '
, ;l1 l1ltlur

Ir lit . , rr urde 1ft ~ ()() l . 1I11 l.' IIS0 Sll lll ll ll H' lI lt' illl'rt' l:U\'11 • stl rr¡
1 Ir~ I I .ll tlr~·I11 U\ 1" '. 1 e Y ~e

1"1111"' .11111 1 111 1111 111 tO IlVt' r l lll ltl S ' 1'" 1111:1 IUIICH 11 . h- de II ~"
1, " " 'IC'l,1I es ,1 \ 1 ~ " • Ilro ;¡J, ~llIlrlf' .1 . 1"'1

I I hrl I 1 IIlr111111.1Iw ,1 ,',

I ",-III("U II II I 1¡:11 1, . la IIJllllll1a dl' l .l l l"l arlgt' ll lt' hil" " " I'Sr Ik H ru lI'U 1t1Pll . , . U{) lW dt

1' , '1,,1"1 dllll nh \ (' 11 1,1I.lhla X ,t'tI la tllh' ,\;l ' dan Valtlll' S dc z CO IIt'SI""I,I', tI \ 1.1 lltlflll . ., • ., . (' 11 (1

valores .,hSlIlull lll dt" 1,1 rx.uur-u de la ('X P ll' SIO I,I, (1 2.1 0) u've luni que ClI,llldur
,l O t.nnhiru 'i1· 1.1 i~ ll. d a ¡'(·IO . Ya II l h' y~ 111 I e s Ct· l ll . S UIl' l ll h ;llJ',tl , al aplll Xil ll:l rSn al.

II ; ,) 11 1 r ) t' ,IPlll\ illl:l a iulhut u : PPI l'omi¡.;uit' Il II· . l SI' ap lll Xllll a a illfi lliltl . llUl tlll

1"'1111 . 4. Jll l'l l'lI (I ;I ~ !\ lIS I:l II(' i:l lt' s (' 1I11l' r Y 1,(' t'lll'l lt'IlI I;lll t' l' It IS Valtlll'S d l' '' lll ; ¡ ~ : l l t (ll ,

\ l. cuando r es O , I I ~ , 0 ,11 l\ S. 1';11 .1 , O:'.l 1, Ohll' lll'lllllS ' O,Wl b
O,1J 1' 11:1 1. 1'71 . {lhsl'IVI' S( ' 1' 11 l' u; ln ll l I"l'l'd l' a, en t' slt' ultimo par 1I1' valllm

Bu cando un vabu dc trmuu.nlo lit- en 1.1 lahla X, plIdl'1I10 S ohlt'l1t' l t.unhien ch110r
1 Uf flt1lU,hl"lllt' de r l'uedc S(' I IH'n' ~l1¡ ,1 la 1lllt'1polacioll iIlVI' IS.I . As!, O.70 IWrCt
ponde iI' O.t'(I ' . V un v,l lll ! dt, .' ,711 l' lI l1 t'Sp tl lll lt' a' O ,tl¡' ~

J venl llJ JI' ti Ir,lII"IUl l11 .ll" ll l11 . I'S II" t· nncnu as los ( l It'! iru-nn-s lit' co n chción stgllfl

un Jlllrtbulltl ll ·~ .ltJ.1 p.U.1valores d(' p J 0 , los vnlot c s di' . SIt-: IU' 1l aprtl\,il1l;ld;ll ll ~n[~ b

d tnbu IUIl 00011.11 pUf.' l'II,llq uit'l vnhu de Sil 1';11.11111'111I , que d r-nouuunnos f (ftll l

11I111 ndo I ¡;OIlVelll lt l l l.l h Ml lt I Of d ll1 ;ll lll, 1 ,1 V.l1i.llll:l ('SpI'LHla de es

I 1,

•".
I II ~ 111 t. _ O,SnfI2\ / (1 2 - 2)/( 1 - OISlirI21) - O,Stir,2\/ 1O/ 012.S H3

1I " 1'" ,, · , !'m" '77'1r¡ _ (1 S¡;r,' l (1; :Ullirl) - r',·15tH > /0,001 [10)
1.... • .. ·· , ... • 1" "'1

t, 1'1' arsc los valores de r 0 .1 0 Y0 ,0: para
I'Ma tilia plu l'ba dv un a ~' t l l a ¡!l' be fl,ln \l 111 , "; . '01 ' 1:..1Js prueba s Sl' aplica-

. . " ., I 1 ' 'X , ,1 I % reSp¡'d lVlllllt c. . . --'- Op n l¡·h:l~¡k ~ I¡.: l\ l lll' al' lll ll¡~' ," IYII . 1I O 'n l' ''' Jr Jc H l p ~ .
, , ivn f 11 · p ..... Oo 1 p ...... . l "'(' .

Ila u SI la h i p {¡ I I\S ; ~ a lt n n:lt lva ll¡;' Se 1 , "':'" . I ' o la lr an ... forn13 ..: ion: Jl's~·fl·
, , , I . . ut ¡[ ITU (,un lll' ,( ualltl¡1 11 t' ~ m ay or t]U¡' ." ( 'Ji.lt ~ 11lns '.

I.II·U l'I l¡;'\l!" ('01110 (1 : 1/,/11 J . probamos

l. _ z - (I l "
- r \ '1 - ,

1/\ ,1 - :1

to 1,2111 \ I!l j" 2ci l11il7

l'''h' \'.11111 . ,'\I ,lIhl\, "1' ¡'tI,,'.1 ,'n 1.1
ti na I' It'h ,lh llLd .hl lIlII\ p,·qll t· r' " l
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1!.5 coeficie nte de correlación por rangos de Kendall

A veces, aunque se sabe que los datos no son bivariantes no I " .
obstante, queremos probar la significación de la asociaci ón ennnl

a
ffilentedd 'str~uldos , no

d Ü t d
li re as os variables Un

métodO e ana zar es os atas es a meando las variables y cal I d " .. _ E' cu an o un coefkiente de
correlaclOn por rangos. ste metodo pertenece a la fam ilia gene al d é d -. l cani I 10 r e m to os no parame-
tri~s que Ivtilimosbel n e ca, Plltu o al' en ' I~I .que descubrimos métodos para análisis de
eartantes c as rca es para e amente ana ISIS de la varianza En otro . 1m. . . s casos especia en·
te a propo~to para métodos de graduación, no podemos medir la ...arable en una escala
absoluta, SIOO solamente en una escala ordinal. Esto es t ipico de datos en los cuaje
eslimarnos acc ión relativa, como al asignar posiciones en una clase. Podemos decir que ,~
es el mejo r estudi~nte , B el m~Jor de~pu es del primero, e yD son los dos iguales entre si y
los mejores que siguen, y aSI sucesivamente. Dos instructores pueden ordenar indepen
dientemente un grupo de estudiantes y luego podemos comprobar si estas dos series de
graduaciones están correlacionadas, como debería ocurrir si los juicios de los instructores
estuv iesen basados en la evidencia objetiva. Los ejemplos que siguen son de mayor inte rés
biológ ico, Pudiéramos querer correlacionar el orden de eclosión en una muestra de insec
tos con una graduación en tamaño, o el orden de germinación en una muestra de plantas
con el orden lineal de floración. Un genetista podría predecir el rango de acción de una
serie de " genotipos oue sintetiza y desearía demostrar la correlación de su pred icción con
los rangos de la ac~ión realizada por estos ge notipos. Un taxonomista podría querer
ordenar " organismos desde los más parecidos a la forma X a los menos parecidos. Una
disposición similar preparada por un segundo taxonomista ¿estará significa tiv~e~ te co
rrelacionada con la primera? es decir, ¿están correlac ionados los juicios taxOnomlcos de

los dos observado res? .
En el cuadro 12.3 presentamos el coeficiellle de correlación por rangos de Kendatí.

simbolizado generalmente por t [ tau), aunque es un e~tad i~t ico de muestreo. nOr un
parámetro. La fórmula para el coeficiente de correlación lineal de K:ndall es mas
Njn(n _ 1) donde 11 es el tamaño de muestreo convencional YN es un numero de la'
que puede ~bte nerse de varias mane ras. Una segunda variable r 1 . perfectlamen~e crorrey 
. d b - r el mismo orden que as vallan es l ·

Clonada con la primera variable y l . e ella es ar en . y spon-S. I 1 rden de las vananles 1 no corre
m embargo , si la corre lación no es cornp eta. ~ oh é t la segunda variable se

derá totalmente al de las y l . La cantidad N mide asta qu. ~un de nln 1) Yun valor
co d la pri Tiene un valor maxirnorresponde con el rango e pnmera. ". S amos que tenemos
mínimo de _ n(n _ 1). El siguiente ejemplo c1ar

difiea
rar ~~tr~~~~~ variable r 1

una muestra de cinco individuos que se han ordena o po

y, 123 4 5

l',13 2 5 4
. Y no es totalmente concordante ~n la de

Obsérvese que la graduación para la vanab1e 2 I úmero de rafl;0s supenores que
y La I d o 1" 3 es contar eni ' 1" la sumal . . técnica empleada en e coa r - : todos los ra~O l. mu tlp lear
~gu t~ntid3dpaD .-.. en a un rango dado, sumar es a .' 1I an. obtener un estadl 100... e d correeclOn 1f(" p __1 I \ -
'- i por cuatro, y re tarle un factor e " -+ 1 -+ 0- 10. luego !;<Vcu amos -
N I'ara la variable r I hallamos r e, == 4 -+ 3 -+ -
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. bl correlacionadas tienen una causa común y de situac'
q
ue las dos vana es . . Iones m'

. I yen ambas influenc13 dIrecta Ycausas comunes. El estable ' . as COtr%
cadas que 1IIC u 'd" 1d I h d I cUTIlenl
correlación significativa no n~s. .ice eua

d"
c. o~ mue tOSmi° de. 05 estructuralespo~~~.~~

d d Se
requiere otro analislS para iscnrmnar en re os rversos rnod 1 """' ~

a ecua o. 1 " I fren te a il e o,
1 .. di nncíón tradicional de corre acron fea rente a 1 usoria o sin se tid '
ta ce 1" b n' o " de

utilidad. En las correlacior.es supuestamente ogrcas. se sa e o al menos se cree ~

co
nexiones causales se comprenden claramente. En las llamadas correlac j, il que lis

.. b l las vari nes uso '
puede encontrarse ninguna eonexion razona e ent re as variables, o si se d T1a1,¡m
00 es de verdadero interés o puede demostrarse que es un artefacto del pro~~e~il ur.¡,
muestreo. Así la correlación entre ministros baptistas y co nsumo de alco~e lunle~to de
mente una con.secuencia del ~arnaño .de .la ciuda~ _ Cuanto más grande sea la°c~s S1mp~.
ministros baptistas contendra por termino medio y mayor será el consu d dad.:nzs
al

héli • • lacé d . - al ' mo e beb..ro ° caso L4 corre acjon es e poco ínteres para cu quiera que estudie 1 di .,
de ministros o el consumo de alcohoL Ciertas correlaciones tienen como fact

a
lStribu.CIf.

· I bi I . orcomuo d
uempo, y 0Jas p~ced9)s que caro I3n con

d
e t!empo es muy probable que estén frecuento.

mente corre oona os, no por causa e ningunas razones b iológicas f . na! .· I .' UfiCIO es SD)

sanp emente porque el cambio con el tiempo en las dos variables que se idla " di .. . 1 _ consr eran resulu
ser en mema uecoon. ASI . ~ tamano de una población de insectos formadaaloIm:o
~el verano puede estar..correlacionado con la altu ra de cie rtas hierbas, pero esto puedeir
SDnJaPlemefite. una función del paso del tiempo, Puede no haber relación ecológya entre la
p nta y los insectos.

Quizás las únicas correlacio . .adopl das .., nes propiamente llam adas SIn sent ido o ilusorias son b:.!
a por convlccJOn popular o . t .. , . 'fi 'metodolog' dí In uic ion cienn ica, las cuales, al probarlas porh

la esta isuca apropiada utili d ta -tra que son no sig"fi' '. IZan o manos de muestreo adecuados, se encue-
va entre la canti~dl~t [V~: ASI, SI podemos demost rar que no hay correlación signifJ:aU.
podemos conside e ácidos grasos saturados ingeridos y el grado de arterioesclerosis.

rar esto como una correl .. il - .• 'la significación de co I . acion usona. Recuérdese además que i1J prov31'
cuenta el error ti rrl~ aciones a niveles convencionales de significación se debe tenere¡
· lpo ,que c d . • ' .Juzguen significativas d on ucr ra a que un cierto porcentaje de correlaciOnesJ

Los coeficientes decu~n ~e~ realidad el valor paramétrico de p = O,
data de la escuela d bi rre c~~ tienen una historia de amplia utilidad Yaplicación ~ut
una aplicación algo mee IOm

d
etn a mglesa de fi nales de síalo En recientes años se ha rtstJ

. no r e e t . . 'O • ~
creclentCl de la inVestio i6 bis ~ técnica conforme se han hecho experimentalescamr"
se ex . I gac n lologica E • {actor 1aroma a respuesta d . n experimentos en los cuales se vana un ,.--k.
de regresió e otra va riable la . . . el rnelW'"biol . n es: más apropiado a variaci ón deliberada del prun

ero,
. de &:

rto ogla y de otras ciencias Y:,' como ya se ha discutido . No obstante, grandes are~!lW'
ár podrque las variables no qUdedan en donde el método experimental no es ~t dlJl

ea¡ e la el' pue en somet al - d Hay m
U

expe . ClJ O8la, Ststemát" erse cont rol del investiga oro ·teJoS
atmt~rnentales IO n difíciles d~ca , tvoluc¡(m, y otros campos en tos cuales lOS: de la
prendetr~ ni alterar 5'- los faetoap

leal. It ~ sta ahora no puede co ntrolarse e1 .
esta

so.1t
bic...-,uimr. 'mecanismo, cienti/ es e'lolutlVos histó rico s. Sin embargo, neceSl

tafllO
o iOI ~

-.., lca o emb - 100S en que b 10 COJI1COmo un¡ Clologiill ex pe . se asan estos fenómenos tan 13 ;)[1~
Me Inclu}runera tónica del(; ur:'ental. Ln estos casos el análisis de corre C1• 1 tt"

......as rrptrva que ' • ió entre""" estima l{Js grados de asociac n
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Recuen10s e--.:.:..: '

-.,104

.v

i. r,J [n(u - 1) - f ;]

104

\ [ 15( 14)J[ 15( 14) - 2J

= 104 049- ." 0 nn- ,: = , ,ll_ ~ ,,,,, , u

Si no ha y ligamientos, la ecuación puede sllI1phiKarge ¡

1 2
., 1

3 13
-1 5
, 3
6 4
i I:!
S ti
Y 10

10 6,5
I1 6,5
12 8
13 14
14 11
15 15

•
I!gamientos en los rangos R l . [ T2 = 2 porque hay m = 1grupo de.1 = ~ rangos
ligados R2 , T = 1(1 _ 1) = 2(2 - 1) = 2. Si hubiese habido mas grupos de
ligamientos, hubiéramos sumado los valores de T.

y
T =

1I (1l - 1)

m m
donde L T I Y L T2 son las sumas de los t érminos de corrección para ligamien
t~.s en los rangos de la variable Y1 e Y2, respectivamente, definidas a ccnunua
clan. Se calcula un valor T ig ual a 1(1 - 1) para cada grupo de 1vana nres ligadas

•
y se Suman estos m grupos. En nuestro ejemplo L TI = O. puesto que no había

Necesitamos pues la siguiente cantidad:

"
.1' - 4 L e, - n(n - 1) ~ 4('Sll - 15(14) ~ 314 - 210 = 104

4. ~ I c:oeficiente Ke ndall de correlación por rangos, r, puede hallarse del modo
stgurente:

correlación

CUADRO 12.3 (canlinu .,ac,on)

(1 (' (,j I (4 1 ($) (1 ) ( ' ) (j) (.;) -(¡iJ
Hembra Hem bra

apomictica 1; R, 1; n, apom icrica 1; n, J; R,
1 ~.; , • q- !I , 6,5" ,. o 2 4,15., $,5 6 ;; ,65 4 9 6,6 1

3 6,15
3 9,4 9 6,00 10 10 10,6

13
l ~ 5,93

4 10,0 10 5,;U 6,5 11 S
lU,2 11 5,10

o ti,:J 1 4,70 .,
12 -., 6,5.,- 4 5,686 i ," '53 3 oo a 13 86, , 6,13 I ~

• lI,!1 15 640 15 H I1,1 13, 6,30 14
15 1 1,6 14 6,00 11

Fuente- Datos de un estudio más amplio de R. R . Soka l.

r-r-: CUADRO 11.3

Coeficiente de correlación por rangos de Kendall , T .

Cálculo de un coeficiente de correlación por rango s ent re la Ion ·
JI,. • _ ifid la I . d m ed¡ gttudtol l15 hembras 3pom l.c~lc3S de 3 lOS Y a ~ng lt u media del tórax ( Y2)d a O'Eld~

dencia part:nogenetlC3 (basada en la medida de cuat ro formas aladas): ne:::::ru ~ es.:t
de obsen-aC'lOnes. b pare¡

Etapas del calculo

1. Ordenar las variables y y
originales po I I e 2 por separado y luego reemplazar las variante
alistan el' o,s rangos (asignar rango s ligado s si es necesar io) . Estos rangos se

n ascoumnas(3) Y(5) E ¡ . bI Y h b i . . .variantes 4 a 11 a . , ' n a van a e 2 a la un ligamiento, asrJ I!s
. y . se les asigno un rango m ed io d e 6 ,5 .

2. Anotar por orden lo
valores del ran .s n rango s de una de las dos variables, apareados ronlos
solament' un. go .asb¡g na ~os a la otra variable (como se muestra más abajo). Si

vana le tren l' . . .
ligamientos (00 . e igamien tos, o rdenar las parejas con la v3DableSlD
tos, no import a~~'f~ el eJe m~lo pre sente ). Si las do s variab les tienen tiglIl1ien·

3 a e las vanabies se o rde ne .
. Obtener una Suma de 1 '

la colUmna de os recuentos ej. co mo sigue. Examinar el prunef\'a1 or d~
es el rango' 'cangos apareada con la co lum na ordenada. En nuestro caj) ,~st l

~ . c ntar rod 1 . s'rango que se e tá . os os rango s sig uientes a éste que son supenore
s a conSIdera d A ' m31'<rres que 2 Hay n o. SI, en este caso co ntar todos los rangos '1

so . catorce rangos " el rani O
_n ,mayores que 2 p .q u.e sigue n al 2 y todo s ellos excepto ' ,ml

stg u)t: nte (rango IJ' or CO nSiguiente , el = 13 . Ahora consideramc! el TaL;..

nares a él - por I y encont ramos q ue lo s trece rangos subsig uie nteS son SU?;~
2 y , o la nto e .. . e so[am~n

a que sólo lus, ,2 es tamb ié n Igual a 13 . Sin em bargo , ) es d -1l
m angos 14 15 . U3I ~."anera, COnSlderand y SO n mayores q ue el rango 13. Cont tn I n iun~
ro de rangOS super- o sucesivamente cada rango de la variable Y contar e]nI~ n [1
pero lo m05tramosl~r"es ~ubslguientes . Este cálcu lo puede ha cers: men~:r¿: ~
Plelarnente claro F ¡Pllcuamente a con tin uac ió n para que el metodo h'l"
"ngo ..n os casos d I ' . a CIO'upenore al e Igamlento , co ntar Xr. ASl . par

Pflmer rango de 6,5 .

276



Ep cíó os J]

probarse fácilmente por el medio de n error estánda
k6 casos en que el tamaño de m estrec es meno r cue ~Ü~ e&: er. el o~:lj 1:3. Eú
-'" 11 final del cuadro 12.3. . , le mvJ.k,rea a "[;;r",.1e

correlación

••comparado con., .

=~=~-
,

a 'ADRO 1:.3 OODtinUlción'

d• ~Iufi~ClOn ...-on tamaños d e muestreo> 10 rv...,.¡
~ P ..... !le .. • yvo.:e
s . ID j~ r' 1p xuña.:lUn normal a la prueba de la hipótesis nUJ.4 :t ~:.

c _ 'ero .. J~ .. ==

,t
• 'IÍmero de cóáno

de lo :.:1

Represen ar sr áfi mente kls dates ~""- · e. _ f - , e • ._.- :- ". -= - - . ...... .... . --.'1Dl4 ..e ~¡;:r
miento brvaria nte. Ca curar e. coeucsente de correia.. - (j, J 4: :._ _ . _

[unza a. 95 ~ .. para p . Los datos 'Se reCOOZJt:" ~ ..e _" ee'" ce - ••
~ - - :":iI... . f~¡'; j-

ca en e áfídc PempltiguJ populi-:rmr.erfllL Los e"I ce .a '~ . ~~ .~__ •
medias de loca id ad b asadas en tamaños 1~ - '"'_ " '::O para : 3 el

del Es e de . .orteamér ica. Las varíac es o:" '~jó: 'íe Soca, J - - ~ te

expresan en milímetros. y : = lo~rr~ ue ¡,¡ - -..a ]o': = ~ E
coe iicienre de correlecjón ::ii:::-·.. ri ia ..:o- e.a_' - ee _ 1:1 ~

calidades.

:.1

....-e

. ,."
:" e/'l. s> - ~ Q,j

._'.,,., ~ OL, de . '~_n... te,

~ ~ . se b e alor en a ta 31 11 areas de a fVaoorm3.! ;' ¡ __
",:.JO j e 4 e este :s aparezca por azar es v 00 b ambas w :1-

<;; : aprc xunac . n dada má am a
,., ... ~..:. q ..e se da 3 conun acjón La ra

""eo'''''': .íe - pa;a " == " a 10 Ji : • I
;., ~ sea-o ha. liganueo v tar se

r

.,-

.-

-
$
.o-......-,....
.ss:

,3
1
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,
,

10
11
l~

13
H
15
,0
1;
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1

-
•

_ , para b e er el m:iJ..imO r~ue

el denada r siempre es p<:t1"-~, . - : .
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de e1 n - e-• r-
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Esprcu'

Fapilo
multical,JJnlS

Papilo
ru tulus

S úmcro de
ejemplar

1.,
3

"5
6,

"10
11
12
13
1"
15
16
1;
l~

19
:?ú

21..,.-
23
24
'.?5
:?ó.,-,
:?s
c'9
30
31

33
3"
35
36
3,
3S
39
"O
"1
-t:!
"3
H
"5
"6
";

Longitud del
S.o terg íía

2-l.0
~1.0

:?O.O
:!1.5
., 1 _ .0

:!5.5
15.5
:!'.5
"3 -_ .0

:!:! .0
:t.! .5
20.5
er.o
!U.S
ee.o
...... O- o .
:?I.O
ei.o
" 0 -_ .0
.... ) .
-- .,)

zo.o
., 1 _ .0

IS.S
20.0
19.0
O·, _ .0

H.I .5
l!J.Q
:!1.5
:.?U.O
•, 1 _ .0

20.5
20.0
21.5
1- -• .J

:? L.O
:? I.O
:?I.O
19.';
19.0
IS.U
., 1 -_ .0

23.0.... ) -__.a
19 .0
~, _ _ •.J

~I.O

-r ~

L ongitud del
SupeTU ncUJ

u .u
15.0
JioS
16.5
16.0
W.O
1';.s
16.5
15.0
1;;.5
1;.5
19.0
13.5
19.0
is.o
ir,o
lS .0
17.0
16.0
IS..')

11.5
u .o
10.0
11.0
11.0
U .O
U .O
10.5
11.0
11.5
lO.O
I:!.0
10.5
12.5
12.0
1:!.5
11.5
12.0
10.,)
11 .0
11.5
10.5
11.0
11.5
13.0
14.0
12.5

I
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Pro b a r la prese ncia de aSOCiaCIÓn entre longllud de la lIbIa} longitud del tar\Q en
los datos del eJerCICIo 12.1 utilizando el ooeilllenle de wrrelal1iln por rango de
Kendall. . .
La siguiente labia de datüs es de un estud)() mor tornétnc., no puhhcado del chopo
de La Carolina POpU/IIS j~/rol4üs, reahtado por r J CroH~lIo Se midieron ve nu
..éis hojas de un árbol cuando estaban he loa ) de pue de e ar 1.. varl,hle
re . resentudas son anchura de la hoja fresca t} I I ) otnlhur,¡ de la hOJ a ca 1t 2 l.
a:bas en milímetros. Calcular r) probar u 13nlfluuon

r, r,

!lO "
" ,;
05 -,, -

lOO "j

'"90 "
" --"; , ;5

115 lOO
100 ~j

110 1lI5'. ; ,
;" ;1

100 \,1;
110 Il -,,,- 'lO.J
!l" ,

lll-l "lO
92 '"'Ú "

11 0 100
10; . ;
101 .'95 01

;.•
~:103

e.k 111 el
prue de
dl.llCren

bJ"
- r ~r1fJd'" ~ rttCOCilClCnte de cerreta IÓ n para cad a especie ~cienteSde ce

OJ.Ílcad ón de da uno Pro bar SI los d os e""OC'
El h..'¡l¡'"lmcntc .



Caprtulo13

Análisis de frecuencias

H.a~a ~uí casi ~odo nuest~o trabajo ha tr~tado de estimación de parámetrosyprueo:! ~
hipótesis en variables continuas. Este capitulo trat a de un tipo importante dem>s,1!!
pruebas de hipótesis sobre frecuencias. Las variables biológicas pueden distribuirse enea
o más clases, dependiendo de algún criterio tal como límites de clase arbitrariosen ea
v~ble con,linua o una serie de at ributos mutuamente exclusivos. Un ejemplo:"
prun~ro sena una distribución de frecuencias de pesos de nacimiento (una vmt
co~tmua dividida arbitrariamente en un número de clases contiguas); uno del ser.si
~rta Una distnbución de frecuencias cualitat iva tal como la frecuencia de ind~'idU05 ~
diez ~cies diferentes obtenidos de una muestra de suelo. Para cualquier distribu¡jjn &
~ste t~ podemos hipotetizar que se ha muestreado de una población en que I!

frecuenc~ de las diversas clases representan ciertas proporciones paramétricas d~ ~
recuenct to al N ' .' ~

f
,a t . I ecesitamos una prueba de bondad de aju ste de nuestra distn"bu~n .

recuencns observada a I dístrib ". hi ' 1 ·s ReC1l:::-
d

" a ism uc ion esperada que repre sen ta nuestra IpOesis. 1I
ese que antenormente' 1 ' • 1 4Y5 don...calcu"b ' VImOS a necesidad de esta prueba en los cap ltu os ' _.l.oI

Id amos distribucin d f ' Ynorsc-pero érarnc . nes e recuen cias esperadas binomiales, de POlsson ~~J
.;.."' ti s mcapaces de dec idir si una distribución de muestreo observada se • ,
~UIlCa rvamente de la teórica.

En la sección 13 l ¡ od ' " los ti¡>Jl ~
prueba de signifIc ", mtr UCImOS la idea de bondad de ajuste, discut~OS rueUJ5
desarroIlamos fórm~~~ dque. son aprop iados, el fundamento básico de dichasP

La sección 13 2 il e cálculo generales para ellas , <\3tOl o:>'
ordenados por u~ ~stra.los_ cálculos reales para bondad de ajuste cU311:~o los freetttJ"
CUantitativa o cualit .cnteno de clasificación. como en una distribUcI0n de de 1ll lit'
ce tatNa Esto se li . an una Inocidas distribucio d a~ rca a los casos que se espe ra:tg 'al dePo~·
normal, así como a~~ . e fre~enclas tales como la distribución bUlOnll ~erliJr'
Tniteri¡ C~ntífica ~ribucJones esperadas que sigan alguna otra ley d~de ai'JS"
frecuencias mende~ue le mvestiga, tal COmo po r ejemplo p rueba de honda -

lanas esperadas, • •

282

Análisis de fre cuencias
.. 283

En la seccron 13.3 pasamos a discutir b

C
lasificaciones de doble entrada llamadas pruebas dde .significación de frecuencias en

di ' d b' prue as e indcpend . D'

P
ruebas or manas e ta las 2 X 2 en la al encta. lscutiremos las

'6 di id I f ,s cu es cada uno de Id 'c1asificacJ n IVI e as recuencías en dos clases d d os os cntenos de
como tablas F X e con más filas y columnas, ,ar. o una tabla de cuatro casillas, asi

A lo largo de este capítulo realizamos pruebas d bo d d .
estadístico G. Aludimos brevemente a las pruebas j.i-cu

e
d d

n
a de ajuste por medio del

lId 1 a ra o. pero tal como se expl¡
diVersas partes a o argo e texto, G tiene ventajas teóricas sobre ,t1 . nd ,lea e.n
sencillo de calcular para pruebas de independencia. ,Sle o adema, mas

13.1 Pruebas de bondad de ajuste: introducción

L1 idea básica de una prueba de bondad de ajuste es fácil de comprender dada I.' ' • ua a gran
expeTlenCla q~e se tiene .ya con el contraste de hipótesis estadísticas. Vamos a suponer
que. un genetísta ha. realizado un experimento de cruzamiento entre dos hlbridos FI y
obtiene una progenie F2 de 90 cuas, de las cuales 80 son de tipo salvaje y 10 sen
mutantes. El genetista supone dominancia y espera una proporción de fenotipos 3 l . Sin
embargo, cuando calculamos las proporciones reales observamos que los datos están en
una proporción SOllO = S : l . Los valores esperados de p y q son p = 0,75 Y ti = 0,25
para el tipo salvaje y mutante, respectivamente. Obsérvese que utilizamos el s,no de
intercalación (llamado generalmente "sombrerito" en estad ístka] para indicar valores
hipotéticos o esperados de las proporciones binomiales. Sin embargo, las proporciones
observadas de estos dos tipos son p = 0,89 Y q = 0,11 re~ectjvamente , Otra forma más
de observar el contraste entre lo observado Y lo esperado es exponerlo en frecuencias: las
frecue ncias observadas son SO y 10 para los dos fenotipos. Las frecuencias esperadas
serían J. = pn = 0,75(90) = 67,5 Y/, = tin = 0,25(90) = 21.5 , relpOctÍV'm.,ntt, en
donde n se refiere al tamaño de muestreo de la descendencia del crul3Jmento, Xótese q~e
cuando sumamos las frecuencias esperadas dan 67,5 + 21.5 = n = 90, tal como deberla

~r. . - 3 I
La cuestió n obvia que acude a la mente es si la desviación de la hipotens

, d esultar improbable. En otras
observada en nuestra muestra es de tal magrutu como para r h
palabras ¿difieren los datos observados de los esperados lo suficie~te como para acer

, l acaba de conSiderar ya se conocen
que rechacemos la hipótesis nula? Para e caso qu~ ~ _ I N turalme~te ésta es una
d~s métodos para llegar a una decisión sobre la .hiPO~SlS nu a. ¡ an tipo salvaje y q es la
dist ribució n binomial en la que p es la probabíhdadal: q~ S:buabilidad de obtener un
probabilidad de que sea un murante- Es posible harod Plo lOS -eeores" pata P=

1
" O tsasícomo t os s ca r~- - '

resu tado de SO tipo salvaje y 1 mutan e . LitilizamoS aqui La expreslOn

0,75 y ti = 0,25, Y una muestra de n =: 90 descedndd"dntes.ue p y q sen hipoléticos. Y
b¡ .'" la salve, e q . bolmomia! convencional (jJ + qJ con ib 5 en el capítulo 4 como el Sl~ o
reemplazamos el símbolo k por n. el cual acepta amo di ...ribución de frecuenC13s- En,_of eeuencias en una 1," • k
COrrespondiente a la suma de todas I<U r lo que ordinariamente tena enWn te por tantO -o

este ejemplo tenemos una muestra so en, fue expuesto en l. tabla·U y te~n
la binomial es, al mismo tiempo, fL Este proMema1.· de la cola de la distri>uClOn
4' b:1-d3d aeurnua.ltlva

..... y podemos calcular la proba ur
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", J e hace esto. obtenemos una probabilidad de OOOOS -
binonllal Cuan o s .• . N ' . . ~ para t

. leiados o más de la hipótesis. otese que esta es Una pru b od,, 1it
rtsu lt3dl' ~ tan a l ) • d h I I • d e adeu.. 'h' " is altemat ir3. que. e ce 10 . 13)' ma s escendientes r¡ "' '"'-
SIendo la ipo esr . S iendo ú IPO sah'a:

I . 13 hi",ilesis rnt' ndeh:lJ13. uporuen o p = 0.75 v q :::: O.... 9t dt ~
que postu ana t ~ . • lu¡ - - :> , la m

J en :-t.mst"l'Ut'ncIJ un suceso muy raro . y cene uunos que ha,' .uer.nol'! s:e¡;'3 3 es ... . • unadeS\" .
s~niiiC3ti\'3 de lo e-sperado. . . . .

Un C'3J11ino mis cipi~o b~S3do en el m~smo pnncrpio es busc~r limites de ('(Infi

P3I3 135 proporciones bmomi:1.les romo se hIZOpara la prueba del SIgno en la ". llIia
r -: ~. ' di se"", 10 '

L3 mterpc... lación en 13 ~3bl.3 ~ '\ ffi
d

C3 q~e para una .mudestra de " :::: 90. Un por.:e .~ '
observado de- S9 % d:1Il3 l ímites e conttanza aprox ima os al 99 % de 78 . 96 .
porcentaje real de individuos tipo salvaje. Sin duda el valor hipotetizado de¡::: Op~' e
fuera de los límites de confianza del 99 %. . . ~

Ahora \""3IIlOS 3 desarrollar un tercer método mediante una prueba de bondad d .
La tabla 1;.1 muestra cómo podríamos proceder. En la primera columna see~ ~
frecuencas observadas f Que representan el resultado del experimento. LJ Column3l'
muestra las frecuencias esperadas ¡ basadas en la hipótesis particular que se oontmu. h
este C3,9J. la hipótesis es una proporc ión .3 : t y )"3 hemos calculado las frñl1e1ll.1!!
,~,r;¡_J35 bajo estas condiciones como h = jJrl = 0.75(90) = 67.5 Yt. = <in= O~; I ~
= ,

-- ~ .

T\Blo\ 13. 1

(1) (c) ( ]) (~) ti

Ferlor¡pOS
Frecuencias Frecuencias Desviaciones Cuadrado
obun'adas esperadas de lo de las

: :

f esperado desvíacíonet u-
f ¡

v -Nf- f -Tipo salvaje -o ' ~I"
flll - tI;- ,;"1 1- ••, - .,'\l: utan[e

10
1~ 1'-) .•u.ce

6,'"q., _ ')Ol ~ I " . ,)"- __,,1 1'1 - ,l l' , _') ~

Suma
- -,,)

90 - \ "1 >= ~l,_
~"\{l O ' ~

~Cómo podemos d . dil-".¡tfl 1S!
fre<:utnciu obterv .1_ esarrollar un estadístico para probar en qué medida (')' tJ
_.' •.....n la col ( ) l IUJOn' ,p..ltnlt prue I eltadíst~ e ~na I de las frecuencias espe radas.en a ~"Osentid~' k~":
~ro meclmo'f IIa s fa ciJ de comprender j ' su estruc tu ra tiene un - .. - _~Obsé de,,' .. , bs . ;¡-<'- •

L r'It\e que la atma' d laClOn de las frecuencias observadas respectO ~''O. m •• h e eSLas d - . es 010\ .,- >«n q... la eSVtactO nes es igual a cero por ralon - uí <tllf
'n lo "'CT1JI de l.u d . , ' [)t JQP <:un dos el I eSVI3C Kl nes de una media sumcn ce rO . ' (lll ~ ~

ases, as de ' , I ,de s~IaCloncs !lean siempre !gua cs _
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S~u iendo nuest ro método previo de elevar al d d
- " 1 al cuara otodaslasd "hacerlas pos tuvas, e ovamos cuadrado if _/) en la col ( ) eSVI3ClOnes para

mal!nitud de la desv iación de lo que se espera En antid J4 para dar una medida de la
- . I frecuenci . a cantr a debe expresmeproporcion de a recuencra esperada. Después de too . la f . como una

110. una desviación de 12 .5 sería ex tremadame nte g';d' SI reeue~ cl3 esperada fuese
" , desvi .. e, comprendiendo casi el 100 •

de [: pero esta eSVl3ClO n representaría solamente el lO %d frecuee-r ~
' b I l e Una recuencia esperada de1"'5 O. ASI. O tenemos a co umna (5) como el cociente de la 'do' d la

- . 1'1 cantl .N e columna (4)
di\idida por 13 de a columna (-). Es de notar que la m32nitud del coc¡, I al f' . - ente es mayor parab ~unda linea. en a cu es menor. El próximo paso en el de llo d. b

- . • • '-> ' V .. nuestra prue a
esudlst lc3 es sumar estos cocientes. lo cual se hace al pie de la columna (5) d od

9 ' "9 . a ounvaler de .-, .
¿Cómo denominaremos a este nuevo estadístico? Aqu í tenemos ciertos problemas de

nomenclatu ra. Ya se habrá reconocido esta como la llamada prueba b-cuaárato, normal
mente enseñada al comenzar las clases de genética. 8 nombre de la prueba eSli
demasiado bien establecido como para que un cambio resulte practjcc. pero de hecho esta
cantidad que aC3b3JTIos de calcular, la suma de la columna (5), posiblemente podría no ser
un \ :. Esta es una distribución de frecuencias continua y teórica, mientras nuestra
cant idad 9,259 es un estadístico de muestreo basado en frecuenciasdiscretas. Este último
punto se ve fácilmente si se conciben otros posibles resultados. Por ejemplo. podríamos
haber obtenido tan pocos mutantes como cero equilibrados por 90 ind i\'iduos tipo sah-aje
(suponiendo que el número total de descendientes n = 90 permanezca constante). o
podrfamos haber obtenido I. ~ . 3 o más mutantes. compensados en cada C3SO por el
numero exacto de descendientes tipo salvaje pJTJ dar un total de 90. Las frecuencias
observadas cambian en incrementos unitarios. y como 13s frecuencias esperadas permane
ce n constantes, está claro que las desviaciones. sus cuadrados } los entes. no son
\"3Tiables continuas sino que só lo pueden adoptar cienos valores.

' J ba ii dradc v por b queLa razón por la que esta prueba se ha denomina o proe a jr-cua ,
.. "J" btenido como la suma de' la COIWIU13muchas personas llam an ji-cuad rado esta ISt!l."O o ~ , ib ..

- .ima a la de una distri coon
(~ lo es Que IJ distribución de muestreo de esta suma se aprox . 1erado de
[i-cuadrado con un grado de libertad. Podemos comprender la I'3l

d
on

l
Pta"'bl e\ ~su suma

lib " ' 1 f - 'as en 1:Is dos clases t J a . •enad UOlCO cuando conside ramos as recuencr _. unto si variéserncs la
80 + 10 :::: 90. En este ejemplo la frecuencia t0131 es !~a . Por lo los C3IT1bios en la
frecuencia de una cualquiera de las clases. la otC3~~endCl~ que ~mpe~~ una fret.-uencD
Primera clase para conservar un total correcto. ,SI la prnnherJ -1"', 1-' O() " í 9510 puede
d I · , pm Jetr e O .;s.l • : Y •

e 75, la segunda clase debería contener ~ ItemS, . J I surnJ consUJllt. :\quí el
1" ti d I tT3 "lase hrIllU a por J .
~~ bremente una clase. estan o a o lo ." l"n! Jebscl.ast"seililrede\-anar:

SIgnificado de WJ rrrado de libcrt.1d resulta mu} ~bro. no .s un J· i....~. hemos
b o ' J ' . de mueSfrtü ~

Otra no . ~o obstante. romo el esta ISfK'O . ~n3! al est~ íst¡""'O de mu trt'O como
stguido la COstumbre.cf('cientemente en lx1ga.Je dla"~bla I ~ 1 cmnJo.'l se ~"Ot1lr!t3 (\.ln el
r: .. r~ Q "' "Qde ta _' o • 00-) l.J; prueb!.. en lugar de \ - . El valor de, ' • = .-- . nill.:.1tf, lF < O. ~ .
~.alo r crít ico de \' (tabla 1' ). es a.ltamented~ . . '1 ....., esun e1eoo-aJu 11~,
) ' {' 11 115 eS' U.:l( " .. : " uralmente.l-CUadrado es sJC'mpre de una (\.113. om _1 S n.1sitr. S Jt _\ _ ! t
t ' Ju:-en ! \ ;J.lOTC" r - . m.&\or quearito las positi\as romo IJs n~"'gatl\'J$ lo.....ln ~ la nl lró";n Jt 14'-'1 "1Je es .
rrchazamos la hipútesis 3 1 ~ .......)ncluim~'s qut P po.:
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Frecuen cias
esperpdas

r

Frecuencias
observadas

r
Fenotipos

(a = 8)

Pruebas de bondad de ajuste. Oasificación simple r .
hipótesis ex trínsecas a los datos muestreados. . recuencías esperadas basadasen

1. Frecuencias divid id as en a ~ 2 clases.
En ,un ex perimento g~ nétiC? que incluye un cruzamiento entre dos va riedades de

la jud ía Phaseo/us vulgarís, Smith ( 1933) obtuvo los sig uientes result ados:

~CUADRO B .I ---- ~

Análisis de f
286 recu' lI< ,

C;. el genetista debe buscar un mecanismo que e'pl ' '.
0,75. En consecuen ~, "IUe esta .....
.. de lo esperado. . -,..

CIO n b de bondad de ajuste puede ap licarse a una distribUciónu prue a 3 ' COn mis
El iem lo de la parte I del cuadro 1 .1 es un cruzarmento genético . d< 1:.,

clases. 'J P .. 18 '6 '6"' 12'4 ' 12'4 Se t b1 compl......ra una proporción .. . .... . . " es a ece la tabl """.el que se espe ¡ _ . d a como
con las frecuencias esperadas calculadas como} i - p.n , en ondoe los valores de p. tr.Itt

b bilid des esperadas para las a = 8 clases. Naturalmente "" p, = 1 p ' ~n ~pro a ur a L I • uest0 qUe L_
b bilidades de todos los resultados posibles suman uno. Los valores de " ~

pro a . 11 • • PIPara e~
ejemplo son PI = H. pz = n. Y as: sucesivamente. C,alculamos nuevamente .
desviaciones de lo esperado, las elevarnos al cuad~ado, y las dIvidimospor las frecu" ~
esperadas. u operación puede describirse por la formula ""

Sin embargo, su práctica es pesada y requiere el cálculo de las desviaciones, sus cuadr«11l1,
y su división por las frecuencias esperadas para el conjunto de las clases. Un, fórmubdt
cálculo generalmente aplicable para X' puede deducirse fácilmente de la expresión (13.1\
como se demuestra en el apéndice Al.IO. Esta es

6. ,"J

2'!,6
?!,G
, , .)

• - ' 1.. ..),-
15,I
." ' J".J,_
J,';. I

211 ,1

Púrpura /ante 6.1
Púrpura/testáceo 31
Rojo /ante ZS
Rojo/ testáceo 12
Púrpura 39
Rojo , sangre de toro IG
Ante -lO
Testáceo J2

Total 24 1

. lb' dose en la proporción esperada deLas frecuencias esperadas t i ~ calcu a.ron a:-a~ __11 _ ~ X "4 1 = 67.S .
1 8 :6 :6 :2 : 12 : 4 : 12 : ~.Calcular{¡comoPin _ Asl .f¡ -P I - Ud -

I valores de ¡ ya se hayan calculado o
Utilícese la expresión ( 13 .-1 a) cua n~o os o en el ejemplo de Judías dado mis

(13 .5) cuando se den los valores de Pro" C~r:' emos la expresión (13..h J
arriba hemo s presentado los valores de . ut llar

• ••
G - 2[L r, In t. - 2,30259 L t. log r.]

Utilizando la tabla XI hallamos

Q ? _ <)6101 7 + ... + Z9(i19L r. In [, - 63 In 63 + .. . + 12 In 1- - - ,

= 855,206
. ademos calcular

Utilizando una tabla de logaritmos. p

Q. - . +12 Ioc: I5•1L l , log l , - 63 log 6.,8 + . ' _ _ 369,52'~

+ I?[ I 1....9"')_ 63 (1,83123) + .. , - ,
Entonces G puede calcularse como. ,
•• 2 ?112" 1" r 10< r,)& = 2[1: J. 1u J. - ," ,J, ~ , ,) '~ 11 .. ....6(;...

l 'Oh, ')) .. ~ ·1" , __ 14.00 7. podemO~', [,-,ro" ?()(l _ 2 :m2,-l!}(:~(¡~ ,;1. - . < "
- .. el. )", .. ), • _ ... 6 ó " X

1, b crudo de G -, 1
Uesto que nuestro valor O" ron la hlpótC:SI5 nu a

ConSiderar los datos comp.l tlbles 1.

lB.!

(1321- fIL - - n
Ji

X'=

X'=

que puede obtenerse fácilmente COmo la suma de los cocientes de los cuadrados deis
frecuencias observadas divididos por sus frecuencias esperadas. De esta suma de cocieDeI
se rena.n, la SUma de todas las frecuencias.

'Que podem I . . 'Si PO' d
" Os conc utr acerca de nuestra prueba de bondad de aJuste ,

t'mento ,suponemos que r en este caso también se distribuye apro Ximadamente;:
. necesrtamos saber cuántos grados de libertad hay en este ejemplo par' _......

compararlo COn la dist ib .. 2 1 s gete ClU"'"
. I fI ucion X apropiada En este caso son ocho e ase , " rrquiera de ella. pued " it ir la d,«

. en vartar libremente' pero las ocho clases deben const i u .!.'"
ca entre la !Urna t 1 l ' de ocho """
tenemoi f te d ata y a SUma de las siete primeras. Así, en un caso rnosa - l
gradlJi de~ibe~d os de l ibe~ad Y. en general. cuando tenemos a clases. t~:ción d~ b
expre.ión (]3 2) 11 ' En X'el ejemplo de la parte I del cuadro 13.1 , la a

6
P
7

Asípu~ b!
f . eva a - 9 4909 2 - 14° .reCUtncías obs.ef1lada - , . que es menor que X O,05(7] - •

JI-tcientemente se ~:',n C()mpa~ ib les con las proporciones postuladas. ad de ajUSlt, ~
trata de la prueb ( ' b mtroducldo mucho una nueva prueba de b~nd Tiene '~
ventaja¡ Vibre l, a,' . asada en el estadístico de razón de verosim ilitudes·

do
exdusJl1'

il ma.s an" .. d stacamente en tite capf¡ 1 gua Ir -cuadrado y por lo tanto lo hemos e
V a I U (, en lu · d i" '"

aTJ)(JI a reumsiderar ~il r e rnéttldll másantiguo. íó n (4.0 parJ ti-
frecuencial reliltr.... el ejempl., de la tab la 13 .1 . Utilizando la cxpresl , lardoS(2l1
dade il l esperarl as e di d s ca CUI que en el! TI Una Istrihucir,n hinom iül , po emee mrJmenh .

J Tll lll mtere~m .



------ - - - r

CUADRO 13.1 (continuación)

2. Caso particular de frecuencias divididas en a = :! clases.

En un cruzamiento F~ en Drosoph íla se o bt uviero n 176 de sce~d ientes , de los
cuales 130 fueron moscas tipo ~a lvaJ e y 46 m~tantes e~ony . Considerando que el
mutante es un auto sómico recesrvo . se espe rarla una razon de 3 mo scas tipo salvaje
por cada mutante .

Una complicación adiciona.tla c~nstituye el hecho _~e q ue cu a ~do n es me nor que
200 aproximadamente debena aplicarse una co rrección d e co n t inuidad. Lo s cálcu
los se realizan tal como se describe más arriba en la parte 1, pero utilizando valores
de f aju stado s en vez de lo s f originales, si hay que aplica r esta corrección (ver
texto). Ahora aplicamos la prueba G a los datos de Drosoph íía.

(133)G = 2 In L = 2 (In lO) log L
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bservar los resultados mue streados suponiendo qu . - 1:
o li Obs é e p - 4 ,de acuerdo co I hl .ula mende lana , servese que estas expresiones solam t d o a ipotesís
~s resultados observados , 110 para los resultados obse ~n e ao las probabilidades para
0,0005514 es menor que el valor calculado anterior:en~: ~et1°s lospeores. Así,P =
probabilidad de 10 )' mellas mutantes, suponiendo p= -ª ti = 1 0,00085 , que es la

La primera probabilidad (0, 1327) es mayor que I;~uod: (O O .

P
arámetro se basa en los datos observados. Si la proporció b' OOd

S514),
ya qu.e el

.. . I d ' n o serva a p es en realidad
ioual 3 la proporcron p postu a a segun la hipótesis nula las dos prob bilid d" . L ' . ,a I a es calculadas
serán iguales y su razon, • sera Igual a 1,0. Cuando mayor sea la diferenci ." d b ' I hi , encía entre p y p Ila
proporc lo ~ .espera a ajo a .I~o te sls nula), mayor será la razón (la probabilidad basada
en p se divide p~r la probabilidad basada en jJ o definida por la hipótesis nula). Esto
indIca que la razon de estas do s probabilidades o verosimituudes puede utilizar

. ' di I d d . se como un
estadlstlco para me ir e ? r3 o e ajuste entre frecuencias observadas y esperadas. Una
prueba basada en esta razon se denomina prueba de razón de verosimliitudes: En nuestro
0lS0. L =0,1327/0 ,00055 14 =240,66, La distribución teórica de esta razón esen general
compleja y escasamente conocida. No obstante, se ha demostrado que la distribución de

Análisis de frecue 'neJas

f
Moscas ! Ajustados Hipó tesis j

Tipo salvaje 130 130,5 P = 0,75 fm - 132 ,0

Mutante ebony 46 45/) q = 0,25 qn ~ 44,0

176 176,0 176,0
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puede ser aproximada para la distribución x: cuando los tamaños de muestreo son
grandes (para una definición de "grande" en este caso, véase más adelante). Losgrad os de
libertad apropiados para una determinada prueba son los mismos que para las pruebas
ji-cuadrado discut idas anteriormente. En nuestro caso.

G = 2 In L = 2 (1 n 10) log D = 2(2,302585)(2,3814 0) = 2(5,48356) ~ 10,967

Si comparamos este valor observado con el de una distribución Xl con un grado. de
libertad , hallamos que el resultado es sig nificativo (P < 0,005), como se ha.~to

. ' ' . t Ysimilar
antenomlente para la prueba ji-cuadrado. En general , G sera numenca.I?e.n. e mu .
a .\'2. La notación para la prueba del logaritmo de la razon de l'erosl1l1ilmJd~s esta tan
poco establec ida como la de la prueba ji-cuadrado. A veces se utiliza para G .e l.s lmbol~e~~

Para desarrollar una fórmula de cálculo, la expresión (13 .3) para el estad l~ICO G PE I
vol ' , di d d I plicación p:utlcular. n e

ver a escrib irse de varias maneras depen ien o e a a d
apéndice Al. l l se demuestra que para una prueba de bondad de ajuste general, pue e
" C b'Ti irse como sigue:

o • (J,)G = .f.J, lo / , (13-4)

S' . é ta es con mucho la fórntula
I.se dispone de una calculadora elec trónica con k-.gantmOs, s o sísue

l1Ias il ' if 1 ":1 . lo puede t' \presarst corn --senc la. En otros casos para smlph icar e carcu

Ut ilizando la tabla XII, y Irecuencias jj ajustadas.

•f. f . lof, ~ 130,510130.5 + 45,5 10 45 5 ~ 035 7 14 + 173 700, , ,
~ 809,420

Utilizando una tabla de logaritmos,

•
f.f. log l. ~ 130,51og 132,0 + 45 ,5 log 44 ,0

~ 130,5(2.12057) + 45,5(1,043'15) - 35 1,5114

G",¡ ~ 2[809,420 - 2,30259(351,5 11 4)) _ 0 ,0008

que es evidentemente no significativa cuando se compara con X' [ )
o ,u.~ 1

C(90,8O) (80)"(10)"_ o90 90 - 0,13_7

('(90 (3)"(1)", ,8O) :¡ :¡ = 0,0005.514

La primera cantidad es la rob .. . . o
salvaje y 10 mutantes, seg' P I ~~II~da~ de observar los resultados muestreados (80 t1~
población el igual a la prr un ~( 'pote!!! de que fi - p . es decir que el pa rámetr~ d:

JPOtC l 1O muest ral obse rvada. IJ segundoes la probabilida

. . ' ]G= 2[Z:J.lnJ. - f.J. ln / . . .)
= 2[f:J, In J . - (~ .30~5~) z:J. lo~ / ,

(IHa)



. ntc utilizar con la tabla XI. La tabla XI da f ln fpara valores entcros de[
que es convente . ' . I d b .

O 10 000 \ s,' las cantidades f In f O " n » pue en uscarsc d irectamente
entre y . I • • I ibilid d d Y
acumul;rse en una maquina sumadora. CO~l? ex iste a pOSI I I ~ e transcripción

. d I I bl s es más conveniente utilízar una calculado ra unpresorn para qerrónea e as a a. I . . ue
solamente baste confrontar la inscr ipción impresa con la tab a pa~a ve T1fl~ar los resulta.

d S· <'1> encuentran errores es fác il correg ir los resultados finales sm necesidad de repet¡
os. 1 .... il izad utodos los cálculos. Otra fórmula de cálculo frecuentemente unnza a para G es

13.2 Prueba de bondad de aj uste de clasificación simple

En el cuadro 13.1 ilust ramos pruebas G de bondad de ajuste en los casos en que las
frecuencias esperadas están basadas en una hipótesis extrínseca a lo s datos, haya clases y
las proporciones esperadas en cada clase se suponen basadas en el conoc imiento exterior,
no siendo funcio nes de parámetros estimados de la muestra. Comenzamos con el caso
ge ne ral para un número cualquiera de clases, donde el número de clases se simboliza por
a. para resaltar la ana log ía con el an ál isis de varianza. Los datos son los resultados
de un cruzamiento genético complicado que se espera co nduzca a una proporción
18:6:6:2:1~:4 : 12:4. Se obtuvo una progenie de 24 1 asignada a las ocho clases fenot ípi
cas. Las frecuencias esperadas pueden calcularse sencillamente mult iplicando el tamaño de
muestr.eo total 11 por las probabilidades de ocurrencia esperadas. Observamos que el ajuste
en cO ~Junto. es bas~ ante bueno. Este es un ejemplo de una prueba de bo ndad de ajuste con
u~a hipótesis ex tn nseca. porque la proporción genética probada está basada en conside ra 
cI.ones anteriores y. externas a la muestra de observaciones examinada en el ejemplo. El
cal~ulo esm~y senc illo, como se indica en el cuadro.

En la secc ión ante rio r vimo 1 I d · ·d :2 S que e va or e G ha de ser comparado co n un valor cr ítico

d
e IXjb p~;a a :2 - 1 grados de libertad . Cuando comparamos nuestro resultado con la
IS TI ucron X encontramos qu lI dsignificativo N -t . . e e va or e G obtenido de nuestra muestra no es

que la mue' t o enemas sufiCiente evidencia para rechazar la h ipótesis nula y concluimos
s ra es concordante con la .. . . . b t teespec ialmente en ' I al proporci ón genet íca especificada. No o s an,

hemos especificad¿e~p o~. t . es ~omo el q~e se acaba de analizar , debe recordarse que. no
que también pod' na IpoteSlS alternativa; hay una variedad de hipótesis al ternatIVas
ellas. Realmente rr an ~ ser excluidag si realizásemos una prueba de significación para

no liemos compr b d ha
especificado, y hay otras va ' h¡ o ~ o que los datos se distribuyan como ,se
aceptables. nas ipotesis de proporción genética que también podTlan ser

No se encuentra n direcciones e 1 - ue
puede ser una mUestra g ncra es en la literatura con respecto a lo pequena q
ajuste. Sin embargo d~bse r: no Obstante, adecuada para pruebas G o A-1 de bondad de
t añ d ,eTlan tomarse pr . I dos conam os e muest reo de ecauclO nes al interpretar los resu ta

11 · I " menor que 50: ejemp o de la parle 2 di ·
e cuadro 13.1 es un cruzamiento monolllbrido con una
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• •
G = 2[L J, lnJ; - LJ; In Pi - n In n]

demostrada también en el apéndice A1.11.

(13.5)
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proporción esperada de 3 tipo salvaje a I mutante F I
ue incluyen solamente dos clases. el valo d ~ in as pruebas de bondad de aiuste

q ( 134) . ( 13 r e" tal como se h,xpresiones . o .5) mostrará un sesgo a calcubdo en las
. . d . .., ¡ que puede modifi l¡

,.." rcccio ll e CO tJ1 m IHuQl. aproximando más cstr¡ I carse ap icando una
rv " . le amenle el valor d el di
1 Esta corrccc ron consiste en sumar o restar 0 5 d I r e, a a Istribuciún

X. l ' . • e as recuenc';) b d
manera que se raga rru rnmo el va lor de G. Simplcment . I s o serva as , de tal

P
UJ reducir la diferencia entre éstas y las frecuenc:',c se aJudstan lasf, transfonnándolas

. . ... espera as correspond' I
medio. Ento nces se util izan las expresio nes 0 3.4a) Ó (1 3 5) cumo antes len es en un
lOS va lores de (f +! ) In (J + ! ) necesarios para los cálculos de e les para obtener (;a,.

en 1J tab la XII. La corrección de cont inuidad se aplica sie ' .) pueden encontra rse
. I .'. mpre que " <200 r uando "<~5 me uso esta correcclon es Insuficiente para rectificar el se E · I. ·1 I sgo. .n ta caso es

convcOIente un ca cu o exacto de las probabilidades binomiales co I bl. ... mo en a ta a 4.3 . El
baJO valor de Ga j encontrado en el cuadro l3 I muestra que lo, d t b d

1.. • a os o serva os se
1justan estrechamente a las proporciones esperadas.

En algunas pruebas de bo ndad de ajuste restamos más de un gradu de libertad del
número de. clases, a. Esto.s son ejemplos en que los parámetros pa ra la hipó te si! nula han
sido extraIdo s de lo s mismos datos de muestreo, en contraste con las hipótesis nulas
encontradas hasta ahora (en la tabla 13.1 y el cuadro 13.1,. En estos cases, la hipótesis a
contrastar se ha orig inado basándose en el conoc imiento general del prob lema especifico
y de la genét ica mendeliana por parte del invest igador. Por esta razón, las frecue nc ia"
esperadas está n basadas en una hipótesis extrínseca o hipótesis exte rna a los datos. En
co ntraposic ió n, co nsideremos las frecuencias de Poisson esperadas de células de levadura
en un hemocitómetro (cuadro 4 .1). Se recordará que para calcular estas frecue ncias
necesitábamos valores de ¡J , que se estimaban a partir de la media de muestreo r Por
consig uiente, el parámetro de la distribución de Poisson calcu lada procede de las mismas
observaciones muestreadas. Las frecuencias de Polsson esperadas representan una hipute·
si! intrinseca: En este caso, para obtener el número correcto de grados de libertad para la
prueba de bondad de ajuste (j i-cuadrado ó G) restar íamos de a. el número de clase! en que
se han agrupado los datos, no solamente un grado de libertad para ti , la su~a d~ las
frecuencias , sino tam bién un grado de libertad más para la estimación de la media . ASI , en
este caso, un estadístico de muestreo G se compararía con ji-cuadrado paraa 2 grados
de libertad

Cuando 'aplicamos la prueba G a las frecuencias observadas YeSJ'C radas del c~ad ro 4dl ,
al utilizar cualq uier fórm ula del cuadro 13.1. que es lo más conveniente de1et ~u~~~ 1:
vista de l cálculo obtenemos G = 75 29. Dos aspectos distinguen este ca cu o e
P , ' . I f ncias esperadas menores
arte 1 del cuadro 13.1 . Como regla general, eludimos as rdismb .. demasiado

qUe 5 P J: I I io r de la dlstTl UCJO n son
. or lo tanto, las clases de ,. en a CO a super 1 d I ses conl@ u3S corno se

peqUeñ as. Las aumentamos sumando sus frecuencias. 3 as e das debe n ruparse para
mUestra en el cuadro 4. 1. Naturalmente. las frecue~c13s o~rv,~~s de la a;upación. En
qUe se equilibren. El número de clases a es el numero esp
nUestro d

La caso, a = 6 . " . F el mimero de grados de liberta
ton . Otra nueva característ ica ya se h~ discut ido. . m re un grado de libertad para
l. slderado para la prueba de significación. Restamos SJC p amos un grado de liberud
• lUm Il¡ ' 00) ~ obstante , rest h¡dic ' a pre ijada (en este caso 11 = "i . '. ~ o . . de frecuencias esperada que se a

IOnal para cada parám etro de la dlstTlbuClO n
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, tbuci muestreada. En este caso. estimamos J.1 de 1:J. muestra y
, d 1 de 13 distrt ucon lib d v haci d . porestmta l "d n secundo erado de 1 crta • iac ien o el número f I d. . te se resta e ¡] u .....e- C' I lJl3 e

consguren . , _ 6 .. = -t ('ompararfdo el V3 or ruuestral de G :::: 7 5"9
d d lib -rtad J - - - - - ' , " ,- COn el

gra (1$ ,C. 1 t : -1- grados de libertad lo hallamos no slgmflcat ivo. Por lo la
valor cntrco de \ para .. I '1 I d I d mo,

. ' . ula v concluimos que as ce u as e cva lira se distribu\.'c al3ccptan1ús la hlpúh~SIS n • J n

azar, b G ~ probar 13 bondad del ajuste de una serie de datos 3. una dist ribución
Laprueapa.. I a la de Poi" erada puede aplicarse no so amente a 3. e o isson sino también a lade fr{"~uenl,,13s esp. . di lb .• . .

I bi . I v otras distribuciOnes. Para una ístr¡ uc ion normal, ordm:lrtamente
normat. UlOm13 . d D ' ,

, d parámetros de los datos muestrea os 1J y o. e aqui que os grados de
estunamos os ....... .. " "1 I '
libertad correspondientes sean a - .», En l~ binornia so .,amente debe estunarse Un

, tro p" losgrados de libertad correspondientes son a - _.pararne .' ~

133 Pruebas de inde pendencia : tablas de doble entrada

La noción de índependencía estadística o probabihstica se ha introdu cido primeramente
en la sección ~ .1. en donde se ha demostrado que si dos sucesos eran independientes. Ia
probabilidad de que ocurriesen juntos podría calcularse como el producto de sus probabi
lidades por separado. Así. si entre 1:J. progenie de un cierto cruzamiento genético 1J
probabilidad de que un grano de cereal sea rojo es ~ y la probabilidad de que el grano sea
dentado es 1. la probabilidad de obtener un grano dentado y rojo sería ~ X ~ = t .si
los sucesos unidos de estas dos características fuesen estadíst icamente independientes.

La prueba estadística apropiada para este problema genético sería probar 1:J.s frecuen
cias para bondad del ajuste a las proporciones esperadas de :! (rojo. no dentadolJ (no
rojo, no dentadol:I (rojo , dentado): I (no rojo, dentado) , Esta sería una prueba simulti 
nea de dos hipótesis nulas: que las proporciones esperadas sean ~ y l para rojo Y
dentado. respectivamente. y que estas dos propiedades sean independientes. La primera
hipótesis nula prueba el modelo mendeliano en general. La segunda prueba si estos
caracteres se clasifican independientemente. es decir. si están determinados por genes
situados en dife rentes grupos de ligamiento. Si la segunda hipótesis debe ser rechazada.
esto se considera como evidencia de que los caracteres están ligados. es decir. situados en
el mismo cromosoma.

Hay numerosos ejemplos en biología en los cuales la segunda hipótesis acerca de la
independencia de dos propiedades es de gran interés y la primera hipótesis sobre 13
verdadera proporción de una o ambas propiedades es de poco interés. En realidad. a vc~s
no pu~d~ ser formulada por el invesreador ninguna hipótesis respecto a los valores
pararnet . C¡ " " "O 1 proeb3" neos Pi.. liaremos vanos ejemplos de estas situaciones. que conducena a ue
de mdependencta que se estudia en esta sección. Utilizaremos esta prueba siempre q
quer~s probar si d,os propiedades dife rentes. cada una apareciendo en dos estados. so;
depednd"'f ntes entre SI. Por ejemplo. los individuos de una cie rta polilla pueden prese n~ 3f~..
en os ases de colo 1 , ". den depr....Id bi . r, c aro} oscuro. Cincuenta especrmenes de cada fase pue . nO
a escu reno expuestas a dep ed" J' " -alo de' uemr-fii d r acscn por os pájaros Después de un mtCf' cd(
~;e;J"a o se~uentan el número de polillas que sobreviven. La proporción atr.Jpada ~~r \
SUpe~iv::Cia pct;: fases "d~ .color. En este ejemplo las dos propieda~e.s so:¡;color

. emes dWldu nUestra muestra en cuatro clases: super-' I\lente
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\.1flJ presas de color claro. supervivientes OSCuros y presas .
, ra' pturado es independiente del color de la poima las foscuras.. Sila probabilidad de
~r I ' recuenclas esperadas d
cUatro clases pueden ca cularse sencillamente como productos inde . e estas

toporció n de cada color (en nuestro experimento ~ ) y la proporcio' n tPetn,d lentes dde la
P I S' I b d ' denendenc¡ o a captura a en
b muestra ta ta. I a prue a e m ependencía explicada más abajo dernue lId

ind di ",J s raque as os
topiedades no son m epen lentes. debemos concluir que una de las fasesdI '
P, d dacio I ' e ca or es mas"'5l,:eptlble de epre ación que a otra . Este es un Ienómenn biológico impon te: I
~ d I d íed d an e, asproporc iones exactas e as os proP.1 a. es son de poco interés en este caso. La
proporció n de las fases de color es arbitraria , y la proporción de supervivencia interesa
50larnente hasta donde difiera para las dos fases.

l 'n St."'gundo ejem~ lo podría referirse a un experimento de muestreo real izado por un
~'Ólogo vegetal. Obtiene una muestra al azar de 100 individuos de una especie de árbol
bastante rara dist ribuida sobre un área de 400 millas cuadradas. Para cada árbol observa si
(S1á plantado en un suelo de serpentina o no. y si las hojas son pubescentes ó lisas. Así la
muest ra de 11 = 100 árboles puede divid irse en cuatro grupos: pubescente-serpenuna.
serpentina-li sa. no serpentina-pubescente. y no serpentina-lisa. Si la probabilidad de que
en árbol sea pubesce nte o no es independiente de su situación. se sostendrá nuestra
hipótesis nula de la independencia de estas propiedades. Si por el contrar~. ~a proporci?~

de pubescentes difiere para los dos tipos de suel~ , nuestra pr:ueba estadística conduc~

probablemente al rechazo de la hipótesis nula de independencia. De nuevo las frecuencias
esperadas serán simplemente los productos de las proporciones in~ependitntes.de lasdos
propiedades. serpent ina contra no serpentina y pubescente contra lisa. En este ejemplo las
proporciones en sí pueden ser de interés para el investigador.

El ejemplo que resolveremos con detalle es de inmurología. Un,a muestra de I~ 1
ratones se divid ió en dos grupos. 57 que recibieron una doSIS esta~da.r de bacter~s

. . trol de 54 que recibieron las bac teriaspalogenas. seguida por un nntisue ro. y un grupo con . período
pero no el ant isuero. Una vez que había transcurrido suficiente uern po para un

. " " SO se a mu ran 38 ratones muertos
de incubació n y para que la enfe rmedad s¡gulera su cur : fbid b cterías y antisuerc
Y: 3 superv ivientes. De los que habían muerto, 13 ~abl~n recr It?'nade interés es si el
mientras que :!5 habían recibido solamente bacterias. d na ~csq~e hubiese proporcio
antisuero hab ía protegido de algún modo a los ratones e m. laOs proporciones de estas
nalm ' . . o De nuevo aqu l .ente mas supervivi entes en ese grup . " . lo (depredación en polillas).
Propiedades son de no más interés que en el prtm~r Cjemf t bla de doble ent rada como se

Estos da tos se exponen convenientemente en o~adee ~últipl e entrada (más de dos
mUestra más abajo. Las tablas de doble entr:lda : ' Este tmn de tabla de doble
CTit ' bl. de eontíngmcta- "Y-ertos) se conocen a veces como ta as . id dos clases se conoce como
t . ~s ~ d~ e en .ntrada. en la que cada uno de los dos cnter
~bla~ X ~,

,
l'O'os -MuertOS 5;

t3 " ~29Bacterias y antis1uro o '.,
Bacterias solamtntt ;3 ltt, ,-
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prueba de independe ncia 2 X 2

Un eeólogo vegetal muestrea 100 árboles de una espc . d .
d d P da á b 1 . . cele rara e un arca de 40íllas cua ra as. ara ca a ar o registra si está plantado I d

o. y si sus hojas son pubesce ntes ó lisas. en sue os e serpentina e

294

. y antisuero pero murieron, Como se ve en la tablib íeron bactenas . ~ lou ¡ a.
Así 13 ratones rcci I . de ratones que manifiestan ella qu te r propiedad' 57• . I dnelnumero .. .
Los totales rnargrna es a . fsuero ' 73 ratones sobrevivie ron al experimento E
ratones recibieron bactenals Y \ln:~ento '111 ratones y const ituyen la muestra total ' n. . I 00 en e experuu. .
conjunto se me uyer "ente marcar las casillas de la tabla y las SUmas de mas

Al discutir esta tabla es converu y
columnas como sigue:

La representación algebraica convencional de esta tabla e" como sigue

b a+b Su elo Pubescente Usa Tola/esa
c + dd gerpentma 12 2'l 3'

c
a+c b+d n No serpentina 16 so Cm

Totales 2H tz 100 _ n
. d tabla de doble entrada se pueden calcular sistemáticamente lasA partir e una "

frecuencias esperadas (basadas en la hipótesis nu la d~ independe nc ia) y comp~arlas COn

las frecuencias observadas. Por ejemplo. la frecuenc ia esperada para d [bacterias, vivos)
•sena

_ • _. v . =n ( c + d) ( b + d) = (c + d)(b + áJ¡nIb.el,vivoS - npbact . ... ivo s - npbact X Pnvos n n a

c

b

d

a+b

e + d

Si ad - be es positivo , come, ocurre en nuestro ejemplo. puesto que (12 X 50)
(16 X 22)= 248,se resta ! deaydysesuma 1 abyc_S,~d he es neganvo
e suma ! a a y d y se rest a ! de b y c. Esta es la corrección de Yate y puede

. norarse cuando n > 200. La nueva tabla 2 X 2 se presenta como sigue.

que en nuestro caso sería (54){73)l 11 1 = 35.5 , un valor más alto que la frecuencia
observada de 29. Podemos proceder de un modo similar para calcu lar las frecuencias
esperadas para cada casilla de la tabla multiplicando un total de f ila por un total de
columna. )' dividiendo el producto por la suma /0/01. Las frecuencias esperadas pueden
exponerse convenientemente en forma de tabla de doble ent rada:

¿ a + c b+d a+b+c+d-n

. .. d se de las tablas XI y XII .Calcula r las siguientes cantidades vallen o

S ue lo Pu bescen te L isa Totales

Serpent ina 11 1 ?2 ~ :H

No serpen tina 161 49 ~ 66

- -
Totals 28 iZ IlJO

Muertos Vivos ¿
Bacterias y antisuero 19,5 37,5 57,0
Solamente bacterias IS,.'5 3;) ,;) .'l4,0

¿ 3S,O 73,0 111,0

Se notará que las sumas de fila y columna de esta tabla son idént icas a las de la tabla de
frecuencias observadas. lo cual no debería sorprender ya que las frecuencias esperadas se
calcularon partiendo de estas sumas de fila y columna. Por lo tanto , debería quedar claro
que una prueba de independencia no probará si una propiedad se presenta en una
dete~inada. proporción sino que solamente puede probar si las dos propiedades se
manifiestan mdependientemente o no.

La prueba estadística apropiada para una determinada tabla Z X 2 depende del model¡o
f d al . - 'derabcun ~;nt que este represente. En la literatu ra estad íst ica ha existido cons! . e
confusjón sobre este asunto. Para nuestros fines actuales no es necesario distingUir en,u

aIlos tres mode.los de tablas de contingencia. La prueba G ilustrada más adelante. d~ o
menos ~proxuna~amente resultados correctos con muest ras de tamaño mod~r3 ulU
grande mdependlentemente del modelo fundamental. También se podr ía realízat

l.¿

2. ¿

f in f para las frecuencias de casilla . .l911n 49t
~ 11 1 In 111 + ?!l ln ?!1 + 161 In 161 + _.

_. 6" · ~+193.lh.3.J.,tH I_ o,' O~- _ , O().)4 -t- 4 I~- -- , " .
d fI y columnaf In f para las sumas e la ...... I Z~ + i ZIn i 2

0= 34 In 34 + fIÓ In 66 + . n 920 -9- ."
'~+30- - , . ..........

..,...~·I - + 93JUM ' • •_ 1I9r~96""1"" _,u,O:> • ,

3. Buscar n In n = 60 ' 1'
I OO lnI OO = ~ .'
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CUADRO 13.2 (continuación)
id d 1 _ cantidad 2 + cant idad 3)

4. G ·:=: "" cann a
" .:?[33- "4 - 797635 + 460,517] ~ ~[0 ,4 ~6] ~ 0,85~_ _ ' ,<Y'I ,

rit ico de Xl para un grado de libe rtad . Co mo nuestro
Comparar G.¡ con ehl valor c, que X2lM[ '¡ = 3,8 4 1, acept amos la hip ótesis nula

b -ado es mue o meno (1, 1 •
_losen . .' dependiente del tipo de sue o en que esta plantado el
e que el tipo de hoja es 10

. rbo l.

b .'. drado sobre las desviaciones de las frecuencias observadas respecto de las
prue a JI cua . v 2 6 767 ilíz d f .

d util izando la expresión ( 13.2). Este dar ia ...\ = , ,ut an o recuenca s
espera as bl . li . I ~

d redondeadas hasta un decimal. Vamos a esta ecer sin exp icacion que a"\
espera as , d d lib d Al f al d . .observada debería compararse con X" para un gra o e I erta . m . e esta sección
examinaremos las razones para esto. La probabil idad de encontrar un ajuste tan malo, o
peor. a estos datos es 0.005 <P< 0.01' .Por tant? concluimos que la mortalidad en ~sto s
ratones no es independiente de la presencia de annsue ro . Observamos que el porcentaje de
mortalidad entre los que se les ha dado bacte rias y antisuero es (13)(100)/57 = 22,8 %,
conside rablemente más bajo que la mort alidad de (2 5)(100)/54 = 46 ,3 % entre los
ratones a los que se les ha administrado solamente bacterias. Sin duda el ant isuero ha sido
efectivo reduciendo la mortalidad.

En el cuadro 13 .2 ilust ramos la prueba G aplicada al experimento de muestreo de
ecología vegetal. tratándose de árboles plantados en dos suelos diferentes y que poseen
dos tipos de hojas. Con tamaños de muestreo pequeños (n < 200) aplicamos nuevamente
una corrección de contín uid üd (corrección de Yates), cuya aplicació n se muestra en el
cuadro. El resultado del análisis demuestra claramente que no podemos rechazar .la
hipótesis nula de independencia entre tipo de suelo y tipo de hoja. La presencia de hOJ3s
pubescentes es independ iente de que el árbol esté plantado en suelos de serpentina o no.

Las pruebas de independencia no tienen por qué restringirse a tablas 2 X 2. En los~sos
de doble entrada considerados en esta sección solamente nos ocupamos de dos propleda·
des. pero cada una de estas propiedades puede divid irse en un número cualquiera de
clases. Asi los organismos pueden presentarse en cuatro clases de color y muestrearse de
tres localidades. dando una prueba de independencia 4 X 3. Esta prueba examinaría si las
proporciones de color manifestadas por los totales marginales son independientes d~ ~~
local idades en las que se han muestreado los individuos. Estas pruebas se denonut'
frecuentemente pruebas de independencia F X e, representando F y e el número de f~:
y columnas en la tabla de frecuencias. Otro caso , examinado con detalle en el ~a de
1~ ..3 , trata de patrones de color rojo claro hallados en muestras de una espeCIe . el
clctndela: en cu.a tr~ ?casiones durante la primavera y verano . Era de interés co~ocer SIde
porce nta~~ de md~iduo s r~jo claro cambiaba significativamente durante el tiempo ara
observa ~lOn . Examinamos SI la rroporción de coleópteros de color rojo claro (55 ,7 %P
el estudjo completo ) es independiente del tiempo de recolección . el
cál~~~~esela muesbtraredn ~I cuadro 133, la que sigue es una simple regla general paf3

prue a v e tndependencia :
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G~ 2[(1:fl n f para las frecuencias de casilla)

- (¿ lIn f para lassumas de fila y columna) + n In ni

Las transformaciones pueden buscarse en la tabla XI E 1 fé
empleamos un subínd ice doble para referir las entradas ~n ~n ann

t
bUllads dedI cbuadro 133

1 t t lm .. a a a e o le entrada
como en e caso es rue ura ente similar de análisis de varia nz bidirecci . '

d 13 3 h f . a I ITCCCJOnal. La cantidad
c. del ella ro . aee re erencra a la frecuenc ia observada e l "1 . I 1 ./'/ I n a 11 a , y a ro umna I de
b tab a.

Los resultados del cuadro 13 .3 muestran claramente que .- frecue . d. . . w nCla e patrones de
color rojo claro en estas cicindelas es dependiente de la estación. Obscr

. in d . 1 fi 1 d vamos unadisminuclon e rojos e aros a ma es e primavera y princip io de vera no, seguido por un
nuevo incremento a final del verano.

Los grado~ ~e libertad para pruebasde independencia son siempre los mismos y pueden
calcula rse utihzando las reglas dadas anteriormente (sección 13.2), lIay k casil las en la
tabla pero debemos restar un grado de libertad para cada parámetro independiente que
hayamos est imado de los datos. Naturabnente debemos restar un grado de libertad para el
tamaño de muestreo total observado. 'L Hemos estimado además a - 1 probabilidades de
fila y b - I probabilidades de columna, donde a y b son el numero de fila s y columnas de
la tabla. respectivamente. Así, hay k - (a - 1) - íb - 1) - 1 = k a b + 1grados de
libertad para la prueba. Pero ya que k = a X b. esta expresión se convierte en (a X b) - a
- b + I = (a - 1) X (b - 1), la expresión convencional para los grados de libertad en una
prueba de independencia de doble ent rada. Así, los grados de libertad en el ejemplo del
cuadro 13 .3, un caso 4 X 2, eran (4 - 1) X (2 - 1) = 3. En todos los casos 2 X 2
naturalmente hay sólo (2 - 1) X (2 - 1) = 1 grado de libertad . .

Otro nombre para pru eba de independencia es pruebo de asocíación: Si dos propedades
no son independientes entre sí, están asociadas. Así, en el ejemplo que examina la
frecuencia relat iva de dos t ipos de hoja en dos suelos d.ifercntes p~emos ha~la r de una
asoc iación entre t ipos de hoja y suelos. En el experimento de ,~U no log J:1 n.ay una
asociación negat iva entre presencia de ant isuero y mortalidad .AsoClOclon .es pues similar a
correlación pero es un término más general que se aplica tanto a losatnbutoscomo alas
" . bl ' . . denci 2 X ' de esta sección una forma devana es cont inuas En las pruebas de indepen encia z x .z ' , . •
buscar la falta de independencia sospechada era examinar el porcentaje de ~anife sta ~b'on
d d la opiedad As', compara a
e Una de las propiedades en las dos clases, basa o en otra pr . 1 taje de

. d I studiábamos e porcema
lllOs el porcentaje de hojas lisas en los dos upos e sue os. o e b de independencia
lllO ~t a1 ida d con ó sin antisuero . Esta forma de consid.er~una.p":J: l~sdiferenciaHntre
SUgIere otra interpretación de éstas como pruebas de slgn IC3CJOn
dos porcentajes.

EjerCil'ios IJ
. d un mulante verde, se

13 . . el modo de herencia e zaron las
.1 En un experimento para determanar e ' 30 mutantes cuando se ,cru. e ue

obtuviero n 14 6 descend ientes npo sah3J
d

~os concuerdan con la hlpolesls d q
moscas de la ge ne ración F I _Probar S1
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%form as aladasTipo de ateta

Dieta sint ét íca
" Sand wich" cotiledó n
Cot iledó n libre

de fr ecuencias

En la lo calidad A se ha hecho una 1 299rece ecta exh .
de lo s 167 machos adultos que se h .aultlva de la elpeCle) U
bandas d e colo r pálido alrededor d an reetJgldo revela que 3" d~' Il

n
examen

. b e su cuello O I 1 e 01 llenen
millas, o tenemo s una muest ra de 27 macho . e a ocalidad B. <¡¡tuada a 90
que 6 muestran la s bandas. ' Cuál es la s adultos de la rm ma e pec d I. ., (, probablJid d d le. e os
de la misma poblaci ón estadística con a e que amba mue Ir. respecto a la f a 'lean
De 44 5 ejemplares de la mariposa i: bi reCUenCla de banda"re la etnpsc d .
tie ne n e n sus alas mancha s de color claro . De 6": ea ~n area montanosac 2~ %
tie ne n e~t as manchas (datos no pubhcados de P specrmenes de la pradera 70 J1 %
d iferenCia? S? LUC IO " G.

J
= 1j'O.''''J~ . . k . Ehrlu.hl . ..Es igOlÍlcat va esta

En un est udio de polimorfismo de mver Iones cromosó
Moraba Scurra, Lewontin y White (196OJ d 10 m ica en la ango ta
co mposició n de una población en Royalla ,,~:.r~~ 19~:-:ulente re ultadc para la

. d el de Jas eC1V' radl$. bas.indose
Pro bar el ajust e de las fre c~en C1as obseT\'a as respe o Jt'-.,

en una d istr ibución binomial de .Ios datos dados en las Ia:~1a :~1 v ~d~S basindose
Pro bar el aj uste de las Irecuenctas obsen adas respecte 4 ~ ~ .; 6
en una d istr ibución de Po isson para losdi!!osde la labia )o la a .

¿So n las frecuencias de las t res combinaciones diferentes del cromosoma EF
ind epend ien tes d e las frecuencias de las tres combinacjcne de cromosoma
CD? SO LUC IO:-l. G = 7,396.
Co mprobar s i el porcentaje de ninfas del áfido )./y zuspemcee que 'le ha desarrolla
do en fo rmas aladas de pende del tipo de dieta suministrada. A las hembra
apcmicticas se les han puesto las diet as un dia antes del nacumento de la ninfas
(dato de Mit tler y Dadd , 1966'.

Cromosoma en
SI /SI SI 81 BI BI

Crom o10ma EF Tdrrd 22 96
St(fd , "06 ..:5t/:j o ~ ~

Il.6

13.7

13.5

Il A

1l.J

13.2

Análisis

í Cicinde ía fulgida J

% Rojo claroSu mas

b - ~
ROJO claro No rojo claro

29 11 -lO 7'l.,:}
Prir'la; erQ lemprana
Prímarera lord /a 0-3 191 4fH r)~,x_.

20,531 3'J
VerQno u mprano

,
Verano tard ío fH fH 12.... t)l'),O

3i "'
~i 6íl -n 55,7

Sumas

Análisis de Irecuen .e/as

= 40 In -t0 + .. . + 12~ In 128 = 1-17,55ij + ... + G21 ,OIJO

= 3760,-100
3. Suma de las transformaciones de los totales 11 ( '. ) ( , )

de columna ~ 2: 2: J" In 2: J"
_ 37lln 374 + 2'3710 2(17 = 2215,fj72 + Ifj~H .(J3~ = 390G,710

l . Transformación de la suma
total = n In n = (ji1 111 G7 1 = ·1~iG7 ,3~4

s. G = 2{canudaJ 1 cantidad 2 - cantidad 3 + cant id ad 4}

- 2'3.114,027 - 37f'IJ,400 - :1'JQfj,710 + 4ar,7 ,~ig.l = 2 [1-l,~iOI ] = 28/j()2

Este valor e para compararlo con una distribución t con fa - l' (b - 1) grados
de I berted , donde a eHI número de columnas y b el n úm ero d e fil as de la tab la. En
ntJel(rr..~.. rt » (2 1, (4 1, = 3, .

Come "1 ~ I = 12 '!3t , nuestro valor r; es significativo a P < 0.005• y
debemos rechazar lije ra hlp/)te!is nula de que la frecue ncia de patrón de color es
lTldependttllte de la e aC16n ,

F..~ ... u DatOS no publ icados de H. L. WiIIis-

Calcular las sumas siguientes. ut ilizando la tabla XI para f In [.

1. Suma de tran..formaciones de las frecuencias en el cuerpo de la tabla

de co ntUlgenCla ti a

~ ¿:[ J., In Ju ~ 29 In 29 + 11 In 11 + ... + " 4 In "4

= 9, ,652 ..,... 26,3" -t- •.. + 261),169 = :n11,027

2. Suma de transformaciones de los
totales de fila

~-< UADRO 133 --- - - - --------- - - - ,

nd
. F Xe utilizando la prueba G.

Prueba de indepe enc13
d lor de una especie de cicind ela

Frecuencias de pat rones e co
halladas en n rias estaCiO nes

EstacIÓ n Pa lrón de color (o = 2'

298
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ue sigue Y otras, siempre que todas las sumas d .q .. d 1 bf sean en ttems hem . lif¡notación ormt len o os su índices de las variables 1 b . os SlJJ1 p1icado la
sumatorioS. y os so rescruos sobre los signos

Que remOS demostrar que LY= o.Por defmición,

Apéndice 1

Apéndice matemático

¿ y = 2:(Y - y )
- ¿Y - nY

_ ¿ y _n¿ Y
n

=2:Y-¿Y

Por lo tanto ¿ y = O.

A1.1 Demostración de que la suma de las desviaciones de la media es igual a cero.
Hemos de ap render dos reglas comunes de álgeb ra estad ística . Podemos abrir un par de

paréntesis con un signo ~ delante tratando el signo L como si fuese un factor común.
Tenemos

•2: (J . + B.) ~ (A, + B,) + (.1, + B,) + ... + (.1. + B. )
.- t

= (.1, + .1 , + ... + .1 . ) + (B, + B, + ... + B.)

:\1.1 Demostración de 10 5 efectos de codificación aditiva, mul tiplicativa, y de combina
cén sobre las medias, varianzas y desviaciones t ípicas.

Para est a prueba tenemos que aprender otro convenio de álgebra estadística. En el
apéndice A1.1 hemos visto que 2: e = «C Sin embargo, cuando el E precede a una
constante y a una variable , como en 2:CY, la constante puede ponerle delante del E,ya
que

•¿ CY; = CY, + o ; + .. ' + CY.

= C(Y, + y, + ... + y. )

= c(t y,)
• -1

Por consiguiente

. . ,
2: (.1, + B ;) = 2: .1; + ¿ B ,.-1 ._1 ._1

. Además, cuerdo se desarrolla i: e en una operación algebraica, en que e es constante.
esta puede calcularse como sigue:, -l

~_ c=y- c

•y =~=• n

y

Por lo tanto

r_·~~dias .~e datos transformados . _ y+ e en donde ees una constante,
'-Uflifu:acton oatttva: _ La variable se codifica Ye - ,

el CÓd igo aditivo . Por lo tanto
[Y. = [ r - C' = 2: r - .C

.\si 2:CY = C¿ Y. ¿ C' y' = C'¿y', Y2:2Yr = 2Y2: r. porque ambos 2e y son

D:lnstantes.

(n t érminos)

= nC

•
2: C~ C + C+ · · · + C.-1

Puesto que en un probbna det ;_~..I _ .r-........ r Si sednea le puede errmnaco una media es un valo r constante , -- ) ee n . &1\
• n comprobar eSlu reglu, utilizando números sencillos. En 13 dernostr3

300
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rodi! icació fl multiplicativa. - La variable se e difi y _
" " , in l , p Ollea - DY end d Dte, el codIgo mu tip icat ívo . or definic ión. v == }' _ Y,c

y
, on e es una constan-

(como se ha visto para las medias,

Apéndice matemático

302 - -
difi l' se le resta Cy se obtiene Y; esdecir, y = re-e.

Para deseo I icar e -
" olicatt _ La variable se codiOca yc = Dr, en donde D es Una

OJdi!icaClo,¡ multrp lcatna.. .
constante . el código multiplicativo. Por lo tanto

'Ly. = D'LY
po r lo tanto

v, = l: - f:
= DY - DY
~ D(Y - y )
= Dy

y; = D'y', 'L?/. ~ D''Ly', Y

y
'"'Yl' = 'Ly. = D L.- =DY

• n n
'L?/. = D' 'L y'

n - l n-l

Para descodificar Ye se divide por Dy se obt iene Y; es decir Y = Ye/D,

CodificaciOn de combinoción - La variable se codifica Ye, = D(Y + C), en donde e y D
son constantes. los códigos aditivos J r'!uit·phcat lvo. respectivamente. Por consiginente

D : ~ D'L(Y + C) = D'L Y + nDC

y

Para descodificar re' se divide por D. a continuación se resta e y se obt iene Y;es decir.

v
y = D- C.

Varian:asy desviaciones tip ícas de datos codificados t
Codificación adit iva. - La var iable se codifica Ye = y + e, en donde e es una constan e,
el código adit ivo. Por definición. y = Y -Y. y

v. = r: - ~
[(Y + C' (Y + C)] " ib ara las medias)= , - (como se ha visto mas arrt a p

= [Y + e - Y - e]
= [ Y - Y]
=y

_'Ly; _ L Y'
n - l n -l

A,sí pu~s , ,la codificación aditiva no tiene efecto sobre las sumas de cuadradcs- varianzas.
ni desviaciones típicas.

Así, cuando los datos se han sometido al código multiplicativo, una suma de cuadrados
o varia~a ~ued~ ~escodificarse dividiéndola por el cuadrado del código multiplicativo:
una desviac ión t ipica puede descodificarse dividiéndola por el cód igo como tal es decir
,2= s;/D' y s= se/D, ' ,

Codificación de combinación - La variable se codifica Yc = LX Y+ C), en donde ey D
son constantes. los códigos ad itivo y multiplicativo, respectivamente. Por definición y =
y - f, Y

u, = l: - I:
= [D( Y + C) - (DI' + DCJ] (como se ha visto para las media '!
_ [DY + DC - DY - DC]
= Of Y - Yl

Por consiguiente l'c = DJ', como antes. ' ,
Así, en la codíf'ícac i ón de combinación. al descodifica r sumas de c.ual?l'3~o s. vananzas.

O d ' . '"d rse el código multip icattvc.esv iac iones típicas solame nte tiene que consr era

. ' (3 7) la fórmula para calcular la suma de
AIJ Demostración de que la expresron ' Ó", desarrollada originahnen1e para este
cuadrados, es igual a la expresión (3 .6). expreslon
estad' l 'IS ICO.. ....., ! _ e- p _ (() }') ! n ), Tenemos

QUeremos demostrar que 'L (l - J ) - L.- -

'L (Y - y)' = DI" _:;.:'Y + r ,) .
= 'L I" - ~ l 'L l -t- "r

?( ~'T)' "\ L 1')'
- '"' J-' - • - + - ,- L- n n

" (' 1')' (LD:
= 'L I" - ~- + - n
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A1.4 l-órm ulas implificadas para el error c.s,tá ndar de la diferencia entre dos medias.
U error estándar al cuadrado. de la exprenun (8.2) es

n:Y)'r: (y - Y)' ~ r: y' - n -

Por lo tanto

[
( n i - 1 ) 8~ + (112 

UI + lt, - ~
1,i,J("' + 11') .

rt¡lt'l

1 2

e = 2 _ ] e- (Y, - r),M. .medial k-

~ (l~ - r)' + (v. - rp
= (v. _Yo + Yo )' + (Yo _ V. + V. )'

1 2 z 2

= (V. ; Yo)' + C~ ; V.)'
= l(y. - V,)'

(puesto que r - (y, + Y, )/2 )

Cuando ni - " , = n. éste se simplifica hasta ya que los cuadrados de los numeradores son idénticos. En este caso

[
en - I).¡ + (11 - ])sJJ (2n) = [(n -: IJ(.¡ + . j)(2)J = 1 (ol +~)

2,t - 2 n2 2(rt - 1Hit) 1t

M . C gr u p o i = n IM,C mediu =nl '!J (YI Y,)'J

= ~ (v. - Yo)'
2

= (t0+ t IA) / [2 (n - 1)]

nCn - ] )(y, - y, )'
= " "[ lo + [ lA

que el el error estándar al cuadrado, de la expresión (8 .3 ).
Cuando »¡ I n"pero cada uno es grande de modo que In . I) ~nl Y ÜI¡ - I) .:t

n i , el error estándar al cuadrado, de la expresión (8.2 ) se sim plifica él

que el el error estándar al cuadrado, de la expresió n (8.4J.

A1.5 Demostración de que t ~ obtenido él partir de una prueba de signiricació". de la
diferencia entre dos medias (como en el cuadro 8.2), C!; idéntico al va lor F$ubtc mdo en

un análisis de la varianza de clasificac ión simple de dos grupos de igual tamaño de
muestreo (en el mismo cuadro).

F -s

" ,r:0+ [ 1&
2(n - 1)

M,CUUD OI
M.Cinlra

~ (v. - y,)'
2

I n el análi I de va nan va de diJ' muestras •

v. -Y,
. • (ónnula para calcular la suma de

AI.fI Demostración de que la expreslon (1 J:?)' desanolladJ originalmente para tita

d ' '\' )1 r n expreuonpro uetos, es igual a LC..\: -. - ,.
cantidad.

Todas las sumas son de n íterns. Tenemos

. '")(1' f) ",Y - n.\,f)LXY - r:(.\ - -, - Y \' + ' Y(ya que ¡,. . y
- r:XI' - Xr:1' - y ~'+ n.; ¡' ()·aque Eyl'/n.:m,.'nte . EX - nS)
- r:XI'- XIl Y - n.' EI' - n .1ll

.. ",-, ,- '
k- 'J I + ,- 111

I 1
( " " )- ~ - '1

\ n(II _ 1) r: ,,, + L Y'

(v. v,..!,!..)'_:-7

1) (t ,¡, + t ,¡.)
l'

t, (del cuad ro 8 .2)-
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Apéndice

por consiguiente L!I' = Lti' + Ld'y.x

escri to en términos de variantes,o,

At.9 Probar que la varianza de la suma de dos variables es

L (Y - V)' = L (f' - V)' + L (Y - f')'

(I1.5)
, " j ' _ (L X)(L Y )

L XY = L. " n

y

Igualmente

306

Al 7 Deducción de la fórmula para calcular L di·.X = L Y' - «LXY)' /L X' ). .
P
· d f ." d - j ' j" Como Y = ¡:;, podemos restar Y de ambos Ye Y para
0 1 e uucion. r·x - - .

obtener

donde 01 Y 0 1 son desviaciones típicas de Y, e Y1 respect ivamente, y Pll es el
coeficiente de correlación paramétrico entre Y¡ e Y1 .

dy.x = y - ti = y - bx (ya que j- = bx)
Sil = Y1 + Y1 • en este caso

Si podemos demostrar que 'lid O h d 'daTenemos t... y ·x = • cmas demostrado la identida requen .

(12.8)

(12.9)

= ~ L:[v¡+ !lJ + 2Yr!l,J
a ,

= 0'1 + 0'2 + 20-12

1 [ 1 1 J' 1 [ J'= n L: (Y, + V,) - n L:v, - n L:v, =;; L: (1; + v,) - Yo - r,

= ~ L:[(Y, - v,) + (V, - Y, )]' = ~ L:[y,+ y,]'
1 1" 2"

= - " 0 + - L,.,!il + - L,.,Y'Y'n LJ n n

2 _ 2 = 0'2, + (1~ - 2P1I0'¡0'1
(TI) - (T( y , - Yd

Pero , comO P l 2 = 011/0 Iol , tenemos

.~ = ! 2)Z - "Z )' = ! L:[(y, + V,) - ! DI; + V,)J '
n n n

Igualmente,

Lae:<presión análoga se aplica a estadísticos de muestreo. Así

Porlo tanto

(I 1.7)

(puesto que b = LXY/LX')

[puesto que y = bx según la expresión (t 1.3) Y

d y.x = Y - bx según el apéndice A1.71

, ~ _ " (L XY)'
L, a )"· x - L-Y - L X'!

- bLxy - b'Lx'

- bLxy - b LXY LX'
LX'

- l/LX!! - IJL z y
- o

..
A1.8 Demostración de que la suma de cuadrados de la variable dependiente en regreslOn
puede descomponerse exactamente en sumas de cuadrados explicable e inexplicable,
anulándose los dobles productos.

Pordefinición (sección 11 .S)

y= ti + dy.x
L Y' = L (ti + dy.x)' = L ti' + Ld'y ·x + 2Ltidy .X

L d}.%= [(y - bx)' = L Y' - 2bLXY + b' LX'
L XY (L XY)', _ e- , _ 2 (L X!I )' + (L XY) '

= L Y' - 2 'LX' L XY + (L X')' L X - L. Y LX' LX'

o

Por 10 tanto

d .
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A1.10 Deducción de la fórmula para calcular X
2

(13.1).
Desarrollando la expresión (13. 1),

• •
Pero, como 'LI; = 'LI; = n

e f,
X' = L J; - n

Apéndice materna't '
ICO

[ex presión ( 13 ·~)1 segun la exp "resl0n

(13.,)

Apéndice matematico

G= ')~f 1" (1;) •-4.- 1 _ _ ') <l

"P; - ' [¿J, I" J, - L J l' ~
a , n l" -I-1. ln IIJ

= 2[Lf, 1"1. - tJ 1" p' I ]' .-nnn

309

(13.5 1

A1.11 Probar que la .expresión gene ral para la prueba G puede simplifica rse hasta las
expresiones (13.4) y (13 .5).

En general, G es dos veces el loga ritmo nat ural de la razón de la probabilidad de la
muestra con todos los parámetros estimados de los dato s y la probabilidad de la muestra
supo niendo que la hipótesis nula sea cierta . Supo niendo una d istribución multinomial.
esta razón es

nI .!l l. f.

I 'f I ' .. I I p, p, .. . p.L =1 .2 . Q .

n ! -1, " .1, ~ f.

I 'f I , .. I I P,p, ... p.
l· 2 . Q .

= TI (~,) /;
i - 1 P,

G = 21n L

= 2r./; In (~:)

Como JI = np¡ y /¡ = np¡.

Si ahora sustitu imos j'[ por np¡.

G = 2r./. In 0:) (13A)
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Dos mil quinientos dígi tos aleatorios.
2 3 4 5 6 0.0

0 . 1
O.lO.,
O• •

. OH 9

. 0 15 3

. 11"1

. 1517

.I S19

. 162 1 1,0

. Je ) O 1.1

. 1001' 1 . 2

. 10 17 1 l .)

. 4) 19 1.4

Unidadu de
desviación

9 ripie¡

• .... 1 l .,
. " ' 111 5 1.6
, "6n 1.7
. 1010 6 l.'
. " 76 7 1.9

. 22H 0 .5

. 25" 9 0 . 6

. 28 51 0 ,7
· 31 )) 0 . 8
. 33 89 0 .9

• lo SI 1 2 .0
. 10" 7 2 .1
.4890 2 . 1
.111916 l . )

. " " 6 1. /0

. 111 9 ' 1 2 . '

. 10 96 111 1 .6
• • 91. 1 .7
• • 9SI 1 .8
. ..986 1.9

• • 99 0 ) .0
. _99 ) ).1
. "'95 3.1
• • 997 3.)
. 1II 99 1!1 30 "

8

. 2190

. 25 11

. 2 823
03106
• ))65

• ) 599
· )lJ 10
• )997
. 4 16 2
. 1o ) 0~

. 108 12

. 10 854

. 10 8e 7

• fl913
.109)4

. 031 9

. 0 7 110

. 1 10 1

. 1480

. 18 111 4

.4 10 29

. 4 515

. 10 62 5

.111699

.4761

. 10 95 1
••96)
• .97)
. 10 980
. 4 986

. 10 990

. 111 99 )
• • 995
. 1o~ 6

. 10 99 7

3

. H 1 7

. ]190

. 39 8 0

. 4 14 1

. 4 2 9 2

. 02 79

. 0 !lo1 5

. 10 6 .

. }4 4 )

. 1808

. 2 15 7

. 2_ 86

. 2 19_

. ) 0 18

. ) H O

7

. 4 8 0e

. 4e 50
. 4 !l8 4

• • 9 11
. 49 32

. 4 . 18

. 45 25

. 10 6 16
. lo b 9 )
. 4 756

. 10 9_ 9
• • 9b2
• • 91 2
. 4 9 19
. 109 1!1 '

. 4 989

. 10 9 92

. 49 95

. 10 996
. _ 99 1

,

Área r l bul~a

6

. 21 2 3

. 2 " 5"

. 2 16 4
0305 1
. 33 15

. 3!l 54

. ) 11 0

.396 2

.413 1

. 4 2 19

. 0 239
. Ob ) b_
. 10 Z6
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. 1 11 2
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. 10 8_ 6

. Io !l e l
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. _ 9 31
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. 49 6 1
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. " 515
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. 3 74 9
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.4 1 15

.4 2 6 5
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. ) 2 89

5
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.4 99 10

. " 996
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4
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. 37 2 9

. 39 2 5

.409 9

.4 25 1

. 20 5 4
• B8 9
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. 29 9 5
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. 0 16 0

. 0 55 1

. 0 9 4 8

. I B l

. 170 0

. 4 1 9 )

. " 8 3 8

. lo lJ 1 5

. 10 90 "

. 10 92 7
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.49 92

.499"

.49 9 6

. 4 9 9 7

. 11 ) 8 2

.4109 5

.459 1

. 11 6 71

. " 7)8

. " 9_ 5

. ,,9 5 9

. 4 96 9

. _91 7

. 4 9 8 "

,
•

.3

. 0 12 0

3

. 0 5 17

. 091 0
01 293
. l b 6 4

. 20 1 9

. 215 7

. 2 6 1 3

. 2 9 6 7

. ) 2 ) 8

. 10 788
• • 834
• _8 71
. 10 90 1
. _ 9 25

. 310 8 5

. 37 0 8

.3907

.40 8 2

.10 2 36

. 4 910 ]

. _9 5 7

. _ 9 6 8

. 491 7

.498)

.10988

. 10 9 9 1

.49910

. 4 9 9 6

. 10 9 9 7

•• 370
. 1010 84
. 10 5 8 2
. 4 6b lo
. 10 7) 2

. 19 8 5

. 2 1 2 "

. 2610 2

. 2 9 39

. 3 2 1 2

. 0 10 7 8
. 0871
.1 2 5 5
. l b 28

2
. o o e o

. 3Io b l

. 3 68 6

.388 8
. 4 066
.4 2 2 2

.4 3 5 7

.4474

.4 5 7 3

. 4 6 5 6

. 4 7 2 6

.494 1

.109 56

.4 96 7
• • 97 6
••98 2

.1098 1

.4991

.1099 •

. 4 9 9 5
••997

. 10 78 3

.108 30
•• l3 b8
.48 9 8
. 4 92 2

1

. 0 " 3 8

. 0 8 32
• 1 2 11
. 1 5 9 1

. 3103 8

.366 5

. 3 869

.404 9

.4 207

.1 9 5 0
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. 2 6011
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. 31 86

.4 3105
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.4 ')610
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•• 71 9

••987
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•• 993
••995
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.4 778

. 4 82 b
••86 10
. 489 60
.4920

. 10 9 10 0

.10955

.4966
• • 975
••982

Áreas de la curva normal.

.10987

._99 0
• _99 3
• .995
• _997

...938
• • 953
.49 6 5
. "914
...9 8 1

. 4 3 3 2

.4452

. 4 5 5 4

• .6·1
•• 713

• • 7 72
• _821
. 108 6 1
._893
• • 918

.499968

. 4999 19

. .. 99987

. .. 99991

. 49999 5

. 19 1 5

. 2Z~n

. 258 0

. 28 81

. 31 59

.3413
• 3b4 3
.3849
._032
.101 92

0. 1 . 0398
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0 . 1 .1179
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"27
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. 1

. 2

"
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"". 0
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1 9 234
58 ] 16
2b 8 8 5
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10 1 05

4 0044
0018 3
4 ~ 8 9 )
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6 9 9 91

8 9 529
125]2
:3 121 1
1 4 15 6
5 51 90

0 891 5
2522 0
b 3875
7b35 f
0 69b 2

0 10 70 C¡;
192 J I
" 79 ~8
0 9 80 )
b5 9 b 4

31 6 70
9 8 98 1
17 700
1734 9
160 20;

OA8 90
18 5 4 10
6 15 :'0 4
25 74 0
1 26 41

16553
9 140 3
19 4 72
2 15 110
9 10ba

b4739
43 39 7
8b8 11o
4 6 0 20
5006)

57 108
1 3 9 5 1
2265 5
OC879
1100 72

9
670 49
10)19
n7~8

55589
45507

6 2 14 7
72 881
59 95 1
48 944
2 552 6

06895
742 13
87 9 0 )
0 07. 7"
5 7 62 '-

15 510
2 4 6 10 5
71A911
7100 52
31909

96 48 3
5 98 47
54 5 4 0
5 12 ~ 2

4 8 4 9 1

126 101
5 95 4 7
48 J 02
0 92 4 1
1 2 0 61

3 80 ) 4
8 981 5
89 939
6 4 0 40
79S Z9

8b988
10 0 29
749 8 9
905 1 2
54395

fl32112
17 161
12 0; 68
992 5 7
31600

61029
30767
0'>Ob5
8 68 '-2
762 4 6
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906 1 6
65 1 42
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671 01
0 8 2 49
9901 6
44 1 ) 4
6 0 1'1 91

71 4 6 8
81031
92545
88686
10 181

800 1 8
6517 4
98 1 103
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68681
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4 2 931
60 222
2 104 6

93008
1799 4
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9 8 !3 42

025 83
0 21) 35
97532
128 66
2 79 15

4 841 fl
100789
1 11 18
1 ':\ 4_1
6292 5

8bl92
))901
188 15
0 7 8 5 6
333 43

96 2 100
1 0 02 0
93 7 50
7 214 0
31006

11799
10 0 8 2 9
9 b395
6180 3
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7

31 0 06
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1 b 11 7
184 47

0 002 3
05 10 1
71 55 1
1196 4
417 4 10

) 5 6 11
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8 0 651
1 1 1 9b
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3 4 65 6
2 2 463
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1
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12
13
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1 .3 13
1 . 31 1
1. 310

1 .303
1. 29 6
1. 2 8 9
1 .282

1 • 33 7
1 .333
1.33 0
1. 32 8
1. 32 5

1. 3 2 3
1 . 3 21
1 . 319
1 .3 18
1.:3 16

1 .363
1 .3S6
1 .350
1 .)45
1. 3 41

1. 4 4 0
1 . 4 1S
1 .391
1 .383
1. 3 1 2

.8 56

. 8 5 5

. 8 5 5

. 8 54

. 8 54

. 8 51

. 8 48

. 8 4 ';

. 8 4 2

. 8 5 9

.85 8

. as e.

. 8 5 7

. 856

. 8 1 6

. 8 73

. 8 70

. 86 8

. 8 &6

. 86 5

.8 6 3

. 8 6 2

. 8 61

. 8 6 0

. 9 0 6

.896

.689

. 8 8 3

.8 79

1 .376
1. 06 1

• 918
. 9 4 1
. 920

0.5

. 7 18

. 71 1

. 10 b

. 70 3

. 1 0 0

. 6 81

. 6 7 9

. 6 71

. 6 1 4

. 684

. 6 84

. 6 8 3

. 6 8 3

.68 3

. 6 8 6

. 6 86

.68 S
• MIS
. 6 94

. 6 9 7
• • 95
.69 4
. 6 9 2
. 6 9 1

. 6 9 0

. 6 8 9

.688

. 6 8 8

. 6 81

1.000
. 81 6
.165
.741
. 121

0.9

Valores críticos de la dist ribución ( de Studcnt.

004 0.2 0.1

. 126

. 12b

. 12b

. 126

.1 27

. 12 7

. 12 7

. 12 7

. 12 7

. 12 7

. 12 7

.1 27

. 12 7

. 121

. 15 8

.142

.137

.13"

.132

. 129
• 128
. 128
. 128
. 128

. 13 1

.130

.130

. 12 9

.1 2 9

. 128

. 128

.127

. 127

.127

1
2
3
4

5

•7
•
9

10

2.
27
2'
29
30

11
12
13
14
15

21
22
23
24
25

1.
11
l '
19
20

40
. 0

120

TABLA 11I.

1 .~

,

o I
••.'

••

. espondiente al porcentaje de
Arca a con I d Q'''' cada una
PU"? incluidos en do. ro " e \I

f :?

.:~

. . . d -hc n d lvidHSl' ¡l(lrNo ta ' SI se desea una prue ba de una cola. la \ p ro babilidad e s qu e e neabczun la ta bla C -ntu r . La
. . 1 I \ de l argllm~do s, Par. un numero de grados de hbertad .. > 30. mt crpojar e n t re o s va ore l: I . 1. '.0' ..

tabla es tá d nc fl ada para int erpolación armó nica. Así. para o b tener t ,_1611 in te rp ola r l'~oí~ ..' 120/
43

2.0 21 Y I·_ !'tl - 2 .000. que 'C: dan e n la tublu. Trn nsfurmur lu s ¡lrg llJlll' nt~)S en I di l"Ir n :
2.79 1 e interpo lar en tre 120160 - 2.000 y 120 /4 0 _ 3.000 por Int e rpo lac i ón line a l or 11. '

t _ .. - (1),7111 x 2 ,ft;.!!) + [ O _ ° (7111) X :?,oun]
- 2,(¡17 di

. . '\l. h all lllllla 1(uando .. > 120 . 1Ill erpl/br en t re 120 /", _ n y 120 11 20 _ l . l.o s valo res de e s l;~ , .lhl:I, / ' lt r ií'III/11 ríll
de ol r. má' e li te nla ltahla 111 , de 1': . A. 1 i\he r y I Y;lle , S'Qri,'ica/ Tabtcs tor IlI,d,I,;lfíl

l
, /, " u l 'l rl' ~ ~

• , de o~ ..Qnd Mrdieal H."'·Q'CI,. 5th cd. IOhvt'I & Uf/Vd . I dmbu rgh , 195'0 co n I'crl11."'-'ed ltoreL







TABLA V . V a lores c ríticos de la d ist r ib u ción F "1 ( g rados d e libertad d e la m d i
320 7 8 9 \~a cuadr:~ica del numerad or)

(grados de libertad de la media cu ad rá t ic a d el _numerador) 321
"1 a

1 2 3 4 5 6 2" 2)' 2' 1a "8 '>7 2'1 24 ~' 6) 00 ' ." I!>93a ~ 9 8 0 97,
2 16 2" 230 234 60 20 6060 . O l ~

1 . 0 ' 16 1 199 6080 · 01
• 02 ~ 6.8 800 86 ' '00 "2 937

. 01 40 ~ 0 scoo !>400 ~b20 !> l bO !>abO 19 .4 19 . 4 19 . <0
39 . <o 39 . 4

19 . <0 19 . <0
39 . <0 39 . <0 • O, 2

99 . <o 99 .4 99 . <0
39 .4

• 01~
18 .5 19 .0 19 . 2 19 .2 19 .3 19 . 3 99 .<0 9G1 .<o

2 . 0 ' • OI
38 .~ 39 .0 39 .2 39 .2 39 .3 39 .3. 02 !>

. 01 9 8 . 5 99 .0 99 .2 99 .2 99 .) 9 9 .3 a .89 8 .85 El • 6 1 e .79 -
~ 8 .16 •
• 14 .6 1 <o .~ 1<0 .5 14 . <0 • O, 3 ,
e 2 7. 7 27 .5

14 . ] . 015
..,

- 21 . '3 21 .2 •,
3 .c, 10 .1 9 .~5 9 .28 9 . 12 9 . 0 1 8 .94 21 .1 . 01 e

e -- . 0 2 5 11 . 10 16 . 0 lS . <O 15 . 1 1 <0 . 9 1<0 . 1 e- ..- 30 .e 29 .5 28 .7 28 . 2 21 . 9
,- • O1 34 . 1 6 .09 6 .04o 6 .00 5.96 !> .9'
e

e 9 .01 • O, l •
o

8 .98 8 .90 8.6 <0 8 .1'i
..,

"O 15 . 0 14 .9 14 .1 . 025 -
6 . 59 6 . 39 6 .26 é . 16 1<0 .5 l<o .lo •- 4 . 0 ' 7. 11 6 .9 4 . 01 ..,

o
-a • (12 5 12 .,z 10 . 6 9 .98 9 .60 9 . 36 9 .20 ~,

• O1 2~ .,z 18 .0 16 .1 16 .0 15 . 5 15 . 2 4 . 88 4 .8 2 4 . 1 7
" 4 . 74 4 . 71 -• O, S ••- 60 . 8 5 s , lb 6 .68 6 .62 ti . !11 •

" . 015 ..,- lO .!> 10 .3 10 .2 •
"O

~ . b l 5 . 79 5 .41 5 . 19 5 .0 5 4 .9 5
10 .] 9 .9 '" . 01 ,, 5 • (' 5 .~

= . 02 5 10 .0 8.4 3 1 . 7 60 1 . 39 7 . 1 ~ b . ge ,
", . Cl 16 .3 13 . ~ 12 . 1 11 . 4 1 1 . e 10 .7 4 .2 1 4 .1 5 4 01 0 4 . 06 10 . 0 ] 6

..,
.- •o, •
"O 5 . 10 5 . 600 5.5 2 5 . 46 5 . 101 . 02 5 E
o
E 8 . 2~ 8 . l a 7 . 9!! 7 . 87 7 .79 . 01 •

4 .28 -
• 6 . 0 ' 5 .99 5.14 4 .7 6 10 . 5 3 4 . ]9 •- . 02 5 8 . 81 7 . 26 6 .600 60 .2 3 5 .99 5 . 82

..,
o 8 . 47

..,
"O . 01 1] .7 10 . 9 9 . 18 9 . 1s 8 . 1 5 3 . 7 7 3 . 1 3 ] .68 3 . 64 ] . 6\1 • O, 7 ,
.., -4 . 9 9 4 . 8 9 4 . !! 2 10 . 76 4 . 71 . 015 •
-e •- 1>. 99 6 .8 4 6 . 72 6.62 6 .5 4 . 01 ~- - 3 .87 -o I . 0 ' 5 .5 9 4 . 74 4 . 35 4 . 12 3 .97 -

JO . 02 5 8 . 0 7 e , S'. 5 . 89 5 . 52 5 .29 5 . 12
o

- ..,
o . 0 1 12 .2 9 . 55 8 . 45 1 .8~ 7 . 46 7. 19 3 .50 3 .44 3.39 3.35 3.31 • O, S ~.

"O . 015
e

, . 4 .~] 4 .4] 4 .]6 4 . 30 4 . 15 ..,
e 5 . 7] . 01 •6 . 18 6 . 03 S.91 5 . 81 -..,

S . 0 ' S . 32 4 .4 ¡;¡ 4 .07 3.84 3 .69 3 .58 ~

• -• . 02 5 7 .57 6 . 0 6 5 . 42 5 . 0 5 4. 82 4. 6 5 .... •- . 01 1 1.3 8 .6 5 7. 59 1 . 01 6 .63 6 .37 3 .2 3 3 018 ~ • 14 3 .1 0 • O, 93 .29- 3. 91 . 015, 4 . 20 10.10 /o . 0 3 3 . 96-
5 .61 5 . 47 5 .~S 5 .16 5 • 1e . 01

9 .0' 5 . 12 4 .26 :3 . !:S 6 ] .63 3 . 48 3 .37
. 0 25 7 .21 5.11 5 .08 4 .72 10 . 48 4 .32
• O1 1 0 .~ 8 . 0 2 6 .99 6 .10 2 6 .0ó 5 .BO 3 . 14 3 . 07 ] .0 2 2 .98 1 .9,. . 0' 10

3 . 95 ] . 8 S ] .78 ] .12 3.6 1 . 015

5 . 06 4 . 9" 10 .85 « , 77 • 01s , 20
10 . 0 ' 10 . 9 6 4 . 10 3 . 11 3.4 8 3 .33 3 . 22

. 0 2: 5 6 .9 4 5 . 46 4 . 8 3 4 .47 4 . 24 10 . 07

. 01 10 . 0 7 . 56 6 .55 ~ .99 ~ . ó 4 ~ .39

;f.\ 0 111 U mtcrpolactÓn pan un número de grados de libertad no dado s en los ar~umentOS §le hace~:;
•

Area
mcdjo dc ~ n l c rpolac1Ón armónICa fvta'lC oot .. al p~ de la tabla 111 l. Si lo s dos " Y " req,u Jf2 correspondiente al
mtapola":lOn es necesarIO U1l I . ente Alt . F. erpo al' PU¡ cada uoo de estos argume ntos suceevam • p1fJ

I~
porcentaje

obtener : . ,.. . te Interpola pr enero entre F . .. MY P _"'M Y en tre P._ .. l. Y F . '" !.JI bU:pc1' de punros
cstun.1l .. ... y P... .reeecreamente. Luqo se Interpola ent re estos dos valores p:U~ 01" IS. ,
la Qntld~ detcada. Lu cnttadu para a -o 05 O0"5 O01 0005 " 1 Y " - la I . _. -
20 24 )0 40 60 120 . . . • .. y. • y pan \t 1ll0rnPtoIl

. '. ' ,. e r. se: han COp iadO de una labia de \f. ~I e r tln~ ton Y C. - .
(BKJ,",'nk4 l3 : 7)-88 1943) ron perm d 1 d 1O , O, noeCltor . O

lOIo.t - 21

,
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v, (grados de libertad de la media cuad rática de l numerad or )
v, (grados de libertad de la media cu , .

40 60 adrática del numerador)

a 12 15 20 24 30 120 = a

1 . os 244 24. 24 8 24" 2>0
2S1 2>2 2>J 2> 4

. O 2 ~ 977 "8S 9 9 3 997 1 0 0 U
101 0 1010 101 0 rozo .os 1

. 0 1 6 110 6160 62 10 6230 6260
6 2 9 0 b310 6)40 6]70

.O 2 ~

. 01

2 . us 19 . 4 19 .4 19 .4 19 . S 19 . ~

19 .5 19 . , 1 9 . ~ 19 . ~ . os 2
. 0 2 5 )9 . 4 39 . 4 )9 .4

3 9 . ~ 3 9 . ~ 39 . 5
3 Y. :> 39 .5

39 .5 . 025

. U1 99 . 4 99 . 4 99 .4 91) .5 99 .5
99 .S 99 . S 99 .5 99 .,

~

. 01

"o
-e -
• 3 . os 8 . 74 a.7a 8 .66

8 . 59 8 .57 8 . 55 "
e 8 .64 8 . 62

B. S3 • O, 3 o

.- . 0 2 5 14 . 3
14 . O 14 . 0

E 14 .3 14 .2 1 4 . 1 14 . 1
13 . 9 13 . 9 . 025

.,,
o • " 1 27 . 1 26 .9 26 .7 26 . 6 2&.5

2b .lo 26 . 3 26 .2 26 .1 . 01 e

e
.-

•
E

-e
o

-
e

• 4 . os 5. 91 5 .8 ó 5.80 5 . 1 7 5 .1 5 5 .72 5 .609 5 .66 5.63 .os 4 •
-o

.,
• . 0 2 5 8 . 7S 8 . 6ó 6 .56 8 .5 1 8 .46

8 .41 8 .36 8031 8 . 26 . 025 -
u • 01 14 .4 14 . 2

•
.- 14 . 0 1 3 .9 1 3. 8

13 . 7 13 .7 13 . 6 I 3. ~ . 01 .,

-.~ •
"

.,

-e
--

• 5 . us
.,

~ ".68 4 .61 4 .~6 4 . ~ 3 4. 5 0
4.4 6 4 .43 ... 40 4 . 3b . OS S "

u

.,
. Ul ; 6 .52 6 .4 3 6 . 3 3 6 . l 8 6 .2 3

6.1 8 6 . 12 6. 0 7 b . 02 . 025 •
• . 0 1

,
.- 9 .89 9 . 72

9 .29 9 .20 9 . 11 9 .02 . 01
"O 9 . 5; 9 .4 7 9 . 38

u

•
,

E
-.,

• 6 . os
•

- 4. 00 3 .9 4 3 . 8 7 3 . 8 4
3 .77 3.14 ). 70 3 .b7 . 0 ' 6 E

• . 0 2 5 5 .37
3 .8 1 . 025

-o 5 . 27 ; .17 5.1 2
5 .01 4. 90 4. 90 4 . 85 ,

. 0 1
~ . 0 7

-
"O 7. 72 1 .56 7. 40 7 . 3 1

7.1 4 7.06 6.97 6 . 88 . 01 •
es

7 .13
.,

-
.,

"•
,

.o 7 . us
7 -

3.5 7
). 23 . C> ".- 3 .51 2' .44 3 .3 4 3.30 3- 27- 3 . 41 3 . 3 8

•
• . 0 2 5 4 .67 4. 57 4 .47 4. 3 1 4. 2 5 4. 20 10 .110 . 025 ,g

-e . 0 1
4 . 42 4.3 6 -

6 . 47 6 . 31 6 . 16 ; .9 1 j .d2 ~ . 7 1o 5 .b5 •OI •
• 6 .07 ;. '>' 9
O

.,
-c

•

• 8
o

" 8 . os 2 ."'3 . C> .,
,. 3 .2 8 3 . 22 3 . 1; 3 .1 2 3 .0M

3 . 04 3 . 01 2.97 ,
- . 0 25

. 0 2 ~ -
"

4 . 20 4 . 10 4 . 00 3 .95
3 .t:I 4 3.7 8 3 . n 3 . b7 ~

" . 0 1
3 .89 4 . !'l b . Ol -

5. 6 7 ; . 52 5 . 36 5 . 28 ; . 2 0 5 . 12 5.0 3 4 . 95 -,

9 . os 3 . 07
2 .7! . C> 9

3 .01
2.79 2 .75

. 0 2 ; 7. .94 2 . 90 2 .86 2 . 83 ) .B . 025

3 . 87 3 .77 3 . 6 7 3 . 61
j .; l 3 . 4; 3 . 3" . 01

. 0 1 3 .56 .. . 31
5 . 11 4 . 9 6 10 . 8 1 4 . 7 ) 4 . 05

/0 . 5 7 .. . 4e .. . -o

10 . os
l ·5- . 0' 10

2 .9 1 2 .85
2 . 62 Z.58 . 025

. 0 25
2 . 77 1 .7 4 2 . 70 2 .66 3·0 e

3 . 62 3 .52 3. 42 3 .37 3 . 31 3 .26 3.20 ) .1 "
) .91 . 01

• U1 4 .7 1
.. . 00

4. 56 4 . 101 lo . ) ) 10 . 2 5
lo • 17 ... Ob
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TABL A V (continuación)

VI (grados de libert ad de la media cuad rática d el numerad or)
v, (grado s de libertad de la media euadr.it ic d I

7 8 a e numerador )
1 2 3 4 Ó 6 9 lO 11 aa

3 . 01 2 .95 2.90 1 .85 2 .87(" . 9 4 3 .98 3 .59 3 . lb 3 .2 0 :3 .09 3 .76 :3 . 6 6 3.59 3 .53 .0' 1111 . 0 5
3 .48e, 7Z ~ . 2b 4 . 6 3 4 .28 4 .04 3 .138 4 .89 4 .14 4 . t. ) . 025• " " . 54 4. 4 6

• 01• v 1 9 . 6 5 1 . Z 1 6 . 22 5 . b 1 5 .]2 5 . 0 7

2 .91 2 . 8 ') 2.eO 2. 75 2 .7 2 • O, I~12 . 05 4 . 75 3 .59 :3 . '.9 3 .26 :3 . 11 3 .00 3 . 6 1 3 .51 3 . 4 4 J .37 3.32 . 015• J] ') 6 . 55 :.1 0 4 . 4 7 4 . ] Z 3 . 8 9 3 .13 4 .64 4 . 50 4 . 3 9 4 . 30 " · 22 . 0 1 -• O1 j .33 6 .93 5 .95 'j . 41 5 . 0b 4 .8 2 •-
e• --
1

•- Z .l1 2 .64 Z . ~9 2 . 54 2 .51 • O, 15 e-s
-- 4 .5 4 :3 . 6 8 3 .29 3.06 2 .90 2 . 79 3 . 2 9 ) .20 301 2 3 . 0 6 3 . 01 -15 .0'

. 02" -= • 02 : ~ .2 C " .17 4 . 15 J.ea 3 .58 3 . 41 4 . ) 4 4 . 00 3 . e9 ) . 80 3.73 . 01 e- =- ·)~ 8 .68 6 . 36 5 . 42 4 .89 4 .56 4 .37 '.-
"

,
-s -,- 2 .51 2 . 45 2 . ~9 2 .3S 2031 . C> 20 .,,- 20 .0' 4 . 35 3. 49 3 . 10 2 . 87 2 . 71 2 .tlO 3 .01 2 .91 2.8 4 2 .77 2.72 . OB •.~
.~ • 1J2 o; 5 .87 4 .4t 3 .b6 3. 51 3 . 29 3 013 3 .70 3 . 56 3.46 3. 31 3 .2'i . 0 1 -.,- • I 8 01 0 5 . e 5 4 . 94 4 .4 3 4 . 10 3 .e7

"~

-s- ,- 2 .42 2 . 36 2. 30 2 . 25 2.22 • O, 21 •-s ,- 24 .0' "' . 2tl 3.40 3. o 1 2. 78 2 .62 2 .51 2 .87 2 .78 2 . 70 2.64 2 .59 . 025- •'. 2 .99 . 01 --s . 025 5 .72 4 .32 3.72 3.38 3 . 15 3 . 50 3 .36 3. 26 3. 17 3. 0',1 ",., •o1 7. 62 5.6 1 4. 72 4 . 22 3 .90 3 .67 -e'.-
. C> 30 •= 2 .3 3 2 . 27 2• Z1 Z. 16 Z.P -, ·o, 2 . 42 2 .51 Z. 46 . 02 5 o- 30 4017 3 .~ Z 2 .92 2. tl9 2 .5 3 2 . 75 2 .65 2 .5 7 "'. . C25 5 .5 7 4 .1 8 3 . ~ 'it 3. 25 3 .03 2 .87 3 .30 3 . 17 3.07 2.98 2. 90 . 01

"- ,- 3.4 7• Q 1 7 . 5~ 5.39 4 . 5 1 4. 02 3 . 70 -~ •
. C> 40 15-

2.08 2 . 04- 2 . 25 Z ol S 2 012
,

. OB -<- 40 ." 4 . 0e 3.23 2 .S 4 2. 6 1 2 . 45 2 . 34 2 . 62 2 .5 3 2 . 45 2. 39 2 .33 ,-
2.73 . 01 -c- . 025 5 .42 2 .74 2. 801, . o 5 3 . 46 3. 13 2 .90 3 . 12 2 . 99 2.89 •'.

o
., • ',1 7. 31 5.18 4 . 31 3.83 3 .5 1 3 .29

"
'.

• O, 60
,-•

1.99 1. 95 --r
2 . 17 2 . 10 2.04 . 025 "

,
PJl 2 . 27 2.22 -- . es 4 . 00 3. 15 2 . 76 2 . 53 2 .37 2 .2 5

2 .5 1 2 . 4 1 2. 33 . 0 1 -~ . 02S 5. 29 2 .63 2.63 2 .56- 3.93 3 .34 3.01 2 .79 2 . 82 2.7Z -2 .95.. •o1 7. 06 4 .98 4 01 3 3.65 3 .34 3 . 12-
1201• 91 1.87 • O,

2 .02 1.96 . 0252 .09 2 01 0120 .O, 3. 92 3. 07 2 .68 2 . 4 5 2 .29 2 . 17 2 .30 2.22 2 .1 6 . 0 1. (¡ 25 5 . 15 2 .52 2 03 9 2• ., 7 2 . 10 03.80 3. 23 2 .89 2 .67 2 . 79 2 .6 tl 2 .5 6• vi ~ . e 5 4 .7 9 3. 95 3.108 3 . 17 2 .96

1.79 . C> =
l .e e 1.83 . 0252 .01 1 . 9 10 1.9'"~ • 05 : . ~ 4 3. 00 1 .~O 7 . 37 2 . 2 1 2 . I o

2 .19 2. 11 2 .05 . 012 . 1 9 1 .2';• ')7 5 5 . 02 3 .~ 9 ., . 11 7 . 79 1 . 57 2 . 4 1
2 .t-4 2 . 5 1 2• lo 1 2.32

• (.¡ 1 1;. . ~ 3 4. 6 ) 3. 78 3032 3 . 02 2 .fl O

-
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TABLA V (continuación)

(grados de libertad de la media cuad rát ica del numerador) v, (grados de libertad de la m di . .v, 40 e la cuadratJca del numerador)
a 12 15 20 24 30 60 120 = a

. 0 ' 2 . 79 2 .72 2 . 65 2 . 6 1 .2 . 5 7 2 .53 2 .49 2.45 2 .10011 3 . 33 3 .23 3 .17 3 .12 3 .06 3 . 0 0 .2 .94 . 0 ' 1I

. 025 ) .43 2 .88
4 .25 4.1 0 4 .02 3 .9 4 3 .86 3 .78 3 .69

. 025
. 0 1 4 .40 J . bO . 0 1

12 . 0 5 2 .69 2 .62 2 . 54 2 .51 2 . 4 7 .2 . 4 ] .2 . 38 .2 . ] 4 2 .30 . 0 ' 12
• U2 5 3 .28 3 . 18 3.ü7 3 . 0 2 2 .96 2 . 9 1 2 . 85 2 . 19 .2 . 12 . 025

~ 4 .01 3 .86 3 . 7 8 3 . 70 3 .62 3 .54 -
O . 0 1 4 .16 3 .45 3 .36 . 0 ' "

"O
o

•
.,

e
,

•• 2.3 3 2 .39 2 . 2 5
o

e .0' 2 .48 2 . 40 2 .20 2 016 .2 01 1 2 .07 . 0 5 15 -
15 -

o 2 .96 2 .86 2 . 76 2 . 70 2 .64 2 . 59 2 .52
o

o . 02 5 2 . 1o fl; 2 . 40 . 025 o

" • U1 3 .61 3 .52 3 . 37 3 . 2 ~ 3 • .2 1 3 .13 3 .05 2 ."'6 .2 . tH . 0 '
o
""O
.,

- -
" ""O

20 2.1 2 2 . 08 2 .04 1.95 1.90 20
.,

• . 0 ' 2 .Z8 2.20 1 .99 1 .84 . 0 5 ,
u . U2 5 2 .68 2 .51 2 .46 2 .41 2 .35 .2 . 2 9 2 .22 2 . 16 2 . 09 . 02S u.- -- 2 .86 2 • 1B 2 .~Z 2 ."2 . 0 1 -

.~ . 0 1 3 .23 3 .09 2 .9,. 2 .69 2 .61 .,
~ •

"O
.,

• ,
~ . 0 5 24

,
u 24 . 0 ' 2 .16 2011 2 .03 1 .98 1 . 94 1 .89 1.8 4 1.79 1 . 73 u

• . O 2 ~ 2 .5 4 2 . 44 2.3 3 2 .2 7 z. 2 1 2 .06 2.01 1 . 94 . Ol !l ,.- 2 . 1~ -
"O 2 . 21 •o1

.,
" . 0 1 j . o3 2 .89 2 . 74 2 .66 2 . 56 2 . 49 2 . 40 2.31 u

E E

•
,

- -
" 30 . 0 ' 2 .0 9 2 . 01 1 . 9 3 1 . 89 1 . 84 1 . 79 l . 74 1.66 1.62 . 0 ' 30 u

"O . 02S
.,

. 02 5 2 . 4 1 2 .31 2 .20 2 . 14 2 .0 7 2 .01 1 . 94 1.87 1 . 79 .,
"O •o1• . 0 1 2 .84 2 . 70 2 . 55 2 . 47 2 .39 2 .2 1 2 .11 2 . 01

,
2 .30 •- "• u

" ".o -•• . 0 ' 40 -- 40 . 0 '
1 • ~ 1

"
2 .04 1 . 92 1. 84 1 . 79 1 .74 1. 6 9 1. 64 1. 58 u

1 . 6" . 02!! .,
"O . 0 2 ~ 2 .29 2 . 16 2 .07 2 .0 1 1 .9 4 1. 88 1. 80 1 . 72 •
~ 1 . 90 . 0 1 o
o •o1 2 .66 2 .52 2 .37 2 .29 2 . 20 2 . 11 2 .02 1. 92 .,

"O
,

• •
~ . 0 ' 60 "'" 1•39 •- 60 . 0 ' 1 •92 1 . 84 1. 75 1 • 70 1 • t> 5 1• ~3 1.4 7 . Ol !l "1 . ~ 9
M . 0 25 2 ol 7 1. 56 1 . "8 •
~ 2 .06 1. 94 1 . 8 A 1 . 8 7. 1 • 7 -, 1. 67 . 0 1

. Ul 2 .50 2 .35 2 .2 0 2 .1 2 2 .03 1. 94 1 . 1:14 1.73 1 . 60

1 . 2!1 . 0 ' 120
120 • O, 1.83 1. 75 1 . ~ b l . Ó 1 1 . 55 1.4 1 l . lS . 02!11. 50 1 .31

. 0 25 2 .05 1 . 9 5 1. 82 1 • 76 1 . 69 1.53 1. "3 . 011 . 6 1 1 . 38

. 0 1 2 .3" 2 • 19 2 .0 3 1 .9~ l . 8 6 1. 66 1. 53l . 76

• O' =
~ . 0 ' 1 .75 1.6 7 1.57 1 . 46 I . 32 1. 22 1. 00 . 02S1 . 52 1. 39 1.00

. 025 1 . 94 1.83 1• 71 1.64 1 . 5 7 1 . 48 1.39 1. 2 7
1 . 00

. 0 1

. 0 1 2 .18 2 . 04 1.88 1 . 7 9 1 . 70 1.59 1• • 7 1. 32
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TABLA VI. Valores críticos de F,« áx'

a 2 3 4 5 6,
39 . 0 87 .S 14 2 . 20Z . 26 6 .

o
44 8 . 729 . 10 )6 136 2- 19 9 .

7 8 9 10 11 12l S. 4 2 7 .8 ) 9 .2 50 . 1 62 . 0 333 . 4 0 3 . 475 . 5 ~ o . 626. 704.3 47 . 5 " . 12 0 . 1S 1 • 184. 17 05 20 6 3 2432 2813 3204 3605-

9 .60 15 .5 20 .6 25 .2 29 . 5 12 .9 83 .5 9 3 . 9 1010 . 114 . 124 •23. 2 37 . 49 . 59 . • 9 . 211 b I 2 4 19 1 2 8 1 11 311 oJ 33111 361 11

7 . 15 10 . 8 13 .7 1b .3 18. 1 33 . 6 37. 5 41 0l 44 .6 48 .0 51 .45 14 . 9 zz, 2B. 3 3 . 3B. 79 . B9 . 97 . lOó . 11 ]. 120.

6 51 . 82 8 .3 8 10. 4 12.1 13.7 2 0 .8 22.9 24 . 7 2b .; 28 . 2 29 .9
11 • 1 15. 5 19.1 n . 2 5 . 4 2. 'o• • 50 . 54. >7 . ' 0 .

- 4 . 9 9 6 .94 8 . 44 9 .7 0 10 .8 15 . 0 l b. 3 17 .5 18 .6 19.7 20.7,
8 .8 9 1" 14 . 5 l b. 5 18.4 27 • 30 . 32 . 34 . 3• • 37....
4 .4 ) 6 .00 1 . 18 8 . 12 9 .03 11 .8 12 .7 13 .5 110 .3 15 .1 15 . 88 7 . 50 9 . 9 11. 7 13 .2 14 .5 2 0 . n . 23 . 2 ' . ,•. 27.

4 . 03 5 .3 4 6 . 3 1 1 . 11 7 .BO 9.78 10 . 5 11 . 1 11 .7 12. 2 12.19 6 .5 4 S . 5 9 .9 1 ~ • 1 12.1 15 .8 1~ . 9 17 .9 18 .9 19 .iI 21 .

3.72 4 . 8 S ~ . 6 7 6 .3 4 6.92 8 .95 9 .45 9 .91 10 . 3 10 .710 8 .41
16 . 0 1b .b5 . 8 5 7 .4 B• • 9 • • 10.4 13 .1 13 . 9 14 . 7 15 .3

8 .28 8.b6 9 . 01 9.)1012 3.2 8 4 .1 6 4 . 1 9 5 .)0 S.1 2 7 .4 l 1 .87 1309
11 .8 12 .4 12 . 9 13."4 . 91 s , 1 • • 9 7 •• B. 2 11 .1

ó .72 7. 00 7.25 7.482 . 8 ó 3 .54 4. 01 4. 37 4.68 6 . 09 t. .42 10 . 2 10 .615 .. . 0 1 4 . 9 5 . 5 • • 0 •• 4 B.7 9 .1 9 .5 9. 9

5. 59 5 . 71 5 .932 . 4 ó 2 . 95 3 . 2 '1 3.~4 3 .16 .. . 9) 5 .19 5 . 40 7. , , . 020 ; . 32 3 . B 4 . 3 4 .9 7 .1 7 .3 7. ,'o • • . .7
4.37 10 . 49 10 .59

30 2 .0 7 2 . 40 2 .ó 1 2 . 18 2. 9 1 3 .94 Lo . 10 4 .14
5. ' 5. '5.'2 . ó 3 3 . 0 3 03 3 . 4 3• • 5 . , 5.3 5.5

3.29 3 . 36 3. 39
3 .21 ..,60 1 .67 1 • d 5 1. 9 6 2 .0 4 2.1 1 3 . 0 2 3 .12 • •0 , . I1 .96 2 .2 2 03 2.4 2 .4 3. 7 3.B 3 .9

1.H l.3ó
2 .16 1. ' 0 1 · 71. 0 0 1 . 0 0 1 . 0 0 1. 0 0 1 . 0 0 2 . 17 2 . 22 2. ' , .71 . 00 , . 0 1 . 0 1 • o 1. 0 2 .5 2.5 ,..

1. 00 1. 00 1. 00
1. J O ¡ . OO r-o ~ . 0

I . Ol' , . 0
l.o 1. 0

, P M1 ' 'f eos de l . o. uf. au. a valor de. (numero de mUest r~\1 y • (gr~do s de libertad ) hay do s valo res en I 0 1
"_. que r t'prelt n t~n len puntos S, % y I %. Las p robabllidadescorre~ond ie n t es a a ._ 0.05.YO. 9:

r Cl'u~~ nt~n Ltrw ro" de la dI tnbu »o n " _ • . Esta tabl a \C h41 cop iado de H. A. David (BlOm~trlkiJ J
4 22-4 24 . 19'i2tl:On perrneo del editor y auto r.
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v a r , a r , • ,

• Ull
• : :3 S

. 250

. 325

. 232
03 02

. ZBB
03 1Z

• ZI7
. 2B3

0325
. 4 1B

. OBS
• 11~

. Z0 5

. 267

.t 95

. 254

. o <l ~

1"· -

. 062

. 0 /1 1

. O ~

• O1

"• ••

"• •

. 05

. 01

• O~
. C!

. O ~

. 0 1

.0'
• - 1

.0'

70 • 'J 5
. 01

se . 0 5

• O1

50 . OS
. 01

60 • OS

."

'3 5 . 05
. 01

4 0 . 0 5
· 01

9 0 . 05
. 01

45 . OS

• O1

150

12'

2CO

100

1 . 0 0 '

d61
. 4 10

. 44 4

. 56 1

2<:: . (\5

• O1

2Z . 0 .,
• OI

30 . 05
. C!

2 7 . 0 5
. 0 1

25 . 0 5
. 0 1

26 . 05
. 01

24 . 05
. 0 1

28 . 0 5
• C I

23 . C5
• OI

20 . 0 5
. 0 1

21 . 0 5
. I'J !

19 . 05
. 01

11 . 0 5
. 0 1

16 . 0 5
. 0 1

• ') '32
. 6 6 1

. 5 14

. 6 4 1

. 4 8 2

. 606

.49 7

. 6 2 )

. 6 0 2

.735

. 5 7 6

.70 8

. 5 5 3

. 6 8 4

. 0 5
• O1

. 0 5
• O1

. OS

. 0 1

.0'

. 0 1

.0'

. 0 1

.0'

. 0 1

.0'

. 0 1

3 . 0 5 . 87 8
. 0 1 . 959

A . 0 5 . 6 '3 2
. 0 1 . 76 5

1 . 0 5 . 6 6 6
. 01 . 7 9 8

4 . 0 5 . 8 1l
. 0 1 . 9 1 7

5 . 0 5 . 75 4
. 01 . 8 7 4

2 . 0 5 . 9 50
. 0 1 . 9 90

1 . 0 5 . 99 7
. 0 1 1 . 00 0

6 . 0 5 . 70 7
. 0 1 . 8 34

9

"
l'

12

1 3

1 1

1 0

. 68 2 4
} .549

. 5 31 9
2 .2 23

.5374
2 0181

.5261
2 .262

. 59 0 0
1. 89 6

. 54 27
2 . 153

.54 18
2 . 122

. &2 13
1 .160

. 66 57
1.60 7

. 64 58
1 . 668

. 10 90
1 . 4 7 5

.69 66
1. 50 8

. 6 11 0
1. 8 0 2

. 61 6 0
1.78 2

. 6 05 7
1.8 2 5

. 6 2 5 5
1. 74 4

. 6 2 0 9
1. 7 6 2

. 1 3 00
1.4 21

.71 28
1.464

. 7 5 64
1 .360

. 6 9 13
1 .523

.1669
1. 33 8

. 66 36
1 .608

. 744 3
1 . 38 7

2 •

27

28

29

30

bO

70

90

80

'0

'O

100

. 5 139
2 .351

. 5 20 1
2 .30 5

. 5 0 73
2 .402

. 5 0 0 4
2 . 4 58

. 4 3 9 9
3 . 0 9 1

. 4 6 8 9
2 .750

.4 9 31
2 .519

.4 5 0 2
2 .961

.4 7 7 4
2 .664

. 4 8 5 5
2 .588

. 4 59 8
2 .848

0.95

. 5 2 4 2
2 .276

. 5 14 9
1.971

. 5 882
1 .9 05

. 5 9 4 3
1 .876

. 6 0 0 1
1.850

. 5 8 11
l . 9 ~6

. 5 341
2 .2(18

. 5 6 0 1
2 .050

. 5 52 0
2 . 0 97

• 5135
2 . 354

. 5 6 7 7
2 .008

. 54 3 3
2 . 149

,

lb

2'

2'

"

21

18

17

23

l'

19

2 2

20

TABLA VII. lími tes de confianza , más cor tos. no sesgados , de la varianza .

Coeficientes de Coeficientes de
confianza confianza

0.99 v 0.95 0.99

Coeficientes de
confianza

0.95 0.99

. 3 77 4 . 2 9 56
4 . 21 1 7 . 637

. 4 75 5 . 3 9 010
2 . ~ e 3 3 .91 9

. 5 0 19 . 4 1 7 1
2 . 10 105 3 . 426

. 4 2 4 2 03" 0 0
3 .314 5 .34 1

. 3480 . 26 8 5
5 . 054 I O. OH>

. 10 89 3 . 10 0 10 3
2 . 553 3 .646

. 4 4 3l . 3 5 8 5
3 .0loe 4 .72 0

. 4 0 2 5 . 31 9 2
3 .679 6 .238

. 4 60 2 . 37 52
2 .844 10 .265

. 2099 . 150S
23 .60 5 114 .489

. 2 6 6 1 . 198 3
10 .12 7 29 .689

. 31 2 5 . 2 36 7
6 .590 15 .154

3

2

,

•

7

9

8

•

,

13

12

11

10

N f) ta- LoI factores de elta tabla ~ han obte nido div id iendo la ca ntidad n _ 1 por 101 valores
enco nt rados en una tabl a preparad a por D. V. Lmdlcy D A 1" ' 1 Y P A Hamilton (/liol1wlrika 41:
4 )3.4 37 . 19M)) . • .. ~". . . •

bl v: hJ l'tl'rOO.u': ldo ron
.. 5 %. el de atl;tJo dI" b1é IJ qa~6 r Thc lú\\3 Sl3lt

Nota : El valo r de arr iba es el valor cuneo de {; t'1.1T}:c \\. Sntdt''\:or, I - . p<.l
. . . I \/ Ih · " 5th edru o n.permiso de Suuut íca J ~ (41,

University Prcss.
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TABLA IX. Límites de confianza para porcentajes

Esta tabla da los limites de confianza para porcentajes basados en la distribución

binomial. . st h t .. t ñ 30" art de 13 tabla da los linutes para mue ras as a un ama O" = losLa prunera p e '
}" el numero de ítems de la muestra que presenta una determinada

argumentos so n . }' ' bid al, d d el tamaño de muestreo El argumento esta la u a o para v ores enteros
propie a • y n. . P d añ d

O ' 15 lo que da porcentajes de hasta el 50 %. ara ca a tam o e muestreo n y
entre ) • lf d al "
numero de ítems con la propiedad dada. se muestran tres meas e v o res numencos. La
primera línea de valores da los límites de confianza del 95 % para el porcentaje, la
seeunda línea presenta el porcentaje de incidencia obse rvado de esa propiedad, y la
tercera línea de ..'alotes da los lími tes de confianza del 99 % para el porcentaje. Asi, por
ejemplo. para r = S individuos que presentan la. pr~pied.ad entre una. muestra de " = 20,
la seaunda linea indica que esto representa una incidencia de la propiedad de 40,00 %, la
primera línea da los límites de confianza al95 % de este porcentaje que son de 19,10 %a
63.95 %. Y la tercera línea da los limites de confianza al 99 % que son de 14,60 % a
70,10 %,

Interpolar en esta tabla {hasta n = 49) dividiendo L 1 - YL1 - • los límites de confianza
inferior y superior al tamaño de muestreo inmediato inferior tabulado zr - por el tamafío
de muestreo deseado n. )' multiplicarlos por el tamaño de muestreo inmediato inferior
tabulado n-. Así. por ejemplo, para obtener los límites de confianza del porcentaje
correspondiente a 8 individuos que exhiben la propiedad en una muestra de 22 individuos
(lo que corresponde al 3636 % de los individuos). calcular el límite de confianza inferior
t., = t.v -n -ln = (19.10)'20/22 = 17,36 % Y el límite de confianza superior L 2 =
I., -n - /n = (63,95)"0122 = 5 8,1 ~ %,

La segunda mitad de la tabla es para tamaños de muestreo más grandes (" = 50. 100,
200. 500 Y 1 000). Los argumentos que aparecen a lo largo del margen izquierdo de la
tabla son ahora porcentajes desde O% hasta 50 % en incrementos del 1 %, en vez de
números. Las funciones que se dan en la tabla en dos líneas son los límites de confianza al
95 % Y 99 % correspondientes a un porce ntaje de incidencia p y un tamaño muestra! "
determinado. Por ejemplo, los límites de confianza al 99 % de una incidencia observada
de l 1? % en una muestra de 500 se encuentra que son 8,56-16 ,19 %, en la segunda de las
dos lineas. En esta tabla, la interpolación entre los tamaños de muestreo provistos puede
realizarse por medio de la siguiente fórmula para el límite inferior

de ejemplo ilustraremos el establec imiento de límites d "" b d e connanza del 95 %
porcentaje o serva o del 25 % en un tamaño muestral d SO L l" para un
tabulados para " = 50 son l3 .84-39,27 %. Para " = 100 \0;lími'tes~sb 'mI dile! del 95 %

, 1 6 88 3~ 66 ~ C d ., aouraaos correspon.dientes son • . , ~. uan o SUStltU unOS los valores para los \. 't . f .
fónnula anterio r obtenemos rrm es In encres en la

para el límite de confianza inferior. Igualmente. para el limi te de confianza superior
calculamos

Los valores tabulados en paréntesis son límites para po rcentajes que no podr ían obtenerse
en ningún problema de muestreo real (por ejemplo. :!5 % en 50 ítems). pero son
necesa rios para interpolación. Para porcentaj es superiores al 50 % buscar el porcentaje
complementario como el argumento. Los complementos de los límites de confianza
binomiales tabulados son los límites deseados.

Estas tablas se han extra ído de otras más extensas de D. Mainland. L. Herrera and !lt. 1.
Sutcliffe. Tables [or Use with binomial Samp íes (1 956) con permiso de los autores. Las
fórmulas de interpolación citadas se deben también a estos au tores. Los límites de
confianza de porcentajes impares hasta 13 % para n = 50 se han calculado por interpola-
..

Clan.

En la expre~n mt.erior., n es.el tamaño de la muestra observada, n - y n+ son los tamaños
d: ~uestreo uu:ned latos infenor y superior tabulados. respecttvamente.L¡ - YL 1+ son los
1I.~te s de confianza tabulados correspondientes a estos tamaños de muestreo, YLI es el
limite de confianza inferior a calcular por interpolación. El límite de confianza superior,
L 2 • puede obte nerse por una fórmula análoga sust ituyendo el subíndice 2 por 1. A modo

n) + L I+n+(n
ll (n+ - n-)

, _ [L,-n-(n+
~, -
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21 .}9-]b .71
20 . 6 1- Z1 · b4

27 . 17-31 . 9,
26 .31-33 . 8 1

24 .Z7-2 Q • 86
2~ .46 -30 .16

22 .3 10 -2 1.81
ZI .5,-28 .b9

23 dl -28 .11)
22 .50-1':1 .13

2') .210-30 .8 9

ZIo . .. I- 31 . 80

19 . 41 -2 .. . b9
18 .72-25 ."

tO . Io3 -Z, .13
19 .b7-2b .,9

1000

18 .~2 -23 .b5

17 .76 -2 4 .50

17 .5b-2 2 .62
lb .6 1o -23 . 4'

26 .Z 1-31 . 91
15 .)7-31 . 84

IÓ.62-1I .57
15 .92-22 dtl

14 .73-19."1
14 . 07- 2 0 . 25

15 .67 -20 .~2

14 .99-21 .)2

13 .19-18 . 42
13 01 " -19 019

19 .39 -2 ~ .93

18 .310 -28 .18

2' .Oó-~3 .19
23 .90-310 .,1

26 .01 - 34 • 23
2 4 .1:13 - 35 • 5 5

210 .11 -32 .1';1
22 .91-3) . 46

22 .2 1-30 .08
21 . 10-31 .36

Z) .lb-31 01 1
22 . 04 -32 . 10 1

2 1.26-29 .010
20 .17-HI 031

20 . )) -27 .99
19 .26-29 .25

500

18 . 10, - ] 5 .88
17 . 10 3- 21 . 12

ló .~6-23 . 78

1') .60-2 10 .99

17 .,2-210 .63
16 .,1 - 26 .05

110 .7 10 -21 . 6 10
13 .81 -12 .81

1') .bó-n .71
110 .11 -13 .90

13 .8 2- 2 0 .51
12 .92-21 .12

12 .90-19 .~0

12 . 03 -20 .b:;

18 . 27-30 . 52
16 . &8 -3 2 . 59

19 . 16- )1 .60
1 7 .')Io- )) . 6 B

n

20 .99-)) .70
19 . 3 1- 35 . 8 1

Z2 .82 - ~5 .81

21 . 0e -)1 ·'- Io

2:; .1 4-36 . tO
2 1. H - J9 • 0 1

200

20 . 0 8- 32 . ó5
I tl . Io3 -3 4 . 7:>

21 .91 -3 1o • 7 b
20 .2 ) -36 .88

1 7 . )7-2 9 . 4 ,
15 . 8)-)1 .!;l0

16 . 4t1 - 2t1 .31
14 .91-30 . 100

14 . &9- 2b . 22
n . 2 6 - z e . 22

1 ') . 5 8- 2 7 . 30
14 .11 -29 .31

12 .96-2'0 . 0 2
11 .bl - 2~ .'1b

13 .82 -2') .~ 2

lZ . 'o3 - 27 . 09

1 2 . 09 -22 .92
10 .19- 24 .11'o

1 1 . Z2-21 .82
9 .91 -23 .11

TABL A IX (cont inuación)

2 1 .Z'o -39 . 9 8
18 . 9 0- 4 3 . 06

Zo .37- 38 . 9 2
18 . 07 - 4 1 . 9 9

1 9. ~ 0- J 7. 8 ')

17 . Z5- 4 0 . 9 1

18 . 6 2- 36 • 19
16 .42 - )9 . 84

11 .7 !;l -) ') .7Z
15 . !;l <J- 3 8 . 1ó

1& . 0) - 3) .56
13 .98- )6 .57

lOO
9 . 4 ~ ZIo .66
7 . ev-a t . 4 9

14 . 3 ') - 31 . )7
1 2 .4 1- 3.. . 3')

l Z . 66- Z9.1 9
10 .810 -32 . 12

1 1 . 06-Z6 .92
9 .37-Z9 .80

1 1 .8&-le . 06
10 . 10-3 0 . 9 6

10 . 2 5- Z5 . 79
8 .6) - 28 . 6;

50

8 .58 -31 .4 10
6 .&0 -3') .73

7 .17 - Z9 .1 2
5 . 40 - ) 3 . 36

13. 07 - 3 8 .1 7
10 . % -Io Z . 5&

( 9 .31 -32 .581
(7 .23-)é .881

11. 54 - 3 5 . 9 5
9 . 2'J-40 .32

( 7 . 8 8 - 30 . 2 8 1
Ib . OC-)4 .S4 1

10 . 0 4 - 33 .7 2
7. 86 -3 B. 010

95 17 . tl 1 -104.61
99 14. 9 1-4 8. 9 9

95 11 7. 06-4 3 .5 4 1
99 11 4 . 18-4 7 . 9 Z1

9 5 16. 23-4 2. 4 8
99 1). 42 -46 .88

9') f I 5.4 5 - 101 . 4 0)
99 f I2 .1 1- 1o') . 79 1

95 14 . 63 - 100 .3 10
'/ 9 11 . 98 -44 .7)

9') 113 . 84 - 3 9 . 27 1 16 . 88- 310 . 6 6
99 [ 11 .25 - 4 3 .6 5) 14 .77-)7 .69

95 11 2 . 30- 37 . 0&1 15 .1 9 - 3 2 . 107

99 19 . 88 -41 .1041 13 . 6 0 -3 10 .8 2

"99

9 5 11 0 .79-310 .8101 1 ) . ')1 - 30. 28
99 18. 5 3- ) 9 .1 81 11 . 63 -33 .Z Io

"99

"99

"99

"99

19

"

11

25

22 95
99

,.

"

"

19

11

16 9!:l
99

' O

7.32- 10. 9 3
6.84-11 .;6

. 4 8 - 1. 8)

. ) 7- 2 01)

8.2 1- 12. 03
7.70-12. b 9

') .')2 - 8 .73
') 01 2- 9.31

1000

6 . 42 - 9.83
').96-10. 4 3

. 0 0 - 0 .37

. 00- 0 .53

4.63 - 7.64
4. 2 ')- 8. 16

9 . 14 - 13 . 10
8.&0-13. 78

10.Ob - l l.. 16
9 .') I - I Io • 8b

10. 9 9- 1 ') . 23
10. 41-1 '). 9 ')

11. 9 2-16. 30
11 .3 1- 11 . 0 4

12 .84 - 11 .3 7
12 .2 1- 18 • 13

3 .7 3 - b.')1o
) .39- 7.0 ')

2 .92- 5 .36
2 . 6 4- ') .82

2 . 1 1- 4 . 19
1 .88- 4 . ')9

1 .29- 3 .01
1.1)- ) .)6

4. 9 /)- 9 . 5 6
1.. 4 )- 10.42

11 .98- 18 . 4 4
1 1 .1 4 - 19 .55

11 . 09 - 11 .3 4
10 .28- 18 . 43

500

b . b ó - 11 . 8 3
6 .04- 1Z . 17

8. 4 1-14.06
7 . 10- 15 .0 7

7 . ')1 - 12 . 91
6. 84-13.95

10 .20- 16 . 2 5
9 .42-}7 ·)1

9 .30- 15 . 16
8 .56-1 6 . 19

5 .8 1- 10 . 70
'::1 .2 3- 11 . 6 0

. 32- 2 . 32

. 22- 2 . 80

1.. 11-8.4 )
3. 63- 9 .2 4

. 00- 0 . 74

. 00 - 1 . O~

3 .26- 1.29
2 . 8 3- e .07

2 . 53- 6. 0 5
2 . 17- b . 7':>

1 .79 - 1.. 8 1
1 .52- 5 .4 4

1 .06 - ) .56
. 8 7- 4 .12

8 .7 0 -18 .44
7 .60-20 . 2 3

n

7 . 0')-lb. 16
6 . 06-17 .87

4 . 7 0 -12 .61
3 . 93 - 14 . 18

3088-11 . 4 7
3 .11 - 12 .99

9 . ')3 -19 .') 8
8 .3 8-21 . 40

10 .36-Z0 . 72
9 . 1~-22 . ') 8

') . 46 -13 .8 2
4 .6 1-15. 4 4

. ') ~ _ 5 .04

. 3 4 - 6 . 11

200

7 .87 - 17 .30
6 . 8 3- 19 .05

6 . 22 -1~ .02

~ .29- 16 .70

3.18-1 0 . 21
2 .') 7- 1 1 . 6 6

2 . 4) - 9 .00
1 .!l 9 -1 0 . 4 0

. 0 0 - 1 .83

. 00- Z . 6 2

.I Z- ) . ~l

. O~ - 4 .~')

1 .74- 7 . 73
1. 31 - 9 .05

1 .11 - 6 . 42
. 7 8- 7 . 6')

. 6 2 - 8 . ')]

. 34- 10 . 5 7

100

6 . 40- 19 . 9 8
5 .15-22 . 6 5

7 .11 -2 1 .20
5 .17 -23 .92

5 . 65 - 18 . 80
4 . 48- 2 1 . 42

8 . t. 4-2) .'))
1 .1~-Z 6 .H

. 21. - 1 .0 to

. 10- e. 94

7 .87-22 .37
b . 46-2 ~ .1)

4 . 9 0-11 .62
3 . 82-2 0 . 20

TABLA IX (continuación)

4 .20-1b . 4 0
3. 2 1-18 .92

. 0 2- 5 .4 5

. oc- 7 .21

) .':I 1- 15 . 1b
2 .63- 11 .61

. 00 - 3 .b2

. 1,/0- 5 .16

2 . 86- 13 . 90
z .08 -1b . 26

2 .2 10 -12 . 6 0
1 .56-1 4 .93

1 .64 - 11 .29
I ol O- D .53

1 . 10- 9 .93
. b 8- 12. 0 8

2 .23 -19 .25
1 .)8 -23 .13

Ib .~0-27,"' 41

( 4 .82 -32 01 41

. 49- 13 . 72

. 21 - 17 . 21

~ .82 -Z6 .7')

4 .2'J-30 .?2

1') . 18 - 27 . 0 3 1
13 .12 -29 .671

10 . ')10 - 24 . 31
3 .18 -28 . 102

( 3 . 9 3 - 23 . 0 b l
12 .7ú -27 .111

. OS- l O. b b

. 0 1-1: . 98

50

3 .32 -2 1 .8 2
2 .22 -2') .8:>

. 00 - 7 . 11

. 00- 10 . 0 ')

1 .2 6 -16 . ; 7
. 6 9 - 20 . 32

1 . 8 8 - 1') . 1 4 1
t . 4S - 1B .7bl

12 .78 -20 .;101
(1 .80 -2 4 • lobl

1 .27 .1 2 .1 9 1
1 .16 -1S .bOI

I . OZ- 8 .!J81
I . OC-12 . 0 21

11 .74 -17 .911
11 .04 -21 . 12 1

"99

"99

"99

"99

"99

"99

"99

"99

9'
99

9'
99

9'
99

13

12

9

'4

,
1

11

10

, 9'
9'

4

1

,

o 9'
99

,

. "99



• • TA BLA IX (continuación) TABLA X. La transformación z del fi c¡" ,..- ee • n r cae IClente de corre! . ...-
Z r aCIOn r.--u e Z;';:0

500
. 0 0 0 .0000• u 200 1000 . 0 , • ' 0 0 . 5 4 9 3% 8~ 50 100 0 . 0 10 0
. 0 2 0 .020e • ~ 1 0 .56027

118 .11 - 105 .651 22 .110- 10 1 .02 2 4 . 6 7-31 .90 26 .9 7-3 5 .25 26 .15-33 .97 . 0 3 0 .0 300 · 52 0 .5763JI .,
22 . 88-40 .0S 25 .1 8 -3 lh59•• 115 .608 -50 . 021 19 .76-410 . 11 2 7.29- H .90 . 0 4 0 .0 400 · 53 0. 590 1

• ' 4 0 . 60 42
32 ., 19. 55-4 b. 6 8 23 . 0 C¡ - 42 .0b 2 5 . ó l - 3 6 . 'J4 27 .9 3-3 6 . 2 8 2 ~ . 1 2 - 3 4 . 'J 9 . 0 , 0 .0500}6 . 46 - 5 1 .05 20 .6 1-45 . 15 23 .79-41 . 0 9 26 .73- ) 7 . 62 Z8. Z5-H.n · 55 0 . 6 18 4•• . 06 0 .0 601

• '6 0 . 632 82ó .5 4 -3lJ . '}7 28 .90-37 . 3 1 30 . 0 9- 3 6 .0 1 . 0 7 0 .0 711

"
., 120 .3 8 - 47 .72 1 23 .9) -43 01 0

. 0 8 0 .0 802
. 57 0 . 6 4 75•• 117. 2 3-5 2. 0 8 1 2 1 . 47- 46 .19 2 1.. 6 9 -4 2 .1 3 27 . b tl- 3 8 . ó !:l 29.22-36 .95 · 58 0 . 6 62 5. 0 9 O.C90Z . 59 0 . 60 17 7

34 ., Zl. l Z-48. 76 2... 03 - 4 4 .15 2 7 . 4 7- 4 1 .0 1 29 .tl b - 3 8 . 3 3 3 1 .07-37 .03

•• 18 .0 1· 53 . 11 22 .3)- 4 7 .24 25 . bO - 43 .1 8 2 tl . b2 -39 . b9 30.18- 3 7.97 01 0 0 .1 00 ':1; . 60 0 . 6 93 1011 0 . 110 4 . 6 1 0 . 70 8 9

" ., 12 2. -..1 6 -4 9. 801 25 .13- 45 . 19 2 8 . 4 1- 4 2 .04 30 .82 -39 .3 6 32 . 04 - 38 .05 01 ' 0 .1 20 & . 6' 0 . 72 50•• 118 .78 -5 4 .141 23 .19- 48 .28 2b. 51 -44 . 22 2 9 .5 7 - 4 0 . 72 31 .14-39 . 00 01 3 0 . 11 0 7 . 53 0 .741 '"• 14 0 . 14 0 9 . 64 0 . 7 58 236 ., 22 .93 - 50 . 80 2 b . b 5- 4 b .20 29 . 3b-4h Ob 31.79-40 .38 33 .02 -39 . 0b
9' 19.bO- 5 5.13 2 4 .08 - 49 . 30 2 7 .44-4 5 . 24 3v .53- 4 1 . 74 32 . 12 - "'0 .02

01 ' 0 .~511 . 55 0 .7753
27.57-4 7 . 2 2 30 .3 1- 4 4 .08 32 .7b- 4 1 .39 3 4 . 0 0- 40 .07 01 6 O ol ~ l " . 66 0 . 79 2 837 ., 12 3 . 80 -51.611

. 17 0 . 17 17" 120 . 42 - 5b .12 1 24. ~b - ~ 0 . 31 2 tl .3 7- 4 b . ,¿ b 31.49 -42.7b 33 .09- 4 1 .03 . 6 7 e . 6 10?

. 1 8 O.:i R20 . 6 . (1 .6291
38 " 2 4 . 67 -~2 . d l 2tl.49 -48 . 24 31. 25-45.1 0 33 .73-42 . 41 34 .911 -4 1 .09 01 9 Ool 9i'] . 69 0 .8 48 0•• 2 1 .23 -~7 010 2~ .8 5-5 1 .3Z 29 . 3 0 - 4 7 . 29 32 .45-43 . 7 tl 34 . 07 -42 .0~

. ' 0 0 .2 C2 7 . 70 0 . 6 6 73,. ., IZ5 .54 -B . 8 ZI 29.41 -49.Z6 3 2 . Z0- 4 &. 12 34 .70-43 . 43 H .97- 4 2 . 10 . 21 0 .213 2 . 7 1 C. 8 a 72•• 122 . 0 5- 58 .091 2& .14 -52.34 30 .2)-46031 33 .42 -44 . 80 35 .04- 43 .06 . 22 0 .2 2 3 7 07' 0 . 90 76
. 21 0 . 2 3 4 7 . 73 (1 . 9 2 8 740 9' 26 .41 -54 .8Z 30 .33 -50 .28 33 .15-47 . 14 35 .&8- 4 4 . 4 4 3 6 . 9 5- 43 . 11 . ' 4 0 . 2 4 4 8 . 74 0 . 9 50 5•• 22.d7-59 . 08 27 .63- 5 3 . H 3l.16-49 .H 34 .38- 4 5 .82 36 .02- 4 4 .08

· 25 0 . 2 5 5 4 . 75 0 .973041 ., 127.31 - 55.1l 01 31 .21- 51 .28 34 .1 2-4 8 .1 5 36.66-45 . 45 37 .93 -4 4 . 12 ." 0 . 9 9 6 2•• 12 3 . 72 - 60 .041 21l .54-54.)4 3 2 .11-50 .33 35 .3~ - 4 6 .83 .n .00- 4~ .0':l . ' 6 0 .2 6 &1 . 77 1 .02 O3. 27 0 .2769., 2 8 . 2 1-5 6 .78 3 8 .92- 45 . 12 . lA 0 .1 8 77 . 78 1 .045 10' 2 32 . 21 - 52 .28 35 . 08 -4 9 .16 3 7 .b4-46 . 4b . 79 1 .07110•• 24 .5 7- 00 .99 29 . 45 -55.)3 3hOb- 51 .)3 3b .3Z -47 .83 37.?8- 46 .IO . 29 0 .2 9 8 6

4' ., 129 . 10- 5 7 . 761 33 .1 5-5 3 . 27 39 .9 1- 4 6 . 13 03 e 003 095 . 80 1 . 09863&.05-50 .16 38 . 02-47 .4 6•• 125 . 42 - 61 .951 30 . 37-56 . 32 34 .01 -52 .34 ) 7 .29-48 .84 38 .9&- 4 7 010 031 0 0320 5 . 8 ' 1 -l270

· :? 2 003316 . 82 !,¡ ';68
•• ., 30 .00 -5 8 .7 4 34. 09-54 .27 37 . 01-51 .17 39.&0 -48 .47 4 0. 9 0 - 4701 4 . ::H 0 . 1478 ." } .1881•• 2&.27 - 6 2 .<¡0 31 . 28- 57.31 34 . 95-53 .34 )8 .27- 49 .8 5 39 .95 - 48 .1 1 . " O oJ e:, 4 1 • ' 4 1 .2212., ., 1)0 .90 - 59 .7 11 35 .03-55 . 2 7 37 .97-52 . 1 7 40. 5 tl-4 'h48 41.89-48.1 '" . 35 D. 3 b 54 . B5 1 .2562., 12 7.12 · &) . tl &1 )2 . 19 - 5 8 . 30 )5 .9 0-~4 .34 39 .24- 50 .8b 40 .9)- 109 . ll . 36 O.; 769 • .6 1 .2933

037 0 .3884 . 8 7 1 .)'3314. ., )1 .8) -60 . 67 35 .99-~ 6 .2 ~ 3 8 . 9 ~ - 5 3 . 1 7 41.57-~0.48 42 .88- 49 . 14
0 . (.00 1 ... 1 .)758.. 03 828 . 00-6 10 .78 l3 .13-'}<¡ .Z & 3b.a7-5S .)3 40. 2 2-51. 9 '.1 4 1. 9 2- !lO.l l

. ~ 9 0 . 4 1 1 8
.,. 1 . "'219

4 7 " 132 .15 -b1 .021 36 .9S-57 .23 39 .9 3-S4 01 & 4 3. 8 7- 5 0.1 10
. 90 1 .472242.5b-5 1 . 108•• 128 . tl9 - bS .691 3 1o .ú7- bO.22 4 2. 91-5 1.1 2 • • 0 0 .4216 ·., I .SZ7537 .8 4-5&. 3) IoI.Z1- 52 .85 . 4 1 0 • .:,1 56
. 92 1 .58QO•• .,

H .68 ~b2 .S7 37 . 'I1 -S8 .2 1 40 . 91- 5501 5 4,.. 81 -5 1 . 14 . 4 ' 0 .41077
• • 3 1 .658 '"9. 29 .18 - b6 .bl 3S .C1 -bl .19

43 .55-52 . 101
43.90 -52 .12 . 4 ' 0 .10599 l . " ':1;1:1038 . dO-57 .)U 4 2 .IY - 53 .8~ ... 0 .47]] •••., ., 1).. . bl - b3 .'>ZI ]8 .b7 -5'i .I~ 4~ .8&-52 . 1 441 .89-50 01 4 410. , 10 - '.1] . lo 1 .•, 1 .83189. 13ú . bl -b7 .'})1

15 .~S-bZ .I'> 4 .. . 89 -'.13 .12 0 . 4 1.' 4 739 . f7 - S ~ . l ll 103 .11l- 51o .8 4 ..,
. 96 1 .9 .. 5~

'0 ., )S . SJ -b .. . 41 . 46 0 .4971
. 97 ~ . 09Z 't

" H .SS - t.b . 4S
]" .II] -bO.17

4 Z. 8(, - ~1.)t. 4S . ~ ] - S4 .47 4b .e ,>-S ) ·I" . ' 7 0 . S 10 l ·., ~ .Z976Jt. .ll'l ·bJ .1l 100 .1 4 ~)'1 .lo 4 4 .1(;. - S S .84 4 ., .1l9-" .. · 11 . 4 ' 0 . 52 ':1; 0
••• Z . 6 4 b ~
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341

1>0
lbO
170
180
1'0

100
110
1>0
1JO
1'0

J
O

10
20
lO
- O

>O
bO
70
80
90

21" C. 57 5
79;> 01."
~1,, ':l ole6

399 .1089
45 1" .917

80<' .9~ó

1l6ó . Q5 '
\12- .5 1,,2
"<;f'l .69n

10~"' .3bE

~lt .3"7

~6q o116

6;> ~ .Q1b

611<' .697
71,,':l .56f

19 . 77 5
5s , 9101"
97 . &52

¡ 102 .!l79
190 .699

9

2 "1 ... . 506
7 ~ 6 .n 7
3 ~ '¡ . 8 n

394 .006
1" l,,~ .327

79(; .890
Bto O. "26
92 7 .~;7

961" . 10;1
10t..7 . 0 77

8
16 .6'16
52 .027
93 .302

138 .2?8
ltl5 .8lB

SO., .1!:l70
56 ' .91,,1
621 .060
6n .961
73'1 .587

13 . 621
411 .165
88 .988

133 .604
180 . 9 51

7

:'93 .831
85 1. . 70<'
9i6 .1 7 c;

Q7e .217
10 l,, 0 . 79 1

2"0 .1"<;: ,,
18 1 .7 11.
331.o .1,, 7 ?
388 .531"
1,, 43 .747

4 ~ 9 . 9 9 3

~S7 0174

615 .211
67 1" .037
733 .'j9 1"

6

7¡n ."7~

S 46 .!:90
<;l O .0~5

c71 .9 flQ
: 0 }1. .')10

l" 9l,, .32~

551 . t..l&
b 09 ."172
668 .121
727 . 6 07

775 . l,, 2(1
.:' 7 6 . ~ 17

32 (; . 136
3 8 3 . 0 7 t..
4) d o1 77

1 0 .7')1
1,, 4 0361
8 4 .711

129 .007
1 76 0116

5

78 1 .nl
8 42 . 4 8 1
90 ~ . 5 3 e

9~ 5 . H it
lO ~ b .2 3 ~

4 88 .66é
5 45 . 6 67
6 0 3 . 53Q
660; .212
771 .6 26

22C' . l"C "1
271 .3·...
323 . 812
37 7. 625
4 ~ 2 .6 1 9-

6 .047
4 0 .62 1
60 . 4 72

1 24 . 43 7
17 1 . 300

10 8 3. 01 7
5 19 . 9 2 7
597 . 715
65 6 . 3 11
71 5 . 6'j)

71S . 40 5
266 .169
318 .501
)72 0169
10 2 7 . 0 70

4

5 .5 1oS
3& . 94 7
7 6 .2 73

119 .896
166 .50 1"

775 .69 1
8;6 .378
897 .b1fJ
9; 9 . 54 8

1021 .964

3
3 .296

33 .34 10
72 .116

l 15 .36S
16 1 .732

477 .377
53 10 .195
59 1 .6Cj9
650 . 4 1(::
709 .687

2 1 0 . 10 25
2bl . 01 7
313 .2 01"
3b6 .7blo
421 .53 2

7b9 .657
~3C .281

591 .5 19
953 .336

1 015 .699

20 5 .106 5
255. 892
307. 9 2 0
361035 1
4 16 . 0 0 5

471 . 7107
5 26 .472
5 6 6 .091
64 4 . 530
703 .7 27

1. 386
2 9 .81 9
68 .003

110 . 9 04
1 5 6. 9 8 2

7b 3 .630
6 2 4 .191
09 8 5. 3 6 9
947 . 1 29

10 09 .439

O.Dae
2 6 .l17
6).9 35

106 .10 ')4
i sz•1St>

200.573
25 0 . 76 )
)02 . 6 50
355 . c;l'j O
41 0.4 88

1066 . 127
522 . 7 se
5 8 0 . 2 9 1
618 .651
697 .715

757 .6 0 9
818 . 106
879 .224
94 0 .9 2li

1003 .184

o
TABLA XI. flnf como función de!

1 2

0. 000
2h 026
~ 9 , lH o;

10Z . 036
147.55 5

195.601
24').661
] 9 7 .1 9~

)50. 56 2
.. 04 . 9 8 3

..60. 517
517 . 053
57 ... . 1099
632 .779
691 .830

75 1 .595
8 12. 018
87) . 086
9)4. 7) 2
9 9b.935

>O
bO
70
80
90

100
11 0
12 0
130
1_ 0

f

O
10
'O

"- O

1'0
lbO
17 0
180
190

0-490

' 00
210
IZO
' 30,-O

1059.66 3
1122 .893
IIBó .59!!
125C. 756
1315 .353

1 :>65 .964
1179 . 24 2
1 19 2 .994
1251 .19P
13 2 1 .636

1072 .270
1135 .596
1199 .)910
126'3 .643
1 328 . 32 3

1 0 78 .561
11 41 .95<'
12 05 .11;9
127 0 . c- t; 2
1 3 ; 10 . 6 14

10 8 4 .89 60
1 1 4 8 .31 (;
12 12 .209
1276 . 54'j
1 3 4 1. 30 Q

: 1~4 .6fl'

12 1 e . 6 23
12fl3 . 003
1 347 .ao~

1097 . '; 1.,
~16 : .0~0

I ?25 .Q/·l
l ;::¡:; :; . 46 1.
13 5 1. .312

1103 .873
1!67 . 43 i'l
12 3 1 .(, 6 4
I?Y!: . '13C
1360 .61<:,l

111 1 . 208
117 1 . e l O
17'" . 89 1
13 0 ' .1,,00
11 6 7."130

11 ¡ .... . ~ 41l

¡1 Iln .207
121" 1,, ."7
130P .87~

1371 .B I,,6

'00
no
"O
210
2'0

" O
28 0
270
,"O
'90

}380 .)65
144S .77 7
151 1 .574
l577 .74 1
16" 4 02 6 5

138ó .l!89
14 5 Z. H ·O
151 8 01 74
158 4 .)78
: 650 . 'H7

1393 . 4 1b
1458 .906
1524 .778
l 5 Q l . (l ¡ 8
1ó~7 .bIZ

1 ~99 .9 IoB

1 465 . 47 7
15;1 .36t:
:597 .Ó61
ió6 4 .2 91

I I"O b . 1o 83
1 47;: . C5 1
1 537 .99 7
lb 0 4 .30 9
167 0 .9 72

~ 1. 13 .022

1 478 .62fl
·~1"l" .61 ;

161C . Q<. 9
1 6 77 . 6 :- ~

:!.1 9 .56 ~

11,,8 ~ .21 C

~<'~1 . 2"'1

1~'~ .~14

: 6 8 " . ~ l,, ~

11.2bll:
1491 . 7C:
1:'57 .85 ~

H2 .:. .n :
169 ! .03to

1"3 2 .6t-4
¡ 4 g e . "1 ~ ~

¡ 5t> 4 . .. ¡:¡
. ~ 3 () . 0? ~

!6" ':' . 73 1.

~4'1" .ll ~

l~OI" .Q77

' '' 71 .1 1'' 0
't> - , ~<; ...

"' 04 . 4 "1 "1

;> JO

"0
no
'80
2"

' 0 0
)1 0
320
330,_O

"O
380
17 ,)

,eo

'"

1711 .135
1 71 8 . )) '"
184 5 . 13 6 3
191) .701
19 8 1 . A" 2

2 050 .277
2118 .997
2 1B7. c;l 9 6

2257 .'65
Z'l b .797

11 ~ 7 .840
17B~ . :)7~

185 2 .1>33
~9Z0 .~ :)!

1 9 a e . 6 72

2 057 .130
21 25 .e85
2194 .Q 1:
2} 64 . 2.'H
2333 .765
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346 TABLA XIII. Valorescríticos de U, el estad ístico de Mann-Whitney .
n, n, a 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001

• 10
13 14 1 5
16 18 19
2 0 2 1 23

11 1 2
1 5 16 11
19 2 1 2 2
2 3 25 21
2 7 29 31

13 14
17 19 20
2 2 2 4 25
2 7 29 3 0
3 1 3 4 36
36 38 41
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"02
71
8 0
89
98

l OO

48

'8
08
77
87
'O

l OO
115
12_

"- 2
' 0
5 '
07
75
8'
92

l OO

35

"' 4O,
72
81
' 0

••10 8
117

'2
- O
' 8
57
OS

"8 1
8 8
'0
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42
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bl
70
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8 7
' b

10'
113
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' O
'8
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"b l
b9
70
8 _
9 1

23
'2-,
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58
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8 2
91
9 9
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31
'9
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55
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'"8b
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10 2

2 1
2 8
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79
87
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20
2 8
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51
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bb

"8 1
88
95
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19
2b

"4 0.,
5 4
b l
b8,.
81

f ABLA XIII (continuación)

a 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001
11 1
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4

5
b
1
8
9

10
11

12 1
2,
4
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b
7

•
9

10
11
12_ 2
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2 5

24
2 9
'4

2 8,
'9
-S

23
2 8

"

20
2 4

2 1
2 7
'2
' 8-,

l b

v

12
i s

b
8

8
11
13
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S
b
7

2,
4

5
b

2,
S

2,
4

2,

7

b

4

,

,

51
02
n
8'
. 3

, O,
113
1"
13 3
1_ 3

3 8
_ 9

"0 8
78
87
97

100
110
12>
1)5

20
37.,
'O
Ob
75..
94

10 '
11 2
121
13 0

25
)5

"
"02
11
8 0
8 9
' 7

l OO

1"
12-

2

"- 2
' 0'9
b7
7b
8 4

"10'
10 9
118

13
2 2
' O
'9.,
55

b'
11
7 9
8 7.,

10 3
1 11

1
2,
4

5
b

7
8
9

10
11
12
13

13

14 1 1 4
2 2 4 2 5 2 1 2 8
3 3 2 "3 '5 11 4 0 101
4 101 45 10 1 50 5 2 55
5 50 54 51 6 0 61 67
6 59 63- 67 71 1) le
7 67 7 2 16 81 83 89
8 76 81 86 90 9 . 10 0
9 85 90 95 l OO 10 " 111

10 93 99 10 4 11 0 11 10 121
11 10 2 l Oa 1)4 12 0 12 4 1J2
12 110 117 123 130 ¡) .. I "J
13 119 126 13 2 131; 1.. 4 153
14 127 1)'; 141 1.. 9 15 4 1()"

tll _'flbul l\, n ..k U en una cola rna all ~ del valo r ~ ritl\o_ h ra un... prueba de dos cob~ ~ unhaan los

:'''m", '."0,"' " ,.,,," 1".'"" ",o '''p''' ' P"' do' b p,"b.b,hd'" '1"' ""beu 'O' ",'om"" ....
.',0;' " 10, ,,,,,'"0de o," m.; cv tr- nca ,,,b" 11." deo. B. 0_" . 1I••J1>oo' 01 S,""""" T.>I"

U"lln- \\l"\k\ 1'1.lbli,¡,m•. ,'lO ., (' 'dlO" \13' '- 196~. C(lfl':~ 'I,Je L.s. -\,,'ml
l

l'nefg) ComIU10n.
~ 'J n . .. ~- ~., .

pC IIlII\U de 1", aurorc v

44
52
bO
b 7,.

- O
4 7
5 _
bO

27
35
_ 2
49
5 b

b'
70

31
' 8
44
5 0
57

2b

"4 0.,
54
b l
b7

2 _

'O
' b
_ 2.
55

18

2'
' 2
'8
"51
57
b_

17

2'
' O
3b
4 2
48
54
bO

•
lb
22
2 7

",.
45
50

'b

14 15 16
19 2 1 2Z
2 5 2 7 2 8
30 32 3 4
35 3B 4 0
10 0 43 46
10 5 49 5 1

1
2,
4,
b
7
8
9

2,
4
5
b
7
8

•

8

10 1 10
2 17 1 9, 20
4 2 4 26 2 7 29 3 0

30 33 ' 55 3 7 37 38 4 0
b 3 9 4 2 44 46 49
1 43 46 4 9 52 54 5 7
e Ioq 5 3 5 6 59 s t
9 "J6 6 0 63 61 6 5

10 b? 6 6 70 7 69 1 4

NOfQ Los alorev c rü¡ b8 1 ) 7 lo 11 8 2
h t _ V ores cnucos están tabul d 1 8 1 8 4 9 0

iI a tl l _ tl2 = 20 Los I - a ~ pUllo dos mut:'muestree U tenga' mute supenores de I~ v 1 ~ ras de tamaños '11 y na . donde n i ' fl2
la colum n:~ están4~e k r mayor que un valor c rÍl~ or~' c rtncos se dan de modo que el edadístico de

asadu en un.. prueba de o etermmado. l.a\ probabilidades qu e e ncabeU
n

una cola y r ..' d 1ep resenta n la prcporcron del arca e ,
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Tablas estad isticas TAB LA XIII (continuación) 349
n, a 0.10 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001

TABLA XIII (cont inuación)
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4 8 'O '3 " >9
9

108 11 4 118 ",
4 .-

10; 114

'3 >7 '1 ' " ' 7 71
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, '3 b 7 71 7> 7 8 83
11 129 1 37 14 , '"

7 7, 77 81 Bb 89 9>
12 139

1>1 ", 1"
148 1» lb' 1"

81 8 7 91 9 ' 10 0 10b
1 3 1"

8

1>0 1> ' 1'7

9 90 9 b 1 0 1 107 1 1 1 118
1 4 1' 1

,7> 181 19'
17 0 17. 187 '94 'Ob

10 99 ice 11 1 11 7 121 ll ~
1> '72 l B' 190 '00 'O, 21'

11 108 "' 121 l2B 13 2 14 1
lb 182 19 3 202 21' 21B 232

12 117 12> 13 1 138 143 l~ l
17 19 3 '0 4 213 22 4 231

127 13" 1" 1 1" 8 1>3 lb 3
18

' 4'

13

2 04 2 1> 22> 23b 243

14 13b 1" 4 1> 1 1>9 l b 4 1 74
".

1> 14' 1>3 lbl lb 9 17" 18'
19 1 18 19

2 31 34 lb " ae

lb 1 l '

3 " 47 '0 >3 ' 4 "
2 27 29 31 32

4 » " 63 61 b9 73

, 37 4 0 42 ,,' 46
, '7 72 7b .0 83 "

4 4 7 'O >3 >7 >9 b2
b 78 B" 89 ' 4 97 1O,

, >7 b l " . B 71 7>
7 90 9b 10 1 107 111 11.

, 61 71 " 80 8 3 88
B 101 10 B 114 1'0 " 4 1"

7 1b 8 ' 8b 91 .. 101
9 "' 12 O 126 In 138 1'"

8 8' 92 9 7 102 10. 11 3
1 O 124 13 7 13 ' 14' 1>1 lbl

9 9b 102 10 7 113 117 12>
11 13b 144 1>1 1" lb4 17>

10 ice 112 118 12" 12 9 '37
1 2 147 1" lb' '" 177 1"

11 " ' 122 129 13> 140 1""
13 1>B lb7 17> 18 4 190 '02

iz lZ5 132 139 146 1> 1 lb l
14 lb9 179 i s e 197 'O, 2lb

13 134 14 3 1"9 1>7 lb3 173
1> 181 191 200 210 21. 230

14 144 1> 3 1'0 lbB 174 lB'
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1> 1> 4 lb 3 1 70 17 9 lB' 197
17 ' 03 214 22 4 23> 242 '"
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18 21 4 226 2 36 ' 4' ,» 271

19 226 '" 24' " O l bS 28 4

" 1 17, ' 8 31 32 3"
20 1 19 'O

, 39 42 "' "7 49 >l
2 n lb ae 39 40
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,
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9 118 ". 132 140 1. 4 ¡, .
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" 132 14 0 1 4 7
11 14 ' 1>1 1>B 161 ", i e J

1» 1'0 17 0
13 142 1>1 1>8

12 1>4 lb 3 " 1 '"0 1" 1"
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200 21'

1~} lbl 169 ". 1", 19>
13 lb' ". 18 4 '"

1> 163 172 lOO
"B ". 197 201 213 '"
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14 220 227 ' .1

17' '83 191 '01 '07 220
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a

0.005
T

15 . 0 04 1
lb . 0 05 1

10 8 . 0010 6
10 9 . OO!! 2

9 1 . 0 048
92 . 00 51

8] . 00 48
84 . 00 52

!! Io . 0 046
55 . 0 05 1

MI . 00 48
69 . 00 53

100 . 0 049
10 1 . 00 53

1 0 ~ . 0 050
110 . 00 53

11 8 . 0 049
1 19 . 00 52

118 . 00 50
129 . 0 05 3

1)8 . 0 0 10 9
1]9 . OO!! 2

"8
1"

a

0.01

• OO ~ 8

. 0 10 ]

T

69 . 00 97
10 . 0 1 ()~

lb . 0 0 ... 10
77 . 0 10 1

810 . 00 9 5
85 . 0 10 1

10 9 . 00 9 7
50 . 0 10 11

55 . 00 9 5
56 . 0 10 10

62 . 0 0 98
63 . 0 10 7

"12 . 0 0 9 3
'H . 0 10 0

Ivl . 00 96
102 . 0 10 2

11 0 . 00 9 5
1 1 1 . 0 10 1

120 . 0 0 9 t:l
121 . 0 10Co

130 . 0 0 99
131 . 0 10 5

1400 . iJ 0 9 1
) 40 1 . 0 10 3

15 1 . 00 9 9
152 • 1.11 (,; 4

,.2
,.3

a

0.025

. 01 40 1

. 0 2 52

T

58 . 0 23 0
59 . 0 2 5 1

65 . 0 2 3 1
66 . 0 2 5 0

89 . 0 2 4 1
90 . 0 2 5 8

81 . 02 4 5
82 . On 3

98 . 0 2 4 7
99 . 0 2 6 3

l U7 . 0 1 Co b
10 8 . 0 1 60

11 6 . 0 1 3 9
1 17 . 0 2 5 2

116 . 0 1 1,, 0
127 . 0 2 5 3

l Co7 . 0 1 39
lCo 8 . 02 ~ 1

1~9 . 01 49
160 . 0 1 6 0

137 . 0 2 40 9
138 . 0 2 6 1

170 . Ol Co 2
1 71 . 01 5 3

• 181
18'

a

0.0.1

. OCo 8 8

. 0 5 0.6

6 7 . 04 7 9
6 8 . 0 51 6

9 1 . 0 4 75
92 . 0 5 0 5

7 5 . 0 4 92
76 . 0 5 2 7

83 . 0 4 9 0
84 . 0 52 3

11 0 . 0 4 9 7
1 1 1 . 0 5 2 ~

I DO . 0 4 7 9
101 . 0 507

119 . 0 4 77
12 0 . 0 50 2

1 5 1 . 0 4 8 1
1 5 2 . OSOZ

14 0 . 0 4 3 2
1 41 . 0 5 0 4

13 0 . 0 49 6
131 . 0 52 1

16 3 . 0 4 9 1
16 4 . 0 5 12

175 . 0 4 9 2
176 . 0 5 12

1 8 7 . 0 4 8 5
188 . 0 50 3

200
2 01

T

nomi nal
an

21

22

23

2 8

3 1

2.

2 4

27

29

32

))

TABLA XIV con tinuación

34

' O

Tablas estadisticas

. 0 0 ~ b 159 . 00 48
35 2 13 . 0 4 8 Co 19 5 . 0 2 10 7 1;~ . 0 10 ':> IbO . 0 0 51

2 1 Co . 0 50 1 19 6 . 0 2 5 1 1 lo~do1VaJOfude T"un
- d TC'{)0ndlt'nle J e 001

cr íncos de T, 37 y 38 , e n la tabla. Las probablhd..1 es ~~r7 tendría UIUI proNbllubd InlerlOr J ;le ~
O 0090 y O 0 10 ' Sin d uda u na vuma de r,:In~o\ de ,T. ba~ de dos rolas en que la hIPO

• . , - : ,.. I subk\:ído. Pua prue • •• rONbllidadt'1 tjllCse considerar ia slg mflcatlva por e crueoo e dueccson. "C' doblan ...\P
d· d üenr en una u ollaaltemauva es que la s parejas po rra n > "O ~ calcula

e ncabeza n 1.1 labia Para tamaño s de muestreo n • 1)-I J/ 1"'11-0-11.. "1'

t...1 - [ T. - ¡- \ :?-I

0.005
T a

1 . 0 0 39
2 . 0 0 5 9

3 . 0 0 4 9

" . 0 06 8

7 . 0 046
8 . 0 061

o . 0 0 39
1 . 0 0 78

s . 0 04 9
b . 0 06 8

1 2 . 0 0 4 )
1 3 . 0 0 54

1 5 . 0042
l b . 0 0 51

9 . 0 0ltO
1 0 . 0 0 5 2

1 9 . 0 046
20 . 0 0 55

2 3 . 0 047
2 4 . 0 0 55

27 . 0 04 5
2 8 . 00 52

32 . 0 0./07
33 . 0 0 54

a

0.01

T

32 . 0 0 9 1
3 3 . 01 0 4

3 . 0 0 9 8
4 . 0 1 37

1 . 0 078
2 . 0 11 7

5 . 0 0 9 8
6 . 0 1 3 7

7 . 0 0 9 3
8 . 0 1 2 2

37 . 0 0 9 0
38 . 0 1 0 2

o . 0 078
1 . 0 1 5 6

9 . 0 0 81
10 . 0 1 0 5

23 . 0 0 91
2 4 . 0 10 7

12 . 0 0 8 5
13 . 0 1 0 7

15 . 0 0 8 3
16 . 0 1 0 1

27 . 00 8 7
2 8 . 0 1 0 1

19 . 0 0 90
20 . iJ I 0 8

a

0.025

T

8 . 0 2 4 4
9 . 0 3 22

)4 . 0 2 2 4
35 . 0 2 5 3

:3 . 01 9 5
4 . 0 2 13

2 . 0 2 3 4
3 . 0 3 9 1

40 . Oleo l
41 . 0 2 6 9

5 . 01 9"
b . 0 2 1 3

o . 0 15 6
1 00 3 12

46 . 0 2 4 7
47 . 0 2 7 3

II . 0 2 4 7
22 . 0 2 9 0

13 . 0 2 12
14 . al 6 !

17 . 0 2 39
18 . 0 2 8 7

10 . 021 0
1 1 . 0 2 6 9

2 5 . 02 4 0
2 6 . 0 2 71

29 . 0 22 2
30 . 0 2 5 3

a

Tablas estadisticas

Valores críticos de la suma del rango de Wilcoxon.

0.05

.2 . 0 4 6 9
3 . 0 78 1

:3 . 0 391
" . 0 54 7

o . 0 3 1 2
1 . 0 61 5

5 . 0 39 1
b . O ~4 7

53 . 0 4 7 8
54 . 0 52 1

35 . 0 4 6 7
lb . 0 5 23

4 1 . 0 4 9 2
4 2 . 0 54 /,

8 . 0 10 8 8
9 . Ofo " ')

30 . 047 3
31 . 0 53 5

13 . 0 4 1 5
14 . 0 50 S

25 . 0 4 503
ze . 0 52 0

17 . 0 46 1
lB . DS4Q

2 1 . 0 4 71
22 . 0 5 4 9

10 . 0 4 2 0
11 . 0 5 2 7

TABLA XIV.

nominal
n a

T

7

9

•

8

,

18

I7

19

i s

12

14

1 1

10

,.
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20 60 . 0 4 8 7 52 . 0 2 4 1 4:! . 0 0 9 6 3 7 . 0 041
6 1 . 0 52 7 53 . 0 2 b6 4 4 . 0 1 0 7 3 8 . 0 0 5 3

Nota Lvta tabla da los valores crítICOS para la prueba de sígníñcací ón (de una cola ) de 13 surna .d::
rango T. obten ido a pulir de la prueba de lo s ta ngos con \igno apareados de wücoxo n. Corno el .e de
exacto de probabllldJd deseado no puede obtenerse enn u loles c rít icos e n tero.. d e T. se .dan d~:ión
estos "a10r('s, y sus I,;On\'llulCntes probabliJdoldes pomcrdo e ntre corchetes el nivel de slgnLfic 1 rt'S
dcwado. A\l, para hallar los valores ~l1/ mflla llvos al 1 % para TI _ I q ll b'iC IVamOS lo.. do s va o
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TABLA XIV continuación Bibliografía
nominal 0 .05 0.025 0 .01 0 .005

n a

T a T a T a T a

227 . 0 48 9 2v' . 024 6 1ti ~ • lJO '>1 6 171 . 0 0 50

" 226 . 0 50 5 2u9 . 0 2 ~ 6 1" . 0 100 17 2 . 0 0 52

"
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Block, B. C. 1966. The relation of temperature to the chirp-rete oí male snowy tree

-, "1 . 0 49 8 'O, . 0 244 312 . 0 0 9 8 29 1 . 0 04 9

crickets, Oecanthus fuUoni (Orthoptera: Gryllidae). Ann. Entomol. Soc. Amer.,

372 . 0 5 10 ,.. . 01 5 1 ,,, • O l u l 192 . 0 0 51
59 ,56-59.

Brower, L. P. 1959 . Speciation in butterflies oí the Papüio glaUCUI group. l. Morpbo-

., 389 . 0 49 7 ,,, . 01 49 '28 . 0 0 Q6 307 . 0 0 50 logical rela tionships and hybridization. Evoltdion, 13:40-63., "'

'90 . 0 508 ::62 . 0 2 56 329 . 0 101 ' 08 . 0 0 52 Brown, B . E ., Y A. W. A. Brown. 1956. The e~ects oí insecticldal poiscmng on t~e

., , o7 . 0 490 " 8 . 024 5 ,., . OO'>' Y . 0 04 8
level oí cytochrome oxidase in the Amer'caD cockroacb. J. Econ- Entomo .,

322
_08 . 0 50 1 "9 . 01 '> 1 348 . U10 2 323 . 0 0 50 49 ,675-<;79. . ied ki

_8 '2. . 0 49 0 ,.. . 0 24 10 ,,, . 0 0 50

Burr, E . J . 1960. The distribution oí Keadall'e score S íc r a parr oí t i ren 1Og!!.

. I,) U9 9 339

-" . 0 500 '97 • 02 '> 1 '" . 0 10 1 ,-O . 0 0 51
BiomeJ.rika, 47:1 51-171. ' f R derpest

.. ... . 0 10 9 '>
C árter, G. R., Y

C. A. Mitchell . 1958. Metbods fo r adaptinJt the Virus o 10

.» . 0 2 101 379 . u Q'-l 8 3" . 0 04 9 bi S ' 128 <) -') ')53
"7 . 0 50 5 _1' • al s 3 380 . u 10 U . 0 0 50

to rab IlB . csence, l_,)_ -_ ' . . ti at the species,,. 96') Blood rum protelO vana 10M

50 ... . 049 ,

Cowan, l. .\1., y P . A. Johnston. 1 _. se . S I lOO!. 11 :131- 138.

.,- . 02 4 7 397 . 00 9 8 '" . 0 0 50
and subspecies level in deer oí the genus Odoco1kw, 11" , . .

." • 050 & _" . 0 2 5 3 '98 . 0 10 1 . 0 0 51 Davis, E. A., Jr. 1955. Seesonal changes in the energy balance oí the gnglish sperrow." .
.-t uk, 72:3SS--U l. rknri n Ein Btilrfl9

Fróhlich , F. \Y. 1921. Grund,tugt nnn' Lebrc 1'0"& LicAt· ~rtd Fa n .
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Blb/iogral ia

, - f t "linl!: the !lOlllOI!:l'IIl'ity uf 11\1 ~l'l./l of 1nf'llhll in
(' \ . , 1,' 11 ]lIli1 \ 11TOr l'1 Uf! nr ( ". 11 'TI('. • . . •• . ) " q l~"

1 ' r .. " ('P Hinmd n r fl , :' (1 : 1... 1 1.
111111 ~''' I'' o ' ,lnll l,. ' ln-i lT I)ohz:h llll~k \' . El;,!'.. Chrlllll11lu~rnJlhic inv- f, _

, 1 .., ' 1 I I l-in«' n-m, 1I1U. •
('llrll 'T,:-i..., " ,. " : 1'il lll1'''n''¡tll lll's.. t m.J . l'h YI , .!IIOmIIWI., I I : II -fJ7

l ' f Url lI ll TY ' \1II1W"1l( U" I .... • •
1-::1 UUI (1 • '. 1" ' ''1' , I¡'s (;" ..;eh ll't'hl.'i\'¡·rll ii:tlll.!-."( ·" der e('bon'lll'n

(' . 1, \ , ......q Ht'l I Tll ~" r.ur .... .01'1" '1 (' , .. ..

1. /.: " il r /' lI. Strll. n,/r" :l .i:l -~1.
.. ,',' l,' ("-'1 ~" '1' 1 10 1\ of Ih o.,ophil f1 mrlflllofJmlftT Ior Ipll~th of larval pcricd.

Huuu-r. ,'. . 1..• t
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