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Prólogo

La fa vorable acogida que nuestra extensa Biometrfa ha recibido d e profesores)' estudian­
tes, y la sugerencia de numerosos compañeros, nos ha animado a escribir esta mas breve
Introducción a la Bioestad ística. Este libro 1'11 dirigido Q los estudiantes de estadística
biológica que deberían poseer una base completa de la materia, requiriendo solamente
una preparación elemental en matemáticas. Esperamos que eí libro sea útil también en
cursos breves de bioestadístíca como los que a menudo se imparten en facultaJes de
medicina y otras escuelas prof esionales. Pese a la necesaria brevedad. hemos conservado el
estilo sencillo de nuestro más amplio volumen y confia mos en que las diversas característi­
cas pedagógicas puestas de manifiesto en aquél, serán también apreciadas en éste.

Muchos de los enfoques descritos en el prólogo de nuestro volumen anterior se repiten
en éste: sin embargo. algunos han sido modificados en [unci ón de las diferentes caracteris­
ticas de los lectores a quienes nos dirigimos. Aunque suministramos esquema.~ de cálculo
detallados para todos los métodos discutidos en el libro. hemos puesto menos énfasis en
los aspectos de cálculos implicados en el tratamiento del material. Esto se ha hecho por
dos razones: en muchos cursos para es tudiantes universitarios. éstos tienen relativamente
poca oportunidad y motivación para la realización de cálculos largas con material biológi­
co de investigación: por otra parte. el desarrollo de calculadoras electrónicas ha revotucio­
nado tanto las metodologías para cálculos estadísticos. que WI tratamiento amplio de las
diversas estrategias para cada tipo de calculadora disponible. caer ía fuera de los objetivos
de este libro y además Quedaría anticuado poco después de su publicación: Por tanto,
confiaremos en que el profesor del curso aconseje a los estudiantes los mejores procedi­
mientos de cálculo a seguir de acuerdo con los medios disponibles.

La materia está ordenada en cap itulas y secciones. numerados según el sistema decimal
convencional: el "umero que precede al punto indico el capitulo y ~I ~ue sigue ,a.éste, la
sección Los temas pueden encontrarse en el índice general y en el ",dlc~. alfab ético. I.as
tablas también están numeradas según el sistema decimal. indicando et prímer numero el
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. 1 . el segundo el "úmero de la tabla dentro del capin/lo. Ciertas tablas especiales
capttuto. ¡ d lb·· · l sid nominadas "cuadros" y están numera os como (a es, tam 1(: 11 segun e SlSl ema

:;;m:l Estos cuadros cumplen uno ~oble ~w~ció,,: ilustran sobre los merod~~ para
iver diversos tipos de problemas bioestadist ícos y. por tamo. pueden ser u rrh::ados

;~ las personas que manejen el libro como modelos apropiados de cálculo. Normalmem e
contienen todos /os pasos necesarios desde el planteamiento d~1 problema hasta el resut.
tado final: por esto. a los estudiantes fam iliarizados ~1J el libro, pueden servir Como
reSlimenes recordatorios del método. Un segundo uso importante de los cuadros tiene su
origen en su utilidad como origi'U1~es. los cuales se multi~PiQbalJ. y el~ tregaba" a los
estudiantes en tos cursos de biometria de los alltores. En el tiempo d isponible de clases es
imposible dar ni la mitad de la materia abarcada en el curso, si ~l ~ontenido de.estas hojas
tiene que escribirse en la pe ana. De este modo, se puede rem uu a los estudian tes a los
aladros v tablas del libro, con el consiguiente ahorro de tiempo y la posibilidad de
dedicar Su atención a la comprensión del contenido de estas hojas en lugar de copiarlas.
Los profesores que utilicen este libro como tex to, pueden senirse de los cuadros de fo rma
similar.

Las figuras están numeradas por el mismo sistema que.ta: tablas .~' cu.a~ros. e igualmen­
te los experimentos (de muestreo). expresiones {matem áticas] y eterctctos (de practico).
Los números de los apéndices ran precedidos de la letra A .

Dado que el interés de este libro reside en las aplicaciones prácticas de la estad istíca a la
biología: las discusiones de teoría estadística se atienden estrictamente al minimo. Las
demostraciones de algunas fórmulas aparecen en el ap éndice A 1Y deben ser estudiadas y
reelaborodas por el estudiante.

Las tablas estadísticas necesanas para /os merados tratados en este libro se encuentran
en el apéndice A..? Suponemos que los estudiantes son capaces de utili:ar tablas matemá·
ticas ordinarias que contengan logaritmos. raices cuadradas y funciones trigonom étricos:
Las nuestras han sido extraídas de un volumen de tablas más amplio publicado separada­
mente (que incluye las tablas matemáticas y a mencionadas), titulado Stat istical Table s de
Rholf y 50"01, W.H. Freeman and Companv, 1969_Estamos agradecidos al editor de estas
últimas Sir Ronaíd A. Físñer, F. RS.. al Dr. Frank Yares. F.R.S. . y a Otiver & Boyd, de
Edimburgo, por permitirnos copiar la Tabla 111 (nuestra Tabla UI) de su libro Stat istical
Tables for Biological Agricultura! and Medical Research.

Al {UUII de cada capitulo se dan ejercicios prácticos para los estudiantes que utilicen el
libro en un curso de bioestadistica o individualmente: De acuerdo con nuestras propias
convicciones, ~stos son en gran parte problemas de investigaci ón reales. Algunos de el/os
por lo canto. requieren bastantes cálculos para su solución.

La mayor parte de lo expuesto en este tex ro, está sacada de nuestro más amplio libro
de btometria: Por sugerencia de numerosos compañeros se ha añadido una nuera sección
de probabilidad. Nuestro orden de exposición pasa. de formo convenciona l. de la estadis­
tu:a descriptna a las diuríbuciones fundamentales)' al contraste de hipótesis estadtsticas
demenca/e1, para luego proceder inmedia tamente al análisis de varianza: El familiar y
rradícilJfIQ/ teJl-t se trata simplemente como un cOJO especial de análisis de varianza y
q~ Telegado a rías secciones de diversos cap itutos apropiados del libro. Esto lo
henos hecho dell.lJerrMiamente por dos razones: ( 1J Es urgente que los estudiantes fe

rel«ionen COI! el análisIS de la varianza /o más pronto posible. ya que actualmente es

esencial para cada biólogo lUla buena base en el análisis de la varianza. (2) Si el análisis de
la varianza se expone y comprende desde el principio, la necesidad de emplear la distribu­
ción· t queda muy reducida. ex cepto para es tablecer limites de conf ianza y otras pocas
situaciones especiales. Todos los test-t pueden resolverse como análisis de varianza y
muchos son miÍs informativos ruando se realizan como tales. IAl cantidad de caículos es
generalmente equivalente.

En otros temas nos hemos preocupado de introducir nueras y mejoradas técnicas,
haciendo miÍs hincapi é en estas que en m étodos anteriores que 1I0 S parecen menos adecua­
dos. Ejemplos notables de tales innovaciones son: la adopción del procedimiento de tests
de comparaciones múltiples a posteriori y el empleo del en odtmco-C para el análísís de
frecuencias. en lugar de los tradicionales tests chi-cuadrelo que. por lo tanto. tratamos
menOS ampliamente.

Agradecemos a los Profesores K.J. Sonletm er. Theodore 1. Croveuo.y Albert J. Rowel/
sus amplias observaciones sobre la rersión inicial del manuscrito. Los Profesores Arnoid B.
Larson y Gunter Schlager nos han proporcionado valiosas observaciones en el borrador de
este libro. Estamos agradecidos también a Edwin Bryaru. Dav..id Fisher, Koichi Fujü, John
Kishpaugh y David Wool por la comprobación esmerada de la exactitud numéric~ de
tablas l' esquemas. Nuestras esposas. Julie y Pat. nos han ayudado mucho en el trabaja d~

redacción. )' nuestra secretaria, Mrs. Ethel Savarese. ha sido imprescindible para conseguir
la puesta en prenso del manuscrito.
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Stony Brook. New York Roben R. Sokal
F. James Rohlf
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CapItulo 1

Introducción

Este cap ítulo inicia el estudio de bioestadística. En principio se definirá este campo en si
(sección 1.1) . Luego se revisará breveme nte su desarrollo histórico (sección 1.2). La
sección 1.3 concluye el cap ítulo con una discusión sob re las aportaciones que la persona
adiest rada en estadíst ica hace a la invest igación biológica.

t .1 Definiciones

Se define la bioestadisrica como la aplicación de métodos estadistícos a la solución de
problemas biológicos. También se le llama estadisttca biol ógica o biometria.

No se puede comprender bien la definición de bioestadística sin definir previame nte la
" estad íst ica" . Es una ciencia cuyo nom bre resulta familiar incluso para el no profesional.
El número de defin iciones que se pueden encontrar está limitado solamente por el núme­
ro de libros que se desee consulta r. En su moderno sentido se puede defi nir como el
estud io científico de datos numéricos basados en fenómenos naturales. Tudas las parle s
de esta definición son impo rtant es y merecen resaltarse.

Estudio cient ífico: se considera de gran interés el comúnmente aceptado criterio de
validez de evidenc ia científ ica. La obje tiv idad en la presen tación y evaluación de datos, y
el código ético general de metodología cient ífica deben tene rse en cuenta constantemente
para no de spertar el viejo bulo de que " los números nunca engallan, sólo los estad ís ticos

lo hace n".
Datos: la estadística trata generalmen te de poblaciones o grupos de individuos; por lo

tanto, maneja cantidades de infonnación, no un simple dato. Así. la medida de un 5010
animal o la respuesta de una sola prueba bioquímica generalmente no serán de interés.

Num éricos: si los datos de un estudio no pueden ser cuant ificados. no serán tratables
po r análisis estadísticos. Los datos num éricos pueden ser,"medidas" como la longitud o
anchura de una estructura o la can tidad de una sustancia química en un fluido corporal, o

I
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2
IntroduCCión

-

Introducción 3
"" corno el número de- cerdas o el número de d ientes. Las diferentes clases de

.-,;uent3S ... .... . 1 ...
. bies serán dix-utidas con detalle en el caprtu 0 ._ 0

••

vana . rural: se U$.1 este t érmino en sent ido amplio . incluyendo lodos aquellosFt'raJ meno M ..,. . . ..' I
_ . "en en la naturaleza animada e inanimada sm e cont rol del hombre veventos que ocu .._.' .'

" 00<evocados por el cient rtrco \ parcialmente bajo su cont rol. como en Unadema s.. aque . . ._ . - . '.
experimenlO. Los diferentes cien t tt iccs se interesan por .d l.fecentes cat~gorJas de. fen óm-.

_ rurales oero todos estarán de acuerdo en que el chirrido de lo s grillos. el numero de
no~ na 14K . t'~ . .

. - ntes en una vaina. y IJ edad 3. que madura un pollo . son tenomenos naturales. El
~: de las ratas mo resp uesta a la adrenalina o la velocidad de mutación d el maiz
después de la irradiación pueden. no obstante . ser "ronside~~dos. naturales. aunque el
hombre ha interferido el fenó meno mediante su expenmentacron. Sin embargo . lo s biólo,
sos en general no considerarían romo fe nómeno natural el número de equipos estéreo alta
fidelid~ comprados por personas de diferente condición en un año . aunque los sociólo­
ros \ los ecóloec s humanos también pueden considerarlo y creen que merece es tud iarse
La ';'ndio:ión "fenómeno natural" se incluye en la definición de estadística con el fin de
remarcar que los fenómenos estudiados no son fenómenos arbitrarios sometidos a la
voluntad v control del investiaador. romo lo está el número de animales empleados en un- -
experimento.

El termino "estad¡ ICO" se emplea también en otro sentido . aunque relacionado. Se
reitere a cualquiera de las muchas cantidades estad ísticas calculadas o estimadas. tales
como la media. la desviación típica. o el coeficiente de correlación. Cada uno de éstos es
un estad¡ . .

l .: Desarrollo de la bioestadfstica

El origen de la estadística moderna se remonta al sudo XVII v de riva d e dos fuentes: la
primera de ellas se relaciona con las ciencias política; y se presentó como u na descripció n

antnativa de varjos aspectos de los asu ntos de es tado (de ah¡ el t érmino est ad íst ica).
Esta materia también se denominó ar itmética política. Las ta sas \" seeuros motivaron q ue
la ge~te llegara a inte resarse en problemas de censos, longevidad -y mortalidad . Tales
e u.dK>s alcanzaron una importancía creciente especialmente en Inglaterra . país que pros­
per~ dura~te el desarrollo de su imperio. John Graun r (1620-1674 ) y William Petty
(l6_~.168 ) fueron los pioneros de la estadística v o tros sigu ieron su línea.
b Prácucameme al mismo tiempo se desarrolló la segu nda-raíz de la es ta d ís tica moderna:
da~T1a matemática de !a probabilidad . nacida del inte rés por lo s juegos de azar entre las

!Ie:~comoda as de la epoca. A esta teoría hiciero n apo rtaciones importan tes lo s trance­
:ulli ;76~~~ 06,3,166'1 Y Pene d. Fermat 0601-1665)" Un suizo. Jacques Ber­
Ce 05). puso los ctrmentos de la moderna teoría de p robabilidad en Ars
r-';~«. ',andl"IPUbhC¡do después de su muerte . Abraham de Mo ivre ( 1667. 175.H. francés
..... n e en ngl.¡terra fue I - .
e probabilidad . e primero en co mbinar ~a estadística de su época con la teon a

apr mar b en - resolvendo problemas de anualidades. De Mo ivre fue el primero en
1 n e ·m 10 portante d nbuClOn normal por expansión de la binomial.

_ posterIOr paT1 el desanoUo de la estadísltca surgIÓ de la astronomía. en la
¡¡ \tf\'aclOnel mdlvdu¡Jes tenían que hacer~ encajar en una teo ría coheren·

te. Entre lo s líderes en este campo se cuentan astrónomos y matemáticos famosos del
siglo XV III . tales co mo Pierre Simon Laplace (1 7-l9·1S':7) en Francia y Kar! Friedrich
Gauss (1 77 7·18 55) en Alemania. l a última aportac ión a la estadística es el método de
m ínimos cuadrados. que se tratará en posteriores capitu las de este libro .

Se cree que el prime r personaje importante en bioestad fsrica fue Adolphe Quetelet
(1 7Q6-I S7-l) . astró nomo y matemático belga. q ue en su trabajo combinaba los m étodos
teórico s ~ p ráct icos de estad istica ~ los apl icaba a problemas de biología. med icina. y
sociología. r\ Francis Galton ( 18'::·1 911) primo de Charles DaN in. se le denominó padre
de la b ioestad íst ica y eugenesia . dos materias que estudió inte rrelacicnadamente. Lo
imperfecto de las teor ías genéticas de Darwin estimuló a Galton para intentar resolver los
problemas de herencia. La rnay or contribución de Galton a la biología es su aplicación de
la metodología es tadística al análisi s de la variació n biológica . aSI como el análisis de
variabilidad y su estudio de regresión y correlación en medidas biológicas. Su esperanza de
aclarar la s leyes de la genética por med io de estos procedimientos fue en vano . Empezó
con el material má s difícil y con suposiciones erróneas. Sin embargo. su metodología fue
el fundamento para la aplicación de la estadística a la biolog ía. Karl Pearson lI 8S-·1936).
en el Universitv Colleee de Londres. se interesó por la aplicación de m étodos estadisucos
a la biología. particularmente en la demostración de la selección natural. por influencia de
\\" .f .R. weloon (186()'1 (06). zoólogo de la misma institución. A Weldon se le ha atribui­
do incidentalmente la creación del término biometr ia para el tipo de estudios a que se
dedicaba. Pearson continuó en la tradición de Galton y sentó las bases para gran parte de
la estadística descripti..'a y de correlación. En este siglo la figura dominan,te en eS13dísti~a
v biometr ia ha sido Ronald A. Fisher t 189Q-196:). Sus muchas aportaciones a la tecrra
~stadística serán ob..-ias incluso para el que hojee por en cima este libro. . .

Actualmente la estadística es un campo amplio y extremadamente acuvc cuyas aplica­
ciones co ncierne n a casi todas las ciencias e incluso a los estudios de humanidades.
Constan temente se están encontrando o tras y nadie puede p redecir de que rama de la
estad Istlca surgirán nuevas aplicaciones a la biología.

1.3 Punto de ..-is ta estadíst ico

La crecien te importancia y apli cación de la e S ~Jd ls t ic3 ~ los ~Jtos biol ógicos es e":ident~
incluso al examinar de pasada cualquier re..-rsta de bl~logl~. __ Por que ha habido u.
incremento tan marcado en el uso de la estadística en biclogfa? . \ p a.rt n ~eme n te ha SUrgl~

d I b -- d que en biologia la acción reciproca de ..'ara bles de caUS3 )
o por a compro acjon e . . . . lo XL' E

re uesta obedece a leyes que no están en el modelo clásico de la f ísica del igro . - n
e sigl b¡_1 • Roben Maver, Helmholtz. y otros. tratando de demostrar que !?S

ese SI o. 10 ogos como .. _ . .. . d ron 3 ·rear la ímpresscn. •• . t- Smenos ItSl("V\Ulmll.'OS. 3" U a l.p rocesos biol óaicos no eran SIDO enom "~"1 '. reducid .
. - .. al . la fJ.Iosofía natural que hablan p UCI o un prog~e

de que los m étodos experunent es) . ' itados plenamente en biol ra.. . f' . deber ian r um ;u.. -
so tan espec tacular de las ~1~~CLaS meas. d vista fue confundida con el movimiento
Lamentablemente. la oposlclOn a este punto e

vi talis.ta. que condujo 30_~eorías LmP.roducti..-aS.
ido

hasta entonces la rradjc íón de conceptos
A SI pues. muchos_blOlogos hab~an . ~anten detemunisu,s. mientns los fisiros.. debido 3

de pensamiento estTlctamente mel.3mCIStaS )

- - - - - - - - -
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sus ciencias eran más refinadas y tra taba n co n partículas má s "elementales" , recurrie.que . • r '
lantcamientos estadísticos. En bio logfa la mayon a de Jos reno menos se ven afectados

rcn a p " ". do no id ifimuchos factores causales incont ro lables en su vanac ion y, a me nu o no J entl lcab les.
~ " . " bl d "La estadística es necesaria para medir tales fenomenos vana es con un error pre ecible y
ara descubrir la realidad de mínimas pero importantes diferencias.

P Una mala interp retación de estos pr incipios ha llevado a algunos biólogos a pensar que,
si las diferencias inducidas por un experimento u observadas en la natu raleza no SOn tan
grandes como para poder ser ap reciadas ~or s~ple inspección (y por tanto,sin .ne~s id ad

del análisis estadisucoj.nc vale la pena investigarlas. Hay pocos campos autenticng de
investigación en los que la estadística sea innecesaria debido a la naturaleza del fenómeno
estudiado.

Debería subrayarse que el pensamiento estadístico no es realmente de diferen te tipo
que el pensamiento científico disciplinado ordinario, en el cual t ratamos de cuantificar
nuestras observaciones. En estadística expresamos nuestro grado de co nfianza o descon­
fianza como una probabilidad, más que como una vaga afirmación general. Por ejemplo,
los biólogos hacen habitualment e afirmaciones de que las especies A son más grandes que
las B, o que las hembras se encuen tran más frecuentemente en el árbo l M que en el N.
Tales afirmaciones pueden y deber ían expresa rse más precisamente en fo rma cuantita tiva.
En muchos aspectos, la mente human a es una máquina estad ística ex traordinaria que
absorbe muchos datos del mundo ex terio r, digiriéndolos y arrojándolos en forma resumi­
da. Sabemos por experie ncia que cie rtos sucesos ocurren con frecuencia y o tros raramen­
te. "Un hombre que fuma" es frecuente mente observado, " un hombre que resbala en una
piel de plátano" es raro. Por experiencia sabemos también que los japoneses son más bajos
que 105 ingleses y que los egipcios son más morenos que los suecos. Asociamos trueno con
relámpago casi siempre, moscas con basura frecuentemente en verano, pero es extremada­
mente raro asocia r nevadas con el desierto meridional califo rniano. Tales conoc imientos
nos llegan como resultado de nuestra experiencia en la vida, tan to d irecta como indirecta­
mente a través de ot ros, por comunicación directa o por med io de la lect ura. Todos esos
datos han sido procesados por el ce rebro humano, extra ordina rio computador q ue pro.
porciona un resumen. Este resumen se rev isa co nstantemente, y aunque ocasiona lmente
dc.fectuoso y equivocado, en conj unto es sorprendentemente bueno ; es nuestro conocí­
miento del momento.

. Aunque la estadíst ica apareció para sa tisfacer las necesidades de la investigación cientí­
ñca, la evolución .de su metodología afec tó a las ciencias a q ue se aplicó . Así, por un
pro~!() ~e retroalImentación positiva, la estad ística, creada para serv ir las necesidades de
l~, ciencias na turales, ha afectado a la filosofía de las ciencias bio lógicas. Para ci tar un
CJemp.lo : el análisis de la varianza ha tenido gran efecto influenciando en los tipos de
expenmentoj real izados por los investigadores; toda la ge nética cuantitativa uno de cuyos
problemas el la separació n de efec tos genéticos y ambientales cuenta co n ;1análisis de la
vananza y mucho, ro t d é ' " .', , , ncep 01 e gen uca cuant ita tiva han Sido elabo rados dire ctamente
en torno al análiSISde la varianza.

Capítulo 2

Los datos en biología

En la sección 2.1 expondremos el significado estadístico de los términos "muestra" y
" pob lación" que seguire mos utilizando a lo largo de este libro. A continuación entrare­
mas en los tipos de observaciones que obtenemos del material de investigación biológica,
con los cuales realizaremos los diversos cálculos en el resto del libro (sección :! .2). El
grado de exactitud necesario para la toma de datos y el procedimiento para redondear,los
números se discutirán en la sección 2.3. Entonces ya estaremos preparados para conside­
rar en la sección 2.4 ciertas clases de datos derivados, frecuentemente utilizados en
biología, tal es como razones e índices, que representan prob lemas peculia r.es ~on ~e specto

a su exactitud y distribución. Es importante saber ordenar los da~os en ~..stribucicnes de
frecuencias, porque tales ordenaciones nos permiten sacar una Im.rreslOn glo.ba l. de .su
aspecto general y presentarlos para procedimientos de cálcu.l~ post efl~re s..L~ s dlStf1b u~I~­
nes de frecuencias así como la presentación de datos numencos se d lsc~t l ran en la proxI­
ma sección (2.5) de este capítulo. Por último, en la sección 2.6 describ iremos breveme n­
te el tratamiento de los datos para el computado r.

2. 1 Muestra s y pob laciones

. ' . rios pa ra una compre nsión de
Vamos a definir ahora varios termmos ímpc rtantes ntce~ t basan en observaciones
los datos biológicos. En bicestadistica. genera lmente os la os .~ u d de muestreo

. didas tomadas de a mlnuna unlUa .
individuales, que son observaciones o me l • . nidades de muestreo son tarn-

. . nte estas mIOmas u
Con frecuencia, pero no ~ece~J1~m.e udi . S· esarnos 100 ratas, el peso de cada
bién ind iv iduos en el sen t ld~ biol ógico or 1~~IO·I~rataSjUnlOS representan la muestra
rata es una observación mdivjdual; los pesos ~ as d obsenaciones índívíduates seleccio­
de observaciones. que se define c0".'l0' un conJunro e lo una observación índivid ual está

dim í specifico En este ejernp ,liadas por Ufl proce ",uenro e..,, ~ ,
5
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b d un individuo en sent ido bio lógico. esto es, una rata ; sin embargo, si hub iésemos
asa a en . 'd de fi 1estudiado el peso de una sola rata a traves de un peno o . e tie mpo, a muestra de

observaciones individuales esta ría constitu ida por los pesos registrados e.n una sola rata en
ntos sucesivos. Si deseamos medir la temperatura en un estud io de colonias de

~:;'~gas en el que cada colonia es una unidad básica de muest r~o . la te~peratura de cada
olonía es una observación individual y la muestra de observaciones esta formada por las
~emperaturas de todas las colonias c~nsideradas. Si, aceptamos que una e~~im~ d~1 ~On teni.
do en DNA de una célula espermática de mamffe rc es una observación individu a] . la
muestra de observaciones puede estar constituida por las est imas del conte nido en DNA
de todas las células espermáticas estudiadas en un mamífero. Un sinónimo de observa.
ción individual es ítem:

Hasta el momento hemos evitado cuidadosamente especifica r qu é variable particular se
estaba estudiando. porque los términos "observación individual" y "muestra de observa­
ciones". tal como se han utilizado anterio rmente. sólo definen la es truc tura pero no la
naturaleza de los datos en un estudio. La propiedad real medida por las observaciones
individuales es el carácter o variable En estadíst ica general el término más empleado es
variable; sin embargo. en biología se utiliza frecuentemente como sinónimo la palabra
carácter. En cada mínima unidad de muest reo puede medirse más de un carácte r. Así, en
un grupo de ~ 5 ratones podemos medir el pH de la sangre y el número de eritrocitos.
Cada uno de los ~ 5 ratones (un individuo en sentido b io lógico) es la m ínima unidad de
muestreo: el pH de la sangre y el número de células roja s serían los do s caracteres
estudiados: las lecturas de pH y los recuentos de células son observaciones individuales,
dando lugar a dos muestras de 25 observaciones o una muestra bivariada de 25 observacio­
nes, cada una de las cuales se refiere a una lectura de pH asociada co n un recuento de
eritrocitos.

A continuación vamos a definir población La definición biológica de este término es
bien conocida. Se refiere a todos los ind ividuos de una espec ie de terminada (o tal vez de
una etapa del ciclo vital o de un sexo dete rminado) que se encuentran en un área limitada
en un momento dado. En estad ística, pob lación se define como la totalidad de observa­
ciones individuales sobre las cuales se hacen inferencias. las cuales existen en cualquier
parte del mundo o al menos dentro de Ufl área de muestreo claramente especificada,
limitada en espacio y tiempo. Si se toma n cinco ho mbres y se estudia el número de
leucocitos en su sa ngre periférfca.con la intención de sacar conclusiones sobre todos los
hombres a parti r de esta muestra de cinco, en este caso la población de la qu e se ha
extraído la muestra representa los recuento s de leucocitos de tod o s los varon es de la
especie lIomo sapiens: En cambio, si se restringe a mue stra más est rechame nte especifica­
da, como por ejemplo cinco varones chinos de 20 años, limitando las conclusiones a este
grupo particular, la población muestreada estará const ituida por los números de leucoci­
tos de .todos los va rones chinos de 20 afias. En este sent ido estad íst ico, la población se
denomina a veces universo Una población puede referirse a va riables de un conjunto
COncreto de objetos o individuos como.por ejemplo. las lon gitudes de la co la de todos los
ratones blancos del mundo, los recuentos de leucocit os de tod os los varones ch inos de ~O
anos. o el contenido en D~A de todas las células espermáticas de hamster: o bien puede
refe rirse a result d d . . . d ia os e expenmentos tales como las Frecuencias de latidos car iacos
producidu en cobay . .' . ~. 1 ·6as por inyecciones de adrenalina. En los pnmero s casos, la pob aCI n

es ge neralmente finita; aunque en la practica seria imposible obte ner, contar y examinar
todas las células espermáticas de hamster, todos los varones chinos de 10 anos. o todos los
ratones blancos del mundo, estas poblaciones son en realidad limitadas. Ciertas poblacio­
nes mas pequeñas tales como todas las grullas de una especie determinada de Nortearn é­
rica o todos los geómidos de una colonia determinada. pueden someterse perfectamente a
un censo total. En cambio , un experimento puede repetirse infinitas veces (al menos en
teoría). Así por ejemplo, la administración de adrenalina a cobayas podría repetirse
mientras el experimentador pudiese obtener material y su salud y paciencia resistiesen. La
muestra de experimentos realmente realizados es una muestra de número infinito de
experimentos que podr ían realizarse. Algunos de los métodos estadísticos que se van a
desarrollar posteriormente distinguen entre muestreo de poblaciones finitas e infinitas.
Sin embargo, aunque las poblaciones son teóricamente finita s en la mayor parte de las
aplicacio nes biológicas, generalmente son tan ~peri~re~ ~ las muestras extraídas de ellas,
que de hecho pueden considerarse como poblaciones infinitas.

2.2 Variables en biología

Cada disciplina bio lógica t iene su propia serie de varia~le s que ~uede incluir meJida.s
morfológicas conve ncionales. concent racione~ de su~tanc las en fluidos corporal~ s : veloci­
dades de ciertos procesos biológicos. frecuencias de ~Iert.0s . su:esos, com~ e~ gen~t.l_ca y en
biología de las radiaciones, lecturas físicas de maqumana aplica o electrónica utilizada en

investigación biológica, y otras muchas. . I
Ya hemos hecho referencia a variables biológicas de un modo general. pero aun no las

hemos definido. Definiremos una variable como una propiedad ~" respe~to a ÚJ cual. os
individuos de una muestra difieren de algUn modo verifícab íe: SI la propiedad no dlfl~~e
dent ro de una muestra que tenemos a mano, o al me~os entre las muestr?s que : ~~ an~

. d d lnterés estadístico. Longitud. altura. peso, numero e le
estudiando,. no pue. e ~r e 1 enoti os son ejemplos de variables en grupos de crganis­
tes, contenido en vítamma C Y g,. P " diferentes No lo es en cambio. la horneoter-

di 'os genética y fenct ipicarne n e l·' . .
mas or man '. on todos iguales a este respecto. pero SI sena
mia en un grupo de mamlferos, puesto que S if

. 1 1 tura corporal de marr neros.naturalmen te una variab e a temper? . "
Podemos div id ir las variables biologlcas como sigue :

Variables

Va riables medibles
Variables continuas
Variables discontinuas

Varia bles c1asificables en rangos
Atr ibutos

, diferentes valores pueden expresarse ~e
Variables medíbíes $On todas aquellas CU.

lO

d
s dos clases. Las primeras. llamadas )'ana-

d J Pueden ser eforma numéricamente or ella a.
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2.3 Exacritud y prec¡ ¡,oH! tit-Io dato

" 1 x.a~ l l lu d" y " precr Ion" ~ u I I I I/~n corno ltlIJJlIJI)lJ' en el I nXuaJc lJ ld lnllfl l), peru en
estad! II(,;a los defi nnnos rna ngu rosamen te /- X.Ot ntud n la prlJlwmd. d de un valor
medido o calculado a u ve rdadero valer: pff'f Inm e 11 ptoJt nrud.d de m dldas ,efM:lldu
de 101 mi,ma canlldad. l 'lla halanl a ~$gada peto n ¡hle puede dar pt'IOS ItIUll tOS pero
precI~ IS . Una hab rJl.<1 pOW \Cnllh le puede dat por a/.•u una lecl ura ex"l. q ue, no oh tan
Ic, IC lá unp,cci \:l , PUCIIo que .cría Imp¡J Ihl que al repelu I1 medid. du."W: un pe"'J
igualmenle exal lo, A menos que un In Irumenlu de rnedltJ.1I " Ii .e gado, 1.. precl lún
co nd UC irá a la cx al,; l ilud. I'or lo lanlo . el necc: lano OCU P.1l lW: pnnclp.lrnenle de 1.11 pnUlera ,

Dc ordlllaflo pcfll no neCC: 5allarnente, las va uanlel plCC I....1 \un numcwl enleru , Ad ,
cuando I,;mllamo$ l:uallo huevo. en un mdo. 1I hemol COfJ t .1ldo cOf red .a rnctlle no hay
duda accCt;a dcl lIúmero eX;ldo de huevos; el cualtu. "' Ire' llJ , mCH, y c.Ialarnente flfJ
pe)dlia ser , Ualrl) m~s 1) lIIeno l ulla p"rte fraccionanl . l,.a l val ll hle. IIlcrisl¡r.;.a1 1( miden
generalmell tel:lllno númeltJs exaclos. AJ parecer , b s van.a bles conlmuas que: deuvall de
las mcrísli C¡l s, haJo cierla l , ondic iones pueden le t lamblén uúmcrol exaltol . I}or eJcrupli"
las ralUIlCi cnt re númerus cxaclUl lon también exactal. S¡ en ulla (;o lo llla de .1IJumalc l hay
IK hemhral y 12 macho l , la ralón de hembras a m.a (.iluI el 1.5, Ull.a vallallle (,;lJJltIllU;¡ y
adem;í s un nlJmcro cxaclO,

Siu clJ1ha rl(o , la mayoría dc bu villlable , c;.onllll ua¡ IOn .1Iproxlln:.du, W Il ello qucrcmol
lIldicar que el valur exalto de la medida Individual (la variante" el dc\OOuo(ldu y pHJiJa.
blementc im[)flsihle rJe CIII]l), er. La úlllm.1l cifra de la medida Impilcaría prt"116n, ello ti,
J¡Ji Iíml1CI entre 101 cua les creemol que: se encuentra la verdadera lnedlda. Ad, una
medida Je 12.3 mm Implica que la verdadera long¡lud de la estructura euá enlle J2.~5 Y
12.35 mm. I:nHc u o, limlll'! Ilnp/hllOI, no sabemos donde ellá uacl.1lme:nle la I:JtlgJ1Ud
real. PodcrnOl preglJnt<lrno donde caer ía una medida euela de 12.25, ,no seria Igu.aJ·
menle probahle que eltuVIe:tc en cualqUIera de: la. dOI c1alC's 12.2 o 12,3 lo eU,1I1 JlO

, h' co" to ovro cuando lnolamos un numeroresolverla e,;la Iluacl6n? 1)" o argumtn o es ro
cn mo 12.2 l) 12 .3 damos 1 entendel que ya le ha tomado la decisiÓn de ponello enbJa

1 f 1,'" " 'C ' "O no hl tonudo arbltlallamenle .no que pro a·
C ale uVCr Mil l) In eour uc

blemenlc: h~ ba~rJl) en la me,ur meduia obtemblehubltiC podido obte:ner clalamente un
SI la escala de Incdlda fuete: tan preclu que: le al I

valol de 1 2 ,2 ~ . c:nlonlX la medida debería haberte regulndo on,m menle con cw ro

ra co rno "pobre neu t 11,. .oJ flolI;u)., L._ d 11 I
'10..1\ e afT'J ;u IJ

cunve rucntcmcnte l lhado come I )' 1
t n t émunu 110 e pl~ ..di, un C' l'(./ fW " 'f J n 1L I 1, 1 e I Ioro'J ulllJa rrmOl pan refenmo ..

una uruca t'C IU I.. r cu nlo u »b rYau"n de u LI d d
d

• d 1 1 na vanan (' elcffnma. A { 1 tenemo
me lual e a ollv,lltJd d la (ola de lUK 1 1011 ' " 1 I tud d 1 1 'I • IJlJllI U • '0 a ra una vanable
COII1UlUa y cada una d la (IIlU' 10 dldu de IIJnkJ lud rí un. Vl flanlt' I u e le MmJ de
te lo u)enll fllarnol la vanabl flIH klta mayo ula reud I L 1 Yr-: .. U ImulI IJ 1m.. ulmu n
que puede re presentar longuud de la ola de raton I na vana nte tefenr .. .. una
med ida de III Il KI1 Ud dete rmmada ~ ¡ t' la In dada de 1.011. dIol n l1m I r. la del
cua rto rat u n de uue Ira mue ' ,a

I () ~ d'J loH , ,, /JlfJ/f)(j ld

4
1

74
~ ,)

F"·f /II '1If ltJ

ÚUl t' to IIJI .. I Jt' tal/me:

( 'olt"

In (ttl!lJ l UJJ. 1" .. lnhullJ p d
Jklr t' 1m d ' ue t'u Ir ~Ul lormat!toe etl v:mahlc I de ' a ¡\ SI, lo

f" n U"n lltlnal en 1011"11 d d dvart.ahl tnerl,hlr () ., u e 011 .11 lJ v.. loI del dl"l.:u de co lo res que ¡OIl
lflJ ..lnhulo J"'- plll I d n.ImVl'rlu tU vllllahl I I I 1) el le I ahncadi" u ordenados plle e

l' Ca l Ka ,It' 1'", el" 1 Lnp 11 , Irel allllluto relC:lcnlt' a uJla ellrUCIU

1, 4" r;l1 " ilé,.l, . en l(,CH ía I'Ul· c.! CJI tornar U1I uúmc¡ u 1IIIIIIII u d
hit" foil/mili/! , .. JO ,1 . 1 . 1 _1 e

d I Jelcrull ll adIJ" " UI ejemplo, enuc JiU c u meuur a d e hHllI'lI ud J
\ aIUlI" I Cll l l ti flllll lJ . 1

I,t I L111 p odr {a n med use mi l/IIt:l luugl1uJ c l .u cmpr c q ue 'le Clit uv¡Che ul PUC\l lJ ;1 h:JLt'r1lJ

~ t.l' dI pu II w: de un 111 lodo de (;a llbr,HJu l uIH.: IC II 1C UlC II 1C pI C'I ~J par a llh le ne l ,aIt'
flll:' l,lId. (U.. lq urcr valu r de una vanable conuuua 1 ¡jI l.: oUl~ ' 1.57 111m de luugu ud l ' Pll' IlJ
tanto una lJ Jl lUX lln;¡(lÓn al valo r exac to, «(UC' en f;l P, ¡j LI H.;a e unpo srhle de 1,;0110(,:(' ,

MUL"éI el la vall;lhlr e lUdl:ldu eu tHolo~p a ~JJl vanahle LO" I IJl~a • come, I>fH cJc mplcJ
la IOlll(lluJe . ,lt ca • voll:'JIIt llCi. PC!ítlJl. J Il,l(u lo , ICJllJuC! .. IlU íJ • pcr iu do de ncmpo fllJl

ccnt aje y velocrdade
111 w Jlllapel urou a b vall"hles conunuas e 1.1n la vanahtcs (¡'\(O ll tl ",J(/~, ClJlIlJl l(,b

l .. mbieu CUIfIO lJtJ"ilhlt's JIJif(l/JJ o mrristicu s: I las, ",Jo llenen vil hHel nUlllellt; l)S liJO
III po rble valuI s IIIl elllled ll.u A 1, el número de 'lC~ fIlc ll l() en UII ap éndice de UII

in secto puede \(1·1 5 o t, pt'w nunca 5,S o ·1,3. Ljemplu (.11' varrab le disconunua s am
lo números de ( Ie rl;n e nucturas ( 'lCKlJIetllO , cerdas. d lelllc' .) gláud ulus}, el número de
cria el número de (uJO III.1 de nucrourgaur mos .) anunales, o el número de planta s en un
cuadrado deter IIIJ1ladu

AI¡': IJII.n vauables IIlJ pueden medu w pero al menos pueden urdeuarsc o ulmcarsc pi" W

magmtud A í , (' 11 un u perllfH: 1l10 'loe puedc le ~p tral el ordcll de CdO~ I"Hl de dlel pupu ,
Ul r [)((llJlal el molllento exal ltJ r fl que tillO cdnlÓn , ada una . I ~n lal es C ~HiOS di plme·

IIJU S los dalol w mo UHa l·tJTlah"· tlO l/!/( ah/f' f 'IJ rango s, el o ldc n de cdos lún. Se han
dt'\:Jrrollado rn lOdo e~pr( la ll' para ahlHd ar lah:1 varlahles, de IOli <: lIal s se prcsentan
vano ell e'le IIhro Al expre luna vallahle lO,m) una '\e n!! dc rafl~u s , 1, 2, 3,4, S, no
ITnl'IJUIrIOI qur la dlleu:n'lil en mal(lIllud ell t re lo!) ,allgos I y 2 ~;I idélllíca , ni siquiera
Ptuf.MJtuIJllal , a la dlJerell lla eulre 2 y 3.

L;u vlHlahle qut' '10 pueden rnedu 'iC 'lno que dehen expre~:H\C clJ alit alivarncll tc S('

llaman arr¡/mfOl Iud;¡¡ t Ha ~Hl propiedades tales corno negro ° hlan,o, J.(dvlda t) ingrá
Vida . rnutrlr) u VIV IJ , rnal./lo o hembra Cuando 1:llc s alrihulos ~ <:OI nh ill an CIJ Il lre lllcll·
1. 1:n pueden Ir:llar\(' e ladí IICaHJI"ll c, De "lO ralimcs fJiJdclIIOS afufllar por cjcrnpll) que
cualr/) luelOrl Ileuros dl ll "lUlJl" I , ' S 11 '.. ',." '". y r reli () gll\CS.. C :u n:1 f'lIlimf'f(JOOII di' tiu /o ,\' a la
(,;l JUlhlll:ll ll)rl de alflhulos lo n Ir ' . .. "LI" d ' . . , .. eluen ll,l I en alJ ,15 "pri)pla al pa ra el al1all sls e ~l:Jdl stlCo .

"I! , la trruIIlI'rauón d{' d·II , 1"" '1 ' 1 d' I ' ,IJo:Ut' ,1 a a e eo 01 e (ni r:IIOllc li ya rnC llclonaJo, ~ liarla '1)1110
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"" " P t to los límites implícitos siempre nevan una cifra más después
cifras slgJ1lficatlvas. or en . '
de la última simificativa medida por el observa.dor. "1 _.

. ' "d d que si anotarnos la medida como 1_.32. estarnos unphcando que elDe aqtn se e uce ..'.
1 d t e l ',315 j ' 1~ .3:!5. SI no es este nuestro proposuo, no tendría

verdadero va or que 3 en r - . ' . al S' - di "
" - di 1 rltima cifra decimal a nuestras medidas ongm es. l ana Irnos otra cifraobjeto ana ir a u 1 . . ,

d b " 1" un aumento de precisión. Por consiguiente, vemos que exac ti tud y
e emos imp rcar . lati S '

" "' los números no es un concepto absoluto sino re ativo, uponiendo que noprecisión en . . .
haya sesgo. un número es tanto más exacto a medida que somos capaces de escribirlo COn

más cifras significativas (aumenta su precisión). Para aclarar este concepto de relatividad
de la exactitud. consideremos los tres números siguientes.

Podemos imaginar que estos números son medidas registradas de la misma estruc tura.
Vamos a suponer que tuviésemos el supremo conocimiento de que la verdadera longi tud
de dicha estructura fuese 19:!,758 unidades. Si eso fuese cierto, las tres medidas aumen­
tarían en exactitud de arriba abajo. Se observará que los límites impl ícitos de la medida
superior son más amplios que los de la siguiente, que a su vez 10 son más que los de la
inferior.

las variantes merísticas, aunque ordinariamen te son exactas, pueden registrarse de
forma aproximada cuando se trata de números grandes. Así, cuando los recuentos se
refieren al millar más próximo, un recuento de 36.000 insectos en un metro cúbico de
suelo implica que el verdadero número varía de 35.500 a 36.500 insectos.

¿Con cuántas cifras significativas deberían anotarse las medidas? Si ordenamos la mues­
tra por orden de magnitud de l individuo más pequeño al más grande, una regla fácil de
recordar es que el nUmero de c/ases consecutivas dispuestas en una serie desde la medida
menor a la mayor. debería estar entre 30 y 300. Así pues, si estarnos midiendo una serie
de conchas lo más aproximado al milímetro y la más grande es de 8 mm y la más pequeña
de 4 mm de anchura, solamente hay cuatro clases consecutivas ent re la medida mayor Y la
En tal Por tanto, deberíamos haber medido nuestras conchas con una cifra decimal más.

n tal ca.!o las dos medidas extremas podrían haber sido 8,2 mm y 4,1 mm, co n 41 clases
~b~~JVas enu.e ellas (contando la última cifra significativa como la unidad) ' éste
lIa tia Sido un numero ade d di " ' 'error de 1 " . cua. o . e e ases consecutivas. La razon de tal regla es que, un
" d isib! en la ultima Cifra Significativa de una medida de 4 mm consti tuir ía un error
m¡ rrun e del 25 % pe d ' " ' 1' ' ro un error e 1 en la última cifra de 4 1 es menor que Z 5 %. De
memo modo, si hubiésem did 1 1 . ' ... .
1732 cid 1 . os me loa a tura de la mas alta de una serie de plantas coma

, m 'i a e a mas baja com 266 1 dif " dría 1466 1 _ o, cm. a I erencta ent re estos límites compren e-
c ases consecutivas (de O 1

conveniente re " l I 1 • cm) , que son demasiadas. Por lo tanto habría sido
gu rar a a tura lo m á . do al centf 'mas aproxima o al cent tmet ro, es decir : 173 cm para la

., 4 Variabies derin das ,
_. . bies son obsernciones reglstradas como

.. la mayoría de las vana oduc to de
En trabajos biometncoS, . 1biológico, o como lect ura~ que. son pr
medidas directas o recuentos de ~aten~ go en la investigación blOlógKa hay una c1a~
diversos tipos de instrumentos. Sm e~1 ar3I'l ariables derhadas o calculadaJ. querner .
importante de variables que pod.e~s. ba:ns medidas independientemen te cuyas re acrones
mente están basadas en dos o mas .. ana es-os estamos refiriendo a razones. porce ntajes.

d minada forma. 1

se expresan ~e una eter . ' . bies. En su fonna más
índices, velocidades Yotras. solo valor la relación entre dos vana el numerO de indivi-

Una razón expresa coma rU;'emplo. 6-t :2~ . que puede repre~n;:;nte a hembras, o la
simple se expre~ cfom

o• r: m~tante s o el número de ~~~~s y así sucesivamente. Los
duo s tipo salvaje rente . dos frente a los no paras!

, " d¡ iduos paraS!t3proporcion de m 11,'1

más alta y :'7 cm para la más baja. lo que daría 146 clases consecutivas. Utilizando la regla
ya mencionada. para la mayoría de las medidas anotaremos dos o tres cifras.

U1 últ ima cifra de un número aproximado debe ría ser siempre significa tiva; esto es,
debería implicar para 1:1 verdade ra medida un rango desde media clase consecu tiva por
debajo hasta media clase consecutiva por encima de la medida registrada, como se ha
expuesto anteriormente. Esto se aplica a todas las cifras inclu ido el ce ro . Por 10 tanto, los
ceros no deberían escribirse al fin al de los números ap roximados a la de rec ha de la coma
decimal, except o si se tiene intención de que sean significa tivos. As í, 7,80 de~e impl icar
los límites de 7.795 a 7,805. Si está implícito de 7.75 a 7,85. 103 med ida debe rla anotarse
como 7.8.

Cuando se quiere reducir el número de cifras significativas. r~ alil~os el .p~oceso de
dondear números. Las reglas para redondear son muy sencillas. Un numero digito que se

re 5 S" idquiere redondear no se cambia si va seguido por U~? men.or.que . I va segur o por uno
mayor que 5 o por 5 seguido de otros números d ígitos distintos de cero, se. aumenta en
uno. Cuando el número que se va a redondear va seguido por un 5. solo o seg~ l~o de ceros.
se aumenta en uno si es impar pero no se cambia si es par. La razon de esta u~ ttma re~la es

ue cuando tales número s se suman en una larga serie, por término med l~ habtl am,o.s
~Ievado tantos números como habríamos rebajado: por lo tanto. es~os cam~lo~ se equili­
brarían. Poner en práctica las reglas anteriores para redondear los numeres siguientes con
el número de cifras significativas que se indica.

~7

133,71
O.037Z
O.037~

I~ 000
17 ,3

Sotucion

3

5
3
3

CIfras significatü'as deseadasNúm ero

26,58
133,7137

0 ,03725
0 ,0371 5

18 31 6
17,3476

19,,5 -193,5
19C ,75 ,19, ,85
19C,75 5-192 ,765

Lim ites implicitos

193
19, ,8
192,76
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, 'pl,'can razones basadas en recuentos:una razón basada en una variabl
ejemplos antenores 1m .., e, d ' ' almente expresarse como 1,_:1,8, que puede representar la relación d
contmua po na igu ' . I " 1 e

I
it d en un eselenlo de un insecto. o la re acron ent re as concent racione

anchura a ongi u s

d d
inerales contenidos en el agua o en el suelo. Las razones pueden expresa~e

e os mine . drfbié o fracciones: así las dos razones antenores po flan ex presarse como u
tam H~n com • ..• la razé "
, I_.~ Sin embargo. con fines de cálculo es mas utu expresar a razon como un cociente
~ol ';~nl o las dos ra zones citadas anterionnente serian ~ .666. .. Y 0,666... respectivamente'
Estos números son abstractos Y no se expresan en unidades de medida de tipo alguno'
Este es el modelo para las razones que consideraremos más adelante. Los porcelltaje~
también son un tipo de razón. Razones y porcentajes son cantidades básicas en gran parte
de la investigación biológica. ampliamente utilizadas y generalmente familiares.

Un indice es la razón de una variable anatómica dividida por otra mayor llamada
estándar. Un ejemplo bien conocido de índice en este sentido es el índice cefálico en
antropología médica. Expresado en sentido amplio. un índice podría ser el promedio de
dos medidas. o en forma simple, tal como ! (longitud de A + longitud de B), o en forma
ponderada, como !I(cX longitud de A) + longitud de BI,

Las velocidades o tosas se rán importantes en muchos campos expe rimentales de la
biología. En esta categoría se incluirían la cantidad de una sustancia liberada por unidad
de tiempo. las tasas reproductivas por unidad de población , tamaño y tiempo (tasas de
nacimiento), y las tasas de defunción.

El uso de razones y porcentajes está profundamente arraigado en el pensam iento cienti­
fico. Con frec,uencia' .Ias razones pueden ser la única vía significa tiva para inte rpretar)'
~omp~ender ciertos npos de problemas biológicos. Si el proceso biológico que se esta
investigando opera en razón de las variables estudiadas, debe examinarse esta razón para
comprender el proceso. Así. Sinnott y Hammond (1935) encontraron que la herencia de
la forma de las calabazas Cucurbito pepo podría ser inte rpretada por un índi ce de forma
?asado e~ una proporción longitud-anchura, pero no en términos de las dime nsiones
independientes de la forma. Igualmente, de be establecerse que la selección que afecta a las
proporciones del cuerpo e ' t I 1" d ', . XISe en a evo ucton e casi todos los organismos cuando se
mvesnga adecuadamente.

Los inconvenientes del uso de ..tit d V razones son vanos: en primer lugar-su relativa inexac-
I u . amos a volver a la razó 1.2 • d ' , '

t
. n T,~ menciona a mas arriba.y recordemos de la sección

an enor que una medid d l 1 . di115 1
15

" l I a e ,_. In tea un verdadero rango de medida de la va riable de
v~mo: ~-e ' rgu a mente. una.medida de 1,8 implica un rango de 1,75 a 1,85. Por lo tanto,

~ la verdadera razón puede varia r desde }··H hast a f 'ti ó O 6"")"") Y 0 714
re spectivamente . Observamo . . . ' ." - - ,
original: If J 25 _ 1 "") ~ un error m~x.U1lO posible de 4 .2 % si 1.2 fuese una medida
IfO,714 _ O(67)10 6ij/l, · Lel error maxuno correspondiente para la razón es 7,0 %:
punto medi~ entre ' l· ~dema s , el meJor.estimador de una razón no es por lo general el
límites impl ícitos e~~~~Ibl~ s rangos. ASI . e~ nuestro ejemplo el punto medio entre los
puede, no obstante se' y a verd a de~a razon es 0,666...• sólo una ligera diferencia que

U . ' r mayor en otros ejemplos.
n segundo Inconveniente de la .

den ser un tanto raras y S razones y porcentajes es que sus distribuciones pue-
capítulo Sj.corno se ~r tanto no estar distribuida s de forma más o menos normal (ver
tad requiere para mucho t t d¡ Ipuede SUperarse f s es s esta u nce s. Con frecue ncia esta diflcu -

por trans ormación di ' ble a vana e (como se discute en el capítulo 10).

OtrO inconveniente de las razones es que no se suministra info m .. d ti ". ' r ación e a re acron entre
las dos va.flables cuya raz ón se está considerando. A veces puede aprenderse más estudian­
do las va ria bles de una en una y sus relaciones mutuas.

2.5 Distribuciones de frecuencias

Si fuésemos a extraer muestras. por ejemplo, de una población de pesos de niños recién
nacidos. podríamos representar cada medida extraída por un punto a lo largo de un eje
que indica magnitud de pesos de recién nacidos. Esto se representa en la Figura 1.1A, para
una muestra de ~5 pesos. Si extraemos muestras de la población repe tidamente y obtene­
rnos 100 pesos de recién nacidos. probablemente tendremos que colocar algunos de estos
puntos sobre otros pa ra registrarlos todos correctamente (figura 1.JB). Cuando continua­
mos muestreando cientos y miles de pesos de recién nacidos adicionales (figu ra 2.JC y D),
el conj unto de puntos continuará aumentando en tamaño pero adoptará una forma clara­
mente definida. La curva que traza el contorno de la nube de puntos aproxima la distribu­
ción de la variable. Recuérdese que una variable continua tal como el peso de recién
nacidos puede adoptar una infinidad de valores ent re dos puntos cualesquie ra sobre la
abscisa. La finura de nuestras medidas determinará cuán fino será el número de divisiones
registradas entre dos puntos cualesquiera a lo largo del eje.

La distribución de una variable es de considerable in te rés biológico. Si encontramos
que la distribución es asimétrica y máxima en una zona de te rminada. ello nos dice que tal
vez haya se lección a favor o contra los organ ismos que caen en uno de los ex tremos de la
distribución, o que posiblemente la escala de medida elegida sea la que p.rovoca una
distorsión de la distribución. Si en una muestra de ins~ctos inma~ur,os d.escubnmas que.l,as
medidas están bimodalmente distribuidas (con dos plcos).esto indicaría que la población
es dím órfica: pueden haberse entremezclado en la muestra especies o razas dife~entes , o
podría haber surgido el dimorfismo de la p resen ~ia .de ~mbos sexos o de. dlferent~ s
estad íos. Hay va rios modelos ca racterísticos de distribUCIOnes de .frecuenclas, l? '."as
común de las cuales es la distribución simétrica acampanada (apro~lmada por la ultl~a
gráfica de la figura 2. 1) o distribución normal.discutida en el capitulo .5. ~ lay .tamblén
distribuciones sesgadas (más alargadas en un extremo que en otro). distnbucíones en
forma de L como en la figura 2.2, di stribuciones en forma de U. Y, o~ ras, que prestan

.' . t¡ de parentescos En los últimos capitulas y
información significativa sobre ciertos ipcs d di (' de distríbu, íe sob I ' plicaciones e iversos rpos 1 -
secciones tendremos mas que decir so re as un I

C iO~::~ué S de haberse obtenido los datos en u.~ e st u:~~~~~e:in~~~'qdu:~;i~:1~~~:: I~:
forma adecuada para el cálculo e ínterpretacicn- P se han~omado las medidas. Una
variantes están dispuestas al alar o e~. el ordt n ~n quepor orde n de magnitud. Así, por
disposición sencilla se ría una ~rde'li1clO n de

7
01 :t~S podrían disponerse por orden de

ejem~l o, las vari~ntes 7. 6, )'. 7. ~, 9. 6'7 '7 '7, '7. '6.6.6. 5,01. Donde haya ciert~s
magnitud decreCiente como sigue. 9. ~'6 '. i 7 este ejemplo ficticio. puede ocurn r­
va riantes del mismo valor. tales corno e ) e

d
en po a saber anotar una frec uencia

ifici horrador e uempo. •
senos inmediatamente un arn ICIO a
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Número de plantasfcuadrado

Fig. 2.2. Diagrama de barras. Frecuencias de la especie Corex flacca en 500
cuadrados. Datos de la tabla 2.2: original de Archibald (19 50).
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El anterior es un ejemplo de una distribución de frecu c"rws cuantitatil'as. ya que res
claramente una variable medible. Sin embargo. las series y distribuciones de frecuencias
no tienen que limi tarse a tales variables. Podemos hacer diSlribuciones de frecuencias de
atributos. llamadas distribuciones de frecue"cias cuafitatiras.. En éstas. las dive rsas clases
se ponen en lista según cierto orden lógico o arbilrario. por ejemplo. en genética podemos

obtene r una distribución de frecuencias cualitativas como sigue:

para cada variante recurre nte, ~sí ?,8: ?(X 4), 6(X 3), S. 4. Esta notación taquigráfica es
u~a forma de representar .una dlSlnbuCloll de [recue'lcias. que es simplemente una ordena­
cton de las c~ase.s de. ~anantes con las frecuencias de cada clase indicada. Convencional ­
~ente . una dl.stnbuclon de frecuencias se presenta en forma tabular . como sigue para el

ejemplo antenor.

Variable Frecuencia

y [

20m
9 I

8 I

7 4

6 3

5 I

4 l

1[,0 lliO

nacidos (una
100 . C. Una

HO'..O
,>¡

JO

Il

'lJJ

;,Q

:<0

' 0

HJl'J 110 110

P¡ Peso al na cer (on/.,)

ta o 2. 1. '.1ucslrc(J de un 'vanable co nn nua j . A . Unaa po blación ti c pesos de nUl0 0; recién
muestra de 25 I

mu estra de ~ OO " IJ . . . J. Una mue .. tra de
. . n a muestra d e 2.00 0 .

,
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1

F Ul!me: DalOsdeWhi llahr ( 1952) .

TABLA 2.2

Una distribución de frecue ncias mer is­
rica . Número de plantas de Carex flac­
ca halladas en 500 cuadrados.

TAu t A 2.1

Una distribución cualita tiva de f re­
cuencias. Número de individ uos del. ~ r'
den lIeteroptera tabulado s po r fam ilia,"
en muestras completas de un a com uni­
dad de insecto s de hoja estival.

Esto nos revela que hay dos clases de . di id 1
.- In IVI UDS os ídentifi dos por el senot íJos cuales se encont raron 86 y los horno .. ti • lea os por e genotipo A. de

32 en la muestra. En ecología es bastante lCOS. recesivos aa, de los que se observaron
habitantes en un área ecológica muestreada ~Irne~te ~btener una lista de especies de
alfabético. En la tabla 2 1 se .. or en e tales tablas es usualmente el

. . - .. . presenta un ejemplo de una lista ecol ó "ca .
una distribución de frecuencias cualitativa de f ir E . gr que constituye
insectos mencionadas están ordenadas alfabética~~nttae~' n ,este eJemp¡lo, las fa~ilias de

. 1 ' en o ros casos a secuencia puede
se r convenctona , COmo Ocurre pa ra las familias de plantas con flores en boté .

~n la tabl~ ~.2 se muestra una distribución de frecuencias cuantitati~:aba!3da en
vanantes merr sucas. Este es un ejemplo de ecolcgfa de pi 1 . 1 " d 1. an as. e numero e p amas por
cuadrado muestreado se registra a la izquierda en la col . bl la f .. . ....... umna vana e; recuencia
observada se indica a la de recha.

Las di~t ribuc io?es .de frecuencias más comúnmente utilizadas son las distribuciones de
frecuencias cuant ttanvas basadas en una variable continua y es conveniente familiarizarse
com~letamen te ,con ellas. En el cuadro 2.1 se muestra un ejemplo. Está basado en 25
longitudes de~ fem~r de las hembras apomícticas (uno de los estadios del ciclo biológico)
de una especie de áfidos. Las 25 lecturas (medidas en unidades de micrómetro codifica­
das) .se pre sent ~n en la parte superior del cuadro 2.1 en el orden en que se obtuvieron las
medidas. Podn~n .ha b: ~se orde nado según su magnitud. A continuación se disponen los
da tos en .una distribuci ón de frecuencias.. Las varia ntes aumentan en magnitud por clases
consecutrvas de 0, 1. La distribución de frecuencias se prepara introduciendo en la escala
cada variante e indicando una cuenta por una señal convencional. Cuando se han encua­
drado todos los elementos eh las clases correspondientes, las marcas se convierten en
números que indican las frecuencias en la próxima columna. Su suma se indica por "f.f

¿Qué hemos conseguido al re sumir nuestros datos? Las 25 variantes originales están
representadas ahora por 15 clases solamente. Observamos que las variantes 3,6, 3,8 Y4,3
tienen las frecuencias más altas. Sin embargo, observamos también que hay varias clases,
tales como 3,4 o 3,7, que no están representadas por ningún árido. Esto atrib uye a la
distr ibución de frecuencias comple ta una apariencia bastante estirada y dispersa . La
razón de esto es que sólo tenemos 25 áfldos, demasiado pocos para introducirlos en una
distr ibución de frecuencias con 15 clases. Para obtener una distribución más coherente y
de aspecto uniforme debemos condensar nuestros datos en me nos clases. Este proceso se
conoce como agru pamiento de clases de las distribuciones de frecuencias; se representa en
el cuadro 2.1 y se describe en los párrafos siguientes.

Deberíamos darnos cuenta de que lo que hacemos cuando agrupamos variantes índivi­
duales en clases de rango más amplio es sólo una prolonga ción del mismo proceso que se
efectuó cuando obtuvimos la medida inicial. Así, como he mos visto en la sección 13 .
cua ndo medimos un Mido y anotamos la longitud de su fémur como 3.3 unidades.
queremos decir con esto que la verdade ra medida está entre 3.15 y .3.35 ~~i~ades. pero
que fuimos incapaces de medir hasta la segunda cifra decimal. Al registrar 1~lcial~~nte la
medida como 3.3 unidades, estimamos que cae dentro de eS,te rango. .SI hubi ésemos
estimado que exced Ia el valor de 3.35. por ejemplo. le habr íamos aplicado la marca
superior próxima, 3.4. Por lo tanto. todas las medidas ent re J,. ~5 y 3,.35 fueron agrupadas
en realidad en la clase identificada por la marca de clase J.3 . Nuestro intervalo de clase era

,-

2
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¡

\O
69

85 1

37
2

3 18
373

3
5

25
¡
3
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97
54
32
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5
3
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Frecu encia
o bservada

f

o
1
2
3
4
5
1,

7
k

N. Ode plantas
por cuad rado

y

Fam ilia

Alydldos
Anthoco rldae
Coreidae
Lygaeidae
Miridae
Nabldae
:--ieididae
Pentatomidae
Píesmidae
g ed uviíd ae
Rhopa lidae
Saldidae
Thyreocoridae
Tingidae

Heterópteros totales
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1

idad S· hora deseamos hacer interva los de clase más amplios. no hacemos
de O1 unida es. 1 a . , did I, I dentro del cual se situan las me I as en una e ase.
sino extender e rango f ' I I I' . ' 1 cuadro ' 1 aclarará este proceso. A m de meu car a eetor la flexibíl¡

La referencia a - ' .' . -

d d d I C
eso 3"rupamos los datos dos veces. En el primer ejemplo de agrupamiento, el

a e pro ' o , l¡ d : h h h de Il .Z id d, I d I ~" ha duphcado en amp ttu • esto es. se a ce o e ,- un, a es. Si
interva o e e ase "'" . .. . h d 3 'S 3

el final los limites de clase ímplící tos seran a ora e .- a ,45, los de
empezamos por .
la próxima de 3A5 a 3.65 y así sucesivamente.

. , Sxima tarea es encontrar estas marcas de clase . Esto ha resultado bastante
,'liuestra pro. I " d d I d

sencillo en la distribu ción de frecuenc~~s mo strada en a parte rzquter a. e cua ro :!. l. en
que las medidas originales se han utilizado c~mo marcas de ~lase . Sm embargo. ahora
utilizamos un inte rvalo de clase de doble amplitud que el anterior y las ma~cas de clase se

Iculan obteniendo el punto medio de los nuevos intervalos de clase. ASI , para hallar la
marca de clase de la primera clase tomamos el punto medio ent re 3,25 y 3,45, que resulta
ser 3.35 . Observamos que la marca de clase tiene una cifra decimal más que las medidas
originales. Ello no debe inducirnos a creer que repent ina~e~ te he.mos ~o~segu~do mayor
precisión. Siempre que elijamos un intervalo de clase cuya ultima Cifra sign íficatíve sea par
(en este caso O.~). la marca de clase llevará una cifra decimal másque las medidas originales.
En la parte derecha de la tabla del cuadro 2.1 se agrupan otra vez los datos, utilizando un
intervalo de clase de 0.3. Como la últ ima cifra significativa es impar, la marca de clase
presenta ahora tantas cifras decimales como las variantes originales, siendo 3,4, el punto
medio entre 3. ~5 y 3.55.

Una vez hallados correctamente los límites implícitos y la marca de clase para la
primera clase. los otros se pueden escribir debajo sin ningún cálculo especial. Simplemente
se suma repetidamente el intervalo de clase a cada uno de los valores. Así , comenzando
con el limite inferior 3.25. al sumarle 0.2 obtenemo s 3,45. 3 ,65. 3 ,85 , Yasí sucesivamen­
te: del mismo modo, para las marcas de clase obtenemos 3,35, 3,55 , 3,75 Yasí sucesiva­
mente. Debería ser evidente que cuanto más amplios sean los intervalos de clase más se
condensan los datos. pe ro también se hacen menos precisos. Sin embargo , al mirar la
distr ib uc ión de frecuencias de las longitudes del fé mur en el cuadro 2.1, advert imos que la
estruct ura inic ial bastante caótica se está simpli ficando por agrupam iento . Cuando agrupa­
mas la distrib ución de frecuencias en cinco clases con un intervalo de clase de 0,3
unidades, se hace notablemente bimodal (esto es, posee dos picos de frecuencias).

Al hacer distribuciones de frecuencias deberían establecerse de 12 a 20 clases. No es
nece~rio adherirse se rvilmente a esta regla, pero debería util izarse con algo del sentido
comun que procede de la experiencia en el tratamient o estadístico de los datos, El
número de clases depende en gran parte del tamaño de la muestra estud iada. Las muestras
de men~s de. 40 Ó 50 raramente deberían darse con tantas como 12 ciases, ya que esto
proporcionana un número demasiado pequeño de frecuencias por clase. En cambio, las
muestras de va rios milla res pueden agruparse provechosamente en más de 20 clases. Si
f~ese nece.sario agr upar los datos de áfidos del cuadro 2.1, probablemente no se agrupa­
nan en mas de 6 clases.

Si los datos originales nos dan menos clases de las que pensamos que deberíamos tener.
no puede hacerse nada si la va riable es merística, ya que ésta es la natura leza de los datos
en cb~ebstlOn. Sin embargo, con una va riable continua, una escasez de clases indicaría que
pro a lemente no hemos h h did . . .. . I o'ec o nuestras me I as con sufic iente precuron . SI -ern

segui~o las reglas del n~mero de cifras significativas establecidas en la sección 2.3 , esto
podr.la no haber ocur~ ldo ..Lamentablemente. con frecuencia ya se han obtenido las
medidas antes de estudiar el informe estadístico. En tal caso no puede hacerse nada si hay
pocas clases.

Cuando hay.~ás clases ~ e ,las d.esea~~ s . debería ,intentarse el agrupamie nto. Cuando los
datos son rnerisnccs, los limites implícitos de variables continuas ca recen de sen tido, Sin
embargo, en muchas variantes merísticas. tales como un número de cerdas que varia desde
uno inferior de 13 a uno superior de 81. probablemente se ría deseable agruparlos en
clases, conteniendo varios recuentos cada una. Esto puede hacerse mejor utilizando como
intervalo de clase un número impar. de modo que la marca de clase que representa los
datos sea un número entero en vez de un fraccionario. Así. si agrupásemos en una clase
los número s de cerdas 13 , 14. 15 Y 16. la marca de clase tendría que ser 14 .5 . un valor sin
sentido en términos de número de cerdas. Por lo tanto sería mejor agruparlos de 3 en 3 o
de 5 en 5 lo cual daría como marca de clase los valores enteros 14 o 15.

¿Cuándo deberían agruparse los datos en distribuciones de frecuencias? Si se dispone
de una calculadora y hay más de 100 Ó 150 observaciones. probablemente valdrá la pena
poner los datos en una distribución de frecuencias antes de realizar los cálculos estad Isü­
coso Esta decisión está basada en el hecho de que el tiempo que se ahorra en el cálculo
cuando se utiliza una dist ribución de frecuencias debe compararse con el tiempo que se
gasta en estab lecer la distribución. Para frecuencias más bajas (esto es. < 100) l1ev~ria m~s
tiempo establecer la distribución que realizar los cálculos a partir de las observaciones SIO
tratar. Si es fácil d isponer de un computador. la regla ante rior también es naturalmente
inválida. Puesto que un computador puede tratar cientos e incluso miles de observaciones
en muy poco tiempo. generalmente no será necesario ag~parla s a menos que, estemos
tratando con muestras extremadamente grandes, mucho mas de 1.000 observaCIOnes por

muestra, '
Si la forma de la distribución es un punto espec ífico de interés. surge otra ~azon

importante para obtener distribuciones de frecuencia , En una ~u~str"a de. IO~Ct~S mm~.
duros. el hallazgo de que ciertas medidas están bimodalmente distribuidas indicar ía que la
población es dimórfica. No obstante. en ciertos ca~s en los que se han tomado m.ue~.tra s
repetidas de un proceso o fenómeno biológico part icular y donde la forma de la dlstr.lbu.
ción es bien conocida. no sería deseable hacer cada vez una distribución de frecuencias a

menos que fuese necesario por razones de cálculo. . ,
Si la forma de una distribución de frecuencias es de par~icula r mteres. mu.chas ve~es

puede ser deseable presentar la distribución en forma grafica
d

CUrandO se. dldscultoeSnquOeS
di de diagramas e recuencra , e

resultados. Generalmente esto se hace por me 10d " tl' ll' l amos un diagrama
, p dist rib ción de atos meTl stlCOS u .

hay dos upos comunes. ara una rsm u I d d I ,abla" La abscisaI fi ., ., para os ates e a _._ .
de barras. como se muestra en a igura -: - o de lantas por cuadrado). Yla ordenada
representa la variable (en nuestro caso el numer di ma esque las barras no se tocan. .' tante de este lagra .
las frecuencias. La carac tenst!ca impcnau E bio las variables continuas. ta les
lo que indica que la variable no. es contm~a . b n cam mí~ticas de áf id cs. se representan
como la distribución de frecuencIas de las llm ras a,po,ud de cada barra a lo largo de la

, I . en el cua a amp I
grafi~amen te por un J"stograma• de la distribución de frecuencias Y las b~rras se
abscisa representa un IOterv~lo de clase de las clases son contiguos. El punto medio de la
tocan para mostrar que los limites reales
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barra corresponde a la marca de clase. En la parte inferior del cuadro 2.1 se presentan
histogramas de la distribución de frecuencias de los datos de áfldos. no agrupados y
agrupados. La altu ra de las barras represen ta la frecuencia de cada clase . Para demost rar
que los histogramas son aproximaciones apropiadas para las distribuciones continuas que
se encuentran en la naturaleza. podernos tomar un histograma y hacer más est re choslos
intervalos de clase. produciendo más clases. Entonces el histograma claramente se ceñir ia
más a una distribución continua. Podemos continuar este proceso hasta que los intervalos
de clase se aproximen al límite de amplitud infinitesimal. En este momento el histograma
se convierte en la distribución continua de la variable. En ocasiones los int erva los de clase
d~ u?a d~~tribución de frecuencias continua agrupada son desiguales. Por ejemplo, en una
distribución de frecuencias de edades pod emos obtener más detalles en los dife rentes
e ~t~diosde ind ividuos jóvenes e identificación menos exacta de las edades de individuos
vIeJos. En estos casos, los intervalos de clase para los grupos más viejos ser ían más anchos
Y, los de los grupos más jóvenes más est rechos. Al representar estos dat os las barras del
hístogram s dib . dif 'a e I ujan con I erentes anchuras. La figura 2.3 muestra o tra forma gráfica
d~ repres~ntac ión de una distr ibución de frecuencias de una variable co ntinua. el peso de
niños recí én na~ i dos . Como veremos más adelante, la forma de las distribuciones obserw
d~s ,e ~ estos diagramas de frecuencias puede revelar mucho acerca de las situaciones
biológicas que afectan a una variab le determinada.

2.6 El tratamiento de los datos

El rápido h ibil 'e t d¡ . y a I tratamiento de los datos es esencia l para la prácti ca co n éxito de la
s a tsuca. Los lectores debe I ° raefectua r los '1 1 n re acrona rse con las diversas técnicas dispo nibles pa

ca cu os estadfstic A ' raconside rarla . h .' os, , unque una calculadora de mesa es buena en su lineapa
una enarmenta de III t¡ ., . di . deuno enccntn ves igactcn m ispcnsablc como un microscoPIo, pue
arse por una u otn . .. loscálculo, estad ' ti d b ra circunstancia sm esta ayuda de cálc ulo. En tales casoS.

ISICOS een ' 1"' 1, °,rea iza rse por los llamados mé todos de papel Y apl

Como s~ ~erá en el próx i~o capítulo, deben transformarse los datos con el fin de proce­
sa rlos rap ld~~e nte, y el upc de clave puede modificarse para que se aj uste a los métodos
de papel y lápiz.

.r ueden mencionarse aquí otros dos procesos para la simplificac ión de los cálculos. El
prnne.ro. es el. d.esa rro.1l0 ~e tablas que proporcionan respuestas para ciertos problemas
e~t a~ lst lcoS t l'pI~O S Slll, calculo de ningún tipo. El segundo es el desarrollo de ciertas
t e cn~c~ s estad ís ticas mas mode~nas , que por se r tan fáciles de realizar no necesitan ayudas
m~camcas . Algunas.d~ estas tecnicas son inhere ntemente sencillas (por ejemplo, ciertos
meto~os no pararnetnccs tales como la prueba de los signos . sección 10 .3): otras son
a p~oxlmadas y. en consecuencia.son métodos menos eficientes que pueden se rvir como un
pnmer resu~en de los resultados deseados. Un ejemplo de un método que no es comple­
tamente eficiente es el empleo de la mediana (sección 3.3 ) en lugar de la media (sección
3 .1). La exactitud en el cálculo depended del número de cifras manejadas durante el
mismo. Los diferentes dispositivos de cálculo varían en su capacidad para retener el
número de dígitos; por lo tanto, al resolver el mismo problema en una calculadora de
mesa y en un computador. por ejemplo, los resultados obtenidos pueden ser diferentes,
Incluso diferentes computadores no sie mpre darán exactamente las mismas respuestas.

En la mayor parte de los paises ya no se fabrican las calculadoras mecánicas. No
obstante. aún se utilizan corrientemente y requieren una bre ve mención. Las máquinas de
sumar resultan famil iares a la mayoría de las personas por su amplia utilización en almace­
nes y oficinas. Están constituidas por un teclado que introduce los números en las máqui­
nas y cie rtas teclas operacionales para ad ición, entradas correctoras y otras diversas fun­
ciones. Los resultados se imprimen en un rollo de cinta de papel sujeto a la máquina. Una
versión modificada de la máquina de sumar es la llamada calculadora impresora. Esta
máquina es un descendiente lineal de la máquina de sumar eléctrica a la que se ha añadido
la mult iplicación y división automática de los números. Los resultados de estas operacio­
nes y algunos pasos intermedios se imprimen en una cinta de papel.

La calculadora de mesa convencional (llamada también calculadora de mesa rotativa)
no imprime los resultados de sus cálculos en cinta de papel pero los hace visib les al
operador en visores situados en el ca rro de la máquina. Esta máquina realiza fundamental·
mente cuatro operac iones: adición. sustracción. desplazamiento del carro co~ respec.t~ ,al
teclado y puesta a cero de los visores. La multiplicación se real~ por medl.o .de adícion
repet ida; la división se efectúa por sustracción repetida del diVidendo .del diV ISO r. Tanto
la rn ul iiplicación como la división se simplifican en gran parte moviendo e ~ ~a rro un
número adecuado de lugares decimales. Algunos modelos ~o~en un teclado divisor (con
un teclado multiplicador separado). otros llevan un teclado UOiCO.

Recientemente se han difundido las calculodoras de mesa electrónicas. Estas re~an
los cálculos por medio de transistores Y c irc u it~s. ~omo en un co~puta~o r e lect roru~o .
Estas máquinas combinan la conveniente acceSibilidad Y un pr~clo relat l,v~ente bajo .
con la rapidez instantánea de cálculo que se consigue por medios electroOlcOS en lugar

de mecánicos. Los númeroS de introducen por ~edio df ~~a ~~clad: l~sS ~e~~~~o:a~
exponen en un visor o imprimen en una cinta e pape ":".u.c s ..

f
. iones repetItivas automatlcamente tan

programables, permitiendo que se e ectuen op~ra~1 \ 1 s de estos modelos permiten
pronto como un número se introduce en la maquln3. t ~uno .
programas bastante sofisticados [hasta varios cientos de [nstrucciones]. y estos programas
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, r: has que pueden insertarse en la máq uina preparándola inmediata
raban en ci ntas o J le . . .

se g 1" na serie determmada de calculos.
ente para fea izar u I " h

m "medí d d los años ..W los computadores e ectromcos an revolucionado el
Desde me 13 os e d d¡ l t ! 1 ', nto de los datos. Un computa or igita tiene as mismas Posib ilida

eje v procesamle '.. .
man . - .. bás icas que las calculadoras de mesa mencion adas en la seccton anterior
des antmetIcas . .. . . . . ) dem é 1 ", " cción multip llcacloIl Y divisi ón ), pero a croas tiene os SigUientes rasgos(adlclon. sustra • ,
, " Se introducen los datos y los resultados del calculo se presentan automática.

dlst lO liVOS. . d 1I d 'bai el control de una serie de instrucciones era a as, previamente preparadasmente 3JO . .'

"
o almacenadas dent ro del computador. Estas inst rucciones contro lan además laque es a , .

cia exacta de operaciones aritméticas que se van ::1 efectua r. Los computadores
secuen f les de i iones d. nen tamb ién la capacidad de ejecutar di erente s sen es e instrucciones ependiendo de
t~ " A' 'blque una determinada cantidad sea negativa, ~ero , o .posltlva. , SI, es PO S! e desarrolla¡
programas so fisticados que puedep. poner en Juego difere ntes ordenes en funci ón de los
resultados de cálculos previos.

Un computador digital típico consta de tres compo nente s principales: la memoria, que
almacena los da tos y las instrucciones. el procesador. que es el que realiza las operaciones
aritméticas: y el dispositivo periférico que maneja la ent rada , salida y almacenamiento
inte rmedio de datos e instrucciones.

La materia que se presenta en este libro consta de cálculos est ad ísticos relat ivamente
corrien tes. la mayoría de los cuales probableme nte hayan sido programados ya en cual­
quier centro de cálculo. En el libro más ampl io de b iomet ría de los autores (Sokal and
Rohlf, 1969) se resaltan ciertos programas típicos que cub ren materias de este libro y se
escriben en el lenguaje de programador FORTRAN IV,

Ejercicios 2

~.5

! .6
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¿Con que precisión se debería me ' I I '

. utr a üngHud del ' 1, ' ,tos en un es tudio de va ri ación ge ' 1' . a a ue una especIe de mosquí-
I it ud d 8 ogra lea. SI el ejem pf .ong rt u ue _, mm aproximadamente l ' ar mas pequeño t iene una
Buscar los logari tmos comunes de I .Y,ea mas grande de J,5 mm?

. . " as ... med idas del e ' 'l
d is trib uci ón de frecuencias de estas va r¡ I tercrcro • .4 y hacer una• ra n es transformad eresu ltante sobre el modelo de la distnb u .. d f ,as. .omentar el cambio
mente . cion e reeucnclas encontrada antenor-

2,1

2,2

2.3

2.4

Diferenciar ent re los siguientes pares de términos y dar un ejemplo de cada uno: a)
Poblaciones estad ísticas y biológicas. b ) Varian te e individuo . e) Exactitud Y
precisión (repetibilidad). d ) Intervalo de clase y marca de clase. e) Diagrama de
barras e histograma. f) Abscisa y ordenada.
Redondear los números siguientes con [res cifras significativas : 106.55,0 ,0681 9,
3 ,049~, 7815,0 1, 2,9 1,49 Y 20, 1500. ¿Cuáles son los lím ite s implícitos an~es Y
despu és de redondearlos? Redondear estos mismos números con una cifra decimal­
~ad a s 200 medidas que var ían desde 1,32 mm hasta 2,95 mm , ¿cómo se agrupa­
n an en una distribución de frecuencias? Dar límites de clase y marcas de clase.
Agrupar. en una distribución de frecue ncias las 40 med idas siguientes de anchura
m~ eror b ila l de una muestra de palomas y di bujar su histograma (d atos de Olson y
MllIer,1 9S8). Las medidas es tán en mm.

tz 2 12,!j 11,k I I ,!J 11 / ¡ I I ,1 I I ,8 11 ,8,
12 ,:l I ~ 2

](J -
,.' I J,:, 11;~ '1 2 J J,fi 1I 1~ I I :l,:l 11 ,2 JO ,;) 1I 11

tz I
,

11 (, ICJ. ' 10,7 IO ,k I I ,O 11/ 1, , J I,!I 10,2 IO,!I
HJ ,)., 1I,'j lrJ1,1 J(),7 1'¿ ,O I~ , I I ,i 1I ,~ I 1,a 11 ,t,



id d de aprender simbolismo estadísti·
t la upartum a . y e

Al calcular una medi a se nos prese n a b jón indi'''ldual se simbohza por i» qu
. . ... ... . que una o se rvac

co. Ya hemos visto (secclo n _. -

3 .1 La media ari tmética
f "J' le ui a Se trata de la

El estad ístico de localización mas co rriente resulta alm. lar a cua ~U1er . ando
media arilmecica. llamada habitualmente media o promedIO. La m.edla se cal~ula sum o r el
todas las obse rvaciones individuales o íterns de una muestra y dlVldlend~tS~a ~uma pn un
número de item s de la muestra . Po r ejemplo . como resultado de .un ana IS ~ S e g.as e
respi rómet ro un investigador obt iene los cuatro porcentajes de oX igeno IgUlentes.

27

14,9
IO,S
1213
~3 13

suma > 6113

. . . como la suma de los cuatro porcentajes (it.ems)
Calcula el porcentaje mediede oxigeno or cuatro. Así. el porcentaje medio de
d ividida por el numero de uern s. en este caso P

oxígeno es

La m~~ia a~itmética descrita en la Sección 3.1 es indudablemente el estad ístico de
10cal.i1.aclon ma s Importante, pero hay otros (la media geométrica, la media armónica.Ja
mediana Y la moda) que se mencionan brevemente en las secc iones 3.2.3.3 . y 3A . En la
secc~~n 3.5 se señala. brevement.e ~~ est.adístico sencillo de dispersión (el rango), y en la
seccro n 3 .~ se explica la desviaci ón t ípica. el estadístico de dispersión más corriente.
Nuest ro pnrner caso de contrastes entre estadísticos de muestra y par ámet ros de pobla­
ción se presenta en la sección 3 .7. junto con estadísticos de localizaci ón y dispersión . En
la sección 3 .8 hay una descripción de métodos de codificación de datos con el fin de
simplificarlos para el calculo a máquina de la media y desviación típica que se discute en
la sección 3 .9 . El coeficiente de variación (estadístico que nos permite comparar el grado
de dispersión relativa de diferentes muestras) se explica en la ultima sección (3 .10).

Las técnicas disponib les después de haber dominado este capitulo no serán muy efica­
ces para resolver prob lemas biológicos pero serán herramientas indispeniables para cual­
quier trabajo ulte rio r de bioestadisuca. Otros estadísticos descnpuvus tanto de localiza­
ción como de d ispersión se aba rcarán en capítulos posteriores.

Nota importante: En este capítulo nos encontraremos por primera VeL con el uso de
logaritmos. Para evitar confusión aquí y en capítulos subsiguientes. Jos logaritmos vulg~.
res se han abreviado sistemáticamente como log y los logaritmos naturales como In. AS I,

lcg x significa logr o x y In x se refiere a log, x .

Estadística descriptiva

Una etapa inicial y fundamental en cualquier ciencia es la etapa descriptiva. H~s.t~ que los
hechos puedan ser descritos exactamente tal como son , es prema turo un análisis de sus
causas. La cuestión ' qué? es antes que ¿cómo? A no ser que sepamos algo acerca de J¡

distribución usual del contenido de azúcar de la sangre en una población de cobayas, así
como sus fluctuaciones día a día y dentro de los días, seremos incapaces de averiguarel
efecto de una dosis determinada de una droga sobre esta variable . En una muestra de
tamaño normal se ría claramente tedioso obtener infonnación del material estudiando
todas las observaciones individuales. Necesitamos algún modelo de resumen que nos pero
mita aborda r los da tos en forma manejable y nos capaci te para com parti r con otro!
nuestras conclusiones en coloquios cient íficos y publicaciones. Un histograma o diagrama
de barras de la distribuc ión de frecuencias sería un tipo de resum en . S in em bargo. para la
mayoría de los propósitos es nece sario un resumen numérico que describ a brevemente,
aunque con exactitud , las propiedades de la d istribución de frecuencias obse rvadas. Las
cantidades que proporcionan este resumen pueden llamarse estadistícos descriptivos. Este

capítulo introducirá algunos de ellos y most rará cómo se calcu lan.
En este capítulo se discutirán dos clases de estad íst icos descrip t ivos: estad ísticos de

localización y estadísticos de dispersión. Los estadísticos de localización describen la
posición de una muestra a lo largo de una dimensión determinada que representa una

bJ • 'Wvan a. e. ASI , cuando medimos la longitud de cier tos an imales nos gu staría sa~e r. SI d'
medidas de la muestra están próximas a 2 cm o 20 cm Po r lo tan to un estadlS

UcO
.

localización debe dar un valor representativo p~ra la mue~tra de observ~ciones. Sin ernbs'
go , este estadístico (conocido a veces también como m ed id a de tendencia central) nO
db . la Icrma de una d¡ d ¡n"eSCTl Ira a rma de una distribución de fre cuencias. Esta puede ser alarga a o .
~'~rech ~; puede se r gibosa o en forma de U ; puede tene r dos gibas o ser marca~ant'n:
; Slmétnc.~ . Se necesitan medidas cuan titat ivas de tales aspec tos de las distrib u~l~nes
recuencras. ( o n este fin necesitamos definir y estudiar los estadísticos de dispers1ort

.

Cap(tulo 3

Estadística descriptiva

I

26



Cuando desearnos sumar iterns. utilizamos la siguiente notación:

(3,2)

29

(3.3a)

(33)

a..1/. r- = \' ( i, j;.-,

G..II. " ~ nnt ilog ! L: log Y
n

, f '1" s con otro símbolo operador: pi mayúscul a,
La media geométr ica permite am i ianzarno ..' d I

D l mi do que '\ sllnbohza la suma e os
Il que puede lee rse como producto. e mismo mo - . b
i t~ms que le siguen, 11 simboliza la multiplicación de los ImismodS 'eLloa SsSuumbaser,~so,.s ras~xpr;;~

. . ' fi cado que en e caso .,'
critos t ienen exactamente el mrsrno sigm I deducida como sigue:
sió n (3.3tpara la media geométrica pue de expresarse C' arma re

lo que indica que la media geométrica e.M. y es el anttlogantmc de 13 media de .lo.s
logaritmos de la variable Y. Puesto que la suma de logaritmos e~ equival ente a la mulupli­
cación de sus an tilogaritmos, otra forma de representar esta cantidad es

3.2 Otras medias

En los cap ítulos 10 y 1I ve remos que las variables se transforman a veces en sus loga ri t­
mos o recíprocos. Si calculamos las medias de estas variables transformadas y después las
cambiamos o tra vez a la escala original, estas medias no coincidirán con las medias
aritméticas calc uladas a partir de las variables originales. Las medias resultantes reciben
nombres especiales en estadística. La media de las variables transformadas logarítmica­
ment e y transform ada a su escala original, se llama media geométrica. Se calcula como:

, (3 3a) es bastante pesado. En la. . ' '. por la e\ preslon . .
El calculo de la media gcomemca r do las variantes en logantmos.

, .' d be calc ularse translOmlanpractica, la media geomctTl ca e e

En efecto, esta fó rmula nos indica que se sumen todos los (,,) " di id 1
• <. •• '. I ems y se \VI a a suma por

11 Aplazaremos hasta 13 sección 3 9 una dlscus,'on de la " , I 1' d i mecamca a segun para ca cu ar
eficientemente una me la .

La media de una ~nu~ st r~ .. representa el centro de las observaciones. Si se dibuja el
histograma d.e una dlstnbu~lOn de frecuencias observadas en una hoja de cartulina, al
recortar .el.hlst~grama y ~~J~rlo extendido cont ra una pizarra soste nié ndolo por debajo
con un lápiz. existe la poslb l h~a~ de q~e. e~té desequilibrado, inclinándose a la izquie rda o
a la derecha. Al mo~e r el lápiz y dirigirlo a una posición en la que se equilib re el
histograma con exac titud, este punto de equilibrio será 13 media aritmé tica . En re al idad,
este se ría un método empírico para hallar la media aritmética de una distrib uc ión de
frec uencias.

Estadística descriptíva

•

(3 ,11

descriptivaEstadis tica
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Cua tro observac iones pod rían escrib irse simb']"

resenta la obse rvación i en la muestra. . o l·
rep .
camente como sigue: 1; , 1;, 1; , } ~

La letra mayúscula g' lega ~ . representa simplemente suma de ~os itcms indi~ado s . La i ::::
1 sianiflca que los items debe rán sumarse comenzando por el pr~ero y terminand o por el
ené;irno como se indica por el í = '1 encima del ~ . El subscrito y el sobrescrito SOn
necesarios para indicar cuantos items deberán sumarse. La "í = .. de la parte superior se
omite usualmente por superflu a. Por ejemplo, si hubiésemos q uerido sumar los tres prime-

3
ros items solamente habríamos escrito .~ Y¡ . Por el contrario, si h ubiésemos querido

, I = I
n

sumar todos ellos excepto el primero habríamos escrito _ ~ Y¡. Co n algunas excepciones
1= 2

(que aparecerán en capítulos posteriores), es deseable omit ir subscritos y sobrescritos que
generalmente cont rib uyen a la complejidad de la fórmula y , cuando son innecesarios,
distraen la atención del estudiante de las relaciones importantes exp resadas por la fórrnu­
la. Más abajo se observan simplificaciones crecientes de la notación sumato ria del extremo
izquierdo:

. estro" como el número de íterns en una mu estra. En este
Definiremos el romano de n~u de muestra es 4. Así , en una muestra grande podemo
ejemplo part¡cu ~ar el ta'd"a'~osd I primero al e~ésimo ítem como sigue: s
simbolizar la sene ordena a e e e

. j' y11, ! •... , ..

El tercer símbolo puede interpre tarse como sigue: suma de las I". pa ra todos los valores
disponibles de t. Esta notación se utiliza frecuentemente , aunqu1e no la utilizaremos en
e~te libro. La sigu!ente, con n como sobrescrito, ind ica que deben sumarse " [rems de y;
notese que el subfndice i de la Y se ha omitido por innecesario. F inalmente, a la derecha
se presenta la notación más sencilla. Indica solamente suma de las r. Esta será la fonna

que utiJi,;a remos más frecuentemente y si un signo sumato rio precede a una va riable se
en ten~era que es la suma de n itemsr todos los items de la muestra) a no se r que los
subscritos o sobreesc ritos nos digan lo cont ra rio

Uti liza remos el símbolo Y para la medía '. iti di ' bl I" Su fó-mula seib an me lea e a va na e .
escn e como:

, -" j ') y_= }~ + 1; + ... + "- '• -1

~----
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3.3 La mediana

, di 'tmética de Jos recíprocos se llama m edia armónica S'El eciproco de la me 13 an .. d ibi . 1 lo
n H I fórmula de la media armornca pue e escn Irse en forma Con '

sim bolizamos por y . a 10 Clsa

(sin subscritos ni sobrescritos) corno

3 1
Estadística descriptiva

Siempre que un valor cualquiera de la va r¡ .. .
presentarse problemas para local izar la mediana a~~ ec ~pa rel.ca ~as de ~na vez, pueden
más porque todos los miembros de una cl d . ~ lcu l o delítem med iana se complica

, d '. ase eterminada en la que tri d , 'mediana ten can la misma marca de clase L di es a suua o e rt cm
el lugar 11/2 en la distribución de frecu~n~a~eUsual es en ese caso la varian te que ocupa

, 1 [i d " . . sua mente se calcula como el plinto en
que cstarta oca Iza o el individuo mediano cm , ' " d

iend los ¡ . re os Imites e clase de la clase mediana
[suponien o que os individuos estuv iesen igualrncnle di 1 ib id 1 • •, 15 n UI os en a clase)

. ~ me.~ lana es solam~n t e u~ miembro de una familia de estadísticos quc 'dividen una
distr ibución de frecuencias en arcas iguales Divide la distrtbu .. d itad'{ . . . . . cion en os mita cs. Los tres
cuart t es cortan la distr ibución en los puntos 25 50 Y 75 % deci
di id 1 di ibucié " es ecu oen puntos queIVI en a rstn ucion en pnmero segundo tercero y cuartu art ' (f. ." cuar os por arca y recuen-
cías) . El segundo cuartil es naturalmente la mediana (1lay además ' 1'1 dcc¡. . . . ... . a qum l es. eCIes y
percentiles, que dividen ~a distribuci ón en5 , I0 y 100 porciones iguales,respect ivamente. )
De~d~ el punto ~e vista de su aplicación en posteriores y más avanzados trabajos

es t ~~ ls t lcoS, l.a mediana ?o es un estadístico útil (excepto para métodos "no param étri­
cos ; ver cap itulo JO). Sin embargo, en cie rtos casos especia les es una medida de localiza­
ci.ón. má~ repre se.ntati~a que la media aritmética. Tales ejemplos incluyen cas i siempre
distribuciones asim ét ricas. Un ejemplo de economía frecuentemente citado se ría una
medida de localización adecuada para el salario "t ípico" de un empleado de una ccrpora.
ci ón . Los salarios muy altos de los pocos ejecutivos más antiguos elevarían la med ia
aritmé tica, el cen tro de gravedad, hacia un valor completamente no represent ativo. En
cambio la mediana estaría poco afectada por unos pocos salarios altos; ella representaría
el punto particular en la escala de salarios sobre el cual quedan el 50 % de los sa la rios de la
corpo ración, siendo la otra mitad inferiores a esta cifra.

Un ejemplo en que es preferible la aplicación de una mediana sobre una media aritm éti ­
ca en biología puede darse en poblaciones que presentan distribución asimét rica. tales
como los pesos. Así, un peso mediano de varones ame ricanos de 50 años puede se r un
estad ístico más significativo que el peso medio. La mediana es importante también en los
casos en que puede resultar dificil o imposible obtener y medir todos los items de una
muestra necesarios para obtener una media. Un ejemplo clarificará esta situación. Un
etólogo animal está estudiando el tiempo necesario para que una muestra de animales
realice una cierta fase del comportamiento . La va riable que está midiendo es el tiempo
desde el comienzo del experimento hasta que cada individuo lo ha realizado. Lo que él
qu ie re obtener es un tiempo medio de realización. Sin embargo, este tiempo medio só lo
podr ía calcularse después de haberse obtenido el dato de todos los indivi~~os . P,uede
necesitarse mucho tiempo para que los animales más lentos completen su aceren. mas del
que el o bservador desea gastar o bse rvándolos. Además. algunos de ellos pueden no respon­
der nunca apropiadament e. haciendo imposible el cá lculo de ~na media. Por lo lan.to, un
estadístico de localización convenien te para describir estos animales puede ~r el tiempo
mediano de realización o un esta dístico relacionado, tal como los percenriles 75 o 90.
Así, tan pronto como ~I observador conozca cuál es el tamaño t.~lal ~e la mue ~tr~ . no
necesitará o btene r medidas para el extremo derecho de su d istr ib~Cl?~ . Ejemplos s l~ l lares

, 1 d veneno en un grupo de individuos (la doSIS letalsen an as respuestas a una raga o • .... d
med o dosia ef LO o E' O o, o el tiempo mediano de apanc icn e unalana o OSIS elec t iva. so s
mutación en va rias líneas de una especie.

(34)

15 ,5 ,

Estadistica descriptO
I·a30

14, 15, 16, 19, 23

M=1 6, yaquelatercera obse ". " , blad P d . , rvacron tiene e mismo numero de obse rvaciones a am os
os, o emes hacer VI Sible la med¡ fá il .. de

mayor a me ' lana ac mente si pensamos en una ordenacron
ncr , por ejemplo una fila de h b " , di 'duomediano será l ' om res a meados por sus esta tu ras. El In IVI

pues a persona que tiene 'g l ru d h 3511
izquierda. Su altura se rá la ah . I ua numero e hombres a su de rec a.Y
calcula fácilmente en ura medIana de la muestra conside rada. Esta canudad Sll

. una muestra ordenada de '. e odoenumero es par la medi un numero unpar de individuos. ua
va riante que ~upa el I~~na i2calc~la convencionalmente como el punto medio entre IJ

ar n y a l(n/2 ) + 1), Asj, para la muestra de cuatro medid~

14 ,1 5,16, 19
la mediana sería el

pun to medio entre el segundo y el tercer item o,

El lector puede demostrar que la media geométrica y ,la media arm ónica de los Cuatro
porcentajes de oxigeno son 1 ~ ,6 5 % ~ ~ 4 .09 ~, respectivamente. A no "" ~ue .I~s items
individuales no vaneo. la media geornemca es siempre menor que la media an tmet¡ca, yla
med ia arm ónica es siempre menor que la media geométrica .

Algunos principiantes en estadística tienen dificultad para aceptar el hecho de que sean
permisibles o incluso deseables otras medidas de localización o tendencia central distintas
de la med ia aritmética. Piensan que la media ari tmé tica es el prom edio " lógico" , y que
cualquie r otra media falsearía los datos. Este problema se relaciona con la escala de
medida adecuada para representar los datos, esta escala no siempre es la escala lineal
fam iliar a cualquiera. sino que a veces es preferible una escala logarítmica o recíproca.Si
se tienen dudas acerca de esta cuestión, trataremos de mitigarlas en el capítulo 10, donde
discutimos las razones para transforma r va riables.

La mediana M es un estadístico de localización útil a veces en investigación biológica.Se
~efme como el valor .de la variable (en una serie o rdenada ) que tiene igual número de
rtems ~ c~da lado. ASI , la mediana divide una distribuc ión de frecuencias en dos mitades.
En la stgutente muestra de cinco medidas,

.----~"
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fonTIa de una distribución de Fre -

1
bi cuencras \ SI se

ta es caro lO S puede ser recornend bl l' quiere tener un e t di u o q Il

d

. a e a media l-: d .. lo; UC' re
la me la. la mediana. v la mod d _.n ismbucone rrnetnca un d Iid . _ • a son I enuc s. l:.1 uno a
conoCI a dís tnbucíón normal del . I a mejor ejemplo de tU e I bcapuu o li En un d a len
como se p resenta en la figura 3.1.135 iciot a 1 rnbuci n a unemea npica t al
son generalmente éstas: la media es la má o,nes relauv a de la moda medrana \ media
la moda es la más lejana \ la med¡ n as. .proxlma al exuem e tirad de la dumbu I

. . a a esta entre las d L ( ,
secuenCia es acordarse de que se prese _ na ~ rma f¡j¡C11 de rec rdar e ta
de la distribución. ntan en orden altane¡ 1,:0 de el uem ma larg

3.5 El rango

I
I
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3A La modaLa modo se refiere al valor de la variable "que más,veces se obtiene" en una distribu "
de frecuencias. o el valor representado por el may or numero de individuos. Cuande:"
obse" a una distnbuclon de frecuenCias. la moda es el valor de la variable en el •
curv a presenta un pico , En disrribuciones de frecuencias agrupadas la moda e queb
punto no tiene mucho senlido. Habitualmente . basta identificar la clase modal. E:~~ "
úa.la moda no tiene muchas aplicacíono- o!<>
_ Las distribuciones que. tienen dos pic?S [ iguales o desigu~e~ en ~tura) se llaman biJno,.
Jales: las que tienen mas. de dos multun:oda~es. En las dlstnbucl.ones raras que tie
forma de U. llamamos annmodo al punto inferior del centro de la distribuci ón no,

Al valorar los méri tos relativos de la media ariunética. la mediana y la moda d
tenerse en cuenta ,-anas consideraciones. En esradisrica. generalmente se prefiere 1; '7
ya que tiene un error estándar menor que ot ros esradísricos de localización (eXPlica:' •
la sección 6.: 1. es más fácil cal cularla matemáticamente. y tiene una propiedad adi O>t.

deseable (explicada en la ~ción 6.1 j : tenderá a distnbuirse normalmente incluso~ 100
datos ongutales no 10 estan. La media se ve marcadamente afectada por obse rv ._ • :;1'." aoorel
extran3.S: la mediana Yla moda no. Generahnente la media es más sensible a cambios enh

"'~
,+
~

l'l
J

3 4 3.6 3, 4,0 4 .2 4 ,4 4 .6 4 ,8 5,0

f iI 3 1 O . Por centaje de grasa de la leche
. . . rI uClon de frecera la. tu. 10' d 1_ enctas a. ime í n ca íe51 u ada a la derecha) qut

.. n e 1<11 media. di 1'0ra de leche Id 1I • me lina y moda. Porcentaje de grasa en •
e I ro de reJlS ro de una pnaderi a canad iense ).
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Por convenio, cada desviación individual ("del'iate") se calcul 1 b .... .. , 7" _ a como a o servaclOn IOdIVI-
d.ual m.enos la media ) -:- ~ en lugar de la inversa. r - Y. Las desviaciones individuales se
sunbohzan por letras minúsculas correspondientes a las letras mayúsculas de las variables.
La columna .(4) de la tab~a 3.1 da las desviaciones individuales calculadas de este modo.
Para ~omod ldad en el c~lc~lo . la columna se ha divid ido en desviaciones posit ivas y
negativas. Ahora las desvlaclOnes.han de multiplicarse por sus respectivas frecuencias para
que aquellas que se presentan mas frecuentemente contribuyan más a nuestra medida de
dispersión que las que sólo se presentan rara vez. Por esta razón multiplicamos las
desviaciones individuales por sus frecuencias [. Los resultados de estos cálculos se expo­
nen en la columna (5). que conserva la separación entre desviaciones positivas y negativas.

Ahora nos proponemos calcular una desviación media sumando todas las desviaciones
individuales y dividiendo por el número de dichas desviaciones en la muestra. Sin embar­
go. cuando sumamos nuestras desviaciones. obse rvamos que las positivas y negat ivas se
anulan , como se muestra en las sumas al final de la columna lS). Esto siempre es cierto
para la suma de las desviaciones con respecto a la media. y está relacionado con el hecho
de que la media es el centro de gravedad. Consecuentemente la desviación media también
sería siempre igual a cero. Es recomendable estudiar el apéndice A1.1. el cual dem uestra
que la suma de las desviaciones en torno a la med ia de una muestra es siempre igual a
cero.

Elevando al cuadrado las desviaciones ind ividuales se evita el que la suma de las desvia­
ciones en torno a la media sea siempre ce ro Y da como resultado otras propiedades
matemáticas deseables que consideraremos en una sección posterior. En la tabla 3.2 se
presentan de nuevo los datos de las longitudes del fémur de áfidos. Las columnas (1) . (2)
Y (3) son las marcas de clase, frecuencias y desviaciones. dete rminadas como se ha dicho
previamente. Las desviaciones no es tán separadas ahora en columnas posi tivas y nega tiv as .
La columna (4) presenta sus cuadrados. los cuales son. naturalmente. todos posi tivos.
Finalmente, la columna (5) presenta el cuadrado de las desviaciones multiplicado por s~ s
frecuencias es deci r columna (4) multiplicada por columna (2) . la suma de estas desvía­
ciones elevadas al cuadrado es 2.88. Esta es una cantidad muy importante en estad ística.
que para abreviar se denomina sum a d e cuadrados y se simboliza por ~y.: . En ~ 3 tabla 3.2 .
la suma de cuadrados se simboliza por ~fl' l pero habitualmente se omite la/ puesto que
~ indica suma de todos los items posibles. Otro súnbolo ordinario para la suma de

cuadrados es SS tsum 01 squares ). .
El próximo paso es obte ner la media de las fl des~' i ~.;ione s .al cuadrado. La can tidad que

resulta se conoce como varianza o desvíacíón cuadraf¡ ca media.

' y2 :!" _ ' 1
Varianza = -.,.- = ~ = 0111.'-

n _~I

distribución de frecuencias (ver sección 3 9 .
por la frecuencia I. El cálculo de I ·d.postenor). Es la marca de clase Y multiplicada
longitud media de fé mur resulta se r : O,:eni~da:arece en la parte inferior de la tabla. La

La distancia de cada marca de cla~ I d
S

: Ia a me la se ca cula como la desviación siguiente:

y = y - y

Estadística de scriptiva
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d I 1
neitudes del fém ur de áfidos (cuadro 2 . 1) es

y el rango e as o ~

Rango = -,,7 - 3 .3 = 1,4 un id ades de 0, 1 m m .

TABLA 3. !

did de di spersión . La figu ra 3. 2 demuestra que distribuci
Nos dirigimos aho ra :1 me 1d~~ e ue pueden poseer id éntica media ar itmét ica . Es o~n~s
de aspecto comp le131T1en1c I er e otras fom13s de caracterizar distribuciones. VIO

> dt'ben encontra rs -r .
por lo tanto .q ue ." a de dispe rsió n es el rango. Es la di fe rencia en t re el mayor y e

Una medIda sencil l \ . el rango de los cuatro porcentajes de oxígeno apunt d 1
menor ítem en una .n:ue~strJ. n51. ~ a Os
anteriormente (secrloo L l l es

Rango = ~3 ,3 - 10,8 = I ~ .s %
•

el arree es una medida de la ex tensió n d e las variantes a lo largo de la escala
puesto que t • did " 1 El
d

' iabl esta en las mismas unidades que las me I as ongma es. rango se ve
e varta es. . '

claramente afectado incluso por un solo valor .alep do, y por esta razon es solamente un

t
imador erosero de la dispe rsión de todos los rtems de la muest ra.

es •
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Desviación de la media. Longitudes del fémur de áfido s (del cuadro
2.1),

Es tadis tica deScript'IV,

3.6 1.3 desviaci ón típica

Una medida adecuada de dispersión tendrá en co nsideració n todos los iterns de una
distribución. asignando a cada itern un valor relat ivo a su d istancia del centro de la
distribuc ión. Ahora trataremos de construir este estadístico . En la tabla 3 .1 presentamos
la distribución de frecuencias ag rupadas de las longitudes del fém ur de las hembras epe­
mfcticas de áfidos del cuadro 2.1 . Las dos prime ras columnas muestran las marcas de clase
y las frecuencias. La tercera columna es necesaria para el cálculo de la media de la



TABL"'- 3. :

La desviación tipica . Método largo no recomendado para cálculos rea les.pero presentado
aquí para ad arar el significado de la desviación típica. Datos de la labia 3. 1.

Lna desviación típica se expresa asimismo en, l~s unidades ~e medida origina les. puesto
que es una raíz cuadrada de las unidades cuadráticas de la vananza.

vota importante: \'0 utilizar la técnica recién ap rendida e ilust rada en la ta bla 3 .~ pan
el cálculo manual de una varianza y desviación típica. Esta técnica es excesivamente

tediosa.
Es posible que el lector haya notado que hemos evitado asignar símbolo alguno a la

varianza y desviación típica. En la próxima sección explicaremos porqué.

. es una medida de fundamental importancia en estadística y la utilizare
La vananza . ' d mOl

a lo largo de este libro. De mom~nto solo necesnamos r~cor ar que por haber elevado al
cuadrado las desviaciones. la vananza se expresa en unidades .a l cuad rado. Para Contra.
rrestar el efecto de elevar al cuadra.d? extraemos ahora la rarz cuad rada posit iva de la

\arianza Y obtenemos la aesviacion npsca:

Desviación típica = + /LY! = 0,339-1
\ n
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(3 .5 )
8 ~ + ILY'

\ n - 1

En los dat os de hembras apomícticas de áfidos,la desviación típica se calcularía pues

como:

las 25 longitudes del fém ur es O 3394 unidades do los ¡. . cuan o os nems se agrupan c h
expuesto. S¡n embargo, en biolog ía (o en estad istíca en ene amo se a
nos interesan medidas de localización y dispersión excl g. ral a este respec~o, . rara ve7.
.. d 1 uuvamente como resúmenes des-

CriptiVOS e as muestras que hemos estudiado Casi sie - 1 .
1

han ext rai . 1 mpre nos in te resan as poblaciones
de as que se án ext raído las muestras Por lo tanto lo que .d¡ di ' . ,nos gustarla conoce r no es la
me, la e os cuatro porcentajes de oxígeno, sino el verdadero porcentaje de oxígeno del
universo de lecturas del cual se han extraído estas cuatro Igualme t • b

d d 1
. d .. . n e, nos gustarla sa er

la ver a era ongn u ~edla del f émur de la población de hembras apomícticas de áfidos,
n? sol~~ente la media de los 25 individuos que hemos medido. Cuando estudiamos
dls~rslon, generalmente deseamos conocer las verdaderas desviaciones t ípicas de las po­
blaCIOnes. y no las de las mues,tras.. Estos estad ísticos de población, sin embargo, son
desconocidos Y (hablando en terrrunos generales) imposíbles de conoce r. ' Quién se ría
cap~ de co~e r todas las hembras apomicticas de esta población de áfidos(, particular y
medirlas? A SI pues, necesitamos utilizar estadísticos de mueJlra como estimadores de
estadísticos d e población o parámetros.

En estadística es conve~c.iona l utilizar letras griegas para parámetros de población ~

letras romanas para estadísticos de muestra. De este modo, la media de la muestra Y
estima la media param étrica de la población, 1J- , Igualmente, una varianza de muestra,
simboliz.ada por S2 , estima una varianza paramétrica, simbolizada por o] _Estos estimado­
res deber ían se r inseszados. Con esto queremos decir que las muestras (independientemen­
te del tamaño de muestra) extraídas de una población con un parámetro conocido,
deberían dar estad ísticos de muestra que por t érmino medio diesen el valo r paramétrico.
Un estimador que no cumple esto se dice que es sesgado. la media Y de una muestra es
un estimador ínsesgado de la media param étrica 1J- . En cambio, la varianza de una muestra
calculada como hemos visto (en la sección 3.6) es sesgada. Por lo general subestimará la
magnitud de la varianza de la población 0 2 _ Para superar este error, los estadísticos
matemáticos han demostrado que al dividir las sumasde cuadrados porn - I en vez de por
n, las varianzas de muestras resultantes se rán estimadores insesgados de la varianza de la
población , Por esta razón, es habitual calcu lar varianzas dividiendo la suma de cuadrados
por n _ 1, La fórmula de la desviación típica se da pues habitualmente como sigue:

Estadistica descriptiva
Estadística descript .

IVa

(J, (2) (8) W (.5)

r f y ~ r-f y' f y'

3,4 o -06 0,.% U - .,- , " -
3,7 , - 0,3 0 /19 0-"

" -
4,0 5 0,0 0/.10 Op O

4,3 Ó 0,3 O,W 0,i2

-l l i o 0,6 O, ~J6 0 - ')- " -
TIA.al 2 ~ 2,>sS.,

y = 4 O I.fy' = 2,88,

Varianza • ..f
<, -"

VO,II :":.! = U':j :3~ '¡- - ~ . - 0,11.')2 Desviación t ípica =
• - ,
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3.7 fAtadí tlO'll de muestra y paráme tros

H' ta iII' m• . cm J calculado eltadíltlCOS de muestras sin dar demasiada importancia a.k"
repte nar t e tadí UCCJ Cuando se calculan co rrec tamente , una media YdeS'li'

pie rar mpr medida de localización y de d i persíón absolutamente flf'~
t r en la cu e tan basadas Así la ve rdade ra media de los euatr:

x , r f, 1<1 ion 3 I r, en realidad I t; .32~ CI(, La desviación típica u

8 = /2,bS = O,.'H64
\ 24

Observamos que este valor es sólo ligeramente superior que el estimado anteri?rme.nte de
03394 Es obvio que cuanto más grande sea el tamañ o de muestra menor sera la d íferen-
cia entre la divi sión por n y por n 1. No obstante. prescindiendo del tamaño de

. . . d drados por n I cuando se calcula
muestra es buena costumbre dividir una suma e cua .

, " .• .. P de . upone... que cuando se encuentra el simbo-
una varianza o una desviaci ón nprca . ue d 1, ·d di " ón de la suma de cuadra os entre os
lo s se refiere a una varianza obtem a por I\lSI El .
grudos de libertad. a los que ge ne ralmente se refiere la cantidad n I UOlCO caso en



- descodificar..
d ·fi x<co I Icar _

+ lO

o

8 ~,---~::;; descodificar

Los diagramas siguientes aclaran la codificación simple:

d .fi +10
CO I rcar --+

-- descodificar
-10

, 5 X 10codificación '-T.:-__-'C~I 3(

. + 100 ... 1.:)' : o r.
codificación .:..::::..- --, - y( (

• .::::- descodificar" y! o s- ·4, )I,.VU
l.... X I(J()I

Estadís tica descriptiva

codificar +100 +i.t ~
~ '.

r :+c'c::---x 100 -1.1 descodificar

39

En los cuadros 3.1 y 3.2 que se discuten en la pró.'iÜma sección, se presentan ejem­

plos de codificación y descodificación de datos.

Igualmen te, una media codificada basad .a en variantes que h ...
las cuales se les ha sumado 1,2, pod ría descodífic se .an divid ido por 100 y a
do después por 100: arse restando prunero 1,2 y multiplican.

y para sumas de cuadrados o varianzas:

Al considerar los efectos de la codificación de variantes en l id . . •d .. , . os va ores e I ana"~as y
en'laClones ttptcas. encontramos en primer lugar que las codificaciones no tienen efecto

en las sumas de cuadrados, varianzas, ni desviaciones tfpicas. La demost ración matemática
se ~~ en ~I .apéndice AL!, pero esto puede verse intuitivamente debido a que una codifl­
cacron aditiva no afecta a la distancia de un item respecto de su media. La distancia de un
item de 15 a su media de 10 se ria 5_Si fuésemos a codificar las varian tes restándoles la
constante 10 , el item seria ahora 5 y la media cero. La diferencia ent re ellos continuaría
siendo 5. Así. si se utiliza solamente la codificación aditiva, el único estadís tico que
necesita descodíficación es la media. Pero la codificación multiplicativa si afecta a las
sumas de cuad rados, varianzas y desviaciones tipicas. Las desviaciones t ípicas codificadas
se tienen que dividirse por el código multiplicativo. lo mismo que debería hacerse para la
media. Sin embargo, las sumas de cuadrados o varianzas tienen que dividirse por los
códigos multiplicativos elevados al cuadrado, porque son términos cuadráticos y el fac tor
multiplicativo se eleva al cuadrado durante las operaciones. En la codificación de combi­
nación el código aditivo puede ignorarse. Los diagramas nemotécnicos siguientes pueden
utilizarse para resumir la descodíficación de desviaciones t íp icas:

Estadíst ica descr iptiva
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. I divisié de la suma de cuadrados por 11 es cuando el inter ée d I
Ut' e~ apwp¡ada a 1\ ISlo n . • e
q.- . . d d -- ente limitado :1 la muestra que llene a mano y a su vananza "',
ifl\~StlcJdor esta \e[ a e " . J

_ -. . ". corno estadisticos descnptj"os de 13 muestra. y no como estunadores de
desnaClOn nprca \. I . . d. d bla ción H3\' también casos en que e investiga or posee datos de la
los parámetros e po 1,. • • • ifi d 1 d ' ..... I t . en tales casos está perfectamente JUSII lea a a rvisron por" ya que
pobla..:'lon cornp e a. . . ' lá dolo.Asrestá estim.. ndo un parámetro smo.en realidad.calcu 3D oo. ASI .la vananen ronces no se .... .. '
za de las longi tudes del 313 de todas las grullas ad~ltas de una especie ame ncana seria Un
valor paramétricc: igualmente: si se h~b lese m~dldo el. c .i. de ~odos los ganadores ~.el
Premio Xobel de Física. su varianza seria un parametro ya que esta basada en la poblaclOn

completa.

3.S CodifiC3ción de daros antes del cálculo

Antes de que podamos discu tir cómo calcu lar medias y desviaciones t ipicas de una forma
práctica en una calculadora de mesa. debe aprenderse un procedimiento más importante,
la codificación de los dalOS originales. Por codificación entendemos la adición o sustrae.
ción de una constante a los datos originales y/o la mult iplicación o división de estos datos
por una constante. Frecuentemente los datos tienen que ser codificados porque se expre­
san originalmente con demasiados dígitos o son números muy grandes que pueden causar
dificultades y errores durante el tratamiento de datos. La importancia de la correcta
codificación de datos no puede sobrestimarse. El cálculo estadístico logrado , obtenie ndo
el resultado correcto y no hundiéndose en una marisma de cifras, se facilita con frecuen­
cia por codificación correcta de los datos originales.

Llamaremos codificación aditiva a la adición o sust racción de una constante (puesto
que sustracción no es más que adición de un número negat ivo) . Igualmente llamaremos
c~iJ¡cación multiplicativa a la multiplicación o división por una constan te (ya que divi­
s~n es multiplicación por el recíproco del divi sor] . Llamaremos codificación de combina­
ron a la aplicación de ambas. aditiva y multip licativa . a la misma serie de datos .

E? el apéndice. Al. :: ~xaminamos las consecuencias de los tres tipos de codificación en
el cálculo de medl.as. varianzas y desviaciones típicas. Los resultados para medias pueden
resu.mll'~ c~mo sigue: cuando se ha sumado una constan te a cada variante , la media
codificada ~ e se descodifica restándole la constan te.
Cu~do las variantes se han codificado multiplicándolas por una constan te f puede

descodif d idié di. . e
h

~c~se ¡VI len o a por la misma constante; igualmente cuando las variantes se
an codific d d· . .. la med¡ . ' .a o por rvrsron. a media se descodifica multiplicándola por esta misma

constan te .
las medias codificadas por co bi .. d d . .'.. m macron pue en escodlflcarse efe ctuando la operaaon

rm eflQ, en ¡mena secuenci E d ., . cuz. sto pue e clariflcarse por medio de un sencillo dia2rama
nemOIeCfilCO que casualmente· . l nara codí - di .va Asi - h' sirve Igua para codificación simple multiplicativa o a tU-

, SI emos codificadn una se' de vari . ~ . . •10. descodifi .;a m l _ .... ne e variantes restandoles ,) y multiplicándolas por
os a media dívidiéndola primero por lO y sumándole luego 5:

- 'codificar )' ~ o r..
r ~ !. 10 descodificar



~---

1,00 I
10,0 I--lO

agrupar, como se muestran a \;1'In

P
ar d dif ~, s: 13,3i . ­a escc 1 rcar s. : s ;: 1O~ ;: -100 = 0,13,i ¡

Para descodifica r S,: s =

Para descodificarI .
- L l , ~ 40 0 1
n '

- 320,%0

~ u: _320,9GO
,1- 1 24

= 13,37

_ 40 ,101 _ (l OO ')'
25

S , ­, -

} ~ =

L r: - 40 ,'0 '

L y; ~ L r ; _ (L 1;)'

"
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e- CUADRO 3. \ .~;:;:~;;::;:- ~
Cálculo de Y y s de datos no "g d. .. rupa os.

Datos d e la longitud del fémur de áridos
cabecera del cuadro 2. 1. '

Los datos se han codificado m Ir li
d

n te 1 01 I u rp tcandc por 10" 1"ura . e ca cu o. Las variables y esto d' . ara e umnar la co ma deci mal
subscn to c. a IStlCOS codificados se identifi can por el

Cálculo
' 1 = 2.", Cod ifi cació n .¡_COdllliCl~ción y descoa íficaci ón. , - o

L 1; - 100 1

Es tad is t ica descriptiva

(3,6)

la secc ión 3.6 Puede

::: ( J' - -¡ )'
~y' = z:
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' 9 ,11", ..0", "" el;' ''' "a". ,ale.. I,,, la media )' la "",';ad
ón

I ól,ica
. ' _. . ra ca lcu lar 1:1 suma de cuaJ r:IJOs el1
El procedim iento 1I11h ladl~ p:l . , .
expresarse por la fómlUla slglllcnl

c
.

_" . li a lo más dar:uoentc posible la naturaleza de la suma de cuadrados
Esta lomlUla cxp ,le . o res digita les es la más embarazosa. Para calcular ~y2 por l '

o excepto en lúmpUl3 1) • d ' I I apcr :. 1) . el) tendriamos que calcular la media. espucs ca eH ar la desv iación
expresJl11l (•.6 . pnm r . ., d b ' 1 I d. . '4'0 de la med ia . A contJfiUaC IOn e ena e cvarse a ella rado cad
de cada rtcm respcc t •• • " ' a

d
.'_ . '-n 'lm'nle sumarse estos cuadrados. La operac lon mas pesa a seria calcular

('5\'13C1011 .' 1 a t • I l id'0elevar al ~uadraJo las dcs\·iaciollcs. lo cual en '.a ~n ayofl a de a~ c~ el! a oras de mesa no
puede hacerse auton1atic:unente si no es tra~ scn?le ndo las desv 'a~llmes o al menos ¡mro.

d
ci é dalas manualmente. En nuest ra expenencla. muchos estud iantes. una vez que han

U\.I n ' 1 ina.P 1aprendido alguna t écnica particular. tienden a repetir a por rutina . or o tanto . habie ndo
aprendido a calcular una suma de cuad~ados como se muestra e~l 1~ ~abla 3 .~ pudieran
tender a repetir este procedimiento particular. No podemos pues insistrr con la sufic iente
fuerza en que la tab la 3.2 se presenta exclusivamente por razones pedagógicas; ordinaria.
mente no se calcula la suma de cuadrados como se muestra en ella. Vamos a desarrollar
ahora una fórmula de c álculo para la desviación t ípica. En resumen . hay tres pasos
necesarios para calcu lar este estadístico: (1) hallar la suma de cuadrados. ~y2 . ( 2) dividir
por n _ I para obtener la varianza . y (3) extrae r la raíl. cuadrada de la varianza para
obtener la desviac ión n pica. Los pasos (2) Y (3) son operaciones sencillas y no es posible
ningún mecanismo ahorrador de tie mpo para ellas. Nuestros esfuerzos pa ra simpli fi car el
cálculo deben centrarse en el paso (1). el c álculo de la suma de cuadrado s. La fórmula de

cálculo habi tual para esta can tidad es

Estadística descr ipti va

LY' = L Y' - (L Y)'
n

13,7)

Vamos a pr~ocisa~10 que re~resen ta esta fórmula. El primer término del segundo miembro
de la ecuacron, _ y2 deberla denominarse "suma de Y cuadrado" y deber ía distinguirse

L l" = Y; + Y¡+ y¡ + ." + Y;

cuidadosamen te de 'y2 ..\ d, . ... , a suma e cuadrados de Y" . Estos nombres son inadecuados,
pero estan demasiado bien e t bl id 1., s a eCI os para pensar en rccti fi carlos La o tra cantidad de a
expresjon (37 , es (lY)~ /" e frecuen ci . 'nu ad d. " on recuenoa se denomina t érmino de corrección. el . El

mera or e este té rmino es I d d dtodos lo. al d Y e ella ra o e la suma dc las y;esto es pr imero se suman
va ores e y luego se el Id' 'o des dife ren te de 1 y2 cva a cua rado esta suma. Por lo general. esta cantt J

térmmcs solamen te . qued~ru~e ro ~ Ieva al cuadrado las Y y después las suma. EstoSJos
puede probar ca le l' ~dJO I nucos SI todas las Y son ig uales. Si no se csui seguro de ello . st

u an (J eatas cannd. de " 'a S para unos pocos. nume rus.

¿Por q ué la expresión ( 3 .7) es idén tica a la expresión (3 .6)? La demost ra ción de esta

identid ad es muy sencilla y se da en el apéndice A1.3.
En las expresiones (3.1 ) Y(3.7) vemos que pata calcular la media y desv iación típica de

una muestra es necesario tener tres cantidades- u. ~r, y ~ y 2. Las operaciones detalladas
dependen de si los datos están sin agrupar o agrupados en una distribución de Fre cuencias.
liemos recomendado dejar los datos sin agrupar cuando el número de variantes es menor
que ISO debido a que el tiempo necesario para establecer una distribuci ón de frecuen ci3s
se ría casi equ iva lente al tiempo ahorrado duran te el cálculo si los datos estuviesen en
forma de distribución de frecuencias. Cuando los datos están sin agrupar . el cá lculo
procede como en el cuadro 3.1 que está basado en los datos no agrupados de las longitu­
des del fémur de áfidc s presentados en la cabecera del cuadro 2.1 . Para eliminar la coma
decimal durante el cálculo. los J atos se han coditicadü multiplicando las variantes por 10.

Cuando los datos están agrupados en una distribucion de Frecuencias, 1l1S cálculos son
considerablemente más sencil los. En el cuadro 3.2 se presenta un ejemplo. Estos son los
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Pesos de varones chinos recién nacidos. en onzas

,-- CUADRO 3.2
Cálculo de y, s. y CV de una distribución de frecuencias.

6
61

3
4

5

Divid ir el rango por

10
3U

100
500

1000

Para muestras de

3.10 El coeficiente de variación

Al haber presentado la desviación t ípica como una medida del grado de variación de los
dato ~ , nos podemos pregun tar , " ¿Ahora qué?" . En esta etapa de nuestro apre ndizaje de
teon a estad íst ica no se obt iene resultado últil alguno a partir de los cálculos que hemos
efectuado , aunque los conocimientos practicas recién adquiridos son básicos para todo el
trabajo estadíst ico posterior. Hasta aquí. la única aplicación que podemos tener para la
desviación típ ica es como una est imación del grado de variación en una población. Así.
puede que queramos comparar las magnitudes de la des'viación típica de poblac iones
similares y ver si la pob lación A es más o menes variab le que la poblaci?n B. No obsta~~e,
cuando las poblaciones difieren apreciablemente en cuanto a sus me.dlas, la compa~ac~~n
de sus va rianzas o desviaciones típ icas sería bas tante arriesgada. Por ejemplo, la desvlaClon
típica de las longitudes de la cola de elefantes es obviamente mucho mayor ~.ue la
longitud total de la cola de un ratón. Con el fin de comparar el g~a~o de \"anac~on..en
poblaciones que tienen diferent es medias, se ha desarrollado el (Oe/lclente de ran aclon"

~ I rango de los da~os . ~e a~~os es 1,4. Cuando este valor se divide por 4 se obtiene un
est imador de la desviación uprca de 0 ,35, que no equipara demasiado mal al valor de
0,3656 calculado en el cuadro 3.1. Estos métodos aproximados son muy útiles para

detectar erro res grandes en el cálculo .
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pesos de niñ os varones chinos rect é id
primer lugar. tienen que ser codific ad" nac¡ os, expuestos anteriorment 1 r'os para cambi 1 e en a igura '1 3 En
Esto se hace restando 59 5 la marc d I ar as marcasde clase un poc - . .

I
' • a e e ase infer¡ d o engorrosas

resultan son va ores tales como O 8 16 ")4 flor e la se rie. Las marcas de 1 .

r O 1
' 3 " . - • 32. etc De . . . e ase que

uans arma en • • _, 4 etc que 1 r . spues se dividen por S i l

r
'11 ""' es a arma de d ' o que as

una orma scnci a y elegante. Sumam 1 sea a. Ahora se efectúa el cá lc I d~fl' ~ Al l f os os productos d [Y -2 a u o e_ c' sumar as recuencias se obtiene "I:.f = '1 e e Y[} e para obtener 'f:.[Yc y

Una regla empírica comú n para est¡ I "
b

imar a media es p d¡
Y menor para o tener el ll amado rango d¡ I reme lar las observaciones mayor
ifld d l cuad ro Z me 10. Jara los dat d h b .a I os e cua ro _.1, este valor es(4 ,7 + 3 3)/" _ os e em ras apomfcticas de
media de la muestra calculada Las desvi : - - .4,0, que corresponde exactamente a la

. " ". . raciones t ipicas puede .
rangos por división adecuada de éstos. n estimarse a partir de los

Estadística descriptiva
Estadistica descript 'IV,

Codificación )' descodificación

Codificación : l~ = lO- 59,5
8

Para descodifica r 1;: l' ~ Sr, + 59,5

= 50,4 + 59,5

= 10919 0z.

Para descod ificar 8 ' _, . 8 - 8 8, -
1'1 " '1' ,,).1,
IOIJ,!J X 100 = 12 .~~fjfJ'7o

"

U
1

o
ti

3
4

-,
S
9

10
11
12
13
14

(2) (;,l

Marca de clase codificada
f 1;

9-165 "" n

'o . .,
" , .o -
67,S ti
• <J,,) 39
" ,5 3Sj
"
91 ,;) SSS
W11'? ¡-')(I,_.

107,5 ~2-10

11.\5 "00-- ,
123"i 1:!33

13 1,S 641
139,,') 201
I4",;") ;4
1555 14,
J6.1 ,.') o
1i 1,5 1

(1)

Marca de clase
r

Fu ente: Millis y Se ng (19 54).

Calculo

L: tv; ~ .\9629

( ' 1' 8
J - 1' / 100-

1; ~ L: f 1;/,D ~ 6,300

L: fr~ - 402 987

cr = iL: JI;)' _ __ _
n - 3 , a fj ;)9,5,)()

L: jy~ ~ L: j r : - cr = Ti 327,4,,0

r, ~ l:.fv: - 2 888
n - J '

'e = l/j~JI

42
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Estadistica descript ·

'" Estadistica desc riptiva

Ejercicios J

8 X lOO
el' = r

45

y ev. Compara r los re sultados con los de la) ..
po r el agrupamlt:nto') Calcular t bié 1 . lo ( uanta precr uon se hit pe rd ido

am len a mediana
1.:i2 1.2 1 4 <)(1 .
'J qr . ~ 1.01.1
, .• , 4,.J" 3 ...·1 1 (J"

3.7·1 1.12 '-:lO ; ~. ;

4.1 () 4.00 I .:¡;¡ :; '1
·1.33 .I. )j j 3. " 4 I
·1.2:J 4.1!7 '¡ - I 1 , -

• . • . ... ,J

-1 .28 -I.O:J 4.1:? 1.0'1
-1 .1.5 1.211 -1 .27 I ':J
4..1 9 4JJ,j :i.fl7 Ll:!
-I .m 4.11 1.21 .', .110
4.fiO :1 - 1)-I .:lb . .•_ 3 .~"' ¡

4.00 -l A" 4."2 3/11
-1 .71 3.~(j 3.rA) 1.10
4.3S 4.Jr, 3. . . .f. 10
4.0() 4.Oh 3.Gb 1.70
3.97 3.97 t 20, ._ 1.\1
4.31 3.70 3. ' 4.:!1
4.30 4.1 7 3.97 -1.20

4 ..51 3.&:i 4.3f' ·U~

4.24 4.05 4.05 3.•iI1
3 .9·1 3.SU 4.5S 3.!r.1
4 .17 3.';'2 3.70 4.3.1
4.0r, 3 .S~ 4.07 3.5\,¡
3.g3 U O s.ss 4.00
4.38 4.1 ·4 4 .Gfi 3.!fi
4.22 :t 47 :U12 ·I.~ I

3.95 4.3S 4.12 4.,12
4.35 3.91 -1 .10 4.W
4.0') 4.34 4.09 4.RR
4.28 ~.98 ~J,6 4.;'8

¿Q ué efecto tendría so b re lo s valores num éricos de los estadi sncos siguie n tes Y, s.
ev, d e svia ción medi a, m ed ian a , mo da . ran go . sumar 5,2 a toda'! la! obse rvacro­
nes? ' Cuá l se ria el efe cto d e su mar 5 ,1 Y desp ué s multi plica r las sum as p~r x .O ? SI
prime(.ro multiplicásemo s por 8,0 y después sum áse mos 5.2. ¿su po nd1l3 alguna
d iferencia en Jos estadisti cos ant er iores?
Demo strar que la ec uació n de 1.J varia nza p uede escribirse tambi én co mo

~L",l=-''-,nc:Ye-'" -- n - 1
. . b J pr áCIOC. porque pued e llevar a errore s(Esta ex presi ón no se ut iliza mu e o en a

graves d e redondeo a meno que r se calcu le con mu cha o fr.a rgruftcauv avt .
Esti m ar 1J- y O utiliza ndo el ra ngo med io y el rango {ver secci ón J.q, p~ra los datts

. 3 J 3" 3 J Hasta qué punto concuerdan estos va o re con as
de lo s eJerCICIOS . . '-'.> .,,' " Los valore de p y o para el eJerCICIO
esnma cro nes dada s por ) > s Soll no
3 .~ so n 0 .1:!4 >' 0,10 1.1 .

3.6

3.5

l .4

Hall ar la med í d '" ,.la , . .esvre cron upica, y coe fi cie n te de varia ción para los datqs de
palomas de l eJerCI CIO 2.4. Agru par lo s dato s en d iez clases , ca lc u la r de nuevo r YJ,
y com pararla s ~on lo s re su ltados o b te n idos a partir de lo s datos no agrupados.
Calcular_la med iana para los datos agrupad o s
lta llarY s eV Y la m ed ' 1 d · · ·. '" lana para os ata s siguien tes [mg de glicina por rng de
~~e;~I)nJSn:) LeUnCllaOoNri nl~!e 37 chim pan cés; d e Gartler , F ir schein , y Do bzhansky,

. - O 11 5 s » O 10404(0); , , , .
· ~ JJl,lo, .O;ii .Ot.¡,j .us .0....,2 .07-,
JYL:J JJ~¡ j .n.n , lOO JI2fi A 10 .aoo
011 .I~j(j 0- .120 .110 .100 X,O . J(~) .:;00
· . ,r) .0:11 .11"0 .1JO I JO I "r) 1" 100.J(X) 1" '¡- r¡ .. - . .,., .. 'J.' .' I JWJ .1 00 100 f'
Los dal a s &Igulen tes so . .11 , , d
3 añ o s se l d n porcentajes d e gra sa de la leche d e 120 va cas Ayrsh lle e

. ecciona 0 5 al al ar de u n lib d
(a) Calcular y ev ro e regi st ro de ganado c a n ad ie nse .

¡;y y ~ y~ J ~ dir ectamente de los datos Seencontrará ventajoso calcular
... para cada una d e las e I I e en

caso de que ua ro c a umna .. se pa ra d a m e n te, ya qu
colum na en v le de laeta un error sólo se tendrá que volver a ca lcu lar ufll

el e as c uat ro (" ua d 1 d S lilwrán PQstellQrment . J r ar os at a s de ca d a co lu m na. e ue.

(L, AgrUP'H 10 1 dat o s en una d ' b . f S.
u t n uClón de fre cuencias y ca lc u la r de nuevo .

. I desviación típica expresada como un porcentaje d e la media Su
Este es sun plcmenlc a '
fó rmula es

· 1 ' · le de variación de los pesos de recién nacido s del cuadro 3 .,Por ejemplo e COCilClcn r: . d ' " ... ~
12,37 %. corno se muestra al final de este cuadro. El coe Jlc l~n te e va n ac .on es indepe¡¡.
. d I id d de medida j ' se expresa como un porcentaje.diente e a UflI a .. ... d .
los coefic ientes de va riación son ampliamen te utilizado s cu~n o se q uiere comparar la
. .. de dos poblaciones independientemente de la magnitud de sus medias Probvanaclon .., ._ . . . . ..

blemente es de poco interés descubrir si Jos pesos de los nmos chinos recten nacidos 5()¡¡

más o menos variables que las longitudes del fémur de (as hembras apomíc licas de áfidos
Podemos calcular el últ uno como 0.3656 X 100¡4 .0lJ.l = 9. 13 %. lo cual sugiere que lO!
pesos al nacer son más va riables. \I ás frecuentemente desearemos comprobar si um
muestra biológica det erminada es más variable para un carác te r que p ara o tro . Así, pan
una muestra de ratas ¿es más variable el peso corporal que el con ten ido d e azúcar de la
sangre? Un segundo upo de comparac ión frecuente. especialmen te en sistemática, se d¡

entre poblaciones diferentes para el mismo carác te r. Así , es po sib le q ue hayamo s medido
la longitud del aj a en muestras de pájaros de varias lo calidad es. D eseamo s conoce r si UIU

cualquiera de estas poblaciones es más variable que las ot ras. Examinando los coeficiente,
de variación de la longitud del ala en estas muestras. puede ob tenerse una respuesta a esu
cuestión .

l .1

l .2

l .l



Introducción B las di stribuciones de probabilidad 47

Capitulo 4

Introducción a las distribuciones de
probabilidad: Binomial y de Poisson

En la secc ión ~ .5 hemos encontrado por primera vez d istribuciones de frecuencias. Por
ejemplo, la tabla :!.:! muestra una distribución de una variab le mer ística o discreta (dis­
continua). el número de planta s de chufa por cuadrado. Ejemplos de distribuciones para
variables continuas son las longitudes del fémur de las hembras apomíctica s de éfidos ea
el cuadro 2. I o los pesos humanos de recién nacidos del cuadro 3.2. Cada una de estas
di stribuciones nos informa sobre la frecuencia absoluta de cualquier tipo de variable . Así.
la mayor parte de los cuadrados contienen una , dos, o ninguna planta de chufa. Enh
clase 139,5 onzas de peso de recién nacidos. encontramos solamente 20 1 del total de
9 465 niños examinados: esto es. aproximadamente sólo el 2 ,1 % de los niños están en esa
clase. Vemos claramente que estas d istribuciones de frecuencia solame nte son muestras de
determinadas poblaciones. Los pesos de recién nacidos representan a un a población de
niños varones chinos de un área geográfica determinada. Pero si supiésemos que nuestra
muestra era rep resentativa de esa población, podríamos hacer toda clase de predicciones
basad~ s en la distribución de frecuencias de la muestra. Por ejemplo , podríamos decir q~e

aproximadamente el 2,1 % de los niños va rones chinos nacidos en esta población, pesaTJ3
entre 13 ~,5 y 143,5 onzas al nacer. Igualmente podríamos decir que la probabilidad ~ e
que un niño cualquiera de esta población pesara al nacer 139 ,5 onzas, es muy baja. Sl 3

cada uno de los 9.465 pesos se les asignara un número, una vez mezclados los númerosen
un sombrero, y sacado sólo uno, la probabilidad de que éste fuese un o de los 201 de b
c1a s;e 139,5 onzas se ría realmente muy baja, sólo 0,021. Sería mucho más probable que
sacásemos un niño de 107,5 o 11 5,5 onzas, ya que los niños de estas clases están represen·
tados por frecuencias de 2240 Y 2007, respectivamente. Finalmente , si ruvlése rnc! que
muestrear de u blació d . . eros, '. na po ación esconocida de niños y encontrásemos que los prtrn
mdJvlduos extra 'do t ' 'amos". I S eruan un peso al nacer de 170 onzas probablemente rechazarl
la hlpoteSlS de que I blaci é desconocí ' 1 uadJO3 2 A .~ po aCI~ n esconocída era la misma que la muestreada en e .e

" esta conclusió n llegartarnos porque en la distribución del cuadro 3.2, solo uno
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entre casi 10000 niños tenía un peso al nacer tan alto \ f . .
• d d die! blacic . I unque uc se posible que hubiése-mos muestrea o e K la po aCIOn y obtenido un peso al n: d 170 ¡ ..

. Lnrimer ¡ ... nacer e enzas, a probabi­
lidad de q~e e, . prime: individuo extraIdo tuviese tal valor, es realmente muy baja. Parece
mucho mas razonable supone r que la población dcsco no .id: d I

iene dif . - uci a e a que extraernos la
muestra, t1e~e . di erente m~dl~ y posiblemente varianza. que la del cuadro 3.1.
. Hemos u1lhz.ado esta ~Istnbuci~n de frecuencias empinca para hacer cie rtas predio­

c lo~e.s (con que frecuencia ocurnra,un suceso determinado) . o para hacer juicios y tomar
dec lslo~es') ( ¿,e ~ probable que un niño de deter~inad,o peso al nacer pertenezca a esta
pobl.ac lon .).. Sl~ e~ba rgo, en ~uchos . ca sos e? biolog ía, no haremos tales predicciones a
parnr d: ~1.strlbu Clone.s empmcas, silla basándonos en consideraciones teóricas que a
nuestro JUICIO so n pernnentes. Podemos creer que los datos deberían estar distribuidos de
una forma de~erminada por suposiciones básicas sobre la naturaleza de las fuer/as que
actúan en el ejemplo que tenemos a mano. Si nuestros datos realmente observados no se
ajustan a los valores esperados en ba se a estas suposic iones, tendremos serias dudas sobre
ellas. Este es un uso común de las distribuciones de frecuencias en biología . Las suposicio­
nes que se están comprobando llevan ge neralmente a una distribución de frecuencias
teórica, conocida también como distríbucion de probabilidad Esta puede se r una simple
distribución de dos valores, tal como la razón 3: I en un cruce mendeliano, o puede se r
una función más complicada que trate de predecir el número de plantas por cuadrado. Si
nos encontramos con que los datos observados no se ajus tan a los esperados en base a la
teoría , esto nos lleva con frecuencia al descubrimiento de algún mecanismo biológico que
causa esta desv iación de lo esperado. Los fenómenos de ligamiento en genética, de apa­
reamiento preferente entre diferentes genotipos. en comportamiento animal, de agr upa­
ción de animales en cie rtos lugares preferidos, o por e! contrario su dispe rsión territorial ,
son casos a propósito . De este modo, haremos uso de la teoría de probab ilidad para
probar nuestras suposiciones sobre las leyes de incidencia,de ciertos fe~ómenos biológi­
coso No obst ante, deberíamos indica r al lector que la teorra de probabilidad es la base de
toda la estruc tura de la estad ística, ya que debido a la orientación no ma te má tica de este
libro, esto puede no ser comple tamente obvio. . . ..

En las secciones que siguen. presen taremos en pruner lugar una breve dl~u s lon de
probabil idad (sección 4.1), limit ada a lo necesar io para comprender las secciones que
siguen al nivel propuesto de sofis ticación matemática. A contmuacton nos ~cup are.m 0s de
la distribuc ión binominal (sección 4 .~) . que no sólo es importante en cier tos I I ~?S de

. .. demá es fundamental pa ra una comprcnsron deestudios.por ejemplo ge neucos. silla que a emas .' . .
. . . . d b bilidad que se discunrán en este libro.las diversas clases de dist ribuciones e pro a I1 . . . . . loe¡ . 1

La di íb .. d 1) . sección 4 3 es de amplia aplicaci ón en bio ogra, especiar-
tst rr ucrcn e OlSSO n, . , . . rt -sos Esta y la bino-. . b . .dencía de Cle os su..... .

mente para pruebas de connngencta so re mCI La d¡ 1 fbución continua de
. . . . b bilid d d iables discretas. IS n

mial son distribuciones de pro a. I . a ..e van di id e el capítulo siguiente.
probabilidad más habitual es la d ístribución normal. lSCU1I a n

~.1 Probabilidad. muestreo al azar y contra ...te de hipó tesis
. ue no e biométrico ni biológico en

Comenzaremos esta discusión con un ejemplo dq d gógicamente eficaz el ínuoducir
sentido estricto. Con frecuencia hemos encontra o pe a



, de situaciones comple tamente fami liares al estudia nte, aunq
cvos conceptos a travcs . df uc

nu I ' te a la ma teria general de la biocsta rst ica.el ejemplo no sea re cvan . . ., I .
. . I Universidad de Mat chless. una mstrt ucion estala situada entre loVamos a recurnr a a " ... b . . S

I las Rocosas. Al mirar sus numeres de IIl SCnpClo~ o servamos la siguiente
A.p~ l~,che;c ~ a clase estudiant il : 70 % de los estudiantes son amcnca nos no graduados (AN)
división . " ?" aduados (AG) ' el 4 % restan te son ex tranjeros, de los cuales el I %
l' '6 % amencanos cr . . (E ) ,

- . ."raduados (E~ ) v el J % extranjeros graduados EG . En gran parte deson extranjeros no~. .
° bai , 'IIZ' aremos proporc iones en vez de porcentajes para mayor comodidadnuestro tra ajo u 1 '

De este modo. el regi st ro de in scripción consta dc.O,70 de AN , 0,26 ~e AG , 0,0 1 de EN y
0,03 de EG, La clase estudiantil total correspondiente al l OO% esta representada por la

cifra 1.0. 100 d II I
S· diésemos reunir a todos los estud iantes y muest rear e e os a azar, esperaría·IPUI"'- , . d .

mos intuitivamente que por término rnedio 3 serian gradua os ex tranjeros, El resultado
real puede va riar. Podría no haber ni, un estu? iante EG entre los 100 l~lUe st reados., o
podría haber pocos más de 3. La razon del numero de graduados ex t ranjeros ?btenIdo
respecto del número total de estud iantes muestreados puede p,o r lo tall! o vanar desde
cero hasta un número considerablemente mayor que 0,03. SI aumentásemos nuestro
tamaño de muest ra a 500 o I 000, se ría menos probable que la razón fluc tuase amplia­
mente alrededor de 0.03 . Cuanto mayor sea la muestra extraída. la razón de estudiantes
EG obte nidos respecto del total de estudiantes muestre ado s, se aproxima rá más estrecha­
mente a 0.03_De hecho la probabilidad de muestrea r un est udia nte ex tranje ro se define
como el limite de la razón de estud iantes extranjeros respecto del número total de
estudiante s extraídos cuando el tamaño de la muestra tiende a infinito. Así. podemos
resum ir la situación establec iendo que la probab ilidad de que un estudia nte de la Universi­
dad de Matchless sea graduado extranjero es I' IEG] = 0,03. Igualmente, la probabil idad de
extraer un extranjero no graduado es PIEN I = 0,01 , la de un america no no graduado es
PIA:-i]= 0,70. Yla de americanos graduados, 1'1AG] = 0,26.

Ahora vamos a imaginar el siguiente experimento : tratamo s de sacar uno al azar entre
los estudiantes de la Universidad de Matchless, Esto no es tan fácil co mo puede imaginar­
se. Si deseáramos realizar físicamente esta operación, tendríamos <¡ue establecer un lugar
de reunión o trampa en cualqu ier parte del campus. Y para estar seguro de que la muestra
es ve rdade ramente alea to ria con respecto a la población total de estud iantes, tendríamos
que conocer muy a fondo la ecologia de los estud iantes en el cam pus. Debe ríamos tratar
de sltua~ nuest ra trampa en algún lugar por el que cada estudiante tuviese la misma
probabilidad ~c pasar. Pocos lugares de este tipo , si es que hay alguno , pueden cnconue"
se en una .unive rsidad Los cí rculos de estud lentes son probab lemente más frecuentados
por ~studlantes que vrven solos y extra nje ros , y menos por los que viven en casas de
familias y habItaCiones. ln los clubs de estudiantes podrían encont rarse menos estudian'
lea extranjeros y gradu: d i ' . " crea, a os. .oglcarnente no mtcntaflamos co loca r nuestra trampa c
de la Casa IntcrnacHnal l' b b'l ' . 'rO

_ J porque a pro a I llJad de muestre ar UII estud iante ex t ra nj ~
eM ana érlo rrncrne ntc aumento d' l ' I . , <, ,1'an-a a, ~n a!i ventanillas de caJ'a pudríamus muestrear eslUul
les que pa~n e i'J e

d . n!'oe anla pc ro no hecarios, No sahclIlus si la proporción de becarios enlt
e u li.Inles eXIr<t njcrol f) grad . d i ' " 1105lIa OS es Igua () diferente (Iue la ex i!i tcnte entre alllerll.:a
lJ nu ~r<t duadf l!l Av 1 t • l' " un
e , d I

1 I el.: lln ll~ n to, a ll.: l ICf)~. relHlíolles polílica!l hailes y tal atraenan
' pcl.: JlI I CI(' Ill.: lal de la 'l, . . J ' . ' , u·

1.: a ~ cstw I.m tll, vc n.ladcralllc nlc, 110 pil lece vislumhrarse II l1 lg

\ ./ SI, A n n es aqud
CstuJ iallll.' gradualhl
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'1 so lución ñicil. El momento del nurcstre., es iaual °

n. ' , d I I ' gua mente rmportam u dtemporada, aSI co mo, e a JU ra del d ia. c. eren icntc de la
t\ quellos lect ores int eresado s en el mUestreo de u . .

bl I I rgamsmos de la na turalc I 'advertido pro cmus para e os en su trabajo Si fuésc . a eza. ya lab ran
b ' . . I.: lIIuS a lIluestrear solam t d

tes que lleven tur antes o sa rrs. la probabilidad .1, f ' , en e cstu lan-
u que uescn cx tranjc ' " I Y

f,odríal1los hablar de unu muestra al alar . En el ccos iste m, f< '1, '.1 ro S. SCTl ~I . a no
. d i ' di . la arm lar uc la univerSidad e t:vio laCiones e procc urucnto correcto de muestreo son b '" d . s as

, I blclc o vus a ro os nosotros pcro n
lo son tanto en eje mp o s 10 ogtcos reales en los que es" f _. . e o. , .. amos poco amlhanl d 1
verdadera natura leza del medio ambie nte. ¿Cómo debería d a os con a

1 . d i ' , d ' . mus proce er para obtener
una ll1 ucstraa azar e IOJas e II n arbol. ue insectos de un campo de .',. 1 I . o e mutaciones en un
cultivo! En e muestreo a azar. estamos trat ando de permitir qu" 1, f ias d I... as recu cncta s e os
dive rsos sucesos que ocurren en la natu r~l e l a se reproduzcan inalte ra damente en nuestros
registros: esto es, esperamos que, por termino medio las frecuencias de cst. .... os sucesos en
nuestra muestra sean las mismas que en la situac ión natural. Otra forma de dec ir esto es
que en una mllc ~ t ,ra al azar . cada individuo de la población que se está muestreando tiene
la misma proba bil idad de estar incluido en la muestra .

Po~r ía ~no s obtener una m~estra al a~a r utili¡ando. registros que represen ten al cuerpo
estudiantil, tales como la gura de estudiantes. seleccionando al alar una de sus páginas y
un nombre de la página. O bien podríamos asignar un núme ru arbitra rio a cada estudian­
te, esc ribir cada uno en una ficha o disco, ponerlos en una caja gra nde. mezclarlos bie n y
luego extraer un n úmero.

Imagincmos ahora que ext raemos un solo estud iante en la realidad por el método de la
trampa, despu és de planificar detenidamente Sil co locación. de forma que el muestreo se
haga al alar. ¿Cuáles son los resultados posibles? El estudiante podría ser un A~ , AG . E~ .

o EG. Este conjunto de cuatro resultados posibles agot a las posibilidades de este cxpcn­
men to , A este co nju nto , que podernos representar por AN . AC. EN . EG se le llama
universo O espacio de muestreo. Cualquier experimento sing ular conduci ría a uno sólo de
los cuatro posibles result ados (elementos) del conjunto. Dicho elemento de un espacio de
muestreo se deno mina suceso simple. Se distingue de sucesos. q~e .es ('ua lqu.,er subconjun­
to del espacio de muestreo. Así, en el espac io de muestreo definido anteTlorl1l ~nte . .\ :--I .
AG, EN Y FG, son sucesos simples. Algunos de los sucesos posibles :-un los slg~ lc" ll es:
, \ N ' G EN ' ' \N \ G I'G ' , \G E-e 1 r .\ :'IJ se : . . . . Según la definición deti . " J, i ' \1 ,1 1, _ f, 1/ • 1, . t,l. .

_ . .' 1 de muestreo toral también so nsuceso, los sucesos simples aSI COIllO el universo o C'spalll . • .
_ . . ' s \ sl ,\ .\ . .\ G. E;"; implicasucesos. Dcbcr ia aclara rse el slglufic:Idu de estos SUlCSO.. ' . ,

que es un americano o un 110 graduado. o ambas COSJS. . _, 1 " 1(" ncluve
1) . '. ib: '1 SlK l'\O ,.\ - lo' ,". " I l .udo el espacio de muestreo cscruo I1l J S cm a, t· 1 " n = '.\ G

1 d I d o r . }'ri ':Ino lguatmcntc c suceso l"
o as as posibil idades de sacar un cstu tan e au e ~ _. . de S 1'" "'o)" .\ , 8EG r . • . J . J l I J interseccton t uo " e..... ,. •

J abarca las de ob tener un estudiante gra 1I:I l - _ • • a \ \ 8 Como puede
I t e los SU(C"l ' " ccmuncs a . .representada por A n B. l'omprcllJe so amcn l l ~ - -, .

verse a cont inuació n. só lo SI:' lim ita a ,\(;.
, ' 11"\. \ ;'>.: . , t,

l
o • 1

; \ ( ; . ·l • .
• J ell'IIl1 1l1J d rnul,.,lrl'o Je un

- J ' IIllll',lrl"ll q Ul I 1
SUú ' S\. ) lid l'S¡l.l t"II\ l '" J ' J ll\ ,Ul'l"4J" I'S l' l'on lun o

, l' 1 Illll'r'l'lllllll l
a llll' l i": :1I111 , {U.lI1l l \ •



estudiante se sacó primero, son { A~ , A~ ; , {AS, AG : f ¡\ S , EN J rA l ' . 1:(, 1 , ' A("
AG ; , { AG, E~ ; , : AG , EG } • ~ ES. Er\ ; , ~ EN. EG ; . y EG. LG

¿Cuáles serían las fre cuencias esperadas de estos resultados? ¡\ part ir del espacio de
probabilidad anterior conocemos los resultados esperados para el muestreo de un estu­
diante, pero ¿cuál será el espac io probabil ístico correspondie nte al nuevo espac io de
muestreo de 16 eleme ntos'! Ahora la naturaleza del proced imiento de muestreo resulta
bastante importante. Podemos extraer con o sin reemplazamiento, es decir, podernos
devolver a la población el primer estudiante sacado o podemos dejarlo fuera de ella. Si no
lo devolvemos, la probabilidad de saca r un graduado extranjero ya no se rá exactamente 0,03,
Esto se ve fácilmente. Vamos a suponer que la Universidad de \latchle s tiene 10 OOOes tu­
diantes. En tal caso, puesto que hay 3 % de estudiantes ex tranje ros graduados. debe haber
300 EG en dicha Unive rsidad. Después de sacar un graduado extra njero este número se
reduce a 299 entre 9 999 estudiantes. Por consiguiente, la probabili dad de extrae r
un EG se convierte ahora en 299/9999 = 0.0299, ligeramente menor que el valor 0,03
para el muestreo del primer estudiante. Por otra parte, si devolvem.os el prime~ .estudiante
extranjero a la población de estudiantes y nos aseguramos de que dicha población vuelve a
estar completamente al azar antes de extraer de nuev'o (esto es, se le da la oportuOl.dad de
perderse entre la multitud del campus. o se mezclan bien los discos que lIev~n los numeres
de estudiantes), la probabilidad de sacar un segundo estudiant~ EG es la mlSJJl.a, que ~~te s,
0,03. De hecho, si seguimos devolviendo los individuos extra Idos ~ la población original,
podemos muest rear de ella como si se' tratase de una población infinita.

Las poblaciones biológicas son realmente finitas, pero oo.n frecuencia son tan grande.s
que para casos de experimentos de muestreo podemos ~nslderarlas efectivamente infini­
tas, ta nto si devolvemos los indiv iduos e:\traidos como SI no. Al fin ) al cabo. incluso en
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Fig. 4 .1 . Espa ~io de muestreo para el muestreo de dos est udtantes de la Unrver­
sidad de Matchle ss. (Para más ex plicació n ver texto.t
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I Idat:

. B n e siendo e = : AN, E~ ~ . se dice que los sucesos B y e
va CIO, como .xcl : no hay elementos comunes en estos dos sucesos del esp ,
mutuamente exc uyerues: liCIO

muestreo .. d d.: d d finir sucesos que son umOll e otro s os Sucesos del esp ,
También po emes e I b El ' I "10, A U B índica que ocurre A o B o am os. n e ejemp o anteriOr ,

muestreo. ASI , I . d di' 1'\ J 1, " d I s estudiantes que fuesen amerrcanos, gra ua os, o as dos cosas[ncluina a to os o , e l¡¡
es, estudiantes americanos graduados. . ? )

. Por qué el interés de definir espacIos. ~e muestreo y sucesos. I orqu.e .estos concept
nos llevan a definiciones Y operaciones útiles con respecto a la probabi lídañ de diverllJ
resultados. Si podemos asignar un valor O~ p ~ 1 a cada suce~o simple de un espaciode

treo de modo que la suma de todos los valores de p sea Igual a la unidad , entoflCtl
::ee sespa ~io se convierte en un espa~io de probabilidad (~nito) . En nuestro ejempk¡
anterior los siguientes números se asociaron con los sucesos simples correspondieme5 d~

espacio de muestreo:
{ ,IN, AG , EN, EG l

:0,70, O,16, O,OI, O,03}

Dado este espac io de probabilidad, ahora estamos capacitados para hace r afirmaciont\
con respecto a la probabilidad de determinados sucesos. Por ejemplo, ¿cuál es la pro ba~

lidad de que un estudiante muestreado al azar sea un americano graduado? Evidentemem
es PI {AG} ) ; 0,26, ¿Cuál es la probabilidad de que sea americano o graduadotj,
terminas de los sucesos definidos anteriormente, éste es un P[A] U P[ B] = 11 {AN, AG}
+ p[ : AG, EG ; J - p[ : AG ; 1; 0,96 + 0,19 - 0,16 = 0 ,99 , Restamo s '1 : AG } Iporqe
de no hacerlo se incluiría dos veces, una vez en PI Al Y otra en P IBl,lo que lIevaria
resultado absurdo de una probabilidad mayor que uno.

Vamos a suponer ahora que al muestrear un estudiante del cue rpo estudiantil de b
universidad de Matchless, éste resulta se r un graduado ext ra njero. ¿Qué conclusión ¡>OOe·
mos sacar de esto'! Solamente por azar, este resultado ocu rriría el 3 % de las veces, M

muy frecuentemente. Probablemente debería rechazarse la hipótesis de muestreo al aU!

ya que si la aceptásemos, este resultado del expe rimento sería improbable. Nótese q~

decimos improbable. no imposible. Es obvio que podríamos habernos encont rado primer;
con un EG ; sín embargo, no es muy probable. La probabilidad de que un solo estudi:lllU
muestreado no sea un EG es 0,97. Si pudiéramos asegurarnos de que nuestro método ~
muestreo era al azar (como cuando se sacan números de estudia ntes de un recip ien l e ~
ten~~íamos que decidir naturalmente que había ocurrido un suceso improbable. Tod:!5 1a!
~,clSlones de este párrafo están basadas en nuestro conocimiento preciso de que la prort·
cion de ~studiantes de la Universidad de Matchless es verdaderamente la especificada pct
el espacio de probabilidad. Si dudásemos acerca de esto el resultado de nuestrO ex"''''
mento de muest JI ' ' trJ.'ireo nos evana a suponer una mayor proporción de graduadoS ex 'jeros,

Ahora ampliaremos SI . de LIJ'l"
( " nue ro expenmem» al muestreo de dos estudiantes en vez

t. ua es Son los poubl Id ? ,"nIJl'f. es resu ta os. 1:1 nuevo espacio de muestreo puede repres
mejor por un diagrama (fl 4 . .. su~'l' igura .1) que presenta el conjunto de los dieciseu
IImp es P'JSlbles como punt ' ando q, os en una red . Las combinaciones posibles, ignor



,

_ de 10000 estudiantes. la probabilidad de eXI
, l · mente pequena . ) ' 1 . raer

esta población re auva do ext anjero (sin reemp13zam¡cnto es so o mmimamenl
un segundo estudiante gradúa dO extr sección consideraremos que los muestreos SOn e e

d OO... En el resto e es a . id d d b o,diferente e • ~'. Oc el grado de probablh a e o tener un estud"
I

icnto de modo que no van lan·Teemp azanucn .
te extranjero. . 1de dificultad en este diseño. No solame nte debe"'"

d fue nte potenCia . . ' ''01
Hay una segun a . idad de sacar un segundo estudiante ex t ra n~ero es Igual que la del

supo ner que la prO?abll .uf pendiente de él. La independen Cia de sucesos signifj .....
. . también que es " e ~ d ' "primero smo . . rta robabilidad de ocurrir. un segun o suceso semejante tendri

que s.i un sucesobt. i~;edc~a\' a Pocurrido o no el primero. En el caso de los estudiantes,
la ~lISma p~ob~ IIU~ estu"diante extranjero. ¿es más o meno ~ probabl: qu e un segundo
h3ble~do extra l~od d I misma manera sea también extr.ojero? La mdependencia de
estudiante extrar o e a S' I h 1' d d I lugar j ' método de muestreo . I o acemos en e campus, es
sucesoS puede depen er e d¡ d ' 1 bi d

bl 1 sucesos no sean indepen lentes: es ecn. la len o sacado un
bastante proba e que os di 1, ' 1 probabilidad de que el segundo estu iante o sea aume nta, pues,
estud iante extranjero. a . ' 1 U ' id d d

1
d¡ ntes e ~· t ranJ·eros tienden a reunirse. ASI. en 3 ruversi a e Matchlessto que os estu 13 .~ .' ,.

la probabilidad de que un estudiante que pasea con un graduado ex tranjero sea también

un EG. sería mayor que 0,03. . . . .
En un espacio de muestreo. los sucesos D Y E se definir án como independiente¡

siempre que ptD () E) = P(D) · pt E). Los valores de probabilidad asignados a los diecisé is
tos de la red del espacio de muestreo en la figura 4.1 han Sido calculados para

~~~sfacer la condición anterior. Así, suponiendo que prD] sea igual a la probabilidad de
que el primer estud iante sea un AN , esto es. P [{ AN I AN~ , AN1 AG 2 , ANlEN. ,
A:-: I EG,)] YP[E] igual a la probabilidad de que el segundo estudiante sea un ,EG, esto es,
P\ {AS¡ EG

2
, AG I EG

l
• EN I EG 2 , EG IEG 2 l l. observamos que la ínterseccion D n Ees

( ANIEG
l

l. cuyo valor en el espacio de probabilidad de la figura 4 .1 es de 0 ,0210. Nos
..:tncon t ram~s con que este valor es el producto de P[ :AN ~ ] . r[:EG : ] = 0 ,70 X 0,03 =
0,0210. Estas relaciones mutuamente independientes han sido impuest as deliberadamente
a todos los puntos del espacio de probabilidad. Por lo tanto , si las prob abilidades,de
muestreo pa ra el segundo estudiante son independ ientes del tipo de estudiante extra Ido
primero. podemos calcular las probab ilidades de los resultados senc illamente, como el
producto de las probabilidades independientes, Así, la probabilidad de obtener dos estu­
diantes EG es P[ :EG:] ' P[ ~ EG:] =0,03 X 0,03 =0,0009 ,

La probabilidad de obtener un estudiante AN y un EG en la muestra sería el producto
0.7 X 0.03. Sin embargo, es en realidad el doble. Es fácil ver la razón de esto, Solam

en
:
e

hay una forma de obtener dos estudiantes EG esto es sacando primero un EG Ydespu
es

. ' , 1 u6
otro EG . Igualmente, hay solamente una forma de sacar dos AN. Sin embargo, e ro
tr,eo de uno de ca~a tipo puede hacerse ext rayendo primero un AN y después ~~ EG,;
ble~. sacand~ primero un EG seguido de un AN. Así pues, la probablhd

ad

u: :A:-:¡, , Pl: EGf] =2 X (0,70) X (003) =O0420
S' H ' , , EG 11" ", I rea Izamos tal : xperimento y obtenemos una muestra de dos eHudianteS ' tri'

fiamos a las conc lusiones siguientes: Solamente 0,0009 muestras (e l 9 % del 1 %o 9 ~n
los 10000 casos) , " ' ·tranJero

s
se esperarla que estuvieran formadas por dos est ud iantes ex I"

graduados, Es bastante improbable que se obtenga tal result ado sólo por azar. Si f(EG
0,03 es una realidad, sospecharíamos por lo tanto que el muestreo no se hizo al azar oqllt

4.2 La distribución binomial

Si se trata de muestras de tres estudiantes, el espacio de probabilidad es como sigue:

{EE. EA. AA}

{ p2. 2pq, q2}
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D
. ' os o tres americanos sólo pueden

e nuevo las muestras de tres estudiantes extranler 3 . t Sin embargo
b

ilid d 3 v q respectlvamen e. I ,
o tenerse de una forma , v sus probabi I a es son P • d 1 S' \ sírnboliza
h

'. d lase y uno e a otra. I I I
ay tres formas de obtener dos estudiantes e una c d' r díantes extranJ'eros j ' un

. _. . d muestreo para os es u .amertcano y E extranjero, la secuencia e

{ EEE, EEA , EAA, AM }

rp3. 3p2q. 3pq2 . q 3}

los sucesoS no eran in~ epe n die ntes (o que ambas hipótesis. muestreo al aza r e indepcn­
dencia de sucesos, eran incorrectas].

A veces se confunde el muestreo al azar con el azar en la naturaleza. El primero es la
rep rese ntació n fie ~ en la muestra de la distribución de sucesos en la naturaleza; el segundo
es la independenCia de sucesos en la naturaleza. El prime ro de éstos.gene ralmente está o
debería estar bajo control del experimentador y está relacionado con la estrategia del
buen muestreo. El segundo descr ibe generalmente una propiedad innata de los obje tos
que se están ext rayendo y es por tanto de mayor interés biológico. La confusión entre
muestreo al azar e independencia de sucesos procede de que la falta de uno u otro puede
producir frecuencias observadas que difieren de las esperadas. En nuestro ejemplo ilustra­
tivo de la Universidad de Matchless, ya hemos visto cómo puede interpre tarse desde
ambos puntos de vista la falta de independencia en muest ras de estudiantes extranjeros,

La explicación anterior de probabilidad es adecuada para nuestros propósitos actuales,
pero demasiado incompleta p.ara dar un conoc~iento de.e.st.e campo. ~s lectores intere­
sados en ampliar sus conoctrruentos de la rnatena deben dirigirse al Mosimann (1 (68 ) para
una sencilla introducción.

Con vistas a la discusión que sigue simplificaremos nuestro espacio de muestreo para que
conste de dos elementos solamente, estudiantes americanos y extranje ros, representados
por { E. A } e ignoraremos si son graduados o no. Vamos a representar el espaci,o de
probabilidad por { p. g } , donde p = P(E] es la probabilidad de que sea estudiante
extra njero, y q = j'[A] es la probabilidad de que sea estudiante americano, Como antes•
podemos calcula r el espacio de probabilidad de muestras de dos estudiantes de la fama

Siguiente:
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al mismo ti~mpo rep sen ta rla con los coeficientes del triángulo de

JI' + 11J J '1 + liJl ' q2 + 1'1(/1 + (1'

De este modo. podemos escrib ir casi . 1 d
potencia razonable. a OJO e esa rrollo del bmcmio para cualquier

Supongamos que tenemos una poblacic d -
se infectan por un determinado virus f S°·" e mscctc s, de los cuales el -lQ % exac tamente

. • . I extraemos muestras de A- S
Y examInamos separadame nte la presenci, de l vi _ - mscctus cada una

b
. la e VlfUS en cada msecto · ' d' b ..

muestras ca rra esperar si la probabihd d d . f _. • (,q ue ISIn UCIOll de
fuese independiente de la de otros in: t edIO tccl~ n p~ ra_ cada insecto de una muestra
proporción de infectados y q = O6 la de os .c f a mdlsma' En este caso, p - 0 .4 es la
tan grande que la cuest ión de si el mu 1 no In ecta. us, Se supone que la población es

es reo es con o Sin reempk t:
te para fines prácticos. Las proporci d . a am ie nto no es unportan­
binomio: Iones espera as vendrian dadas por el desarrollo del

(1' + q)' ~ (0 ,,1 + O,li) '

Con la ayuda del triángulo de Pascal obtendremos el espacio de probabilidad

{ I'~ + ;)P~q + IOp3q~ + 101' ~q3 + .-IJllJ~ + (1 j

Introducción a las distribUCiones de probabilidad

muestra más abajo , y
Pascal para k = 4:

Se observará que estas expresiones dan los mismos espacios de probabilidad discutidO!
previamente. Los coeficientes lnúmeros que preceden a las potencias de p y q ) expresan d
número de formas en que se . ob ~ iene un resulta?o p~rtic ~lar. Un método fácil pan
calcular los coeficientes de los terrmnos de la exp reslon binomia l es por medio del triárn
lo de Pascal que se muestra a cont inuación. -

Introducción a las dis tr i buciones de prObabiJid
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. • \ EE EAE "EEA. Así. 1J probabilida? de este resu llado se rá 3 ~

americano púdr'J ser 'Td d'de ~car dos estudiantes ameflcanos y uno extranje P q,
Igualmente. la probabl l da d esumir estos resultados es por medio de la dist obro ~r¡

• U ;) forma adecua .1 e r - Id n Ució3ptl'. n l ' bl mue<;tras de cualquier mmano extra ! as de pabl ' •
, ' 1 que es ap «a e a . I d 1 aClOn

b~nor~lIa : . ue sus ele me nlOs pertenecen s~ a~l~nte a os e ases, por eie tl
dlcot~mlc3S. ~~ d~~~~,~ ser extranjeros o americanos. mdlvlduos ~uc pueden estlr I1lplG,
eslu dla~l e s q P hembras negro o blanco. liso o rugoso. Y as! sucesivamente E

muer
.

lOS o \'I\'OS. varones o . . lo: d d k I . Slo se
realiza desarrollando el término binOI~lIal (P +q) • on e es e tamaño de la muestra.
la robabilidad de que aparezca la primera clase. Xq la d: q~ aparezca la segunda. p~

d r~ . .. p +q = l : por lo tanto Q es una funclon de p . q - 1 - p. Desarrollarem •.
e ImClon. . . .. os ..

expresión para muestras de k = I .~ Y-~:

Para muestras de l. (p + q)1 = P + q
PJr3 muestras de :. (p + q)~ = p~ + '!.pq + q~
Para muestras de 3. (p + q)' = /,' + 31"q + 31'q' + q'

p"¡O + pa,,1+ 1'2'12 + Jl lql + JlOq4

El exponente de p d d sd 1diaumenta d ° 4 ecrece e e4aO(kaOencasogeneralJal mismo tiempOquee I
e a lO a k en e: so I Y " d a Oescualqu¡ . a genera ). a que cualquie r numero eleva o

uier numero elevado a I él . . . I comoes mismo. podemos simplificar esta ex prcSIIJ n ta

El triángulo de Pascal proporciona los coefic ientes de la d istribució n binomial . esto es,el
número de posibles resu ltados de las dive rsas combinaciones de sucesos . Para k = 1. los
coeficien tes son J. I respectivamente; para construir las líneas siguientes se escribe unl
en los márge nes de recho e izquierdo de la línea, y cada valor intermedio se obtiene
sumando los valo res a su izquierda y derecha de la línea ante rior . Este principio se sig~
en todas las líneas. De esta fo rma. se pueden obtener los coeficientes para cualqui~
t~~no de muestra. La línea correspondiente a k = 6 esta rá fo rmada po r los coeficiente!
ngurentes: I 6 15 "0 15 6 I Lo . {"'n
d

.. . ., -, . , . s valores de p y q reciben potencias segun un pa 1"

etermmado . fé '1d 'que sena aCI e reproducir para cualquie r valor de k . Para k = 4 :

k
l
o-
3
4
,, ¡

.. ,

l l
¡ ., ¡-

l 3 3 1
¡ 4 6 4 l

o \O \O f, l

(0 ,4)' + ;;(O,·I)'(O,H) + IO (O,I ) ' IO ,( i)' + 1O(0 ,4 )' 10,(i )' + :" 0, 1) O,ti)' + (O,' i)'

que representa las proporciones esperadas de muestras de 5 insectos infectados 4 infecta­
dos y 1 no infectado, 3 infectados y 2 no infectados. y así sucesivamente. Probablemente
el lector ya habrá advertido que los terminas de la distribución binomia l realmente
co nstituyen un tipo de distribución de frec uencias para los di ferentes resultados. Asociada
a cada result ado , tal como "cinco in sectos infectados" hay una probabilidad de in ciden­
cia, en este caso (O,..l)s = 0,01024. Esta es una distribución de frecuencias teórica o
distribución de probabilidad de sucesos que pueden presentarse en dos clases. Descr ibe la
distribución esperada de resultados en muestras al ala r de cinco insectos. el 40 % de los
cua les son infectados. Esta distribución de probabil idad se conoce como d ístríbución
binomial. y el desarrollo del binomio da las frecuencias esperadas de las clases de dicha

distribución.
En la tabla 4.1 se muestra un esque ma apropiado para la presentación de una distnbu­

ción binomial. En la primera columna apa rece el número de insectos infectados por
muestra , la segunda columna presen ta potencias decrecientes de p desde p S hasta pO • Yla
tercera, potencias crecientes de q desde qO hasta qS_En la columna (4) se muestran los
coeficientes binomia les del triángulo de Pascal. Las frecuencias relativas esperadas. que
SO n las probabilidades de los diversos resultados. se presentan en la columna (5). Tales
frecuencias esperadas las representamos por lrd ') son el producto de las columnas (2).
(3) y (4 l. Su suma es igual a 1.0. ya que los sucesos alineados en la columna ( I ) agotan los

-



cuencias observadas se designan por [: Para calcular las frecuencias esperadas en este
ejemplo real. multiplicamos las frecuencias relat ivas esperadas/ rt lde la columna (5) por ti

= 2423. el número de muestras extraídas. Esto da como resultado las/recuetldasabsotu­
toS esperadas, designadas por /. que aparecen en la columna (6). Al comparar las frecue n­
cias obse rvadas de la columna (7) con las frecuencias esperadas de la columna (6). obser­
vamos concordancia entre las dos columnas de números. En la figura 4.2 se representan
las dos distribuciones. Si las frecuencias observadas no se ajustasen a las esperadas , podría.
mas pensar que la falta de ajuste se debía exclusivamente al azar. O podríamos pensar en
rechazar una o más de las hipótesis siguientes: 1) que la ve rd adera proporción de números
O. l . 2 Y 3 es 0 ,4 (el rechazo de esta hipótesis normalmente no sería razonable, puesto
que podemos confiar en el hecho de que la proporción de números O, l. 2 Y 3 en una
tabla de números al azar es 0,4 o muy próximo); 2) que el muestreo fue al azar ; 3) que los

suc: sos so n independ ientes. . . . .
Estas afirmaciones pueden reinterpretarse en términos del modelo de infección original

Con el cual comenzamos esta discusión. Si en lugar de un experimento de muestreo de
números por un grupo de bioestad istica, éste hubiese si~o un expe~men.to real de mues­
treo de insectos. concluiríamos que 'Ve rdaderamente los .m~c (?s hablan Sido muest~:ados
al azar y que no teníamos pruebas para rechazar la hlpoteSls de qu~ la p,,?porclon de
insectos infectados fuese 40 %. Si las frecuencias obse rvadas no se .~ ub lese n ajustado a las
esperadas. la falta de aju ste podría atribuirse al azar. o a la concl uslOn de que la 'Verd.ad.era
proporción de infección no es 0.4. o tendríamos que rechazar un.a o ~bas de ~as hip óte­
sis siguientes: 1) que el muestreo era al azar.y 2) que la incidenCIa de Insectos infectados

en estas muestras era independiente . sos inde ndientes.
El experimento 4.1 se ha diseñado para dar muestras al azar Ysuce pe

In troducción a las d is tribuciones de probabilidad
57

Frecuencias observadas
O Frecuencias esperadas
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Número de insectos infectados por muestra

f ig.4.2 . Diagrama de barras de frecuencias observadas y esperadas dadas en la
tabla 4.1.
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. E I columna (5) de la tabla 4.1 vemos que solamente alrededo
posib les resultados. "b a pera r que estén formadas por cinco insec tos infectados el del
I % de las muestras ca e es . tI ' am.
probaremos si estas predicc iones son válidas en un experunen o fea .

, 'J S' ular el muestreo de insectos infectados u tilizando una tabl
fx{H'flmenlO -l . . irn . d if . a de
números aleatorios tal como la tabla 1. Estos so~. n umeros e un~ el ra escog idos al alar .

da m del O al 9 tiene la misma probablhdad de ser elegido . Por co n venien,'" Id
ca a numero '" da m . la rni , o~
números se agupan en lotes de veinte . Puesto .que ca a numer~ tiene a ml~ma probabili_
dad de aparecer, puedes mantener cuatro numeros cu a le sq ~ler a (O . 1, -, 3) para los
msecros infectados Ylos restan les (4, 5. 6•.7,8, 9) para los no mf ectado.s. La probabilidad
de que cualquier número de la tabla seleCCIOnado represente un insecto mfectado (esto es
sea O. 1, ~ o 3) es por lo tanto ~O % o 0,4, ya que estos ~on cu.atro de los ~ie-z nÍJmer~

posibles ASimismo se supone que los valores de los sucesivos num eros son mdep,nd '. , . ' len·
tes de los de números previos. Por lo tante . en este expenm~nto deber ian cumplirse I
hipótesis de la distribución bm~miaL Entrar en la ~abla de numer~s al a z~r por un PUnt~
arbitrario (no siempre al principio] y observar SUceSIVOS grupos de cinco numerosoanotan.
do en cada grupo cuantos fueron O. l . 2, o 3. Elegir tantos grupos de cinco como el
tiempo te permita, pero no menos de 100 grupos.

TA BLA 4.1

Fr~~ue~ci~s ;.~r3da s de insectos infectados en muestras de 5 insectos ex tra ídos de una
po aelO" 10 Imtamente grande con un hipotético porcentaje de infección del 40 %.

La columna (7) de la tabla .J.) expone los resultados de un experimento de este ti
realizado por los alumnos de una clase de bioestad istica du rante un año. Se obtuvo un
t~ta l . de .: ·C3 muestras de ~inco números de la tabla y en esta columna se presenta I~
dist ribución de los cuatro numeros que representan el porcentaje de infección. Las freo



significar ía que la hipótesis de que p es Un d '
di 1 frecuenci eternunado valque por iscño , as recuenctas esperadas tendr á I . or no puede se r contrastada. ya

lo tanto. las hipó tesis se contrastan si las m ran e mismo valo r 1> que las obse rvadas. Por
uesrras son al al" Ites. ar y os sucesos indepcndicn-

En la tabla -1..'2 vemos que las frecuencias agru d. '
d 1

distr¡ pa as tie ne n un e . 1 b 'los extremos e a istribuci ón de frecuencia xccso uc o sc rvacroncs en
ciones en el cen tro. Tal distribución se lIama

s
/ c~~.secuenteme n te un d éficit de obse rva­

número total de elementos debe se r el rnism am mb contagiosa. Debe reco rdarse que el
o en am as frecuen T bse . t

das a fin de hacerlas comparables. En la dist ib .. . 1 lo; as. () servauas y espera-
• rI ucron ue frecuencias . I . 1 '

observaciones de las esperadas en el centro de la d trjb .. lo; as en rcpu SIO Il ruy mas
disc repancias se ponen de manifiesto e I I IS r r UC IOII ) menos en las colas, listas

. ' . n as ca urrmas (4 ) y ( 6) de la tabla 4 " en la cual
las deSViaCiones de las frecuencias observadas respecto ,. 1 _1 • • •. . ue as esperuuas aparecen como
signos mas o menos.

' Qué implican estos fenómenos'} En las frec uenc i ,(, . ' ecuenc ras agrupadas, hay mas muestras como
ple tamente (o ~n gran parte) infectadas. e igualmente más muestras comple tamente (u en
gran part~) no infectadas, ~e las que se esperaría si las probabilidades de infección fuesen
independlent.es. Esto podr ia de~e rse . a mal diseño del muest reo . Por ejemplo. SIel mvcsn­
?ador al elegir su ~ muestras de cmco insectos tendiera siempre a escogerlos Iguales. esto es,
infectados o no infectados, probablemente aparecería !JI resultado , Pero SI el diseño del
muestreo es bueno. los.resultad?s son má~ interesantes. El agrupanuento Significaría pues
que las muestras de cmco están de algun modo relacionadas: así, SI un msccto está
infectado , es más probable que o tros de la misma muestra lo estén. Esto podrfa se r cie rlu
si procediesen de lugares adyacentes en una situación en que los vecinos fá ci lmente se
infectan. O podrían se r miembros de la misma fam ilia expuestos al mi smo tiem po a la
infección. O posiblemen te la infección podría extenderse entre miembros de una muestra
durante el tiempo que media desde que los insectos se recogen hasta que se examinan,

El fenómeno opuesto, repulsión. es más difícil de interpretar biológicamente. En tal
dist ribu ción hay menos grupos homogéneos y más mezclados, Esto implica la idea de un
fenómeno compensatorio; si se infectan algunos de los insectos de una muestra. es menos
probable que se infecten los restantes. Tal situación podría presentarse lógicamente si lus
insectos infectados de la muestra pudieran de algún modo transmitir inmunidad a sus
compañeros, pero es biológicame nte improbable. Una interpre tación mas razonable de ta l
resultado es qu e para cada unidad de muestreo hubiese solamente un número limitado de
patógenos d isponibles. y una vez infectados algunos de los insecto,s. los rest an~ e s q~~dan
libres de infección. simplemente porque no hay más agentes in fe CC IOSOs: Esta s ~ tu.ac lo n es
improbable en infecciones microbianas. pero en situac iones en que un numero limitado de
parásitos ent ra en el cuerpo del huésped , la repulsión puede ser más razonable.

A partir de las frecuencias esperadas y observadas de la tabla 4.1, podemos calcular la
media y desviación típica del número de insectos infectados por muestra . Estos valores se
dan al final de las co lumnas (5). (6) Y(7) en la tabla-t . 1. Observ~os que en las.e.olumnas

(5) (
., ' . . 'de'nticas )' solo difieren trivialmente

v 6) las medias )' desviaciones nprcas son casi I .," I estra de una poblaclon cuyos
por errores de redondeo. En la columna (7 ), a se r u.~a mu '. d d I
parámetros son los mismos que los de la distribuClon de frecuenc ial s despe.ra _~s , : .as

, li e te menor v a eSVlaC lon rprca
columnas (5) o (6) difieren algo. La media es Igeram n • I d¡
l
. . . d S' deseamos conoce r a me la "
igeramente mayor que en las frecuencias espera as. I -
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58 I ' iddi . ro de mueslrCO en que a mci encia de I
. I un proce irmen . l ' . Os

' Cómo podríamos srmu ar . e endiente? podríamos, por eJ ~mp o. in st ru ir al que
~úme ros O. J. ~ Y 3 no fuet e ~nda ~ al como se ha indicado previamente. pero cada vez

Hce el muestreo para que o ag I . meros que siguen hasta encontrar o tro de 1
rea I 3 busque entre os ou \ ' o,
q

ue encuentra un. . . f Idos)' lo incorpore a la muest ra . t SI, una vez qu
id fa 1I1SCClOS In ce a . ' di d ' 1 ecuatrO estab lee! os pa ihd d d que otro de los numeros 10 lea os se me uyerae

3 la probabil! a e ' 1I d f nse encontra ra un . id muestras esto dar ia como rcsu a o recueneia
I I O Tras repetl J S • " di ' di sla muestra sena . ' I clases de dos o mas n úmeros e os mIcados j '

1 esperadas para as . . 1) 1 'superiores a as d s (según la distribución bmomla para e ases de Uno
, in f riores a las espera a d dfrecuencias In e . d d de diferentes esquemas e muestreo e este tipo

P drf planearse una vane a l 'so lo. o nan 11 I que la probabilidad de que oc urra e segundo suceso es
Debería quedar muy claro a ec or. d ' 1
if d I del primero Ydependiente e e . . . ,

di e re~te : a , n otro e)'emplo una amplia desviación de las frecuencias
' (omo InterpretaTlamos e di d ' ', d 1 eradas? Aún no hemos estu la o tecrucas para comprobar si

observadas respecto e as esp · . d I d ibui, b d difieren de las esperadas mas e o que pu e e at ri UITSC sola-
las frecue nCIas o se rva as I li
mente al azar. Esto se tra tará en el capítulo 13. ~upobngamods que se. la'firea ~zado tal

, h d m strado que nuestras frecuencias o serva as son sigm Icatlvamente
prueba ) nos a e o ' ' 1 d d " .. d 1
dife re ntes de las esperadas. Son probables dos tipos prmclpa e~ e esvracron e o es~era.
do; 1) agmpamienlO y 2) repulsión. expuestas ~n ejemplos sunul~dos en la tabla 4.._: En
ejemplos reales no tendríamos nociones a pnon acerca de la magnitud de p (probabilidad
d u de los dos posibles resultados), En tales caSOS se acostumbra a obte ner p de la
muestra observada}' se calculan las frecuencia s esperadas utilizando la mu estra p. Esto

TABLA 4.1

Distribuciones artificiales para mostrar agrupamiento y repulsión. Frecuencias espe radas

de la tabla 4,1.

(1) (2) (d) W (5) (6 )

Núm ero de Frecuencias Frecuencias Desviación Desviación

insectos infectados absolutas agrupadas de lo Frecuencias de lo

por muestra esperadas (contagiosas) esperado en repulsión esperado

r ! ! !

5 24 :... 47 + 14,
4 1:-':1 ' ,1 ». J - + 157_o ,
:l ._" '. ;,,';~ U :)-IS:hJ r)

2 ¡.,r 1 6G:l !In +. 1,', riZ" ,O iO;~ + n l S
o 1~\4

'). ) - + lU...,
zj « " :!1:!;i ,1J 2 1:!:~ ').r" ~ o

H ·1>- lfJ I
. -',

4~li ·ls-1II
Media

,
2l )1'ji)1')4 2,UhfJOO 2 .00000

Desviación t ípica I,I I.I."rH 1,21)1' J7 4 1,01 n :. -
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desva -ión típica de dis tribucio nes de frecuenc ias binomiales esperadas, no necesitasn
realiz3~ los cálculos presenudos. en IJ tabla ... 1. La media y de sviación típica de u:
distr ibución binomia l son respecti vamente.

.~or3 vamos a utilizar la distribución binomial para resolver un problema biológico.
Basándonos en nuestro conocimiento de la citología y biología de la especie A, esperamos
que la proporción de sexos entre sus descendientes sea l : 1. El estudio de una carnada
natural revela que de 1, crías, 14 fueron hembras y 3 machos. ¿Qué conclusiones pode­
mos sacar ~e esta evidencia? Suponiendo que P 9 (probabil idad de que una cría sea hem­
bra J sea O.) j que esta probabilidad sea independiente entre los miembros de la muestra.h
distribución de probabilidad adecuada es la binomial para un tamaño de muestra k = I ~.
El desarrollo del binomio a la potencia 17 es una tarea terrible. que como veremos.
afortunadamente no es necesario realizar en su totalidad. No obstante. debemos conocer
los coeficientes binomiale s que pueden obtenerse a partir de un desarrollo del triángulo de
Pi, I Iba~tan te tedioso a meoos que una vez obtenido se conserve para futura utllza­
~~n) . o bien cal ulando las. frec:ue~cias esperadas para cualquier clase de r a partir de b
rula general para cualquier termino de la distribución binomial.

Coefíc íentes
binomiales

p,

" 0,000 00, 6.3 1 1 0,(0" 00i' W
16 1 0,000 015 '! 6 ," 1, o.on 1'.... . ,1
15 o 0,000 030 .j~ o - 136 0,0:11 {,~, 6 ... lJtJ1"J 36.1 -lo!

,_ .1

H " 0,000 001 ().I }"' . 6 o.no:; )..... -10, _.1

13 + 0,000 122 (), 06'- n 0,01 '" )0), (JI. ._.)

00

Algunas frecuencias esperadas de machos)' hembras para mU~I"" d 17 ' ,
1 , - di ''' !> e erras. suponen.

do que a proporclOn e sexos sea : 1 (P9 = 05 . qd = 05 : In + Q9 " = (05 + 05 )"J,

(1 ) (e) (S) W (5) (6)

Frecuencias
retat íviu
esperadas

j •••
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,. por 1:1 fórmula k ' !(}"!(k - n!I en que' , ' ifi"'" . . Igm lea "fa t . 1" . -
de k es el producto de todos los números ent d e Qua - En matemahcas factorial
: X 3 X .. X ~ = I ~O . Por convenio, O~ e r~~ N~tee 1 hasta k incluido Así,S! = 1 X
contienen factoriales, cualquier factorial se simnlif ~ ~ue al resolver Fracciones que
.\si 5! y = (5 X .. X 3!J'3' = 5 X .. P ~ reara siempre fre nte a otro superior.
. ' d . . al ejemplo el coefícíe t b¡ . Ifrecuencia espera a en muestras de 5 irerns que .' 1 n e momia para 13
=5~ ' ~!3! =( 5 X -t) /~ = 10. contlenen~msectosinfectadosesa5, 2)

TABLA ..l. 3

En la tabla 4 .3 se presenta la realización del ejemplo. Se calculan potencias decrecientes
de P9 desde plQ hacia abajo. y potencias crecientes de qd (desde qOhasta q. ). Nótese que
para los fines de nuestro problema no necesitamos continuar después del término corres­
pondiente a 13 hembras )' 4- machos. Al calcular las frecuencias esperadas relativas en la
columna (6) . observamos que la probabilidad de 14 hembras y 3 machos es 0,005 18840,
un valor muy pequeño. Si a este valor le sumamos todos los resultados "pto,res", es decir.
todos los que son aún más improbables que 14 hembras) 3 machos basand on~s en la
hipótesis 1 : l . obtenemos una probabilidad de 0.006 363 ';:. un _~or todavía m~y
pequeño, En estadística. es una práctica corriente calcular la probabilidad de una desvía­
ción tan grande o mavor que un determinado valor. Basándose en estos resultado , son
. .... hi - ' I ) que ha.. amos muestreado al azar enImprobables una o mas de las nzurentes rpotests . .
1 ' - d') la dadera proporción de sexos ene sentido de obtener una muestra no sesga a;. que ver _ .

la especie A sea 1 : l : o 3) que los sexos de los descendientes sea~ independJelante ..
La . ed . níñcar que aun cuando prcporcton

falta de independencia de sucesos pu e SJg .1 d fundamentalmente
media de sexos sea 1 : l. los miembros de cada famiha o.ca:: a::~ tiendan a ser todos
Unisexuales. de modo que los descendientes de una delerml~ 3: :osJ Para confirmar esta
(o en gran parte) hembras. o bien lodos (o en dgran, partem "moa" la distrilución de mues.
h· · ' .. tras .. ¡ema ex3

IpOteSls necesuar íamo s tener mas mues r . . hacia familias unisexuales-
tras por agrupamiento, que indicaría una tendencJ3.

(4.1,

o ~ , kpq

a = vpq/k
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¡l = p,

" ~ kp.
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presson ak. Y) representa el número de combinaciones que pueden formarst 1

t r k le ento tornado Y a r El valor numér ico de esta expresión puede calcular-

Sust ituyendo los valores k . ~ . ~ = OA Y q = 0 .6 del ejemplo anterior, ob: enemos J,.l:::
: .0 y o = 1J)QS-t5. que son idé nticos a lo~ . va.lore s c~c~lado~ en la columna (S de la tabla
..1 . L Nótese que aqui utiliza~os la ~o t ac lon parametnca gTl:g~ porque 11 y a SOn paráme_
[ros de una distribución de trecuencras esperadas y no estad ISlICOS de muestreo como so
13 media y desviación t ípica de la columna (7 ). Las proporciones p y q SOn tamb/
valores paraméuicos ) en lenguaje estric to deberían distinguirse de las proporciones dn
muest reo. De hecho. en cap nulos posteriores se utilizan {J y ti para proporciones paramé~
tricas (en lugar de r , que convencionalmente se utiliza como la razón de la circunferenCia
respecto del diámetro de un circulo). Aquí. no obstante. preferimos conservar nuestra
no tación sencilla. Es interesan te considerar las desviaciones típicas de las distnbucionesde
frecuencias en agrupamiento y en repulsión de la tabla 4- .~ . Observamos que la distrihu.
ción en agrupamiento tiene una desviaci ón típica mayor que la esperada y la de repulsión
menor que la esperada. La comparación de desviaciones típicas de muestreo con sus
valores esperados, es una medida de dispersión útil en tales ejemplos. Si deseamos expre­
sar nuestra variable aleatoria como una proporción en vez de como un recuento, es decir.
indicar incidencia media de infección en los insectos como üA. en lugar de :; por muestra
de 5. podemos utilizar otras fórmulas para la media y desviación típica en una distribu­
ción binomial:

,...
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Debemos ser muy precisos sobre las preguntas que hacemos acerca de nue stro s d.
I

b 1 . . d ,to,
Realmente hay dos pregunta s que pOdC~lOS iaccr su re a proporcron e sexos. Una , ¿Il:J

S
uficientemente desiguales las frecuencias de sexos corno para que las hembras apare- n

dcsiuualcs Ias frccucnci ZC,nmás J menudo que los machos? Dos, i so n esigua es as rCC UCIlCl<IS de sexos' Pode.. . '. . . ..rnol
interesarnos solamente por la primera de estas cuestiones. ya que sabemos por Cxpe ricn '
que en este grupo parti cular dC,organi smos los ,m<lchos n.unea son, má s frecuente s que ~:
hembras. En tal caso, es apropiado el ralonanll~ nto segu,ldo ante rtormc ntc , Sin embargo,
si sabemos muy poco sobre este grupo de orga rusmos y SI nuestra pregunta es simpleme _
te si la proporción de sexos de I.os .d es~~nd i~ n t es .es di stinta., e.ntonees tenemo s qu:
considerar ambos extremos de la distribuci ón binomial : las desv iaciones de la proporción
J : I podrían ocurrir en ambas direcciones. En tal caso deberíamos considerar no sola.
mente las probabilidades de muestras con 14 hemb ras y 3 machos (y tod os los casos
peores) sino también la probabilidad de muc stras de 14 machos y 3 hembras( y todos 1m
caSOS peores en esa dirección). Ya que esta d istribución de probab ilidad es simét rica
(porque p <; = q d = 0,5), simplemente duplicamo s la probab ilidad acumula tiva de
0,006 363 42 obtenida previamente, lo que da po r re sultado 0 ,01 2 726 84. Este nuevo
valor es todavía muy pequeño . lo que hace bastante improbable q ue la ve rdade ra propor.
ción de sexos sea I : l . Esta es la primera exper iencia con una de las aplicaciones más
importantes de la estadística, el contraste de hipó tesis. Una introducción forma l a este
campo se aplazará hasta la secció n 6.8. Aqu í pod emos simpleme nte señalar que los dos
planteamientos seguidos an teriormen te se conocen como prueba de una culo y pruebade
dos colas, respectivamente. A veces los estud ian tes tienen dificultad para saber cual de los
dos aplicar. En ejemplos posteriores trataremos de indica r e n cada caso por qué se util iza
una prueba de una cola o una de dos colas.

Hemos dicho que una tendencia hacia fa milias un isexuales dar ía como resultado una
distribución de frecuencias observadas en ag rupam iento . Un caso real de esta índole es
uno clásico en la literatura , los datos de proporción de sexos obtenidos por Gessler
(1889) de los archivos de un hospital de Sajo nia . La tabla 4.4 reproduce las proporciones
de sexos en 61 15 familias de 12 hijos cada un a procedente del más amplio estudio
real izado por Geissle r. Todas las columnas de la tabla deber ían resultar ya familia res. Las
frecue nc ias esperadas no se han calculado basánd ose en una hipótesis I : I puesto que se
sabe que en poblaciones humanas la proporción de sexos al nacer no es I : l . Como la
proporció.n de sexos varía en dife rentes poblaciones humanas, la mejor estima de ésta .para
la poblaci ón de Sajonia se ha ob tenido se ncillamente uti liza ndo la proporción media de
varones en estos datos. Esta puede obte nerse calculando el promed io de l númcro.,de
varones por familia ( y = 6,23058 ) para las (, II S familia s y co nv irt iéndo lo en proporclon.
Este valor resul ta ser 0,519215 . Por consiguiente, la proporción de hembras es de
0,480 785. En las desviaciones de las frecucneias oh servadas respecto de las esperadas, que
se presentan en la columna (9) de la tab la 4.4 , observamos considerable ag rupamiento.
Hay muchos más ejemplos de familia s con todos los hiJOSvaro nes o lodos hembras (o c3S1
tod,os) de los que ind icarían probab ilidades inde pendie ntes. La base genét ica de eslO no
esta clara peru es evid hav ci .- .. y o lraS.... es CV I ente qu e lay crertus fam ilias que " t ie nde n a tener niñas I
que t iend en a te 'R" 1 hi é . 10 por 'cnc r flIIIOS . am ten puede obse rvarse evidencia de agrupalTIlen ,
hecho de que ,,1 c id I • • la d! t'ibUCIOfl

s muc 10 mayor e "que cab Tla espera r hasandosc cn a I j;

blO',m"Ii'" kp'l 12 1 O,51 nl 5 y 0,4~07~ 5 2,9'1557 1.
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Hay un contraste claro entre los datos de la t bl 4

de infección de insectos de la tabla 4 .1 teniam a a I y los d~ 1<1 tabla 4,4 , En 105datos
. . os una proporc lon I . ,.

b"saJa en conocnmcntos ex teriores. Fn los de " lIrote llca de mfeccrón
.. . . ' proporcl( lIl de roe d I

lenl'amos tales co noc rrmeruos, utilizábamos un "01 , . . xus e a tabla 4,4 no
() ('mp lflco del' b d

en lugar de un valor hipot ético exu rjo, a losdatos ,. u le", () de IfH datos,
, . d iE ..sta es una dIferenCIa cuy' .

cía se vera mas a e ante.. n los datos de proporci ón de d I a importan-
idt d d . b: . d . " . . sexos e a tab la 4.3 , como engran cantt a e tra aJos e gc neuca mendeliana se utihz: o I h¡ ..• ." n va or upotcnco de p.

TAULI\ ·t4

proporción de sexos en 6 11 5 familias de doce hijos en Sajonia .

(1 ) (21 (.<1 W (fi ) (1, ) (7') 'H , ('/¡
Frecnen- F, ec/1eti · Desvíacíon

Coefi- CIO. cuu F, CClII' tI - <1(' (1)

d'd' 99 I'<i '/, cien tes rela tivas absoluun ,10' esoe -
b ino m iale J eJp(;'~(JdaJ csperadas observada J rada

r t.: f J If J)
12 0,1.100 :J.~ I I I t1,f1I1l'J :~ , 1 .!,.1 , e
tt I U/'OO 7:i!I {J,-1''':0 t .....; I:! 1I

11
)(/l :!.;¡ •JI I 1',."

10 " 0 ,00 I 42·1 O,:!:lI J.'",l I',fj {I,(r1 I ; 1:, I :~.!,'" I <, +•

" " o,oo:! 7·12 °1111 1:t!i 2'lO II,IM,¡ II 11 110,0 I t-. +, -1 (lOIY ' ) :-¡ '} O,IJ.",:i · l :~:! 1!I.J (J,! ;¡'l ¡m .... ,',4 ,:S ....:l'I
1 "-'-

7 ;J tJ,OIlJ ! j;~ O,IU:, 1j.~~ 1 ;!I~ lI,:!u, "iJ I.!/•.J," 1I I z
' 1 ,; O,(JIH .';!I',l O,O!:! :i :, l !I:! I (I,:t.!.~ :,'MI 1 ~I , ¡ tI 1 ¡ H

t, 7 O ,O : ~j n·l 0/01):, !J;I>- i!J:! /J, It: 1:," IO"';' I.! lo:n, H o,on (;71 i (J,()fr2 S!J[¡ l ' . /I,lIr1 ilJ" lo.!"',! ,,¡O
,l. ,

3 " O,I :i!J !li1 ()IOü J :ii :~ :!:.!(J O.'H.! :.!oJI 2","/. 2"'1,
" to n,2fi~J [ji:H O,(XIU litiO 116 o,m 1 i 4.i i 1,.... 1111

11 O/J IU 2 1[, lJ,I )(KJ :1li 1:.! IJ,IKII !l¡:, 1.!,1 "' +
O/JlIII 1:';1 0 11 :¡ e

12 1 O,I)()(J 1,',:1 1 ,

TUI:.1 O11'1'1 f',~ 1,1 I."l' 1,11:,,

!' - fil:.!;IO:," - 3,·1"·"....'

Fu~" re: Geiuler ( 188Q J.

4.3 La distribuci ón de Poisson
• (f3S reJaln'amen(e peq ueñ as ( 2

ln la aplicación upica de la binomial (enlamos muel parecíandosestado5 alterna.
e~ ud ia ntes, 5 insectos, 17 crías. I :! hermanos! en las CU3 e fectado v no infectado, machonv . extranje ro. In ,os con frecuencias variables (aI11 CTl C3nO~. di casos en Jos cuales el tamaño
y hembra ). Sin embargo, muy frccuentemente ~st U aarn°oblema de cálculo conside rable.
k d I ~"'ntaTl3n un pre a mUestra es muy grande Estos pre:-.
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H S visto que el desarrollo del binomio (p + q)k. es bastante tedioso cuando ,.
emo 1 ' " (O 00 I + O~ '000 ' e

d lmaa ínes que se debe desarrollar a expresion tu, .:799) Obségran e. ..~ ... " - _ . " ".. r,'e!t
• esta expres ió n no solamente es grande el t:1I113110 de la muestra smo que acle .
que en " ' ilid d l ho m á masuno de los sucesos {representado por la probabi 1:1 q es mue 1.0 m~s frecuente que el
otro (representado por la probabilidad p l , El desarrollo de este binomio por los métodos
aprendidos hasta ahora requiere una tabla de log3ntmo~ muy exacta con 10 cifras decima.
les. Sin embargo. esta s expresiones se encuentran cornent.emente. )~ 3 veces son de gran
importancia biol ógica. En tales casos. gener.alm.ente nos interesa solo un extremo de 13.

distribución. Este es el representado por los termmos

p't¡', C(k. l )p 'qH , Ctk, 2)p'q'-' , C(k , 3)p'qH, ' . ,

El primer termino representa O sucesos raros y k sucesos frecuentes en una muestra de k
sucesos. el segundo término representa un suceso raro y k - 1 sucesos frecuentes, el
tercero ~ sucesos raros y k - ~ frecuentes. y así sucesivamente . Las expresiones de b
forma C\k. i) son los coeficientes binomiales. representados por los términos combinare­
ríos discutidos en 1:1 sección anterior. Aunque esta expresión perrn itir ia el cálculo del
extremo de la curva deseado. no obstante. sería un procedimiento muy complicado en
vista de la rnaanitud de k. Para convencerse de esto. el lec tor podr ía intentar calcular uno
o más t érminos en (0.001 + 0.999)1000 . Afortunadamente es mucho más fácil calcular
otra distribución. la distribución de Poisson, que se aproxima estrictame nte a los resulta­
dos deseados.

La distribución de Poisson es también un a distr ibución de frecuencias d iscreta del
número de veces que ocurre un suceso raro. Pero en co ntraste co n la distr ibución bino­
mial. el número de veces que un suceso no ocurre es infinitamente grande . Con miran
nuestro tratamiento actual se estudiará una variable de Poi sson en una muestra espacial o
en una temporal. Un ejemplo de la primera sería el número de plant as de musgo en un
cuadrado de muestreo de una ladera, o el número de parásitos en un ind ividuo hué~ed :
un ejemplo de muestra tempo ral es el número de mutacio nes que oc urren en un caracler
genético en el período de un mes, o los casos de gripe registrados en una semana. La
variable de Poisson, Y. será el número de sucesos po r muestr a, Puede tomar valores
discretos .desde Ohacia a rrib~ , Para seguir la dis_tribución de Poisson ,.la. va ria ~ le debe t e.~~;
dos propiedades: 1) Su media debe ser pequena co n respect o al maxmlO numero .poSlI
de sucesos por unidad de muest reo. Así pu es, el suceso debería ser " raro" , Por eJel11Pt'
un cuadrado en el que se cuentan plantas de musgo debería ser lo suficientemente gran e
para que un número sustancial de plantas de musgo pudieran hallarse allí si las condici°t
biológicas fuesen favorable s al desarrollo de numerosas pl ::mtas de musgo en el cuadra (l~
U d d d I 2, , d' tribu"' "n .cua ra o e cm seria demaSiado pequeño para que los musgos se IS , '
segun la ley de I)o isson. Igualmente, un lapso de tiempo de l minut o sería irreallstararJ

-.. • tar~ uP
registrar nuevos casos de gripe en una ciudad pero en un a sema na poorlan presen .'

. .. ~ ,'" de lll.:t"gran numero de estos casos. 2) La mCldencla de l suceso dcbc se r 1I1ocpendlt:ntc
dencia previas dentro de la unidad de mue 'itreo. Así, la presencia de un a planta de Tfl:;~s
en un cuadrado no debe aumenta r ni disminui r la probahilidad de q ue se de sarr ~I1:~Jo ul
planta de mu o en el cuadrado, Oel mismo modo. el hecho oc que se haya reglst wsdt
CélliO de gTlpe no debe afet:ta r a la probabilidad de que se registren subsiguienteS ca.

65

H .2).'. , ."r ,
-- -
c'" l ~f'' ' ::!~( .. ' 3~1 - · ·l\ .. · · '
1 "

/Iltroduc cion a las distribucIOnes de probabil idad

r" I)~ l os SUCl'SOS qUl' reunen estas condiciones (.. ~ ...
~ . • - .,UI;CSOs r aros v al , t ' " ) . ¡ b '
dlstTlbuirSl' cu turma de POISSOIl , . ca onos ue enan

ll propúsitu de adaptar una distribución de Pcisson : ,.
, ' l' . , . a vanos sucesos raros en 1.1 natura-

k/a es prohar SI os SUn sus ocu rren Co n llldepcnde ll' ia I"U' , S'
. .' ,1, " " S' I - l ua . I es aSI, segunan la

di~tTlbu ':loll uc 1l 1SSlll1 . 1 a o('urrenCla de un SUÚ'Sl,l aumenr I h: bil rr d
. _ 1: a a pro a I rcau e un

",-'~undll suceso semej ante, obte nemos una lohstribuc ion en a" ru p' t '
• y _ • • o alTuen lol o co ntagrosa. SI
la ocur rencia de un suceso impide ~ a de un segundo suceso semejante en la unidad de
nlll("strt'O, ob tenemos una drstribuci ón en repulston o espacu hnemc umfonuc L d , _

, 1) ' . 1 '1' a IS TI
bUl'iúll ~e O ISSlHl, pucue un rzatse como prueba de alcatonedad o mdcpcndcncu de
distribu':lllnes no so lo con respecto al espacio SIRO tambi én al tiempo.

Esta dis trtbución debe su nombre al matemáuco fra ncés I\ll son. \\ Ul' IJ de ·clb.ó en
11'\3 7. Es una serie infinita cuyos termine s se suma n hasta alcanzar un valor Igual a uno
(Lomo debe ser para cualquier distribución de probabilidad) l a ' TlC puede teprcsentarsc
Lomo

que son las frecuencia s relat ivas esperadas correspondientes J los slgulC nll's recuentos del
suceso raro r:

O, l . ~ . 3, -l • ... r.

Asi, el pr imero de estos t érminos representa la frecuencia relanva esperada de muestras
que no co nt ienen SlKl'SO raro ; el segundo término. un suceso raro . el tercero. do sucesos
raros: v us¡ sucesivamente. El denominador de cada t érmino contie ne ~ ,dOlldl' e c ~ la
base de los louaritmus naturales o neperianos. una constante cuyo valor con cinco cll ra...
decimales e x a ~ t as es 2.7 1~~S , Reconocemos u como la medra parallll'ln C~ de la dIS,tnbu­
.. luui blem: dado El ""110 de adnuracion lÍl'SPUl'S delCIlJ Il; es cons ta nte p ~lra cua quter pro cma auo. - e- •

. .' . r: "f . t '· 1" V se ha ecplicudo en la Sl' t.:CIOIl ante-coef icien te en el de nominador SH!,1l1 I1CJ JI.: oru rÓ: e,

nor. 1 1 'aso" 1 listnb -i ón de Poisson es ap rcar a a un 1.:Una forma de aprender mas ace rca ue a \lIS TI UlI "" ,". " desd k
. , ~ Ha un resultado bien conocido uc e a

real. En la parl e superior del cuadro 4.1 se en",UI:II , '1 1 '1 -adura s' n ~()O cua.
1, - ' 1 ' t 'bucion dt' ce u as uC l'\ aulte ralura cSladíslic'l remot a. Exal11 l11a a \l IS TI . ') h '

. . . .: . ' d ' 'ucnll)s \;' 01110 la que: l' ull lla para ale:r
drados de un hellloclto metTll , una camara t re", , . ' as -uSP"lldlda~ ~II liqUido

. . t u ' turH mlL"TO,,"Opll.: J ..

recuentos oe l.'c1ulas sangulneas y otr3SCSr \,. · ·b. • ,n cada cuadradl) y b
L ' d ' l Is d' "'aJura o scna\l:na columa ( 1) registra el numero e Ct U J 1: t _ ,1, .lra. lllS que conllenen un

1 ' b J S '1 nutn("ro \le ",U3u u
eo Umna C~ ) da la s frecuencIas o sen'a a . 1: ,7 ;; \."uadrado5 no I:onll.:nen
.-.1 • , ' d I ' d ra Obser\3nws qu '\lelermmaJo numero Ot' Ct' lulas e ("\ 3 U . • _ , -n I o ., t.:dulas_ \)lal1ll'nte
'1 ' d I ' uaJ rad\lS lon le.... •ce ulas de levaJ ura, peTll la llla}Orla e os \

17 cuadrados contie nl'n .5 o más células d(" k.\adbT3' tó n de in'CUt'IKlaS)( di ITIbu)ese e:n
(,Por que deberíamos esperar tJUl' esta JISto u.. 1'" raTO la irccueocu de \"'dul;t) de

f ")rdall\aOlcn,,).. t • "orma de Po issull"' Tenemos JtJUI un su~ y. ,1 J ha (.Ikulado) e :-\. ·sued .
I .' ' u) a l1l t UI I dll ' lOevadUla POI cuadrJJ o del hel1lllClwmetN, '" ( ~nl'''·1O J b .. 3nll 3\1 ul" e~pa..
h, l ' , - lino Il1l'JIO. on r 7 b _ 11 '", J J)l"nlar -'a) S celulas pllT ",·uadraJo. p'Jf hTl1 ",,:¡;Juan ha tr gau

1, 'd ulas 'tu Y' b ) I\JJIl'ra·pro\ ISto en caJ a ..:uad,aJo \ al nUIIll"[v \I~ '" . _1 c."' \c."rJaderJllll'lllt' alt
. alt'nCO n H J U\ l

en IIn cuadrado ..: uall{ Ulera. el nUI1l(fü re
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(4 .3)

0,80

- 28 92,

10,-11

399,96

0,04

y (Y). " 'e -

a las distribuciones de probabilidad

{9 Y superiores

7 j. _ ( nl" ) , (1 ")
. 2 X 3 X -l e" 5 - 28,92 ;''' -

8. J. - eX :l ~l'; x r.c')¿ - 10,41 (if) -
9 j , _ ( nl" ) r ( ' 8)

. 2 X 3 X " X S X G/," 7 = 3,12 ¡-
lO. j. _ ( _ nl" ) , _ (1,8)

2 X 3 X 4 X 5 X 6 X 7,' 8 - 0,80 ¡¡-

Total

cUADRO 4,1 (continuación)

6. j . - (2~l';e') ~

Introducción

mos esperar que la presencia de determinadas célu las de levadura en un cuadrado fuese
ind ~pe~di e~ .te de la ~re scncia de o tras células de levadura. Este es un tipo de aplicación de
la dist ribució n de Polsson que se encuentra corrienteme nte.

La única ca ntidad que necesitamos conocer para calcula r las frecuencias relat ivas espe­
radas de una distribución de Poisson es la media del suceso raro. Puesto que no conoce­
rnos la media pa ramétrica de las células de levadura en este problema. utilizamos un
estimador (la med ia de la mu estra) y calculamos las frecuencias esperadas de una distribu­
ció n de Poisson cuya J.l es igua l a la media de la muestra de la di stribución de frecuencias
observadas del cuadro 4 .1 . Para efec tos de cá lculo es conveniente volver a escribir la
expresión (4 .2) como

Obsérvese en pr imer lugar que la media paramétric3 ¡.J. se ha, s~st ituido por la media de la
muestra Y. Cada térmi no es exactamente el mismo matemat 1l.:amente que su COTn:spon.
diente término en la expresión (4.2), pero se ha descompuesto en .fac t or~s de t~rma
apropiada para el cálculo. Después del primer término de la e\.~rcslon l~ ·-), todos los
siguientes co nstan del término anterior multiplicado por 1J media sobre un entero que
. .' \ ' só lo necesitamos ca lcu lar una vec la
aumenta en l_para cada término subSIgUIe nte, ! SI, . . ',., f /l
expresión l /eI" para obtener 1J [recuend a del primer termino. lI1ultlplKar esta por , .
. . I IJ ~l por ) ' para el tercero. \ JSI

para tener el segundo térm ino , J1Iultiplll'ar e ~'gUl - ' " • .ta "1ul"·I'lka·ción
SI' . le -dlculo va que e o
. 'ccstvumcut c. Es importante 110 cmnetl'f error II l. l ' .. J d i ' 'r ," ·"0 m tenor a él
vn cad . J .J ·h "ll'l lllI e I I .

ca cna la cxnct ltud de loada télllll1l0 dcpcn l l' l •

célul as POr

W
Desviaciones de

lo esperado
f -t

11 !I ,lr¿C~H) - 107 ,12

10712 ( I,H) <; 127
I :s '

(S)

Frecuencias
absoluras esperadas

j

(t)

" _ ,,1' r
"

(,".),
("l') r

,. ' z

("Y') Y
'b' :S

(1)

2. j,

l . J,

s. J,

o 75 üG,1 +
1 10:1 1HI,O

2 121 107,1 +
3 54 n·l,:¡

4 30 28,H +
5 13 10 ,4 +
6 2 :J, 1

, 1 17 fJl~ 1,1/, + +
b O 02,
9 1 0,0 +

" JO 31~J ,U

Fuente. "Sru de nt" (1 907),

,Vumero de FrecuenCias
células por C1Jadrado obsen'odas

r f
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,..--_ CUAORO 4.1 -------------------,

. s de Poi ...son esperadas.
Cálculo de frccuenc13 . -

400 cuadrados de un hemocitó mctro : y = 1,8
Célula~ de levad ura en d

d
- 400 cuadrados muestrea os.

cuadra o, n -

t rapas del cálculo

I-.J cálculo se basa en la expresiónIa. J ) mult iplicada porn ,ya que deseam os obtener
frecue ncias absolutas esperadas, f.

J. Calcular e y

I,,~, ' - , I ,,~, = l'(0;1 :¡'12!1) - (I.H)(O,·I:l'120)

- 0,78112

an t l l (~ W,7kl72) - 6,fHI)5
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valores de la med ia.

distribuciones de b
Pro abilidad

~ .. "" 1
2 o,~ f+v

1\ ,... .. "" 2

~ 0 ,6 n __ .. .. o 1> ,-"

'" I,Or
"-; 1-
ti o.s
e,,
o

Fig. 4.3. Polígonos

In troducción a las

Este valo r será próximo a 1 en las distribuciones Que son esencialmente de Poisson. sed
mayor ~ue 1 en muestras agrupadas. y menor que 1 en casos de repulsión"En el e" m lo
de lascelulas de levadura . C. D. = 1.092. je P

...En la fig ura -t.3 ~ presentan los patrones de cinco distriJuciones de Poisscn de medias
diferentes como pohgonos de frecuencias (línea que une los puntos medios de un diagra­
ma de barras). Observamos que para el valor infer ior de p = 0,1 el polígono de frecuencias
es extremo en forma de L. . pero al aumentar el valor de JJ. las distribuciones se hacen
gibosas y fmalmente casi simétricas.

Concluimos nuestro estudio de la distribución de Poisson con una consideración de dos
ejemplos.. El primer ejemplo muestra la distribución de un ácaro de agua en adultos de un
mosquito quironómido (tabla 4.5) .. Este ejemplo es similar a la distribución de células de
levadura. salvo que aquí la unidad de muestreo es un mosquito en lugar de un cuadrado
del hemocitómetro. El suceso raro es la infestación de un mosquito por un ácaro. El
coeficiente de dispersión es 2.:: ::5 y éste es reflejado clarame nte por las frecuencias
obse rvadas. que son mayores que las esperadas en los extremos ~ menores que las ~~ra ..
das en el centro. Esta interrelación se ve fáci lmente en la última columna de la distribu­
ción de frecuencias. que muestra los signos de las desviaciones (frec.uencias ,observadas
men?s esperadas), y presenta un patrón de agrupamiento caractensnco. Loa ~sible
explicación es que la densidad de ácaros en las diferentes Ch3~caS .de.las Que ern~rgleron
los mosquitos quironómidos difi ere conside rablemente. Los quironómidos Que salieron de
cha ..' d . de un ácaro pero los de charcase rcas con muchos ácaros estanan parásita os por ma~_ '
n que eran escasos presentarían ooca o ninsuna infestaclOn. . Id ILa r -:- W d¡ .penmenta e os

ce segun~ a distribución (tabla -t .6) se ha obtenido de un :~~~a~-\~~ki. Estud iamos el
ectos de diferentes densidades de padres del gorgojo de las j - t en lasjudías,

nUmero de go rgojos que sa len por judía. Las larvas de estos gorgOJos en ran rífk ¡ de
de \ hreeo salen por un o. ICIO

ntro de ellas se nutren j " se transforman en pupas.. b - edida del numero de
eclc ., - d ' una uena mSIOn. Así. el numero de orificios por j U 13 es

Introducción a las distribuciones de probabilidad68

T _. .' ( ~ ;) da las frecuencia s relativas espe radas. Si como es más u sual , se d
UII expresión '. .' l nri .. e5ea¡¡
las frecuencias absolutas esperadas. basta multiplicar e pru:ner termino por n. el núrnero
de muestras. y luego continuar con los pasos computacionales Como antes. Por

.- .. fact d ' este
proceso de multiplicación e~ cadena n .rontlOua fromo a.e oc en cda a t ~rmino. En el
cuadro -i. I se representa el calculo efectivo. y 135 recuencras espera as aSI obtenidas se

alistan en la columna (3).
-Qué hemos avericuado en este cálculo? Cuando comparamo s las frecuencias obse .

das" con las esperada-s. observamos efectivamente. un buen ajuste de ~uestra s frecuen~:
observa das a uro distribución de Poisson de media 1.8. aunque todav ía no hemos ense­
do un test estadístico de bondad de ajuste (capítulo 13). ::'0,ap~rece un patrón claro~~
desviaciones de lo esperado. :\0 podemos contrastar una hipótesis sobre la media porq
la media de la distribución esperada se ha deducido de la media de la muestra de t
variantes observadas, Como en la distribución bin0':'lial. agrupamiento o agregación s i2~~
ficarfa que la probabilidad de que una segunda celula de levadura se encontrara en-un
cuadrado no es independiente de la presencia de la primera. sino que es superior. Esto
daría romo resultado un agrupamiento de los ítems en las clases de los extremos de la
distribucjón. de modo que habría algunos cuadrados con gran número de células.

La interpretación biológica del patrón de dispersión varia con el problema. Las células
de !e"adura parecen estar aJeatori~:nte .distribuidas en la cámara de recuento. lo que
indica mezcla completa de la suspensión. Sin embargo. a no ser que se utilice el líquido de
suspensión adecuado. las células rojas de la sang re con frecuencia se mantendríanjuntas
de ido a una carga eléctrica. Este efecto denominado rouleaux estaría indicado por
agrupamiento de las frecuencias observadas.

Obsérvese que en el cuadro ..t 1, como en las tablas subsiguientes que dan ejemplos de
aplicación de la distribución de Poisson. agrupamos las frecuencias bajas en un extremo de
la curva. uniéndolas por medio de un corchete. Esto tiende a simpli ficar un poco los
p2tr~nes de distribución. Sin embargo. el motivo principal de este agrupamiento está
reJaclOn~ do con el test G para bondad de aj uste (de frecuencias observadas a esperadas).
que se ~Iscute en la sección 13.2. Para los fines de este test. ninguna frecuencia esperada
¡ deben a ser menor que 5.

Ames de pasar a otros ejemplos necesitamos mostrar alzunos datos más sobre la
distribució~ de Poi~n_ Probablemente se observará que para calcular las frecuencín
esperad.as !o~o necesitamos conocer un parámetro, la media de la distribución. En cambio.
en La bioomial ~eusitamos dos parámetros, p y k. Así. la media define completamente h
forma e una dlSlribueió d P '. d .
f "' "n e oisson eterrn ínada. De eSTO se sigue que la varianza es un!
uncen de la media y de hecho dí ib .. - I ... • en una rstn ucion de Poisson tenemos una ínterre 3CIOD

m, )' tmlale ~nt re Jas dos: Ji = 0
2• siendo la varianza igual a la media . La variJIlZJ del: 7f O~ ~ cel~las de levadura por cuadrado basada en las frecuencias observadas en cl

,,; Ia
ro

:, ,es d1guaJ a 1.965. no muy superior a la media de 1 8 indicando nuevamente
, s ~ as e levad ra se dist ib f ' . . eEIU . 1"' TI uyen en arma de Poisson y por tant o aleatonamenl "

mterre aoon entre va rianza di . . lU
di nbuCJÓn d f Y me 13 sugiere una comprobació n rápida de SI u
de 1.:: frecue e recuenC13$observadas se distribuye en forma de Poisson incluso sin aju5U

OCias e peradas a los datos e I I " d d;-"wJll . a cu amos símplemenre un coef iciente e...,.,·",
( '!J . _ •r
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d [t os que han sa lido , El suceso raro en este caso I .a u I di . " es a presencia de 1. día Observamos que a ístribuci ón presenta una . un so o gorgojo en la
JU

s
J'~ días que co nt ienen un solo gorgojo de las p Pronunciada repulsión, Hay muchas

013 ,. d J reVistas por la d stnb •

U hallazgo estad lstlco e este tipo conduce a la cuest¡ b¡ l ' , I o ucron de Poisson.n . I Ion 10 oglCa .. , ' ')''.
~n se encontro que as hembras adultas de los gorgoj d¡ .pcr que En este

C3~ . . JOS ten tan a de ' t h
nifo nnemente sobre las judías a su alcance en ver de I . pOSI ar sus uevos

U . . d h ., . a a1..ar. Esto tmped¡
depOSitasen dernasia os uevos en una judia cualquiera y lu í 1 r la que se

d
exc uta a uerte co t .

entre las larvas que se csarrollan en ella. Un factor que co t ib I mpe encra
entre las larvas que continúan alimentándose en la misma JUd

n
" duyedes a competencia

d
la, an o como resultado

que generalmente to as excepto una se destruyan o se echen r \ .. Ir ' b" ' . uera . ( SI se comp rende
fácilmente como e tenomeno iol ógicc antenor daría oreen a un, di tnb .. • -e 15 Ti uoo n en repul -
non.

EjerciciOS .¡

.u En el hombre la proporción de sexos en niños recién nacidos es aproximadamente
10099: 10 5 d d , Si extraemos 10 000 muestras al azar de 6 r unos reci én nacidos
de la población total de tales niños durante un año, ¿cuál se ria la frecuencia
esperada de grupos de 6 varones, S varo nes. u varones. y ni sucenvame nte?

4.2 Las dos columnas que siguen dan la fertilidad de los huevos de la cepa n' de
Drosoph ila melanagaster produ cida en 100 fra scos de 10 hue vos cada uno (datos
de R.R. Sokal). Hallar las frecuencias esperadas supomendo mdependencta de
mortalidad para cada huevo de un frasco. Utilizar la medía obse rvad a. Calcular la
varianza esperada y com pararla con la observada. Interpretar los resultados. sao
biendo que los huevos de cada frasco son de la misma pareja Yque los diferentes
frascos co ntienen descendientes de diferentes parejas. SOL l rlO~ al = 2,-l 17, s1

= 6,636.

+

+

+
+
+
+
°+

W
Desviaciones

de lo
esperado

f - t

C.D. = 2,225

(~J (SJ
Frecuencias
de Po ísson
esperadas

f

Frecuencias
obsen'adas

f

TABLA 4.5

) . festan a 589 mosquitos
( l rr"'nurus sp que 10Acaros ,. ~ , ' )

quiro nómidos (CO/opsectro akrina '

(1)

Xumero de
ácaros por
mosquilo

r

°
H2 3.S0,i

1 91 166,1

o Z9 36 ,~-
3 " 1 5,3, , 0,6

5 6 fo·
0,1 --

6
•., - I 0,0

o,,
-

• ° 0,0

S IJ 0,0

Total 559 5S90,

r - 0,'363 ,! = 0,9709

Fuente: D;¡¡I OS de F. 1. Rohlf,

70

Gorgojos de las judías Azukis (CaUosobruchus ch inensis]
que emergen de 11 2 judías azukis (Phoseo/us radiatus).

N úmero de huevos
incubados Nú.mero de frascos

f
1
3,

10
e

y

°1
2
3,

Desviación
de lo

esperado
f-j

Frecuencias
de Poission
esperadas

f

Frecuencias
observadas

f

(J) (~ (~ (4)
Número de

gorgojos que
emerge n
por judia

r

"12
13
9
9

O

6
,
8
9

10

,. dIstribUCión de fre cuencl3 ~
s~rada s para ~ d

Calcular las frecuencias de porsson e Y- d l espeCie Caftx flaccl1 enconua a<; en
dada en la tabla 2 .~ (número de plantas e a
500 cua drados) ,

4.3
( ' ./J. :lO ",,'}i9

112
-

l' - U.4&l:l

o
I
2
:1
4

J-lJ~nt~ - Ulld a (194J).
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4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

Introducción a las distribuciones de probabilidad

édico del ejército está interesado sob re la en fermeda d intest inal X. Po
El cuerpo.m . aben que lo s soldados que sufren la en fe rmed ad ca nl ien r
expene ncla previa s h en.' te el organismo patógeno en sus eces.y que para tod o s sus fin
¡n~an.ablemedn estra de heces del enfermo con tie ne estos o rga nismos. Sin es
practi ca s ca a mu . I t I 'O % em·

I
. ismos nun ca son abund an tes Y aSI so amen e e.. d e todas I

Sargo. os orgaOl . . . d 1 d rán al as. h chas por el procedim iento est án ar co n en can a guno (supo
preparacion es e b" ' neo

o un organismo está presente en un portao Je t o s se vera) , ¿Cuán!
mos que SI • . ,. . di O'
portaobjetos por muestra de heces deberlan pedir a os [ e cOI CO S e abaratario que
preparasen y exa minasen, para que en ca~o de que una muestra fuera Positiva
fuera falsamente diagnosticada como negativa en menos del I ?b de los casos (POr
termino medio)? Basándose en la respuesta , ¿se recomendar la que tratasen de
mejorar sus m étod os de diagnóstico? SO L~~ ION : 2 1 portao~jetos .
Se ha ce un cruce en un experimento genet\co con ~rosophda en el .cual se espera
que y. de la progenie tendrá ojos blancos y ~2 ten~~a el rasgo deno~mado "quetas
chamuscadas" . Supongamos que los dos 10cI genéticos se segregan mdependiente.
mente. a) ¿Qué proporción de la progenia exhibiría ambos rasgos simultáneamen_
te? b) Si se extraen -t moscas al azar, ¿cuál es la probabilidad de que sean todas de
ojos blancos? e) ¿Cuál es la probabilidad de que ningu na de las cuatro mosca,
tenga ojos blancos ni "quetas chamuscadas"? d) Si se extraen dos moscas ¿cuál es
la probabilidad de que al menos una de ellas tenga ojos blancos o "quetas charmn ,
cadas" o ambos rasgos?
Los lectores que han recibido uno o dos semestres de cálculo puede que deseen
tratar de demostrar que la expresión (4_1) tiende a la ex presión (4 .2) cuando k
t iende a infinito (y p se hace infinitesimal. para que u = kp permanezca constan­
te l .

(1 - ~) .. --+- e- Z cuando n --i>- QO .

Resumir y comparar las hipótesis y parámetros en que se basan las distribuciones
binomial y de Poisson.
Si la frecuencia del gen A es p y la frecuencia de a es q, ¿cuáles son las frecuencias
esperadas de los cigotos AA . Aa. o aa (suponiendo que un cigo to d iploide repre­
senta una m~e stra al azar de tam año 2)? ¿Cuál se ría la frecuencia esperada para un
autotetraploíde (para un locus próximo al centrómero, un cigo to puede conside­
rarse como una muestra al azar de tamaño 4)?
Una .población consta de tres tipos de individuos A l • .42 Y A 3 co n frecue ncias
relat ivas de. O '~ '. 0 ,2 y 0 ,3 ,.respect ivament e. a) ¿Cuál es la probabilidad de obten er
so l~men t e IOdiVId~? s del tipo A I en muestras de tamaño 1,2,3 , .. _ , n? b) ¿Cuáles
~flan las p.robablhdades de obtener solamente individuos que no fuesen de lo)
~I~~S A I ni A 2 en una muestra de tamaño n? e) ¿Cuál es la probabilidad de

ener una mue~tra que contenga al menos una representación de cada tipo en
muestras de tamano 1,2,3,4,5 .. . , n?

Capftulo 5

La distribución
de probabilidad normal

Las distribuciones de frecuencias teóricas del último capítulo eran todas discre tas . Sus
variab les tomaban valo res que variaban a intervalos enteros (variables rnermícast, Asi, el
número de insectos infectados por muestra era O, I ó '2 pero no podria tomar un valor
ínte rmedio entre éstos . Igualmente, el número de células de levadura por cuad rado de
hemocitómetro es una variable rneristíca y requiere una función de probabilidad discreta
para desc ribirla . Sin embargo , la mayoría de las variables encontradas en biolog ía son
continuas (como los pesos de niños recién nacidos o las longitudes del fémur de áfidos
utilizados como ejemplos en los capítulos 2 Y3). Este capitulo trata más ampliamente de

las distribuciones de variables continuas .
La primera sección (5.1) int roduce distribuciones de frecuenc~as de variab l,es ~o n t ~nuas.

En la sección 5.2 presentamos una forma de deducir la más comun de estas d lstnb ~clone s,
la distribución de probabilidad normal , y en la sección 5.3 examinamos sus propiedades.

.' 1 d¡ ib .. 1 En la
En la sección 5.4 se presentan algunas aplicaciones de a istn ucion no~ma .
sección 5.5 se cita una técn ica gráfica para señalar desviaciones de la normalidad y para,

. • d"b ' proximadamente normales, aSI
estimar la media y desviación t ípica en istn ucrones a . . " f. .. d I lidad en dlStnbuclones de recuen-
Como algunas de las razones de desviación e a norma I
cias observadas.

5.1 Distribuciones de frecuencias de variables conünuas
. id d teórica o función de densidad de

Para variables continuas la distribución de probabili .a mo se indica en la figura 5.1 .
probabilidad puede representarse por una curva conunua .c; de la variable. Por demidad
La altura de la curva da la densidad para un ".alor detennllna oOdel eje r (como se indica en
entendemos la concentración retauva de variantes a lo a,rg figura siendo la ordenada la
I f . , b 'sa en al ,
a igura 2.1). Nótese que el eje } es a a SC1

---'
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ar la d istribución de frecuencias teórica COn l.
, I d nsidad Para campar . . 1<1

frecuenCIa f o a e. . id J dos en sus clases co rrespond ientes. como se tndica Po
sano divi Ir as . d d b bilid d robservada es nece ti 5 I Las fun ciones de de nsida e p ro a II a se define

las líneas \"erticales en la .,gura . da de observaciones entre dos límites de clase Clíne,,"
od e la frecuenCia espera 1" P I

de ro o qu d el área b3J"O la curva entre estos Imites. Oc o tanto el
' I I esté represen ta a po r ( O' d ' •

vernca es _ . I de las frecuencias esperadas 1. o n. ependlendo de
. to tal bajo la curv3 es a suma
arca calculado frecuenci25 esperada! relat ivas o absolutas). . .
se han h d,'s,ribución de frecuencias de observaC iones de una variable canti.

Cuando se ace una d lid.. d J 'mofes de clase es arbitraria porque lo os os va o res e una va riablt
nua la eleccron e I I ..' d I

' " 1 posibles En una dístr ibuci ón continua no se pue e eva uar que la
son teoncamen e . . d I
robabilidad de la variable sea exactamente igual a un. determina o .va or como 3.ó 3,5.
~Iamen te puede estimarse la frecuencia de observaciones qu~ estan entre dos IImitet.

Es debe a que el área de la curva correspondiente a cualquie r punto a lo largo de ella
10 " f ' d d¡ lbes una infinitesimal. As í, para calcular las recuenctas espe r~ as para una istn ucién

t ua tendremos que calcular las proporciones del área bajo la cu rva entre los límites
con 10 , bid' lbde clase. En las secciones 53 }' 5.4 veremos como se ace esto en a a tn ución de

frecuencias normal.
Las distribuciones de frecuencias continuas pueden comenzar y termina r en puntos

finitos a lo Largo del eje Y, como se presenta en la figura 5. 1, o pueden extenderse
índefínidamenre hacia uno o ambos extremos de la curva, como en las figuras 6 .1 1 y 53.
La idea de un área bajo una curva cuando uno o los dos extremos tiende a infinito puede
turnar a los no instruidos en cálculo . Sin embargo , afortunadamente esto no es un gran
obstáculo conceptual , ya que en todos los casos que nos encontraremos, el extremo de la
curva se aproximará al eje Y lo bastante rápidamente como para que la porción del área
después de un cierto punto sea, para todos los efectos prácticos, cero y las frecuencias que
representa sean infinitesimales.

Podemos ajustar distribuciones de frecuencias continuas a varias series de datos merfsu­
COI como, por ejemplo, el número de dientes en un organismo. En tales casos tenemos
razón para creer que las variables biológica! subyacentes que causan diferencias en 1m

La dIs tribución de probabilIdad normal
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, eros de la estructura son realmente continua

nurn '. aun Cuando
\'3riab le discreta, ,. se expres.en como una

,\hora pasaremos a d iscutir la función de demíd d d
estadística,la dis tribución de frecuenci3J normal. a e probabilidad m.ú Importante en

. ., [)educción de la distribuci ón normal".
Hay varias maneras de deducir la distribución normal de f

L recuenc;la\ a panrr de sup
nes elementales. a mayor parte de éstas requieren más rnatemát dio tcm-

I 1, J . < a rca e a, que e..pe rarnoe
de nuestrOS ectores. or o tanto , utllll.a remOl una ap rcxímacíón 31m ha r -

que hemos enco~trado de va~o r _heur~stico, p mente mturuva
Vamos a considerar una distribución binomial de I.a forma habitual ( .jo .. I

, fini ,O é u d ' .. b¡ " P q I en a qud
ttende a 10 100 t.o ' c. u lI~O e suuacron iológica podría don ungen a e la dumbucíón
binomial'? Un. ~Jemplo pudiera ~r ,el. caso en que muchos factores cooperan adtuvamente
en la producción de un efec to biológico. El siguiente caso hipotético pcnblemente no esté
demasiado alejado de la realidad . La intens idad de pigmentaci ón de la piel en un animal
será debida a la suma de muchos factores, algunos genéticos, otros ambientales. Corno
hipó tesis sim pli ficado ra vamos a establecer que cada fac tor puede hallarse: en dos eU<iidol
solamente: presente o ausen te. Cuando el factor esLi presente aporta una Unidad de
pigmentación al co lor de la piel , pero cuando está ausente no aporta ~a a la pigmenta­
eón. Cada factor , independientemente de su naturaleza u ongen. tiene sdénuco efecto y
los efec tos son aditivos; si de los cinco posibles factores tres están presentes en un
ind ividuo, la intensidad de pigmentación se ría tres un idades, siendo la luma de ues
aportaciones de una unidad cada una. Una hipótesis final: cada fac tor tiene Igual probabi­
lidad de estar presente o ausente en un determinado individuo. Alí,p PfI-1 - 0,5 ti la
probabilidad de que el fa ctor esté presente, mientras q =ptj) =0,5. ella probabilidad de
que el factor esté ausente .

Con un facto r solo (k = 1" el desarrollo del binomio tp 1- q ,1 produciría dos c1ut1 de
pigmentación entre los animales, es decir:

claJe' de ptgmenl31,.JÓn (espaoo de probabilubd,

freeueooa1 espera.das .
mtenSldad de plgment~n

clases de pigmentación (espacio de probabilidad}
frecuencias esperadas
intensidad de pigmentación

II }
O,:!5 i
O }

I }
0 ,5 }
O •

I

1'1.
0.50.
I •

11', ,

{O.s.
{l,

I n ,
10,25,
{ 2,

. . la ud O Con Ir. 2 facwre1
La mitad de los animales tendría intensidad l . otra rm ": d nd 'en,emente

.. 1ft es se presentan In epe Ipresentes en la poblaci ón (se supone que os 3C or '4~n'ad. por el
, idad d . entaoón estan a represeUno de otro), la distribución de mteoslda es e pigrn

desarrollo del binomio tp + q}2

"- r-

I
f\. r,

/ 1 ').....
,

!

l

f 1i· S. I. f)tstrlbU C1ón de probabi lidad de una vanable contin ua (Para expliC"J;'
cien ver tCXl<J .J
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r
F ig. 5 , ~:; . lI11st ~a ción de c?ffiO los cambios en los do parámetro de l. di tnbu-
cien normal atect an a la torma y posicton de la curvas \ IJ -r.c 1 R IJ

x , o = 1 e IJ = ~ , o = 05

-

l n cuarto "k k,~ ind i\lJ ul'~ It'I1JnJ int~nsidJJ de pi~nent :h... ión ~ ,Ia mitad l. y el CUarto

rt'.';UIl I"'O . '
El numen' de dJ5l'S en el binomio aumenta con el numero de factores . Las distribo,

,' I\'"t',; JI." fre cuencias S\'11 simé tri cas ~ las fn'\"~t'n~iJs ~sper~dJs ~Il los extremes se hJ~
rf\.'~rt"SI\J]lwntt' OlI.'lWn'S JJ JUI1l~nt:1r k. L:I distribuci ón binomial para k = 10 se repre.
,;t'n;1 .::rsli~'JIlWllte como un histograma en la figura 5 .~ ten vee de por un diagrama de
!:llTT3S'~,\ll1ll' deberta truJTSI.') . ObS('f\JI1l\.lS que se aproxima al contorno ae:unpJmdo
h;itlltu!1JI.' la distribución normal [figuras 5.3 ~ 5.-n , Si fuéraruos a desarrollar la expre .
sron P!T3 = ~Ll . nuestro histogra ma se aprovimarfa tanto a una distribución de frecuea,
,'1.15 normal que 11\.' podnamos mostrar !:I. diferencia entre ellos en un gráfico del tamaño
de esta pagina . \ 1principio de este pro....cso hicimos varias suposiciones restric tivas severo
P lr T3 on de simplicidad . ¡,Qu,,' ocurre cuando éstas SI.' eliminan? Cuando p o:J; q, !:I. distn.
bucion también se aproxima J la normalidad cuando k tiende a infinito . Esto es dificil ée
ver lI1tUlliH.Il1('IIU' porque cuando p =t= lJ el histograma es al principio asimétrico. ~l'

obstante puede demostrarse '1Ut' ...-uando k. p Yq son tales que kpq >- 3 .13 distribucióa
normal se aprovimara estrechamente . En una situaci ón mi s realista se permit irían factores
que ~l' hallan ('11 mas de dos estados. uno que hace una g:r.1I1 aportac ión. un segundo
estado una menor aportación . ~ así sucesivamente . Sin emb argo. también puede demos­
trarse que el POlill0l1110 tp +q +r +... + : )" se aproxima a la d ist ribución normal euanJ0

tiende infinito Pueden estar presentes diferentes factores con dife rentes frt'euendlS~
pueden tener diferentes efectc s cuantitativos. Siempre que éstos sean adi tivos e indl.'fk'n­
dientes . ~(' ale n/J,1:I n arrnalidad cuando k tiende a infinito .

La »mac n de estas resrnccrones hace que IJs hipó tesis conduzcan a una distribu.:il.:
ncrm 1... p ubl con innumerables situaciones biol ócicas. Po r lo t anto . no es sorpree
de~t que tanu,s vanabl s blol ~ le s se:' Jis tribu}:In Jpro~\.imJd:ullen tt' segun b ley nomul

.un s a r , ).;lJ" las l". ndl..:-¡one-s que tendertan a producir dis tribuciones de frt.:uen.:1JS
n rm les 1))1 ha\ mudlos factores que son simples o compuestos: '::) si estoS f .,:t ort$ ~
pr ~l n ... n lI1depe-ndeneta. 3) Sl los factores son independit'ntes en efe.:to. es dt'l.'ir· l:

e etI d n ¡JIU\ ' . .J ) 1 ~ntnbu}en igual a 13 Var1anla. TodJ\la no esUmO$·
e di utu la 'uaru ... ndlclon ~ ahora st m nC'iona solamente para ...~I11Flt l.

re to en I capitulo ..,



Recíprocamente ,

50 %de los ítems están entre IJ ± 0 ,6740
95 % de los ítcms están entre JJ. ± 1.9600
99 % de los items están entre f.I ! 2,5760

~.s~a ' rel~ciones ~ presentan en la figura 5.4. ¿Cómo se han calculado estoS porcenu'
Jes. U ~~ lcu l o directo de cualquie r porción del área baJ'o la curva noon31 requiere unJ
tntegraclon d l' f ' . que·e a unClon presentada como expresión (5.1 ). Afurtunadamente, para J

T:\B L \ 5. 1

poblaciones de longitudes del ala y rendimientos de leche
Columna l . , N~me r~ de fila . Columna 2. Longitudes (en mm X 10- 1 ) de 100 ala~ de
moscas domesticas dispuestas por orden de magnitud ; J.L = ~ 5 ,5 , al = 15,21 , a = 3 ,90 ~

distribución aproximadamente normal. Colum na 3. Producción total de leche anual (en
cientos de libras) de IDO vacas Jersey de dosaños.d ispuesta por orden de maglllt ud, jJ =
66,61, 02 = 124,4 779, O = 11 ,597; d ist ribución fuertemente alejada de la normalidad.
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distribución de probabilidad normal
La

que no sepan cálculo (e incluso para los que o 1 . 79
1I0s .. di ," ib .. SI, a mtegra ,"

j"onna alternativa e a utstn ucron normal' I í, .• l:IOIl ya se ha realií"ado
una .'. 1 " . aJWIC/UI I de J ' 'b .. ., en
.' de di strtbuclon aCllmll a ltJ'a learica de la fun .. IS tr¡ Un OlI nonnat Ifun

clon 1 ro S t Clan de densid d d -
11 indicada en a igura . "t. Da la frecuencia I , I d a e probabIlidad nor-

¡na. 1I d i o ac-sde el' fi'
Iquier pun to a o argo e a abscisa. Por lo t III muo negat ivo hasta

cUJ d bscrvac¡ anta. podem('S bu d¡bab ilidad e que una o servacron sea inferior a u al _ _ scar ircctamenre la
pfir~ ra 5..t señala que la frecuencia total hasta la med~ v °S'Ollld lcado de r .Por ejemplo , la
" d ' " . ra es OO %\'la fre . I
- 10 igual a una esvtacron npica por debaJ'o de I d¡ ' 1 cuencm rasta un

pun . 1 , a me laesl 5 87 % E . I .
l allan graficamcntc evantando una linea vertical d d '. stas r(cueneJas

" 1 d di . .. es e un punto tal Ie corta a la curva e istribuci ón acumulativa ' 1 como a, testa
qlus87 %) de la ordenada. L1 probabilidad de que u'na} beyendo.,enlonces la frecuencia
( , o servacion esté e t d
:Irbitrarios, puede encontrarse restando la probabilidad de que di ha b n..re o~ pun tos

. fer¡ d I b bíl ¡ IC o servacron este por de-bajo del punto 111 erro r e a pro a I idad de que una ob " . .. . . servacion este pot debajo del

Punto inferior de la probabilidad de que una observación esté d bai d 1por e ajo e punto

-

representarse
Por la

(S.1)

de probabilidad 1)0
rmalLa distribución
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3 Propiedades de la disrrihución normalS.
de densidad de probabilidad normal puede

Realmente la f unción <.-

expresión

Z
. di I altura de la ordenada de la curva . que represent a la de nsidad de 1

En ella In tea a . ' funci - d i ' 01. El ' ble dependiente en la expresión siendo unci ón e a variable )' Hay ditems. s a varia . _. - , . . os
cons tantes en la ecuación: 'Ir. que es aproxun~damentc 3. 14 1)9, haciendo I /VS igual a
039894 ' la base de los logaritmos neperianos o naturales cuyo valor se aproxima
~ :71 828 : i : ' una función de ~e n~~dad . d.e probabi~id.ad normal hay d~s par~etros . 1:

d¡ pa am étrica " v la desviaci ón upica paramctnca o, que determina la Situación ymela r r-Ó; •• 1
forma de la distribución. Asi. no hay sólo una distribuci ón norma como pudiera parecer
a los no iniciados que se encuentran la misma figura acampanada en los libros de texlo
elementales: más bien hay una in finidad de tales curvas. ya que estos parámetros pueden
tomar una infinidad de valores. Esto se hace patente por las tres curvas normales de la
figura 5.3 que representan las mismas frecuencias tot ales. Las curvas B ye t ienen id énti.
cas medias pero diferentes desviaciones tipicas. Puesto que la desviació n t ipica de la Curva
e es solamente la mitad que la de la curva B ofrece un aspecto mucho más estrecho,

En teoría . una distribución normal se extiende desde el infi nito negativo al infinito
positivo a lo largo del eje de la variable (designado como Y . aunq ue es frecuentemente la
abscisa). Esto significa que una variable distribu ida según la ley no rmal puede tamal
cualquier valor . sea grande o pequeño. aunque los valores más di stan tes de la media en
más o menos tres veces la desviación t ipica son bastante improbables, siendo muy escasas
sus frecuencias re lativas esperadas. Esto puede observarse en la ex presión (5 .1). Cuando r
sea muy grande o muy pequeño , el término (r _ IJ }2J2a2 se hará necesariamente muy
grande , Por consiguiente e elevado a la potencia negativa de ese término sera IllUYpeque­
ño y por esta razón l será muy bajo .

La curva es simétrica en to rno a la media. Por lo tanto la media, media na y moda de la
distribución normal están todas en el mismo punto. En una distribución de frecuencias
normal los siguientes porcentajes de i tems están dentro de los limites indicados:

JJ. ± a contiene el 68,26 % de los ítems
JJ. ± 20 contiene el 95,46 % de los items
f.I ± 30 contiene el 99 ,73 % de los items
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. ara cada variable como una mues-

En este experimento consideramos I~s 35 vari antes PI ' dade ra media y desviación
Ira única, sin separarlas en grupos de CinCO . Puesto ~e ~\~uede calcular la expresión
típica (p y o) de las dos distribuciones son cono.el as, I itud del ala de una mosca
(Y l ' A ' a la pnmera ongr

i - 1J. }fo para cada variante t - SI, par
doméstica muest reada ant eriormente, se calcula

21.

l l .

~ "" 45,5

3.
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La distr ibuc ión de pro babifidad norma'

TABLA 5.2

T bla para registrar distribuciones de frecuencias de desvi . . •
a t s del experimento S. l esvrantes t ípicas 0 1 - ll )fo en las

mues rOl

- J.ongit udes del ala

Varumtes
que se
hallan

entre estos
límites

41
46
54
44
42

-

Longitud
del ala

y

H_
I }'1 ...

y -

16
59
99
36
21

Nú mero
aleatorio

Experimento 5. J. Extraer muestras de dos poblaciones. La primera es un a distribución d~

frecuencias aproximadamente normal de 100 longitudes del ala de moscas domésticas. l .a
segunda población se desvía fuertemente de la normalidad. Es un a distri bución de Ire.
cuencias de la producción anual de leche total de 100 vacas Jersey. Ambas pobla cionesse
presentan en la tabla 5.1. Extraer muestras de ellas repet idamente para simular el muer
treo de una población infinita. Obtener muestras de 35 ítems de cada una de las dos
poblaciones. Esto se hace obteniendo dos juegos de 35 números al azar de dos cifras de la
tabla de números aleatorios (t abla I) con la cual se familiarizó en el ex perime nto 4.1.
Anotar los números alea tonos en grupos de cinco y copiar a continuació n de ellos el valor
de Y (para cada longitud del ala o producción de leche) correspondiente al numero
aleatorio. ~f ás abajo se presenta un ejemplo de tales grupos de cinco números y los
cálculos necesarios, utilizando las longitudes del ala de moscas do mésticas como ejemplo.

Estas muestras y los cálculos efectuados para cada una se uti lizarán en capit ulos subsi­
guientes. Por lo tanto , deben guardarse los datos.

La distribución de probabilidad
M nO~1

. I figura 5 .4 podemos observar q ue la p robabilidad de
superior. Por Cl:mplo. ~n a dia y un punto situado a una distancia de una d q~e uT\¡
observación este entre a "" l O5000 _ O 1587 = O 34 13 . esvlaci~
. . d hejo de la media es . • '

nprca por.: d di t íbución normal está tabulada en la tabla 11 , Areas de la e
La función e IS n . h dOS d Undidad en cálculos posteriores se a resta o , e todas las e 1

Normal y para como I ..' I d i ntrada¡
1

, la tabla registra la proporc ton de l area entre a me la y cualquier p ,
Por o tanto. es .' .. A ' . Unto

, l1 un número determinado de desviaciones nprcas. SI por ejemplo el '
supenor a e 3 en . . . I d' , are¡

I
di el punto O5 desviaciones t rprcas supe no r a a me la es O 19 15 del '

entre a me 13 y • . di I ' a",
al d l curva Del mismo modo el area entre la m e la y e punto 2,64 desv,'ac'

tot e a . ' .. '. IOnt\
típicas sobre la media es 0,4959 de la ,curva. Un .punto a 4,0 desviaciones tlplcas de b

d¡ . luye O499968 del área ent re el y la media. No obstante, puesto que la dist 'h
melamc , .. ' l oos¡ . n u·
ción normal se extiende desde ~ I infinito negauvo a POSitIVO, es ne~esano a t~avesar un¡
distancia infinita desde la media para alcanzar completame.n te la mitad del area bajo b
curva. El manejo de la tabla de áreas de la curva normal se Ilustra en la próxima seceió

Un experimento de muestreo dará una idea de la distribución de los ítems bajo u~
curva normal.
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, 'J Este peso es considerab lemente superior a la d' d
n~.r . n·cia 151.1 09.9 = 41 .1 onzas. Sin embarU'o nome d

la
e nuestra muestra, sie ndo la

dijere .' ~ , po emos consult 1, hl .
I curva normal con una diferencia en Onzas. Debe ' , . ar ata a de arcas

de a . , . .. 1Il0 S f'p'l ,cIJT la dlferenc' deci. .·d ·r" por la d esviaci ón nprca para conve rtirla en un, d ' , ," " la, es ecu .
divr I . .. '. eSVI,¡¡; IO n tipificada \ 1d¡ id¡ ,
d
'ferend a por la desviación upica obtenemos 41 .1 / 13 593 == 3 o~ 1: ' . : ~ IVI H a
I . . t d 151 · 3 O.... ' , - .•sto significa que un

O de nacll1l1en ° e onzas es , _ desviaciones t¡ '"
pes , de nacimi rptcus mayor que la media
S Oniendo que os pesos e nacmuento sigan la ley normal d .
up I . , po emes consultar la tabla

de áreaS de la .c~ rva norma ~tab la JI!, donde encontramos un valor de 0,4<)87 par:13,02
desviaciones np rcas. Esto ~U1e re decir que el 49,87 %del área de la curva se halla entre la
media Y un. punt o. qu: d l s ~ a de e l~a 3'0.2 ~esvi aciones típicas. i\ la inversa , 0 .0013 Ú

0,13 % del ar~? esta mas allá de 3,0_ deSViaCiones típicas sobre la media , Asi, suponiendo
una distribuclon normal de pesos al nacer, solamente 0.1 3 % ó 13 de los 10 000 niños
tendría un peso de 15 1 onzas o mas ~!s fallte de la media . Es bastante improbable que un
solo ítem muestreado de esa poblaci ón se desviara tanto de la media, y si se hubiese
obtenido una muestra al azar de un peso de los registros de una población no especi ficada
pudiéramos por ello justificarnos al dudar si la obse rvación proviene en realidad de I ~
población que nosot ros c.onocemos.

La probabilidad ant erio r se ha calculado de una cola de la distribución. liemos ha llado
la probabilidad de que un individu o sea 3.02 desviaciones típicas mal'or que la media . Si
no tenemos conocimiento previo de que el individuo sea más pesado o más ligero que la
media, sino que estamos in teresados simplemente por lo que difiere de la media de la
población, un a cuestión apropiada sería: suponiendo que el individuo pertenezca a la
población, ¿cuál es la probabilidad de observar un peso de nacimiento de un individuo tan
alejado de la media en una u o tra dirección? Esa probabilidad debe calcularse utilizando
ambas colas de la dist ribu ción. La probabil idad anterior puede simplemente duplicarse
puesto que la curva normal es simétrica. Así, 2 X 0.0013 == 0,0026. Esta también es tan
pequeña que podr íamos concluir que un peso al nacer tan alejado como 151 e nzas es
improbable qu e se haya originado de la población representada por nuestra muestra de

niños varones chinos.
De es te ejemplo podemos averiguar un detalle más importante. Nuestra h~pó~e si s .~ a

ld . I I I S· barao e' examen de la distrib uciónSI o que los pesos al nacer siguen a ey norma . 111 em t".' . .• ."

de frecuencias del cuadro 3 .2 muestra claramente que la dlstnbuclOn CS, astmetnca. estre­
chándose hacia la derecha Aun que hay ocho clases sobre la clase media, solamente

l
hd, Y

. . I . de una co a e
seis por debajo de ésta. A la vista de esta asírne t na. las conc usiones acerca _,. I d
1 di . . ' te a la segunda cola. Hemos carcu a o
a istrib ución no corresponderían necesanamen .' . . be ', media

O • . 11 ' d 3 O'" desviaciones uprcas so r ,
que ,13 % de los ítems se hal larian mas a a e . - · ...0 items ( 14 + 5
, lid d estra muestra conuene -
o cual corresponde a 15] onzas. En rea l a . n,u , r es 151 5 onzas, casi el mismo
+ 1) después de la clase 147.5 onzas cuyo limite superd,o S· 'b,rgo"'O ítems de los
qu 1 . divid muestrea o 10 em • -e e peso al nacer para un solo 10 1\'1 uo ": diO 13 % esperado de la
9 465 . 1 O ' I % mas e .

. . d~ . Ia muest ra, es aprOXimadamen te e . r robable encontrar un peso único ta~
dlstnbucJOn normal Aunque a pesar de ello sena unp d 1, hipo' tesis de normah·
gr d' 1 'ones basa as en .

:In e COmo 151 onzas en la muestra. las conc USI • 't" ~a para una prueba detcnm·
dad pudie ran ser erróeneas si la prubabilid3d cxal:t3 tueSC eTl ,I~rdas como nuestras hipólc.
nada N .. I mentt' son u n \3 I
. ' uest ras conclusiones estad lslleas so 3

SISsobre los datos.
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. , itud del ala es 1.1538 desviaciones t ípicas infe rio

. ·c que la primera ongr di did r a 1¡Esto sígrunca bl .. L, desviación de la me la me I a en unidad
d¡ de la po acrcn . es d

verdadera me la d .. ck» liplfilcoda. Los argumen tos de la tabla 11 que e I. .' .. a se llama. eSI la . . xpre
desvlaclon ¡IPIC, d. en unidades de a se denominan den'raclOflestipicas flonJl[ .

d"tnciadeamcl3 " Qet
san 15 a _ , ' 1 en una distribución de frecuencias. a contmuación hace lo
agrupar las 3) vanan es 1 di d . I o

r : d¡ . ntos de leche . puesto que se conoce a me 13 y esvIJc ión tipomismo para los Ten tmte d d . . • . lea
. . cesarlo calcular separadamente ca a eSVIJCIO n sino que basta aparametrlcas. no es oc . ' f no,

, hmit de clase en té rminos de la variab le real aSI como en orma de desviacl·o·
larOSlmlCS . ' n
.. L , . ítes de clase para tal distribución de frecuencias se presentan en la tabltrptca . os rmr _ a

5.2 . Combinar los resultados del propio ~ue,s~reo con los de los campaneros de clase y
estudiar el porcentaje de items de la dtstríbucíón que se hallan a. un a, d.os y tres desviacio.
nes típicas a cada lado de la media. Obs.ervar las marca~ a s . diferencias de distribución
entre las longitudes del ala de moscas domesticas y los rendimientos de la leche.

5,4 Aplicaciones de la distribución normal

La distribución normal de frecuencias es la más ampliamente utilizada en estadística,ya
veces recurriremos a ella en una va riedad de situaciones. De momento podemos subdividir
sus aplicaciones como sigu.e .

l . A veces hay que saber si una muestra determinada se distribuye según la ley normal
antes de poder aplicarle una cie rta prueba. Para comprobar si una muestra determinada
sigue la ley normal. hay que calcular las frecuencias esperadas para una curva normal de la
misma media y desviación t ípica, valiéndose de la tabla de áreas de la curva normal, En
este libro solamente emplearemos m étodos gráficos aproximados para probar la normali­
dad . Estos se destacan en la próxima sección.

~ . Conoc iendo si una muestra se distribuye según la ley normal se pueden confinn ar o
rechaza r cie rtas hipótesis fund amentales acerca de la natu raleza de los factores que afee­
tan al ~enómeno estu diad o. Esto está relacionado con las condiciones qu e contribuyen a la
normalidad en una distribución de frecuencias, discut idas en la sección 5.2. Así, si encono
tramos que una determinada va riable está normalmente dist ribuida no tenernos motivo
pa ~a. recha.zar la hi.pótesis de que los factores causales que afect¿n a la va riable se~n
a~Jtl vos e mdependlentes y de igual va rianza. Por o tra parte, cuando encontramos desvn-
clones de la lid d . , ..no.rma 1 a , esto puede indicar que ciertas fuerzas, tales como la selecclOn.
afectan a la va riab le en estudio. Por ejemplo, la bimodalidad puede indicar una mezcla de
mue~ tras de dos poblaciones. La asimetr ía de los datos de rendimientos de leche puede
reflejar el hecho de que é t f . d ~.. . s os uesen regist ros de vacas seleccionadas y las vacas e esca
produc.clon no se incluyeran en el registro.

3. SI Suponemos que una dis t ib .. d . . es v
b . I TI ucron ada es normal pod emos ha cer prediccrcü .

prue as de deterrn madas hi . t . b • un
ejemplo d ,. .. lpo eSIS asadas en esta suposició n. Más abajo se presenta

e esta ap IcaClon.
Se recordarán los datos de d ' - n rI

cuadro 3 2 La d· d pesos e OIO OS varones chinos recién nacidos ilustrados e ,
' . me la e esla mUestra de 9 465 d 099 onzas)

su desviación t ípica 13 593 ' pesos e recien nacidos es 1 , .. 'tO

de esta poblacion ' cu'~ 1 ~Ola s . Al ~~t rae r muestras al azar de las actas de naclnw: fl e.
, (, es a probabilidad de obtener un peso de 151 onlas o sup
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5.5 Desviaciones de la normalidad y métodos gráficos

En muchos l~JSl)S una distribución de frecuencias observada se desviará evidcntement d
la normalidad . SUbr3\ aremos dos t ipos M desviaci ón de I:J. normalidad. Uno es ladi/ e
tria que es otra I(101;3 de denomina! IJ asimetría ; diSiJlw.t rí~ ~i~nit1c3 q ue un ext rem~"::;
la cUTva se alarpa mas que el otro. En tales curvas no coincidirán la m edia y la med¡
Las ..:-urV3S se denominan torcidas ~ IJ deredlJ. o . ~ I:J. izquierda de?endiendo de qu:~
alargue una u otra \,'013. El otro t1 P(1 de deS\"IJClOn de la normalidad es la CUrtos '
apuntamiento de una curva. Una curva teptocúrtica tiene más ítems cerca de la medi~s ~

I I " 1" " d" "en 3 S co 3S. ron menos ttems en 35 regiones Interme 13S , que una distribución nonnal d"
la misma media y \'3113.nZ3 . Una curva platicúrtica tiene menos íterns cerca de la media ~
en las rolas que la curva normal pero tiene mis ítems en las regiones intennedi:u. U )
distribución birnodal es una distribución platicúrtica extrema. na

Se- han desarrollado métodos gráficos que examinan la forma de una distribuci'
observad! para desviaciones de la normalidad . Estos métodos permiten adem ás estimacio,
nL"S de la media ~ desviación típica de la distribución sin cálculo.
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U II/JII J del cátmto
1. l'r cpa ra r una di stnb uct ón d e frc cuc nci a s co mo se ind ica e n la s co lum nas (1) , (2)

y !J ) ,

2. Formar una di st nbución tl e Irccucucias a cum ulati vas cc uuo se indi ca en la co­
lum na ( 4) , S(' ohtrenc por su ma suces iva d e la s frecuen cia s. Hnlu co lu m na (5) sc
expn- ..¡Jl I las í rccu cn cias acumulati vu s ¡;OIll O porcent ujcs d el t a mano tot al de la
mu csu u 'l . que en es ll' eje mplo es !},.l 6S , I'o r lo ta nt o , so n los valores de la
col umna (4 , drvi d ulo s pvr IJ.4 hlOi ,

3. IÜ' pre,,"c ll l iIt grátr ca mc n tc cIlí mite su per io r d e cad a clase a lo larg o de la ah sci sa
( {'JI cSl .:J LI Imc,ll ) Iren tc al t;wt o po r (ic ll lo d e l'r cu leIH.:ia a cu mulat iva en la
or denada l ell eM;ala pro hillll lí liI U;¡¡) en papel proh ¡¡hllísl Íl' o n u rmal (ver figura
e, 7 J Se aJusl lt a OJU un a l ínea rccta a lo s punto s , prcl erihlcmenlc val iélll.lo

se
¡J(

ulla rqdil de p l ~ ,," ll l o Ir ,InSpMl'n te la cual pcrlll lh' ' li le se vean todo" los pu
nlOS

l.:o n l fJ ~ lfI l' M' Ira / a Iél linca Una vel, ¡li h uJad a la linea , la ma yor parl e. de lo s P.,cs~
Jrhtflln JI tflhu Lr ' /JIlIC 101 punlo 5 en tr e las h ccucnl"ia s aUlIllulallvas del ... 5
.. 1 7<. % I lo l ' a í POH IUC un.l lJlle rc nl.:1il d e un (J lo ílc m pucJc suponer

<1 ¡nl)ll 1 dp rc{lahlcl (' n lo po r¡;cnl ,IJc s de los e x l re moS. oh",,~r v¡¡mos <l
u

' las
Ir n H nu•• U PCfl( IfC • desvia n .• la d crc ch adc !lI ti ne.I IN·l •• l ' slO C l ípl co d

t

It. lIali. qlH '« In t ' KllJlJ .. III ,len'dl .1 (Vé.l t· ll" ur .l Ci ,h D J,

mi
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La distribución de probabilidad n

Ormal La distribu ción de probabilidad normal

centajes. La pendiente de la curva acumulativa refleja Jos camb ios en altura d
por " 1 d¡ dJ e J,
dist ribución de frecuencias en la que esta basada. ASI, apeo .Iente e segmento medio de
I curva normal acumulativa corresponde a la altura relati vamente mayor de la
a - 55 1 d da está eu",normal en torno a su media. En las figuras ) A Y . a or coa a esta en escala lineal O

.. l( f ' 11 't"escala posible es la escala de probabIlIdad norma co n recuencia amada simple
, ' iand di I d men~

escala probabilislico) . que p~ede ongrnarse ~aJan o perpen .Ieu ares esde la CUrva acu.
mulat iva normal , correspondientes a determinados porcentajes en la o rdenada. hasta I
abscisa (como se observa en la figura 5.5). La escala representada por la abscisa CDm 3

la no linearidad de la curva acumulativa normal . Reduce la escala en tomo a la medi~n~
ensancha en los porcentajes acumula t iv~s b~j?s y alt? s. Esta escala puede hallarse enp yel
mílimetrado probabilístico normal o antmettco (o simplemente papel probabilislico) ap

1 , I ' q
generalmente se puede conseguir. Usualmente este p~pe tiene e. marge~ largo graduado
en escala probabilística. mientras el margen corto esta en escala lineal . Nótese que no h
puntos O% ni 100 % en la ordenada. Esto no es posible ya que la di stribución nonnal~
extiende del ínfiníto negativo al positivo, y por muy larga que hiciésemos nuestra linea
nunca alcanzaríamos los valares lirnitantes de O% Y 100 %. Si representamos gráficamente
una distribución normal acumulativa con la ordenada en escala probabilística normal.
corresponderá exactamente a una línea recta. La figura 5.6A muestra d icha gráfica traza­
da en papel probabil ístico. El cuadro 5.1 muestra cómo utilizar papel probabilístico para
examinar una distribución de frecuencias con respecto a normalidad y cómo obtener
estimaciones gráficas de su media y desviación típica. El método es más eficaz para
muestras medianamente grandes (n > 50); no permite la representación gráfica de la
última frecuencia acumulativa, 100 %, puesto que correspo nde a una distancia infinita de
la media. Si interesa representar todas las observaciones, se pueden llevar al eje de ordena­
das, en lugar de las frecuencias acumulativas F,Ja cantidad F - % expresada como porcen­
taje de n.

La figura 5.6 muestra una serie de distribuciones de frecuencias que se desvían diferen­
temente de la normalidad . Están representadas gráficamente como distribuciones de freo
cuencias ordinarias con la densidad en una escala lineal (la ordenada no se indica) v como
distribuciones acumulativas en papel probabilístico . Son útil es como pau ta cuando se
examina la distribución de datos en papel probabilístico .

Ejercicios 5

, .
"

5.5

5_6

de o = 1,8. ¿Qué proporción de la pobl _. 89
, d ) acion se e 'longltu a mayor que 4 5 cm b j speraJla que tu -

LUCIO S a, = 0,2353, b( O,7'}s 45~aYJo~ que 1,7fS m, ct entre 2v~se ~n pélalode
Ha cer un análisis gráfico de los dat c

d
- 0,154. ' y ,6 cm? so­

3.3, ut ili zand o papel probabil ístico . Ad e ~ grasa de la leche dados el ..
bilist ico con la abscisa en un id ad ~s loge m~s , ~e pr es.e n lar los datos en np ' 'tJerClCIO

' l . . ar ltmlcas C ape proba-dos ana IsI S. . amparar los resultad d. os e los
Supongase que 10 5 caracteres A y B son ' d .

• In ependlentedos con paramet ros JiA = 2k ,6 o = 4 e; _ s y normalmente distrib '
'·'d I ' C ' - A ,'J' '''B - 16 '' y o - UIindiví uos a azar. " ual es la probabilid d d ,. B - 4,1 \tuestrur dos
indiv id uos sean menores que 20 para losd e obtener muestras en las que ambos

) os caracteres" ·C '1 Ide que a menos uno de los individuos se . lo ua es a probabilidad
Va liéndose de la información dada en eal may:r que 30 pa."3 el carácte r B"
obtener un ind ividuo con un pe so de naci ~a ro 3.2, .¡cua l es la probablhdad de

. miento nega tivo" -C '1
dad SI suponemos que los pesos de nacimiento d¡ _ . lo ua. es esta probabili-

se Istnbuyen segun la ley normal?

5, 1

, 1

, 3

Rea lizar las opera ciones siguientes con los datos del eje rcicio 2.4 . a) Si aún no. se
ha hecho, hacer una distri bución de frecuencias de los datos y representarla graú·
camente en forma de histograma. b) Calcular las frecuencias esperadas para cad'
c1~ 1Ie basadas en una distribución normal con Ji = Y y a = s. e , Representar
gráf icamente las frecuen cial esperadas en un histograma y com pararlas con la~
observada d, fomentar el grado de concordancia entre frecuencias observadas)
e petadas
Efectuar la. r...peracrones indicadas en el eJerCICiO 5. 1 con los datos transformadOS
en el ejercicr-, 2."', X
C)Jp(Jnpo,e que l.a longitud del pétalo de una poblaci ón de planta 'l de la espe~e

d r ~ Jye normalmente con una med ia de J1 3 ,2 cm y una deSViaCión 1l¡:llcJ
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Capttut¿ 6

Estimación Y contraste de hipótesis

D
· tribuciún Y varianza de medias

6.1 15

zamos nuestro estudio de la distribución y va ria nza d d¡[oll1en e me las con un experime nto
de muestreo,

fxpl'rimflllO 6. 1. En el. ex perimento 5. \ se pidió que se const: rvaran las medias de las
, le muestras de S longit ude s del ala de mascas domésticas y las siete m d' ' 1·

SIl:' • . d e le che Pod e o e las strm ares de
les rendimientos e e e . cm S coger estas medias de cada estudiante de una clase.
reunirlas con los result ad.os d~1 muestreo d.e clases previas, y const ruir una dIstribución de
frecuencias de estas medias. l.ara cada variable podemos obtener también la media de las
siete medias. que es una.media de una ~ue stra de 35 items. Ahora haremos de nuevo una
distribución de frecue ncias de esta ~ed las . a u~q.ue se requiere un numero cons iderable de
muestreadores para acu~u l ~r ~~ n~mero suficiente de muestras de 35 itcms para una
distribución de frecuen cias signi ficativas.

En la tabla 6.1 se presenta una distribución de frecuencias de 1 -l OO medias de muestras
de 5 longitudes del ala de moscas domésticas. Por el momento consideremos solamente las

TABLA 6.1
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Distribución de frecuencias de las medias de 1-100 muestras
al azar de 5 longitudes del ala de moscas domésticas. (Datos
de la tab la 5. 1. ) Las marcas de clase se han elegido para que
d en intervalo s de ~ a l' a cada lado de la media pa tam étn­

ca ¡J .::..--_ - - - - - -:-::--

En este cap ítulo ofrece mos respuesta a dos cuest iones estadísticas fundame ntales que
cada biólogo debe responder repetidamente en el curso de su trabajo: 1) ¿hasta qué punto
son fiab les los resultados que hemos obtenido? y 2) ¿hasta qué punto es probable que I3s
diferencias entre los resultados observados y los espe rados en base a una h ipótesis, se hayan
prod ucido sola mente por azar? LJ primera cuestión, ace rca de la fiab il idad, se soluciona
por medio del establec imiento de límites de confia nza para los estadísticos de muestra . La
segunda cuestión int roduce el contraste de hipó tesis. Ambos ternas pertenecen al campo
de la infe re ncia estadística. La materia de este capitulo es fundamental para la compre n­
sión de cualquie ra de los siguie ntes.

En la secc ión 6.1 consideramos en primer lugar la forma de la distribución de mediasy
su varia nza. En la sección 6.2 examinamos las distribuciones y varianzas de otros estadfsti
coso Esto nos lleva a la materia general de erro res 1ípicos, que son estad ísticos que miden
la fiabilidad de una estimac ión. Los límites de confi anza aco tan nuestra s estimaciones de
parámetros de población. En la sección 6.3 desa rrollamos la idea de limit e de confianza r
mostramos su aplicación a muestras en que se conoce la ve rdade ra desviación típica. Sin
e~b¡Hgo, usualmente tratamos con muest ras pequeñas distribu idas apro ximadamcnte se­
g~ n !aley' normal con desviaciones típicas desconocidas, en cuyo C3S0 debe ut ilizarse la
di stribución t . En la secc ión 6 .4 presentarnos la dist ribución t. En la sección 6 .5 se señala
la aplicación .de. ' al cálculo de limites de confianza para estad ísticos de muestras pcqlJe·
nas con d~svlJc 'ones tfpicas de población desconocidas. En la sección 6.6 se explica otra
dtstnbuci ón import ante (Ji-cuadrado) ya continuación se aplica a la fijación de IimitcSde
confianza para la va nan¿ ( . '6 ( 7 La teor i .' nta (o... a seCC I n J . ) . .a teuria de contraste de hip ótesis se prese I
1" 'CCc.:IÓ Il 68 Y 1< aplic a var¡ , . .. noTt113. ..... anos cases que muestran las distribuciones t o
( cerón t, 9 ) l- inalmente, la -cción 6.10 ilustra sobre co nt raste de hipótesis para va riao­
/ :.1 por medro de lit dutnb uc ión JI-c uadrado.

'JO
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(3) Realmente es tas muestras no han sido obtenidas por alumnos dcolumnas (J) y . . . al . " d ' e
. . . ' or un computador digit , permltlen onos reunir estos valoreshíoestadfstica smc P . d . .• .. E en

. Al pie de la tabla se da su media y esviac ion upica. stos valoresmuy poco tiempo. .. . r: 6 J ' se
ificamente en papel probab ilistico en la ngura .. Notese que la distribrepresentan gra n di u'

" ce completamente normal al igual que la de las me las basadas en 200 muestrascron apare " ' .
de 35 longitudes del ala señaladas en I ~ . figura 6._. Esto il.ust~a ~n teo r~ma Im~ortante .
Los medios de muestras de lif/O pvb./aClOll Horma/mente ~ls trtbUlda estan por SI mismas
normalmente distribuidas independientemente del tama no 11 de la muestra. Así pues
observamos que las medias de las muestras de longitudes del ala se distribuyen normal.
men te tanto si están basadas en 5 lecturas ind ividuales corno en 35 .

Igualmente las distribuciones de las medias de los rendimientos de leche (figuras 6.3 y
6.4), fuertemente sesgados , pa recen acercarse a las distribuciones normales. Sin embargo,
las medias basadas en cinco rendi mientos de leche (figura 6.3) no concuerdan tanto con la
dist ribución casi normal como las medias de 35 ítems (figura 6.4). Esto ilustra otro
teorema de fundamental importancia en estadística. Las medias de las muestras extraidas
de una población de cualquier d íuríbucíon se aproximará" a la normal al aumentar el
tamaña de la muestra. Este teorema, rigurosamente planteado (para el muestreo de pobla­
ciones con varianza finita), se conoce como el teorema central de/limite. La importancia
de este teorema reside en que nos permite utilizar la distribución normal para hacer
infe rencias estadísticas sobre las medias de poblaciones en las cuales los ítems no están
distribuidos normalmente en su totalidad.

. ción Y cont ras te de hipótesis
Esl lma ~
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Fig.6.2. Análisis gráfico de las medias de 200 ~ue.stras al azar de 35 longitu·

des del ala de moscas domesticas.
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16,11

a
q - -p - vn
. .. . . d edias es función de la desviación

En esta fórmula queda claro que la d: sv1aclOn nprca de ~ edias. Cuanto mayor sea el
típica de ítems así como del .tamano .de. ~ue~t~a dee I:~ :edias. De hecho. al aumentar
tama ño de muestra, men or se ra I ~ desvlaclOO t lpl~ae la desviación típica de las medias se
el tamaño de muestra hasta un numero muy gran . uy grandes promediando mu-

- de muestra m '
anula. Esto es muy razonable. Los tamanos d di enes variables que las basadas. . . . íones e me las ro
chas obse rvaciones. prodUCIrlan estnnact
en unos pocos ítems. bl .. naturalmente no conocemos su

Cua ndo trabajamos con muestras de una po aci ón. estimación de muestreo s. de
d· ... 1 t podemos obtene r una d tamaño "me la pararnetnca smo que so amen e .' merosas muest ras e .

. . ." b bl que tUVlesemos nu 1 t ordinana-esta ultima. Adem ás, ser ia rm pro a e . .. . 'ca de medias. por o tan o. ..
de las que calcular d irectamente la desviaciort npt d¡ a partir de una muestra umca

. .. t 'plca de me las
mente tenemos que estimar la desviación I
utilizando la expresió n (6.2). sustituyendo s por o:

.'
u~ = -

n

Consecuentemente la desviación t ípica esperada de medias es

" n Y contras te de hipóte sis
Esrirnaclo 95

ue las desviaciones típicas de las medias de muestras basad 35 '
~ótese q , b d as en items son. , blemente menores que as asa as en S ítems. Esto es tambié - .-nSldera . d . len mtunrvamente
co. I as medIas basa as en muestras grandes deber ían aproximarse a la di ,bVIO ...... . ' h I me la parame­
o. . or tanto varia ran muc o menos que as medias basadas en muestras peq eñ P
tncaYP d 1 dias es parcial u as.orunto, la varianza . e as me .I.as es parc~ mente función del tamaño de las muestras en
IOue se basan las medl~s . También .es función de ~a ~arianza de los items en las muestras.
q. la tabla antenor, las medias de los rendimientos de leche tienen una desviación
ASl. en Id' d , 1 '.. mucho mayor que as me las e as cngitudes del ala basadas en tamaño de
tlplca comparable. simplemente porque la desviación típica de los rendimientos de
muest ra 5 7) id bl ' ,, d,·viduales (11 ,1 9 es COOSI era emente supenor a la de las longitudes del ala
leche in
, dividuales (3,90),
mLo estadísticos matemáticos han calculado el valor espe rado de la varianza de medias.

s . nde por valor esperado el valor medio obtenido por muestreo infini tamente
Se entre id d ed ' d d 'id Así si se ext rajese n repeti amente muestras e o m las proce entes e " ¡tems
repetl ,0, 1 sela varianza de estas a medias cada vez. el valor medio de est as varianzas sería
y seca cu a . d ' 1 I d
el valor esperado . Para la varianza de medias basa as en 11 items e va cr espe ra o es

y contraste de hipór 'es,s

mue stras al alar de 35 re ndi-

Estimación

las medias de 200
mientas de leche .

-3 -2 -1 O I 2 3 .J

Rendimientos de leche en unidades de ay.

:: 1

"""•::::: 0,1

Fig. 6.4. Anál isis gráfico de

Otro fa ctor de importancia es que el rango de las medias es conside rablemente menor
que el de los ítems originales. Así las medias de la longitud del ala va ría n de .39,.4.a 51.6
en muestras de 5 y de 43,9 a 47,4 en muestras de 35, mient ras las longitudes mdlVlduales
del ala varían de 36 a 55 . Las medias de rendimientos de leche va rían de 54,2 a 89 .0 en
muestras de 5 y de 61,9 a 71.3 en muestras de 35, mientras los rendimientos de leche
individuales están comprendidos entre 5 I Y 98 . No sólo p resen tan las medias me~os
dispersión que los ítems en los que están basadas (fe nómeno fácil de compre nde r SI se
piensa un poco) , sino que el rango de la distr ibuc ión de las medias disminuye al aumentar
el tamaño de la muestra en la cual se basan.

Las diferencias en los rangos se re flejan en la d iferente desviación típica de ribu­
distribuciones. Si calculamos las desviaciones t ípicas de las medias en las cuat ro distn U·

cienes en estudie, obtenemos los valores siguientes:

94

ñ esvíac íones típ icas observadas
de dtnr íbuc iones de m edias

n - S 11 _ 86

J. fjnx itude, del ala
I< endlm íf'nt fj ' de teche

•

os un estimador de la
. . . a sola muestra. obtenem ner un conjunto de

~S l. a parti r de la desviación uptca de uo. os si fuesemos a ob.te oblación. Como
esviación t ípica de medias que esperanam d ,,¡tems de la misma P

medias basadas en l1lu e~tras de igual tamaño e



"trernIJI, este estuna dnr de la d "'( , . " mm
irn prJrlantc: y trecue t .. esviac¡ m trpica de una med ia es un estadlSUCO '

. n emente utlJuado.
La tabla (,.2 presenta algunas t . ' dia l qur

pU(J!e1an Ilhtener'" de el una<; lonel de las desviac iones lfpicas de me 'o.
.... lJ mue 1r"l al "" r de l, . 1 . d di~td" !"" medllll" e ji as lJ (JI plJhlaclfmelllue hemOl esta o .) 'u .l mlJellrn dt 1, I I ., I --. , de " JI

mgl Uf e l u f: Si " ha .1(1;, . e ll S ind ividuos varlan
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I

';30 X 10
s

97
' 6 8 su' desviaciones t ípicas de 1,095. 4 °27 Y1 .a "" • • ,o a en lmac" , d I

I medias de 0,490 a 2,159. Ion e a desvi:lción lipa de
~ I .

Los rangos para as otras categorial de muestras de la labia ' .
alo res paramétricos de estos estad ístlcOl. Lal eSl1ma . ~.2 mcluyen Igualmente 101

¡v.! medias de los rendimientos de leche se agrupan , nClOt
n"

llu dem3Clonest íPlCal de
. di ' omo él valor espe d10" dependientes e a normalidad de (as variantes. Sin e b fa o ya que no

lar en la que por azar la desviación típ ica de mUeStreo e7 Uargo, imadna muestra parucu.
desviación típica de población (como en la segunda muestra~:n5rm d?'" .lOcorrecto de la

. d la desví . , ,. d " ren I1lUentos de leche)el est imador e a esviacron tipica e medías ella Ñrtlalmente ale ad d 1 1 '
. '1:t ~ J o e va or paramé-

tOCO.
Hay cierta dife rencia ent re la desviación típica de Iterru y la de medias de S

d ... ,. d .. muestreo. I
estimamos una esvracion upíca e población por medio de la desviaci ón típica d

I . d d la . .• e un.
muelira, a magmtu e esnmacíon no camb ia rá al aumenta r el tamaño de muestra .
Podemos esperar que la estimación mejore y !e aproxime a la desviación típICa de la
población. Sin embargo, su magnitud será la misma si la muest ra está balada en 3, 30 6
3 000 individuos, Esto puede verse claramente en la tabla 6,2. Los valores de J se aproxr­
man más a a en las muestras basadas en n = 35 que en muest ras de n = 5, Pero la
magni tud general es la misma en ambos ejemplos. Sin embargo, la desviación tfpíca de
med ias disminu ye al aumentar el tamaño de muestra como se ded uce de la expresión
(6.3 ). Así, las med ias basadas en 3000 ítems tendrán una desviación típlCl lOlamente la
décima parte que la de medias basadas en 30 iterns. Esto es evtdente según

Estimación y contraste de hipótesis

6.2 Distribuci ón y varianza de otros estadístic~

, - . . desvi .. típica de cada muestra de
LO mamo que hemos obtenido una media y una esvacion id bié t os
I . od ' habe r obten o tam 1 n o r
ongJtudes del ala y rendimien tos de leche, p liamos d¡ flCitnte de

t1. tad' . . nza una me lana o un .........
ISt lCO S de cada muestra, tajes como una vana.. di t 'buciones de frecuencias

variac i6n, Tras repetido muestreo y cálculo ob ten~ r1~mol t!' ;as lo mísmo que hicimos
pa ra estos estadísticos y podríamos calcular sus d~svL1~tOnes ~os casos los estadísticos se
pa ra las distribuciones de frecuencias de las medias. n m

E
uc u los esudíslicoI sólo

dlst ib " l s medias n o ,..rl uyen norma lmente como ocurna para a . de una población normal-
eUar ' . . b dos en muestras , . Ean normalmente distribuidos SI están asa I es... r dos condícíones- n
me - . se eump en ~ h
al nle dIStribuida. o en muestr~ grandes. ~ s~ ucíón nunca es normal. Est~ le sce

.gu nos C31m, como en (as varianzas. ro d,' str.lb ión de frecuencias de laJ vana~ d.e
r etente en la figura 6 5 la cual muestra una dlstrlbuc

d
mésticaJ Ob~rvamo s que la dU,tn­

bal l 400 muestras d~ iongitudes del ala de m~s ~ el carac~e r ís:t iCO de la distribUCIón
dución ená fu ertement e inclinada a la derecha. o cu
e vallarv.

" s.

Puesto que nuestras desviaciones upicas de muestra presentan cons.K1e rab~e vari.aci.ón
(véase tabla 6.2), las estimaciones de las desviaciones típiCas de las medias VllIla.n tambl~n
en consecuencia . Una estimación defectuosa de a dará lugar a una mala estimación de ay ,

I V

---
O,4HO
l A' . r
,"'"

2,) ril
2,1 :i1
{J,4~J

"y - 1,714

0,(1'-1-1
O/j;, I
O,fj(H
0 ,710
() f'f", J 'J

"r - (J,fi;,!1-

TAblA'.2

Medíall , desviaciones típ ica .. y desviaciones t ípicas
de medias (errores típico"l) de cinco muest ras al
azar de S y 35 longitudes del ala de moscas dorn és­
tia y rendimientos de leche de vacas Jersey, res­
pect ivamente. (I) a l0 5 de '.3 ~ab la 5. J., l os valo re s
param étricos de 101 estad fsnccs se dan en la sexta
línea de cada categoría.

(/) (t)

l' I

----
Longitud es del ala

-4 .j ~ I ,11.1:'
4.':o,f, :1,211.1

n • ,'j ·n ,f, 4,k'¿7

44 ,'1 4,7rA
4/j~ 1/1.J:;
4' • " • :i ,!JfJ,. . ",.1

4 ~ ',-
:~íl I2or> ,

'1.",,nn :' ,k!/'.,. 4.;'74 :i,.'i7fj" . " ,
-Ij ~I 4,EI~•
-1.':o / JI " I ~ ~

" 1""

,. . .. j,.'i " • :1,HO

Rend imientos de leche

fílJ /J f,,2(J;, 'l..,77!j
f.l ,f. 4 27.. 1,!H :i,

TI • r. ()7,IJ If,,rm!. 7, 1~~
f.!', / J 14,1!';, fj,:H~

,'l,'/. "' ,'1. J r '¿l:n'¿, ) .,
,. - líli,',1 .-11,Jr..O "r • 4.H'JI

r. ."", ,4'l!1 1J,(lfn I ,,,no
f~i ,~71 1I,,¿21 I ,~!l7

r¡ • :~ 'j (li r!,l '~ 1',!I7k l ,fif.S7
' 14 "I( )( I I,'()(JI J ,;,'¿ I
("Ji/lll I'¿,41 t, '¿,(1.rJ
fh,f/l" • 1I,IIílJ 'v - I .Xkl i
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Les errores t ipicos no se obtienen usualmente de una di I ib "

• . IS u UC lon de Free .e rec repetido. smo que se estiman a partir de una sol uencras por
¡TIue , . d d i ' . a muestra y rcpresem I

', ción npica espe ra a e estad istico en caso de que se h bi bteni an a
de5" 1 S ' u tese n o tenido un g
umero de tales muestra s. e recordara que en la sección previa hemos es" d d ran

n Inico d di I lb ió n d . tma o e este
do el erro r t ipico e una IS n ucion e medias a parti r de una sol¡TIa , . amuestra .
El cuadro 6. 1 present a los errores nprcos de cuatro estadísticos comunes E I I

I di ,. . n a ccrum-
( 1) se encuentra e esta IStlCO cuyo error t1P I-':O se describe; la columna 1') , Ina , . . d I - muestra a

f ' , mula para el error upico estima o; a columna (3) da los grados de libertad en los
o Ipico I 1" " queti basado el error t rprcc su ap tcacion se explica en la sección 6.5): la columna ( ~)

e~rece observaciones sobre el, rango de aplicación del error tipico. Las aplicaciones de
~stOS errores típicos se aclararan en las secciones siguientes.

• I I r

o 3.SO 11,-I119,02 26,G23-1 ,23 -1 1.83 -19,H 57.04 fH .6.'>
•, "",

o ? -1 6 S 10 12 1-1 16 18

( n - 1)r 'q :

Fig. 6.5. Histograma de varianzas basadas en 1 40 0. muestras de, 5 I?ngitudel
del ala de moscas domésticas de la tabla 5. 1. La ab scisa se da en termmos de s
y en - 1),' /0' ,

Las desviaciones típicas de diversos estadíst icos se conocen generalmente como errores
típicos, A veces los principiantes se desconciertan por una distinción imaginada ent~

desviaciones t ípicas y errores t ípicos. El erro r típico de un estadístico tal como la meda
( ó el CV), es la desviación t ípica de una distribución de medias (o de coeficientes de
variación) para muestras de un determinado tamaño 11 . Así, los términos error típicoy
desviación típica se utilizan como sinónimos con la siguiente excepción: no es habitual
utiliza r error típico como sinónimo de desviación t ípica de los ítems en una muestrao
población. El error t ípico o la desviación t ípica tienen que ser cualificados para hace!
referencia a un estadístico dete rminado tal como la desviación t íp ica del CV que eslo
mismo que el error típico de l ev. Convencionalmente , el término " error t ípico" utiliza~o
sin ninguna limitación signifi ca error t ípico de la media . " Desviación t ípica" , usada sn
restricción significa gene ralmente desviación típica de los ítems en una muestra o pobla­
" A' di " erroresclan. SI, cuan o se ea que en una tabla se muestran medias desviaciones ttplCas, .

típicos, y coefic ientes de variación, esto signifi ca que se presentan medias aritméticas:
d~sviaci ones típicas de ítems en muestras. desviaciones típicas de sus medias (== efT?r(l
t ipicos de medias) así como coeficientes de variación. El siguiente resumen de ténn

iUOS

puede ser útil:

Desviaci ón t ípica = • = v'¿y'/ (n - 1)
Desviación típica de un estadíst ico Si

= error típico de un estadístico 51 = B S l

Error tipico = error típico de una media
= desviación típica de una media = By

r- CUADRO 6,1

Errores típicos de estadísticos usuales

(1) ( 2) Ijl 4)

Estadistica Estimador d el erro r tip íco gt Rangos de aplicación

1 l ' S i' = ~ = Sl~=$ n - 1 Valido para cualquier población
V;; "'/n n con varianza finita .

" Mediana Sm"d = ( 1,2533 )s i' n - 1 Muestras grandes de poblaciones- normales.

s n - I Muest ras de poblaciones normales.
3 , s, = (O,70i l068) ~ (n > 15)

, CV SC\' = ,'1' I e l")' n - 1 Muestras de poblaciones normales.
\/2 n "\ 1 + 2 100

r v n - 1 Ut ilizado cuando ev< 15.
Se\" ;:::::: .,¡-=

'1n

6.3 Introducción a límites de confianza
id tales como las medias o las

lo . hemos obtem o. r¡s dive rsos estadísticos de muestra que , s de población IJ. o o. respec rva-
deSViaciones típicas. son est imadores de los ~~r~~~st OS estimadores. En pnmer I~gar
mente. Hasta ahora no hemos discutido la fiabJlld . dores no sesgados de los pararne­
d " d stra son estima - I e r es uneseamog saber si los estad ísu cos e mue ",7 Pero saber por eJe m,p o qu fi bl
tros de población como se discutió en la secclOn - ' - , hallar hasta que punto es la e

. • e: . 'os gusta rla rrnanecen
estnnador no sesgado de JJ no es suficiente- 1 'metrOS casi siempre pe . d .
una medida de p . Los verdaderos valores d! blolSdPdar~e un estadístiCO muestral fgan o
de· . s la lla l l a
I ~O~oC ldos y ordinariamente esoffiamo aSO in frecuente
e !Imites de confianza. carnes a comenzar con el cocidas IJ. \ o.

Para iniciar nuestra dtscusi ón de este a s~nto . ica paramétf1cas son con . .
de u . d ,',-ion tlpl'"na población cuya media Y eS'I'"



Podemos vol....er a escribir esta expresión como

{ - 1,96u/v';; < (~ - l') < + 1,96u/'í,;}

porque - Q '" b '" o implica ~e o ;¡¡. - b ~ - o. que puede escrib irse como - o '" - b ~ Q. Y
finalmente podemos pasar - r al otro lado de los signos de desigualdad lo mismo qu: en
una ecuación podría pasarse al otro lado del signo igual. Esto da la expresión fin al
deseada :

, ación Y contras te de hipótesis
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d' sólo 95 veces ent re 100, se puede emplear ) 576me la 9 d ' - . COmo coefí .
960 Recuerde que el 9 % el area de la curva norm I ' iciente en lugar de

1, . I l f ' a está compre dld
') 60 Así para calcu ar Imites de confi anza al 99 % se I 1 n I a entre IJ ±• ) " . r:: - . ca cu an las d .

:: -l' _ 2,576a/v ll Y L, = Y + 2.576a/VIi como l ími tes de e . os can"d,des L,- connaRla mfenor "
S
nt'ctiv3mente. En este caso. 99 de cada 100 intervalos de fi y supenor.

re y . . d r í 1 con lanza ob te níd
uestreo repetido conten nan a a verdadera med ia. El nuevo ' I I os por

m d 1 95 % (va que h tnterva o de confianza",oÍs amplio que el e ya que emos multiplicado por un fici es". " f I coe iciente mayor) S'
todavía no se estuv iese satis ee 10 con la fiab ilidad de dicho límite d l'. " , 1

' 1' d i" d e connanza se podrfa
,ume ntar multip lean o e error t rpico e la media por 3 '91 para obt I '1' ,, .- ene r os Imitesde
:onflanza al 99.9 %. Este valor (o 3.890 para límites del 99 99 ~) pOO ' h 1I
L ..' , b '. " JlI rla a arse por
interpolar lOn I~\ er,5a e~ una t~ la .mas ampl ia de áreas de la curva normal. El nuevo
coefic iente harta aun mas amplio el intervalo. Obsérvese que es posible construir in te rva­
los de confianza que se espere contengan a 1J un porcentaje de veces crecientemente
superior. Primero se esperaría estar en lo cie rto 95 veces de cada 100. luego 99 de cada
100 y finalmente 9999 veces de cada 10 000. Pero conforme aumen ta la confianza. J.:¡

atirmaci ón se hace más imprecisa ya que el intervalo de confianza se extiende. Vamos a
examinar esto por medio de un ejemplo real.

Obtenemos una muestra de 35 longitudes del ala de mOSCJS domésticas de la población
de la tabla 5.1 de media y desviación tipi ca conocidas (J1 =45,S). (o =3,90), vamos a
suponer que la media de la muestra es -l4,8. Podemos esperar que la desviac ión típica de
medias basadas en muestras de 35 ítems sea ay =o/Vii =3,90/V35 =O,659~ , Calcula­
mos los límites de confi anza como sigue:

el limite inferior es L, = 44,S - (1,900)(0,6592) = 43,5'
el limite superior es L, = 44,S + (1,900)(0,6592) = 46,09

Recorde mos que este es un caso infrecuente en el cual conocemos la verdadera media de
la poblaCión (p = 45 5) y por ello sabemos que los limites de confianza incluyen, 1,
medi~. Esperamos q~e el 95 % de los intervalos de confianza ob ten id~ .en muestreo
rl~pet¡do incluyan a la media paramétrica Podríamos incrementar la fiablhdad de esto,s
umt . d 1960 ' 576 en aes recurriendo a intervalos de confianza al 99 %. reemplazan o . por .. . .

eXpresión an terior y ob ten iendo L
1

= 431 0 Y L: = 46,50. podríamos C?nsegulf unos'
mayor (': '1 di pero esta rlamoS men
,,, confianza en que nuestro intervalo cubra a a me la, . d d I lfmites
""guros a id 1 ayor amphtu e os 1 •
Au cerca del ve rdadero valor de la media debi o a ~ m 199 99 % podríamos
"lame n~a ndo todavía más el grado de confianza. es decir, h~ta e (L' - ';" "4 1. 2 ==

r virtu I ,o' d conil3nZ3 I - .. ...
:::: 47 36) a mente seguros de que nuestros l imítes e . " e incluyen a la media
SOn a'h Contienen a la media de la población. pero los limIteSq~l " que anteriormente.

Ora ta li . .. ucho menos u un amp lOS que hacen nuestra predlCClon m

f.tPerimen ") " es del ala de moscas domésticas ~.
las siete to 6.__ Para la s sie te muestra s de 5 longitud J s úlli.m3mente enel e ~pe~l .
l!}ento 6muest ra~. simi lares de rendimientos de le,;~e m3n?~/% de ¡, medIa p3r~metn~a
Para cad ·1 (secclon 6. 1) calcula r limites de conflanZ3. ,a . B.lS3r los errores IIplCOS de
1- a mu' J n l ~ lIems. _I~ d mOscas
"S !lkd," est ra y para la muestra total hasa 3e -: . (Ion", rud es del .... e -l A
d . as en la d ". ........bI3Cl0ne~ c- . n cadauna uc
Olr¡t~hc s csvractones trp rcas de estaS...--. I .Q~) Indicarcu3ntos. e "eh ::"

tUa tr: S~ ::: 3.90. rendimientos de le,;he o = 11.'/1 I~ ,. re nJlmttnlOS Je le e. n .
e \es de límiles de confianza (Io ngllude~ e a .

(6,4)

(6,4,)

Estimación Y con tras te de hipótesis

P {r _ ' 1,960 < < Y + 1,96U} = 0 9"v';; - ~- v';; ,~

{ - 1,96u/ v';; < (l - ~) < + 1,96u/ v';;}

p {r - 1,960 y < ~ < l + 1,96u y} = 0,95

Esto quiere .decir que la probabilidad P de que el término r _ 1.960 }' sea igual o men~~
que la media para.mé~rica ~ y que el término Y + 1.96o }' sea igual o superior quef le;
0,95 . ~ los dos termines y '.960 Y y Y + 1.960 }' . L I Y L

2
respectivamente. se

llama limites de confianza inferior y superior de la media al 95 %. ue si

bOtr~, forma de establecer la interrelación indicada po r la expresión (6 ..-1a) es .q OS
o tuvi ésemos repeudam t ' truveseil1, _ en e muestras de un tamaño " de la población Ycons . 'I OS
estos Hmnes para c d od ' ntre esr a a una. p namos esperar que el Q5 % de los intervalos e lel!'
u~nes contendrían a la verdadera media. y solamente el 5 % de los interva los no con

dr ian a IJ " El mlervalo desde I 1 11
Si no se ' - f , 1 a ~ 2 se ama tIIten 'aJu d (' (ulIfian:a. daJtl1

esta lis echo al obtener el intervalo de confianla tl ue cont iene a la , er

o

{ r - ~ } 09"P -1,96 < í: < +1,96 = , o
u/ ' 11

Esto significa que la probabilidad P de que las medias de muestreo r difieran de la media
paramétrica JI en no más de 1.96 errores típicos a/..jíi es igual a 0.95 . La expresión entre
corchetes es una desigualdad. en la cual todos sus términos pueden mult iplicarse por (J/\ (,¡-para dar

, t La media de una muestra de 11 ítems se simboliza por Y. El error típico
respect1\'amen e. . I di , I
es rado de la media es a/"¡¡;. ('o~o hemos VIS,t? , as me ras estar án norma ~ente distri.

ped P 1 t to según la sección 5.3 la regio n desde 1,96a/vnpor debajo de u has"
bwas. or o an. ' ias d d - ~

96 /
r- e 'una de " incluye el 95 % de las medias e muestreo e tamaño 11 OtnI a V" por nc ~ , -, e .

forma de establecer esto es considerar la razon (l - .p )/(a/v ll) . Esta es la desviación
. . d a media de muestreo respecto a la media parametnca. Puesto que están

trprca e un .' . . h II .
almente distribuidas. el 95 % de tales desviaciones trpicas se a aran comprendidas

~~: - 1,96 Y+ 1.96. Podemos expresar simbólicamente este enunciado como sigue:

100



Hemos ensayado el experimento con ~n. computador ~ara las 200 ~ue stra s de 35
longitudes del ala cada una. calculando limites. de confianza de la media paramétrica
utilizando el error típico paramét rico de la media. ay = 0,6592. De las 100 paralelasab
ordenada trazadas en los intervalos de confianza. 194 (97,0 %) corta n a la media paramg.
trica de la población.

Para reducir la amplitud del intervalo de confianza tenemos q ue reduci~ el error típico
de la media. Puesto que ay = o/.../ii. esto solamente puede hacerse reduciendo la desvia_
ción típica de los items o aumentando el tamaño de muestra. La primera de estas alterna.
uvas frecuentemente no es accesible. Si muestreamos de una población en la naturaleza
ordinariamente no tenemos medio de reduci r su desviación t ípica. Sin embargo, en mu.
chos procedimientos expe rimentales podemos reducir la varianza de los datos. Por ejem­
plo. si estudiamos el peso del corazón en ratas y encontramos que su varianza es muy
grande, es posible que fuésemos capaces de reducir esta varianza cogiendo ratas de una
sola generación. en las cuales la variación de peso del co razón sería considerablemente
menor. Así, controlando una de las variables del ex perimento se reduce la varianza de la
variable respuesta, el peso del corazón. Del mismo modo, manten iendo constante la
temperatura u otras variables amb ientales en un procedimiento, frecuentemente podemos
reducir la varianza de nuestra variable respuesta y por tanto obtener estimaciones más
precisas de parámetros de pob lación.

una forma más habitual de reducir el error típico es aumentando el tamaño de mues­
tra. Según la expresión 6. 2 es evidente que el error típico disminuye al aumentar 11 ; por
consiguiente, cuando " tiende a infinito, el error t ípico y las longit udes de los intervalos
de confianza tienden a cero. Esto concuerda con lo que hemos visto ante s: en las muestras
cuyo tamaño tiende a infin ito, la media muestral tendería a la media paramét rica .

Debemos evitar un error habitual al expre sar el significado de los lími tes de confianza
de un estadístico. Cuando hemos est ablecido límites infer ior y superio r (L 1 Y L2 , respec­
tivamente ) para un estadístico, queremos decir que la probab ilidad de qu e este inte rvalo
cubra a la media es 0,95, ó expresado de ot ro modo , que por térmi no medio 95 de cada
100 intervalos de confianza obtenidos del mismo modo cubrirían a la media . No podemos
afirmar que hay una probabilidad de 0,95 de que la verdade ra medi a esté contenida
d~ntro de un par dete rminado de límites de confi anza, aunque esto pueda parecer que
dice. I(J mismo. La última afirmación es incorrecta porque la verdadera media es un
parámetro; de aqu¡ que ~ <:I un va lor fijo y por lo tan to esté den tro o fuera del intervalo.
No puede estar dent ro del inte rvalo dado el 95 % de las veces. Es impo rtante pues
aprender la expo ición y el eigruflcado correcto de los límites de confi anza.

Hasta ahora "ola mente hemos considerado media s basadas en muestras normalmente
di tribuidas con desviaciones típicas paramétricas conocidas. Sin embargo, podem~s . ex­
tender I()\ métrJdfJI recién apre ndidos a muestras de poblaciones con desviaciones I1plcas
de\Conucld' pero en 1<:1 , cuales M: sepa que la población Sigue la ley normal y las muestras

an grande, e decu 1l '" I()() l.n tales C<:IMJ uulizamoe la desviación lípica de muestreo
pit ra .alc Jlar el error tfpico de la media . .

f, ob tante cuando la, muest raa lII'Jfi pequeña e t« < lOO) y no co nocemos la desYla·
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J -tr ~ll)F' . - de la .:antlJa r, - .
Ig. 6.6 . Dist rib uc ión a lo largo de la absd"-l. d 1 ala de mo l.a Jome~tll.lS

calculada para 1 ..WO mue stras de S lo ngIIUd~' e b on de frel.uen.:U' 31.U·
t o una !.h~lrl Ud I h \tolEra-
epresenlada corno un hl'il ograma ) 1.01o .. la' Irtl.Uen!.l1 para e 1

rnulativa . 1 a o rde nad a de la derecha rtrre nt e 1-11 prot'>atuh 1I1.a.., 'umullll\l en l.
ma, la de la 111tt1u'rda la tn.· !.·uend a al.

.$ Distribución' de Student
6

I ~ . desviaciones y - J.1 de las medias de muestreo respecto de I di , ,
1-"'-' . • , l esté 1m .. a me la parametnca dedistnbuclOn norma estan norma ente distribuidas Si estas d . . _.una . , ,. ,. ( y ewacones se dividen
por la desviacJOn uprca parametnca, - J1) fof siguen estando normalm t di ibui

- I La ión de Ia erne cutnbuj.
d S con J1 := O y a - . sustracció n e constante J1 a cada Y es' Ia , . . . , . I sunp emente una
Codificación aditiva (secci ón 3.8) y no alterara la forma de la distribuci5n de medi

" 6 I D' id¡ d d d JaS, quees normal (secclOn . ). IVI len o ca a esviaci ón por la constante Oy la varianza se
reduce a la unidad , pero proporcionalmente lo mismo pa ra la distribución total, de modo

. ión Y contras te de hipótesis
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.' tí ica paramétrica, debemos conside ra r la fiabilidad de n .

CIOO P Para hacer esto debemos valernos de la llam d d. ~estra deSViación típica de
esueo. . , a a IstClbu "

l11u .' n 65 aprenderemos CÓ mo fijar limites de conñ . CIOn t o de Student En
I seCCIO . . . tanza utilizand I d¡ '
J, bargO. antes tendremos q ue famlharizarnos con e la d. ., ~. a Istnbución t .
S¡fI em s Istnbuclon en la pró",'

" n maseCC10 •

param élr ica de la Pobla "
clon.y n = 35 J eran correctos, es decir, con te o ian a la med ia

Reúne tus resultados con los de otros mie mbros de la clase.
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que no se altera su forma y.~3 distribución pre\i~ente ~onnal continúa de igua] modo
Si . por 011'3 parte . hubiésemos calculado la vananza Si de cada r:nuestra y la deSVj '.

pan cada media f ¡ como l f ¡ - pl SY,. donde sr· repre sent ~ el.est~3dor del error ti .
de la media de la muestra í, habr íamos encontrado que la distribuci ón de las desvia ,PI'"

, ib ' ' lE ' '''"''es ItÚS abierta \ aplanada que la distri ucron norma . sto se representa en la ii.u
" " - I I'~ de ci lene¡ - ra 66que muestra la razón l r, - ,u) Si\ para 3S ~. mu~~tr3s e .cmc~ ongnudes del ala d-

moscas domésticas de la tabla 6.1. La nueva d1Stnbucl ~n fluctúa mas ampliamente Ue •

distríbución normal C'O lTtspondiente porque el denominador es el error l ípico de q b" m~
treo en lugar del pararnetnco.y unas veces sera menor y otras mayor que el~sperado . Es
aumento de variaci ón se retlej~i en IJ mayor ':-ri~a .~e IJ r3Zó~ ( r - 1-1) si.. lJ
distribución esperada de esta razon es la llamada distribución t conocida ta.mbien ""'10
distribuci ón "de tudent" cuyo nombre se debe a \\".S. Gosset que la describ ió
primera vez publicando bajo el seudónimo "Student", La distribuci ón t es una fun -. ..
con un! fórmula matemática complicada que no es necesario presentar aquí.

La distribución t mparte con la normal las propiedades de que es simétrica, se
extiende del infinito negativo al positivo. in embargo. difiere de la normal en que adopu
diferentes formas dependiendo del número de grados de libertad. Por grados de lIoerud
nos referimos a la cantidad fJ - l . donde fJ es el tamaño de muestra en el cual se hl
basado una varianza. Se recordaré que esta cantidad 11 - 1 es el divisor de una suma d:
cuadrados para. obtener un estimador no sesgado de la varianza. El número de grados de
libertad pertinente a una distribución de Studem determinada es el mismo qu~ el de b.
desviación típica en 13 raz ón t r - J.l. ) s } ' . Los grados de libertad (abrevi ado gl o a veces ul
pueden variar desde 1 a infinito. Una distribución t para gl = 1 es la que mis marcada­
mente se desvía de la normal. Conforme aumenta el número de erados de libertad. h
distribución de Student se aproxima a la forma de la distribución ~ormal (p. = o. o= 1)
cada vez mis. y en una gráfica del tamaño de esta p ágina una distribución t de gl = 30 es
esencialmente indistinguible de una distribución normal. Con el = 0Cl la distribución t esb
distribución normal. As í podemos pensar en la distribució~n t como el caso general.
considerando 13 normal como un C:lSO particular de la distribución de Student con gl = x.

Curvas de fre cuenclI de dlStnbUClOne t para I r ~ grado s de bbert.d.

...omplI l d as con la dlSlnbu oon norm 1.

r I , \ = 1 -. (6.5)
P{L

I
<" < L,} = p { f- t.,.-II'r <. < - . - , r'

6.5 límites de confianza basados en estadísticos de muestree

. . .., ah" límaes de confianza a bs mediasUna vez conocida la distnbuclon 1 podemos ora lijar .. ' . . .. al ' deS\uoon tIplca paramemca
de muestras de una distribución de frecuenctaS norrn --; CU) J .s . 1 ~ = r ... '-l-Il'r
~ desconocida. Los límites se calculan como L I = } - t~¡.-1 1 ~ . ) . " de confW1Ll del
;-:1I3 límites de confianza de probabilidad P = 1 - Q . ASI, p~-: ~Jt~resión 6Aa como
95 %utilizamos \·alores de t O,O$ [.-11 . Podemos voher a esen 11 e'

" Por medio d< un
En licación d< "u "pr<s>OO' , ' ' r pan

el cuadro 6.' se presenta un eJ·emplo de ap id idld de b distnbuClOD .
.\~ • - ¡tlOS de b "'" di> uioh:. r-n:nento de muestreo podemos convenet poblaciór n()l'lDllrntnte
1 hmites de confianza a medias de muestrJS Je UJl3

o desconocida.

" n Y contras te de hipóteSis
f _t¡macIO
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• era 6.7 presenta distribuciones t para 1 y ~ grados de ti
~. Ii.tu.:ión de frecuencias normal. benad comparadas Con una
diStO s podido u tílizar una sola tabla para las áreas de la

gerno id d d d . " " CUrva normal codiñ d Ito en uru a es e esviacron upica. Sin emb . _ lean o e
1f~menen su forma para diferentes grados de libertad argo: COmo las dlStnbudones I
.li1ieren • sen neCtsario tener una t bl

da corres¡M'ndiente-en estructura a la tabla de áreas de la ' a r
"'p3r3 . dr i d bl CUI"\"l normal para cada
~I de~. Esto supon na Juegos e ta as muy complicados \ dificil d '
Olor l~ tablas t convencionales se preparan diferentemente ~ ~b; ~I; e manejar . Por
un~~b<. rtad v probabilidad como argumentos. " los valores ·co rre~...A. presednta grados
de u . ilid d indi l ' ..!A"....tentes e t como, "I·ones. Las probab 1 a es m rcan e porcentaje del área en ambas~I_ . d b (
tune d I dial má llé d w~ e curva,
b de recha e izquierda e .a. me la mas ~ a el \"~or indicado de t. Así, b scando elloJOf
(flOCO de t a una probabilidad P = 0.0) y gJ .?' encontramos t = ~.s-I en la tabla 11I
( 0010 é<13 es una 13b13 de dos colas. la probabilidad de 0.05 significa que habri 0,0:5
del Ílea en cada cola a partir de un. valor t de ~ 2.5 - 1. Se recordara que el ,"llar corres­
",ndiente para infinitos grados de libertad (pan 13 curva normal] es 1.060, En b ubb 11I
~o se presentan las probabilidades generalmente utilizadas. Se deben familiuiur como
;ieu me nte con la búsqueda de valores de 1 en esta tabla. Es una de tu tablas de consulta
ma.s impor13ntes. Un simbolismo completamente convencional es l. " • que representa el
rrlor 1 de la tabla pan v grados de libertad y proporción Q en tu dos colas (o:: en cada
W1J). el cual es equivalente al valor t para la probabilidad acumulativa de I (o : I Para
fmilliarizarse con la tabla procure se buscar algunos de estos valores. Por ejemplo, astgÚrt·

se de que t ~,0$ [7 1 , t O,01 [1], tO.o!l1~J.y t o,06¡",¡correspondena :.365,5. 1.:.'(4) 1.961J.

respectiV:lIllente.
ltilizaremos ahora la distribución t para fijar límites de confianza a medias de muestras

pequeñas.

de hiPóte"
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,

150
I

IOO(O,3f>¡;t\! = (1, 1;;
.... .1,001

Número de pruebas

lOO,
rCI' =

normal y ay . Observamos que 191 (95,5 %) de los 200 intervalos de confianza cortan a la

media paramét rica. . di .
Pode mos utilizar la misma técnica para fijar límites de confianza a cualquier esta ISUCO

, , . l . d manera aproxIDuda a todos
siempre que siga la dist ribuci ón normal. Esto se ap reara e . f I
los estadísticos del cuadro 6.1. Así. por ejemplo, podemos fija r límites de CO~ l"nza3 ;
eoefi . . . . . d 11" de áfidos de los cuadros .'. Y ..

iciente de va riacion de las longi tudes e temur
Estos se calculan como

P {CI' _ t. to_tl Sel" S CI', < el" + t. [o_II S(',.} = 1 - .

. de ,"-anaóón. Como el error
d?nde CVp simboliza el valor paramét rico del coeficiente s = Ct" /~!l. pro-
npic d I d ximadamente a elo e coeficien te de variación correspon e aproo
cederem 'os como sigue :

Número de pruebas

Fig. 6.8. Intervalo s de conf ianza al 95 % de medias de ~OO muestras de 35
longitudes del a la de mo scas domest icas. basadas en erro res típicos de muestreo
sr . La lí nea co nti nua horizontal es la media paramétrica JI. La ordenada repre-

sent a la variab le .

--

L I (l ímite inferior) =

,-_ CUADRO 6,2

~ 4,004 - (2,797~6) = 4 004 - 0205
25 ' ,

= 3,799

r + t o,oI12tl ~

= 41004 + 0,205

= 4209,

~ 4,QO.l - ( 2,064 ~~~6) ~ 4,004 - 0 ,151

= 3)853

L 2 (límite superior) = r + to,06ln _11 ~

~ 4,004 + 0, 151

= 4,155

Los limites de confianza del 99 % son :

Experimenm 6.3. Repetir I " 1 1 . . Ión6 3) basa ?~ ca cu os y proced imien tos de l experime nto 6.2 (secC10

. I pero asar los errores t í p iCOS d I d ' 1 d paracada muestn y tili 1 e ~ s me las en las desviaciones típ icas calcu a as
él u I JI.¡11 e valor 1 apropudi ' .. Ia o en ugar de una desv iación trp ica norma .

La figura ú 8 presenta l f it d ' 351< it ~ d l a mu es e confi anza dcl9 5 % de 200 medias de muestreo ue
JngJ unes e ala de moscas d .. I ur\'3ornesucas, calculados co n f y sr en vez de con a e

_ _ 4
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6.6 La distrihuciún ji -cundmdn
(6,61

o 1 Z 3 I 5 ti ; 8 9 10 11

x'

\. X" 11

o, :~ ~ \,<:X!ltl

.> ,o

07,

0,8

0,9

Curvas de frecuencia de la distribución X~ para 1, 2, 3 y 6 grados de
libertad.

Fig , 6.9.

, (r , - "l'
L: a'

la distribución ji-cuadrado es una fun ción de densidad de probabi~ida~ .cuyos valo.res
mían desde cero hasta el infinito positivo. Así, a diferencia de la distnbuclon normadl°1". . ' . I . h izontal sólo en la cola derecha e ala función se aprox ima asmtottcamente a eje on ~ li d

.' describe I di I íbució n ~ es comp tea 3. y nocurva no en ambas colas. La función que escn a rs n . 2 ' h
' di t ibución '( SIOO que ay una

se ex pondrá aquí. Como en t , no hay solamente una IS n 1 f ,. del
d lib d Por lo tanto \ es unción

distribución para cada número de grados e 1 erta f . d de'ns' ,'d3d de probabili-
. . La c: 69 muestra unciones e

numero de grados de libertad !J. ngura o. d lib t d Nótese que las curvas son
dad de las distribuciones X~ ~ara l. 2 .3 Y6 gradoS ~el~~t ;i~cipiO ' pe ro más o menos
marcada mente inclinadas hacia la derecha, en forma , P
acercándose a la simetría para grados de libertad supeno.r.es'd des\;aciones tjpicas norma-

P d . lb ,. l de una poblaClon e . (l ' 1/0o emos gene ra r una distri ucron X .' d 1 ,1, operación i - P. .
I - . bl )' «rrnetten o a ahes, Se recordará que tipifi camos una vana e i ,,_ r. _ p) o. Lmaginemos . ~.ra

Vamos a simbolizar una variable tipificada por ~ ! - l I al con media p. YdeS\l3C10n
muestras repetidas de 11 variantes r, de una poblacl~n nonnl ·, en" ( coma hemos defulido
l ' . cada variante I ' .. mo unaIplca o. Pa ra cada muestra transformamos d esrra se dislribulf3n ro .. •
más arriba. las cantidades ~ )' }! cak ulJdas para ca 3m)~1 "podemos \oher 3 esmblr r

l 1- ' d - . íó n de '
\'1 con 11 grados de libertad. Util il.anJo la ehlllCI 1

~ j COmo

- 1 '}l1- ,-.9,1:1
=

7,07 11

- 9, 13 - ( ~,0(¡'¡ )( 1,29)

9,1 3 - " OC- -, '
- (; ,47

L, - er + t ,~ 1 2 ~ l SCl"

- 9 ,13 + 2,00

- 11,79

Cuando el tamaño de muestra es muy grande o cuando a es conocida. la distribución es
efec tivamente normal. Sin embargo. en vez de acudir a la tabla de áreas de la Curva
normal. de ord ina rio utilizaremos simplemente ta loc) , la distr ibución t con infi nitos grados
de libertad.

Aunque los limites de confi anza son una medida útil de la fiabi lidad de un estadístico,
ordinariamente no se expresan en publicac iones científicas, citando en su lugar el estadfs­
tico ± su error típico. Así, frecuentemente se verán encabezamientos de columna tales
como "Media ± E.S.". Esto indica que el lector es libre de utilizar el erro r típico para fijar
limites de confianza si le interesa. Según el estudio de la distribución t debería quedar
claro que no es posible fija r límites de confianza a un estadíst ico sin conocer el tamañode
muestra II en que está basado, que es necesario para calcular los grados de libertad. Así. es
sumamente lamentable la citación ocasional de media y errores t ípicos sin expresar tam­
bién el tamaño rnuest ral ».

Es importante expresa r un estadístico y su error típico con un número suficiente de
cifras decimales. La siguiente regla empírica sirve de ayuda. Dividir el error 1ípico por
tres, señalar el lugar decimal del primer d ígito distinto de cero del cociente: expresar ~I
estadístico con ese número de lugares decimales significativos y poner un decimal ~l as

para el error típico. Esta regla es bastante sencilla como lo demuest ra un ejemplo, $1 la
media y el error típico de una muestra se calculan como 2,354 ± 0 ,363 . dividimos 0,363
por 310 que da O, I:!I. Por tanto la media debería expresarse con una cifra decimal >: el
error típico con dos. Así expresamos este resultado como :! ,4 ± 0,36. En cambio. SI la
misma media tuviera un error típico de 0,243, al dividi r éste por 3 habría dado 0.081 yti
primer dígito distinto de cero habría estado en el segundo lugar decimal. Por lo tanto, b
media debería haberse dado como 2,35 ± 0,243.

l

Otra d .i~ t.ri b ución con t i n ~a de gran importancia en estad ís tica es la distrib,u,ci611 ~~¡j~s
(léase ti-cuadrado v. Necesita mos aprende rla ahu rn en relaci ón con la lIislrilHICltlll y \I n
de confianza de varianzas.

•



Cuando sustituimos la media paramétrica ¡.J. por una media de muestreo en esta eXpre_
sión. se convie rt e en

111

. 'n Y contras te de hipótesis
fsrímac lO

. de confianza para varianzas
.. LiIJ'I.I tes

6.' nernos vi la raz é" n anterior emes visto que razon (n - 1)r tl d'
En b §tcet

Ode libertad. Nos aprovecharnos de este hecho al fit:t I~t~buye como y con n
_ 1~f1dos IJar lrnlte1 de confianza ¡ 1u

~~ r lugar podemos hacer la siguiente afirmación sobre la . (
En prilll< razon n - I)r a'

(6.;)

de híPÓtesia
Estimación Y contraste
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que es simplemente la suma de cuad.rados de la variable dividi.~a por una constante, la
..rarianza paramétrica. Otra forma comun de presentar esta expresi ón es == 1 - a

en la cual se ha reemplazado simplemente el numerador de la expresión 6.7 por n - 1
veces la varianza de muestreo, que naturalmente es la suma de cuadrados.

Si fuésemos a muestrear repetidamente 11 ítems de una población normalmente distri­
buida. la expresión (6.8) calculada para cada muestra daría lugar a una distribuci ón j­
con n - 1 zrados de libertad. . 'ótese que aunque tenemos muestras de " íterns, hemos

•
perdido un grado de libertad porque ahora estamos utilizando una media de muestreo en
luear de la media paramétríca. La figura 6.5. una distribución de muestreo de varianza.
tiene una seg nda escala en la abscisa, que es la primera escala multiplicada por la
cons tante (n - 1)';- . Esta escala convierte las varianzas de muestreo S2 de la primer:
escala en la expresión (6.8 ). Puesto que la segunda escala es proporcional a S2, la distribu­
ción de la varianza de muestreo servirá para representar una distribución de muestreo que
aproxima i . La distribución es marcadamente inclinada hacia la derecha como se espera­
ría en una distribución x' .

Las tablas X2 convencionales, como se demuestra en la tabla IV, dan los niveles de
probabilidad ordinariamente requeridos y los grados de libertad como argumentos , y la ..¿
correspondiente a la probabilidad y a los gl como funciones. Cada ji-cuadrado en la tabla
IV es el valor de x: a partir del cual el área bajo la distribución x: para v grados de
libertad representa la probabilidad indicada. Lo mismo que hemos util izado subíndices
para indicar la proporción acumulativa del área así como los grados de libertad representa­
rlos por un valor determinado de t , los utilizaremos para x: como sigue : ¿ :.1 indica el
valor X2 a la derecha del cual se halla la proporción Q del área bajo una distnbución ..¿ ,
para, grados de libertad. •

Vamos a aprender cómo se utiliza la tabla IV. Al observa r la distribución de x~::

notamos que el 90 % de todo! los valores de X?2: estaría a la derecha de O,2Il ,.~ro
solamente el 5 % de los valores serían superiores a 5,991. Los estadísticos matemaU~
han demostrado que el valor esperado de x'l., (la media de una distribución x: )es igual a
u grades de libertad 11 . Así el valor esperado de una distribución x~.s: es S. Cuand;

examinamos valores del 50 % (las medianas) en la tabla x: .observamos que generalrnen

)fj mfenores al vaJo~ espe rad~ (I~ ~di3Jl Así. para x~& el punto SO % es 4 .3 S I..Est~
dernue tra la iülmetrl3 de la d istribuci ón X • estand o la media a la derecha de la mediatU
~ 13 pr6x.Jm2 sección se verá la prtmera aplicación de la distribución x: .Sin embargo. SU

utilidad verá en relación con el capítulo 13.

P{L y'/x.'.m:o - " < u' < L y'/ x',. • . :' - 'J = 1 - a (6.101

esión es similar a la encontrada en la sección 63 e implica que la roo U",.
¡,a "pr . d dIal 1'·· • P a - P

~. .. razón este entro e os v ores mute indicados de x' ,_ O",. 1_ - 1_
~ que .. ~.... . . . .. - . U,;7 LA umptll:
¡j!JlÍpulación algebraica de las cantidades de la desigualdad entre corchetes da

p {(n - 1)8' /x,",,( 0-'J < u' < (n - l la' ·x'. - . T .•• •.' = 1 - a (6.9)

( 1)s' : L r ' podemos simplificar la expresión (6.9, a
(O¡;lO n - • ,

L: ee ;4.0 " 0.454
yt. , = 54,08/11, 143

o
1 "4L• = 11 .vl. , = 4 ,8 5 • d
"' u< Ia.wanza eÚt . . o debemos ohiua.r q J,Simi.

e mtervalo de confianza es muy amplio pero ?' ademas que el intef\-a.1o es 105
leltreo está basada en 5 individuos solamente. 1 otest. contraposición respectO a al

lrJco o Esto esta. en . ros en torno
en tomo a 13 52 la varianza de muestreo- 1 - ••Ie eran simetn

~" lo •• . ente os ... --
l"V1 s de conftanza encontrados antenOrm .

....di .
1StICO de muestreo.

Esu todavía parece una expresión complicada pero si~fica sen~ente que si ~ivj.
1i.1I05 la suma de cuadrados L y1 por los dos valores de X.:.. -1: que limitan I - Q.del ar~
íe la distribución X~" -1: , los dos cocientes encierran el verdadero valor de la varianza a:
conuna probabilidad de P = 1 - Q . ,

Un ejemplo numérico real aclarará esto. Suponga~os que tenemos una ~u~~a_~e ~.
bnzitudes del ala de moscas domés ticas con una vananza de muestreo. d~ r hall ,)_. i
doe~mos fijar límites de confianza del 95 % para la varianza par;mePrim~nC3 . calcuam~~

. ., (6 10 I rianza de muestreo s . ero
nlor numerico de la expresron . ) para .a va - 1 := 54 08. Después buscamos los
la suma de cuadrados para esta muestra . 4 X 1.3.)_ . . . d fianza del95 %. en
_ 1 2 2 r ' Como se piden limites e con .
meres para XO .02 ~ ~ -l : y Xo 97.5,-l.. • .1 nos el 95 %del área bajo la
este caso CJ: es igual a 0,05. Estos valores de x abarcan entre e 1 I'mites de la ex.presión
curva X:. Corresponde n a 11,143 Y 0,484 . respectivamente. Y 05 1

(6.10) se convierten entonces en

(6~)
(n - 1)8'

u'



LJ = (límite inferior) /.3'1 = O,,'J943(O,la37) = 0,079·11;

L, = Ilim ite superior) ¡,.' = 1,8763(O,1 33i) ~ 0,27,09

Los lím ite s de confianza del 99 % son

L, - f,.' ~ O,5 1 39(0. 1:~1i) - 0,068il

L, - f,.' = 2,1.\13(0,1 33.) = 0,3144

El método descrito más arriba se denomina método de colas iguales porque en cada
cola se sitúa el rrúsmo valor de probabilidad (por ejemplo, 2 JI, %). Puede demostrarse que
~n vista. de la asimetrfa de la distribución de varianzas, este método no produce 101
intervalos de confianza más cortos posibles. Puede desearse que el intervalo de confW1U
sea "el más corto" en el sentido de que la razón LdL¡ sea lo más pequeña posible. El
cuadro 6.3. ~uestra cómo obtener estos intervalos de confianza imparciales más reducidos
para o' u~ilil.ando la tabla VII , basada en el método de Tate y Klett !l959J. Esta ubla d2
In - !)/x." _': ' donde p es un valor ajustado de a /2 ó 1 _ la/2J designada para prod\lCll
los mas cortos intervalos de confianza imparciales. El cálculo es muy simple.

6Js Introducci ón al contra te de hipótesis

:: ~pI~c~n .,ms frecuent~ de la estad ística en investigación biológica es probar ci~=
. potesu cientfficas. Los métodos eatadútícos son importantes en biología porque or tJfl

(lamente los resultados de experimentos no están bien definidos y por tanto se neces
pr u bs . d¡ . 'ruebJ

e :11.esta 1S1lcaS para confirmar decisiones entre hipótesis alte rnativas. Una .P .
esladl itlca examina una se rie de datos de muestreo y sobre la base de una dislnbuciCJ'l
esperada de 101 datos según una hipótesis determinada. lleva a la decisión de ace~W
recha zar dicha hip~>t~ is Y aceptar una alternativa. La naturaleza de las pruebas var ~ dD
101 datos y las hlpOtC11S, pero el común a todas ellas la misma fil O1Ofía genert

CUA UKU 6.3 ------------ - - - - - - -.,

Límites de confianza para 0
2• Método de intervalos de confianza imparci31~ de

mínima amplitud.
Longitudes del fému r de hembras apomícticas de áfidos de los cuad ros 2.1 y 3.1 /1

~ 25; s' = 0,1 337.

Los factores de la tabla VII para v- n - 1 = 24 gl Y coeficie n te de confianza (1

) = 0,95 son

f , - 0,5943 f, - 1,8763

Y para un coeficie n te de co nfianza de 0,99 son

f, - 0,.\139 f , ~ 2,3.\13

Los límites de co nfianza de195 % para la varianza de la población , vienen dad os por
las ecua ciones

Ión y con tras te de hipótesis
f511mBC
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d hipótesis, que se discuti rá en esta sección l' túd íaste e ., . :.l U le\(: dele id
OlII tr se da a continuaclO~ porque es fundamental para COm ni amente la mate.
na ~e ue siguen en este libro, prender cada uno de 101

l,tulOl q I . ba daría refrescar a memoria so re la muestra de 17 .
~Ol ~ 14 eran hembras Y 3 machos. Esto. dato. fueron e:nlmal~ de la e.peCle A, de

.. (1U! la distribución binomial presentada en la sección 4 2 yamma 'le:". COn respecto a su
¡iTlde a bl 1 Ius¡ , . su ana nu le mue t 1_,-- 43 De esta ta a sacamos a conc unon de que si 1_ 'J S la en Lit
ub" .' ( O5 I '" proporc1<Jn de sex t .,
"""I.ción fuese 1 ; 1 P9 = qd = , J, a probabilidad de obtener un o. en ..
,..hOl Y 3 hembras será 0,005 188, lo que hace muy improbabl a muenn con 14
¡OC . , y ' e que 1.11 re"lIado
.....lien obtenerse so o por aza r. Irnos que es convencional incluir too( 1 1
Y'" decí t d I I - '. " os resu lados,.",..6" es ecrr, o os os que se a ejan aun mas del resultado - d .
ro- . ' _ _ O5 1 I d od ..pera O segun la

.pó"", P9 - qó - ' ; nc uyen O t os los resultados peore. la probabi lidad e.
~006363 , un valor todav ía muy peq ueño. El cálculo anterior está basado en la idea de
llI11 prueba de una cola. en el cual sólo estamos interesados en las deniaciones de la
rroporcíón de sexo~ I : ,1, que muestra,n ~na preponderancia de hembras. Si no tenemos
i'ejuicio sobre la direcci ón de las desviaciones de lo esperado, debemos calcular la proba.
\lid3d de obtener una muestra tan divergente de lo esperado como 14 hembra. y 3
machos en una y o tra dirección . Esto requ iere la probabilidad de obtener una muestra de
J hembras Y 14 machos (y todas las muest ras peores) o de obtener 14 hembras y 3
mclws (y todas las muestras peores), Esta prueba es de do. colas y como la distribución
o':nétrica duplicamos la probabilidad discutida previamente para dar OpI2726.

,Qué significa esta probabilidad? Nuestra hipótesis es que P? = qó = 0,5. Vamos a
!amar a esta hipótesis 110 • la hipótesis nula, que e. la que le contrasta. Se le llama
bi¡>ite' iJ nula porque supone que no hay diferencia real entre el verdade ro valor de Pen
b¡»blación de la cual hemos muestreado y el valor hipotético de ÍJ = 0,5 ; por ejemplo,
er. el caso presente pensamos que la única razón de que nuestra muestra no ofrezca una
;ro¡»rción de sexos 1 : 1 es por causa de error de muestreo. Si la hipóttsis nula P? = q~

~ ,0 ,5 es cierta, entonces aproximadamente 13 muestras entre 1000 serán tan desvíantes o
... que e' ta . . ' • Ieumenle posible quehay S en una u ot ra dirección solo por azar. ASI, es comp

'm,,, logrado por azar una muestra de 14 hembras Y 3 machos, pero no es m~
~~ahle ya que un suceso tan desviante solamente ocurriría alrededor de I3podvem
-- 1000 I . - ob OS tal muestra. emos

O e 1,3 % de las veces. SI efectivamente tenern ,. la erta
~~~ de dos decisio nes. Podemos decidir que en realídad.1a h~ltUJr;ec:::ente

I . ;:;¡ de la proporción de sexos es 1 : 1) Yque L1 muestr~ ~btemda resuu~t~a tan de!Viantt
~" " 'de la cola de la distribución , ó podemos decidir qu~ u':te~ hq>Óttsis nula. Por
\¡ ~ ceso demasiado improbable para justificar la acepuclon d oeXOS es 1 • J no e•
..,.~ ~ POdemos decidir que la hipótesis de que la propo:;nnd e de b .."cid>d de b

~n ~.u Otra de estas decisiones puede ser correcta ~epe ;clS~n (a«pur la hJpótt­
lb; I,de hecho la h ipótesis I : l es correcta. ~ pr.une~a estaS cirCUnst.aJl(iaJ. come·

~JI U sera CO rrecta Si decid irnos rechazar la hipOteSlS baJO error de tipO I. por
n er ro / . . 1 se de1Wmma . de

'1 Pirt . r. :1rechazo de una hipótesú nula ClO o la blaóón es dlSunta
l. la e,ll en realidad la verdadera proporción de sexos de dt~m~dO t"or eh lfJO

~" ~"::era decisión Iacep tar la hipótesis I • 1) es un=:; 11 b hipóleas l. 1no;
• y de .act!Plación de lUlO tupá tesi: nula 10114 ftnl d.::..An correcta. AIJ. ha.

cldirn nle IJ ~......
• os recha/arla , tomarnos nuevame

Estimación y contras te de hipó/
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. d d _. es correctas aceptar una hipótesis nula cierta y rechazar una h¡ .tipos e eC1Slon . hi . rpOte..
I r Idos tipos de errores tipo 1, rechazar una ip ótesis nula cie rta y"olla 13sa . Y · • 'JPoIJ

aceptar una hipótesis nula fal sa. .. , . '
A , de realizar una prueba tenemos que decidir que magnitud de error de ti

n es . . lid t IPO I
(rechazo de una hipótesis cierta) v~os a p'enmtlf. oc ~so cuan o ex raemos muestras de
una población de parámetros c~nocld~s, slempr.e habra algunas muestras.que por caSUal¡.
dad sean muy desviantes. Las mas desviantes de estas es p.robabl ~ ~ue nos mduzcan a error
haciéndonos creer que nuestra hipóte sis H¿ es falsa . SI perrmumos que Un 5 % de lu
muestras nos lleven a un error del tipo 1. entonces rechazaremos S de cada 100 muenr
de la población, decidiendo que éstas no son de la población dada. En la distribución as
se estudia . esto significa que rechazaríamos todas las muestras de 17 animales que tu:
sen 13 de un sexo y ~ del otro. Esto puede verse recurriendo a la columna (3) de la tabb
63. donde se muestran las frecuencias esperadas ~e . !os diversos resultados según b
hipótesis P9 = qó = 0,5. Esta tabla es una ampliación de la tabla 43 anterior, que
presentaba solamente una cola de esta distribución. Efec tivamente , obtendríamos Un

error tipo (ligeramente menor deiS % si sumásemos las frecuencias relativas esperadas de
ambas colas, empezando por la clase de 13 de un sexo y 4 del otro. Según la tabla 63
puede verse que la frecuencia relativa esperada en las dos colas será 2 X 0,0245209 =:

0.04904 18. En una distribució n de frecuencias discreta. tal como la binomial, no pode­
mos calcular exactamente errores deiS % como en una distribución continua, en la ro
podemos medir exactamente el 5 % del área. Si nos decidimos por un error aproximado
del 1 %. rechazaríamos la hipótesis P9 = qd para todas las !'"uestras de 17 animales que
tuviesen 14 ó más de un sexo (en la tabla 6.3 vemos que la f rel. en las colas es igual a ~ X
0.0063629 = 0.0127258). Así. cuanto más pequeño sea el error de tipo 1que estamos
dispuestos a tolerar. más desvíanre tiene que ser una muestra para que rechacemos b
hipótesis nula 110 , De modo natural puede que se tienda a tener un error lo más pequeño
posible. Puede decidirse trabajar con un error de tipo I sumamente pequeño, tal como
0,1 % o incluso 0.0 1 %, aceptando la hipótesis nula a no ser que la muestra sea extremada­
mente desviante. La dificultad de esta aproximació n es que a pesar de precaver contra un
error del primer tipo, se pudiera caer en un error del segundo tipo ( tipo 11) aceptando La

hipótesis nula cuando en realidad no es cierta y sí lo es una hipó tesis alternativa Hl '
Luego veremos cómo sucede esto.

Primero vamos a aprender alguna terminología más. El error de tipo I se expresa mis
frecuentemente como una probabilidad y se simboliza por 0:. Cuando se expresa como u~

porcentaje se conoce también como nivel de significación . Así, un error de tipo I deQ ­

0,05 corresponde a un nivel de significación deiS % para una prueba dete rminada. Cu.an­
do en una distribución de frecuencias separamos áreas proporcionales a a, el error lk
tipo ." la ~rdón de la abscisa bajo el área que se ha separado se llama región de '~?Ia~:~
regían crl!rca de una prueba, y la porción de la abscisa que llevar ía a la aceptaClOn ~

hipótesis n~la .se den~mi.na regián de aceptación La figura 6.IOA es un diagr~~ ~
barras que indica la dist ribución esperada de resultados en el ejemplo de proporc1ó
sexos, dada 110 - Las líneas discontinuas separan aproximadamente las regiones de rechazo
del I %, de la región de aceptación del 99 %. ¡¡¡.

Ahora vamos a echar una ojeada más detenida al error de tipo 11. Este es la probab 11
dad de aceptar la hipótesis nula cuando en real idad es falsa . Si se intenta evahl1r

probabilidad de error de t ipo 11 , inmediatamente aparece un problema. Si la hipótesis.nula
H • . P ser que se pueda especificaroes falsa alguna otra hipotesis H I debe ser cierta. ero a no _

• d . 11 Un ejemplo aclarara esto
Hr, no se está en condiciones de calcular el error e tipo . J ~ -" s sola
. . d roporción de sexos ltnenlO '" .
mrned13tamente. Supo ngamos que en nuestro ca~ . e ~ . = ó :!) una hipótesis
mente dos posibilidades razonable s 1) nuestra hlpo tes1S Ho·P9 qó, , . I a favor de
lterreu '1 ocióndesexoses~.

1 ternat¡va H1: P9 = '2L¡ d la cual formula que a prop r calcular frecuencias
hembras, de modo que ; 9 = ¡ y qd = 1. Ahora te~).~ ~~a hallar la. probabili·
esperadas para la distribución binomial (P9 + qdf - (j T resentan gráficamente en
dades de los diversos resultados según esta hipótesis. Estas ~a~efreeuencias esperadas de la
lar~ura 6.108 Yen la tabla 6.3 se tabulan Ycomparan con
dlS1Iíbución anterior. . (Q ::::: 0.01 (::::: significa
.. SU~ngamo s que nos hemos decidido por un error ad~ ::r:.A este nivel de~iftCa.
.aprQxunadamente igual a") como se muestra en la ragur . t ngan 13o menOSanimales

: naCeptaríamos la 11
0

para todas las muestras de 17 que CO~a: caerán en esta categor ía.

P Un sexo. Aproximadamente el 99 % de todas tu mues,e de la población rtprese~ta·
tro · - . I "1 (Iaramen . o estu'IJtseda c.que Ocurre si 110 no es cierta YH1 SI o es ludas en que un sex

por la hipótesis /1
1

también podríamos obtener resu

Est imación y contraste de hipótesis

TA BLA 6.3 liS

Frecuencias relativas esperadas para m
. d hiné . - uestra'idel 7 a ' Isegun os rpo tests. Dlstn bución binom¡ I ruma esla .

(1) (i) (.')
W

99 d'd' 11, : PQ .- qrf - i 111 Ji • • 2qd' • 1t.; l ..•-¡¡ U ° ,f(OJfJ76 0,00101."11
16 1 UOOOI ')(I~• _ . I OOO~ )-.)
15 2 O,I(HO:J j'6 ' -.~

O,O:W!JI

" 3 O,l.Xl.;j I~ lJ ,O....f¡.!;1:,
13 4 0,01"'1 ....,..0 Ol!hr''1
12 5 O,fl.I i2 1(I'j

• 'u_
01"1"1 - -• , _ J, •

11 6 O,(jlJH2 1t O Jl lf 'ij-"- , , ) ~ l.

10 • 0,1-1,"176t. O,11J.I.!W4
O 8 O, l~;06 O,I1Jf''''')'' 15
8 O O l~iOt i O ,( ~ o;,¡ l (MJ7•- 10 Otl-1,'r;G.) Om9'.:.63,
6 11 O/1.l H214 0,0061 334
5 12 0,0472107 o,rOI:¡J.lJ
4 13 O,OlSIS.~ O,r.O'J'!l: 1-4 ' I

3 14 O.OO51~SO O,lmH:!1
2 15 0,0010376 0,(0)'10-11

1 16 O,OOO1 21J; °lOllOrl
U 17 0/X)I,)')l 176 O,rro_OJ

Total 1/)0')0002 0:0 1': 1':1':1':1
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represent ado 13 veces o menos en muest ras de 17. Tenemos que calcular qué p roporc~n
de la curva que representa la hipótesis H I coincidirá en parte con la región de ace ptaClon
de la distribución que representa la hipótesis l/o . En este caso hallamos que 0.8695 d: la
distribución que representa 1/1 se su pe ~po ne con la región de aceptación de 110 (vea;
figura 6.108). A SI , SI realmente /11 es cierta {y correspondientemente H¿ fa lsa), 3eep
ríamos erróneamente la hipótesis nula 86,95 % de las veces. Este porcentaje co rrespo(ld.~ I

la proporción de muestras de 1/ 1 que está entre los límites de las regiones de aceptaelOn

d.e 110 • Esta proporción se ll ama (J , el error de tipo 11 expresado como proporción. E;s~:~~
eJe,:"plo Oes. ba~ta.nte grande. Naturalmente, una muestra de 17 animales es poco 53.

1 No
tona para discr imlnar entre las dos hipótesis. Aunque el 99 % de las muestras segun

Fig. 6. 10. Distribuciones esperadas de resu ltado s cua ndo se ex traen muestras
de dos po blaciones hipoté ticas. A. /Io: P9 = q d = j. B. H. : P9 = 2qd = J. Las
línea s d iscont inuas separa n las regiones cr ític as de la región de ace pta ción en la
dist ribu ció n de la figura 1\ . El error del t ipo 1 o: es ap roximada mente

igual a 0 ,01.

Reg ión crit ica Región cri t ica
A o de rechazoo de rechazo

1 Regió n de aceptación I

_!!--i I-a l '
a ,
2

0,2 2 J I
I I

0,15 I I,
If .ol I

0, 1 I I
I I

OJOS I I
I I

contraste de hipótesis
E

amación y
s 11 7

, la región de acep tación, el 87 % lo haría según JI U
flan en . , .. , l . na sola mUestra .

cJt tón de aceptac lon no nos perrrutír ía llegar a una d '., que ca iga
tD 11 reg do de fiabilidad. Si la muestra tuviese 14 hembr' seclsI~n entre las hipótesis COn

altO gra o mas wncluínam H
" ecta Si tuviese 3 hembras o menos, podríamos conclu¡ . os que I
era ¡;off' 1I 11 ( Ir que mHo ni 1/ e
, Al aproximarse 1 a o como en If I :P9 = 0,55, pore 'em lo) . 1 .ran

,~erlas·se superpondrían cada vez más y la magnitud de n aum~ ,P 'h1as.dos dist ribu­
",nes ..., 1 hiné JJ nana, aciendo menos

ibl aú n la disC fUTlInaCIOn entre as ipotesis . Por el contrario 5' 11
poS! e . ' ho m á ,1 I representase P9 =

9
las distribUCiones estanan mu c o mas separadas y se reducir¡ el er d ' I

O ' - ' d da d ror e npo I
Luego c1arament~ la magrutu e p epe~de, entr.e ot ras cosas. de los parámetros de la
hi " e s; ~ alte rnat iva 1/1 y no puede especificarse SI no se conocen estos últim,po- bl 1" ', ' a1 ' usoCuando se esta ece a npc ~SIS ternativa como en el ejemplo anterior (JI¡ ' P9 =
'q ,\ la magnitud del erro r de tipo 1, a ,que estamos dispuestos a tolerar de' ' : ' 1,
, "', d ' 11 a e ' . ermtnara a
magnitud del error e tipo _' p. u~~to mas pequeña sea la región cr ítica Q en la distribu-
ción según H», mayor sera la regron de aceptación l - Q en esta distribución Sin
embargo, cuanto mayor sea l - a , ~ayor será, su so lapamien to con la distribución' que
representa H1 , y por tanto mayor sera {j. Convéncete de esto en la figura 6.10, Moviendo
lucia fuera las líneas de trazos reducimos las regiones crit icas que representan el error de
tipo 1, a, en el diagrama A. Pero al hacer esto , una parte mayor de la distribución de 1/1

enel diagrama B quedará dentro de la región de ace ptación de la hipótesis nula . Así. al
reducir Q estamos aumentando fJ y en cierto sentido malogrando nuestras propias in ten­
ciones. En la mayor parte de las aplicaciones, los científicos desearían mantene r pequeños
los dos errores, puesto que no desean rechazar una hipótesis nula cuando es cierta ni
aceptarla cuando otra hipótesis es correcta. Más adelante veremos qué medidas pueden
tomarse para reducir {j al mismo tiempo que a se mantiene constante a un nivel preesta­
blecido.

Aunque los nive les de significación o: pueden variarse a voluntad, los investigadores se
encuentran frecuentemente limitados porque para muchas pruebas no se han tabu lado las
probabilidades acumulativas de las distribuciones apropiadas, y por tanto deben valerse de
105 niveles de probabilidad publicados. Estos son ordinariamente 0.05. O.~I,. y ~.OOI,
aunque a veces se encuentran o tros diferentes. Cuando se ha rechazado una hip ótesis nula
aun nivel indicado de e, decimos que la muestra es significaril'amente Ji/creme de la
población paramétr ica o hipotética con probabilidad P ';;;: Q_ Gene ralmente, valo~es .de Q

~per' O . . . ;r, " s Un nivel de srgniHca­
.. lOres J ,OS no se co nsideran estadisticamente SIg1l1J1CO/110 . d 11 %

¡""pn deI S% (P = O05) corresponde a un error de tipo I en ~O pruebas, un filvellle 'II.(P
• 0 01)' , Id ' 'ficación menores que e

"' O' ~ u~ error en 100 pruebas. Los ruve es .e sigo! I % el I % pueden
cons·? I) casi siempre se juzgan significativos; los Situados entre e~ 5'fic;ción estadís tica
he Iderarse significat ivos al arbitrio del investigador. puesto que s¡gRil' " emos el adJ'et ivo

ne Un sent"d ' . h d a P __ a) ut izar
~ifí' I o tecn íco particular (110 re~ . aza. ,a ' I~ v comunicaciones cien­
lifi catIVo solamente en este sentido; su ur ílízacron en aru,c~ , nonifJeado técnico.

cas deberí ' di ' 1 ente impllelto este ~Par, l' a unpe Irse a no ser que este c araro . 'ntencionado, marca-
Ilnes dese ' . , . I como IJT1portante, ldo npnvos generales sinó nimos ta es

,notable y , dif d as )' efectos. .'
u otros pueden servir para subrayar 1 eren da por distribUCiones
'vera se h hipót Is nula represe ntade Probab . ace un breve come ntario de la I eS I . ótesis nula en el caso de propor-

CIÍ. d ihdad asimétricas Supongamos que nuest ra hip . nnente En la fl2ura
e lex h ' h d'scutido anteno . -

os ubicra sido 110 : P9 = i . corno se a I

Estimación Y contraste de hipót 'es,s

o I 2 3
1.

1 5 {j 7 8 9 10 11 12 13114 15 ie 17

Número de hembras en muest ras de J 7 an imales

o O 1 2 3 1-1 á 6 78 910111213!1415161 7

Nú mero de hembras en muestras de 17 anima les
I I

I i
1, ~ ' r' - ~-
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I

o
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0,2

, 0,15

1.. 1

0,1
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Así, para ~ed ia s menores que 42,OR o mayores que 48,92 co nsideraríamos improbab}e
que M: h~bJ e~n muestreado de esta poblaci ón. Por lo tanto paru estas medias rechazarl a·
m/J ll, la hlp6tesis nula . La prueba que presentamos es de dos colas pu rque no tenemoS
noc iones a priori sobre las posibles alternativas a nuestra hipótesis nula. Si pudiésemos
~u pone r que la verdadera media de la población de la cua l se ha tomado la muesll1
so la mente puede ser ¡ . 1

igua e mayor que 4 5,5, la prueba ser ía de una cola. .
MICHa vamos a cxamin: d' I ' 6 ' ' pud.e-. . ar tvcrsas IJp tesis alternat ivas. Una hipó tesis alterna tiva O

ra ser que la verdadera medí de l: bl '6 a 5-', .
l . la e a POI} aCI n de la que proviene nuestra muestra se

pero a va nanza sea 1- . . JI 'P ~
54 O ( / / d a rmsma que ante s. Podemos expresar esta hipótesis como 1: Ja

• J 1 IJ JJI onde IJ repr [ , l' d¡ , ' 4 O \ parlJr ~la tabf d ' , d' 1 1 ese n a a me la pararnétnca alternativa 5 , . I di 1
a e arca , e a curva fIl r -1 ' , l.mzn d 1 sIne tJrodern • ' 1 1 1 ) uta y nuestro COIlO(; IIn1e nlo de la vananza e a .....

,- - 1) ca cu ar a prorv r '(¡ d 1 d¡ , , ' 'J ifll ~ ,.

Parle con h " d ,..J c.:l JIl e a ISlTlbu CI6n denotada pur I' I que comer 50íHI a regvm e aceptacl ó d d _ O 13 a .
urudltde, de rntdldóJ de 4 ~'J2 n. ~ Ili J t a a ~(Jr I/IJ' 1'.Jlcontramos cluC ~4 , es [stO

, , el IUllIte IlJ pC flor de la reKillJl de aceptaCión de Jlo'

/1.9

11 ,; "
JI ; '"

de hipót esisy contrns ta

Longitud del ala (en unidades de 01, mm,
Fig,6,11. Distr ibució n esperada de med ias de muestras d 5 I

" d b lac¡ ..... e ongltudes del alade moscas domesticas e po acrones normales indicadas- por J), come se mues-tra en las curvas ante rio res, y ay == I 744 . La curva de) ce ,
_ . ' , ,_ _' n ro representa la

hlpotesls nula , fI'J./J - 4 5,5,Ias curvas de los ladosreprescnun h 't I
37 ' 54 L H rpo esu a ter-

nativas, J.I. == o Ji , • ' , as Incas ve rticales delímuan regiones criticas del
S % para la h ipótesis nula (2 YJ %en cada cola. sombreadas]

Estimación

corresponde a 5,08/1 ,744 = 2,9 )o y unidades, En la labia de áreas de la curia normal
(tabla 11 ) encontramos que 0,001 8 del área estará más allá de 2,9 10 en una cola de la
curva. Así, según esta hipótesis alternat iva, 0,0018 de la dist ribución de If l coincidirá en
parte con la región de aceptación de " o . Este es P, el error de tipo 11 según esta hipótesis
alternativa. Realme nte esto no es del todo correc to, Ya que la cola izquierda de la
distribución 1/ 1 co nt inúa hasta el infi nito negativo, se sale de la región de acep tación y
pasa a la región crítica de la parle izquie rda de l/o. No obstante. esto rep resen ta sclamen­
te una cantidad in fi nit esimal del área de II I (el límite critico inferior de1/0 .42,08. dista
6,83ur unidades de /1 1 = 54 ) Y puede ignorarse ,
Nue~t ra hipótesis alte rna tiva 1/ 1 indicaba que J)I es 8,5 unidades mayor que 1hJ , ~ i~

embargo, como se ha dicho anteriormente, puede que no tengamos fundamento a pnon
pa ra creer que la ve rdade ra media de nuestra muestra sea mayor o me nor que J). Por esta

, id d d dida de 45 5 Enraz ón podemos suponer simplemente que se aparta 8 , ~ um .3 es e ~e I e ue "
este caso de bemos calcular de igual manera Ppa ra la hipótesis altem~ lJva d q ~ l _ lhJ

85 A" ' 1 1" ' ' en // ' u - 54 Oo 37 O, 6 /1" ~ - ~ "" , 1, as upotesís alternat ivas se convierten 1, ,, -, • di ib '
do d ' I tivas Como las 1stn UCIO-n e J)I representa 54 Ó 37 la s medias paramétncas a terna rva ' 1
nes so ' . ' .' . It na tivas Por lo tan to, e error

n umetricas n es el mismo para las dos hlpoteSlS a er - d hi t 'de - , ¡.J • d ual de las os lpo esrs
ah upo 1I para la hipótesis 1/ 1 es 0,001 8, indepcndlcnteme~t e1; ~ muestra5 lIevarían a

ernativas sea Correc ta, Si II I es realmente cierta, i 8 de ca a bai En la figura 6.11 se
Una aceptación incorrecta de 11

0
una proporción de erro r muy aja .

presenta . '
\ ' n estas relaciones. creer que el valor paramé-
-' Os pod é . tenemos pa ra Se ''( emos preguntar , justamente , q u ral on . da lado de ~ = 45,S, TIa

r~<01 alternativo de la media es R,5 unidades de m,ed l ~fia a ~~ para esta opinión, De he-
~ . mente 1 ier JUStl Icaclon .' deeh ex traordinario si tuviésemos cua qute 6 ue a cualq UIer numero
un~dala verdadera media lo mismo puede estar a 7,5 q~e a_ ~ j: 7 ,5,encon tr3JT1os~ueP
ha • des a cada lado de po _Si trazamos curvas par~ JlI ' ~ .,....as las curvas pata Jlo ) JlI

urne nt d ah mas pro. U ""Ii 1 a o COIl"liderahlernente estando ora _
• ¡ rna . . d' aralOt rrica alterna tIva

gll lt lld de (1 depcnLler.í de lo disrante que e te la me la p
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r. 10ll se presenta la distribución de muestras de 17 cría s de esta población. Es c1aram
u. " , " d f in¡ ' d ente, itr¡ y P'" esta razón las regiones Cri ticas llenen 4UC e nurse In cpendientemasnnc TlC:1 . ' • • d lic: ente
Para una determinada prueba de dos cojas pod~mos: ~ Ie ll sea up leal la probabil idad /I d'
una desviación en la dirección del extrem o mas proxrmo y c~Jm pa ra r 2!) con a , el nivel /
significac ió n convenciona l, o bien comparar P con 0/2, la mitad del nivel de signinca(6t
convencional. En este últ imo caso el máximo va lor de P q ue se co nsidera convencio~~
mente significativo es 0,025. . .

Revisa remos lu que hemos aprcnd.ido po ~ medio de u~ segundo ejemplo, incluyendo
esta vez una distribución de frecuencias contmua, las longitudes de l ala de moscas do é
ri cas distribuidas normalmente, de me~ia paramé~rica Ji = 4 5,5 Y va~ianza 0 2 =: I S~r
Las med ias basadas en muestras de 5 items cxrrafdas de éstas, tam bién estarán normal.
men te dist ribuidas corno se ha demostrado en la tabla 6 .1 y e~ la figura 6.1. Vamos¡
suponer-que alguien se presenta con una sola muestra de 5 longitudes del ala de moscas
dom ésticas y se desea probar si podrían pertenecer a la población ind icada. La hipótesis
nu la será l/u:P 45,S Ú 1I0 :p == /Jo , dond e /J es la ve rdadera media de la población deb
que se ha muestreado y Po representa la media paramétr ica hipot éti ca de 45,S. De
momen to supondremos que no tenemos evidencia de que la va rianza de nuestra rnuestn
sea muy superior ó inferior a la varianza paramétrica de la s longitudes del ala de moscas
domésticas. Si fuese así, no sería lógico supo ner que nuestra muestra procede de b
población ind icada . Hay una prueba crítica de hipótesis sobre la varianza de muestreo de
la que nos ocuparemos más adelante. En la figura 6.1 1, la curva de l centro representa la
distribución esperada de medias de muestras de 5 longitudes del ala de moscas domésticas
de la población ind icada, A lo largo de la absci sa se delimitan las regiones de aceptacióny
crí tica para un error de tipo 1, a == 0 ,05. Los limi tes de las regiones críticas se calculan
como sigue (recuérdese que t I... ] es equivalente a la distribución normal) :

y
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¡.e l .. 5·1
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tJ == O,OO9l,,

46

tJ = 0,,')9 18)
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41

~o = 45,5

40

- .... - I -,H .')1)40 42 ·1·1 -I ú -18 sn ,") ~ 'h ....
Lo ngitud del ala (en unidades de 0,1 mm)

F' ' 1error de tipo 11 . ¡1, según seIg. 6.12. Diagrama para ilustrar mcrementos.e~ e . I H es decir 11 1 se
aprox!ma la hipótesis alternativa HI a la hlPotetls nu :ertfc'aJes señalan Jos
aproxima a p . El sombreado representa {3. Las IO

d
eas 1) para la hipótesis

Iím't di ' "dI5%("~ %encaacoa
1 es e as regiones er it reas e ~ , I nanvas se representan

nula. Para simplificar la gráfica las dtsmbucíoncs a t
d
" ) ñeura 6 11.

íd é ricos a los e a 'e •solamente para una cola. Datos I en I

'ón y contras te de hipótesis
[stimac1

. odemos aumenlar
Hay , ia d una prueba, S. no P I ba.1 Otra forma más de aumentar la efíciencu e . d la naturaleza de a prue . '
tamañ d i ' se cambian o . h'póteslsl.aJ . o e muestra, la eficie ncia puede e evar oximadamente la ml~a I s

~" ddiferentes técnicas estad ísticas que cont rast~ndapr al' como en fas pendien tes de bSU

1''' en d'l' . ) mtu re . 'ores so re
<U" uerir SUstancialmente tanto en a rn ag ível de efic ienCia supen

" d f¡ ' ienen OI,'e ese e IClencia. Las pruebas que marine

de hiPÓte' i,
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" la hi ótesis nula. Según se aproxima la media alternativa a
de la media parametrlca de I ~ta un valor máximo de I - 0'. que es el área de la r ..b
media param étrica, {3 a ~m.en t~ lau'a En es te máximo las dos distrib uciones se supeeglon
d ., bajo la hip ótesis n . rpon.

e acep tación J La fi a 6 1''' representa el aumento de (J cuando P I se apro,un'
d . sobre otra Igur . - . . a¡

n an una " ueba ilustrada en la figura 6.11. Para Simplificar la gráfica 1
JI comenzando con a pr 1 A ' , as
,..~ . . es alternativas se presentan solamente para una ca .a., SI. veremos claramente
dist ribución I fi¡ sino que varía con la na tu raleza de la hipotesis alte rnativa.
que {3 no es un va or 1)0 di " , 1 .e:

, tante en re lación con el contraste e upotesis es a eJ tctenc ía de Un.Un concepto tmpor . id d d "
b E I n el complemento de P y es la probabili a e rechazar la hipóte';,prue a. sta es - "", ' . . "4

nula cuando en real idad es falsa y la hipótesis alterna tiva es c? rrecta. EVlde.ntemente, para
cua lquier prueba dada nos gusta ría que 1 - {3 fuese lo, mas grande posl.ble y P. l~ más

" O posible. Como generalmente no podemos especificar una detemu nada 11Ipolesispeque" , id d d 1
alternativa, tenemos que describ ir (J ó 1 - (J para una contmuí a e va ores ~lte rnativo s .

Cuando 1 - f3 se rep resenta gráficamente de este modo, el resultado se denomma cIma de
eficiencia para la prueba que se cons idera. La figura 6.13 muestra la curva de eficiencia
para el ejemplo ya discut ido de la longitud del ala de moscas domésticas. Esta puede
compararse con la figura 6.12 de la cual se deriva directamente. La figura 6,12 pone de
relieve el error de tipo 11. 13. y la figura 6. 13 representa gráficamente el complemento de
este valor. I - Il Observamos que la eficiencia de la prueba disminuye claramente al
aproximarse la hipótesis alternativa a la hipótesis nula, El sentido común confirma estas
conclusiones: podemos tomar decisiones claras y firm es de si nuestra muestra procedede
una población de media 45,S Ó 60,0. La eficiencia es esencialmente 1. Pero si la hipótesis
alte rnativa es que PI = 45,6. que difiere solamente en 0 ,1 del valor supuesto segun la
hipótesis nu la , será difícil decidi r cuál de estas hipótesis es correc ta y la eficiencia será
muy baja.

Para mejorar la efic iencia de una determinada prueba (o disminución de (1) mientras se
mantie ne constante Q para una hipótesis nula establecida, debemos incrementar el tamaño
de muestra. Si en lugar de muestrear 5 longitudes de l ala hub iésemos muestreado 35. la
distribución de medias sería mucho más estrecha. Así las regiones críticas para idéntico
error de tipo I comenzarían ahora en 44 ,21 y 46,79. Aunque las regiones de aceptación Y
de re~hazo han cO,ntinuado proporcionalmente iguales, la región de aceptación se ha
redu cld~ ~1uc~o mas en valor absoluto. Previamente no podíamos, con confianza. recha·
~ar . I ~ hip ótesís nula para una media de muestreo de 4 8.0. Ahora, cuando se basa en 35
individuos, una media tan alejada como 48,0 solamente aparecería 15 veces entre 100 000
y por lo tan~o , ,se r~chazaría la hipótesis. ¿Qué ha ocurrido al error tipo II? Puesto que las
curvas .de d~st~lbu.c lón no son tan abie rtas Como antes. hay menos solapamiento entrt
~lila ~ ; SI. la hipo tesIs.alterna tiva /11 : IJ. == 54,0 ó 37,0 es correcta, la probabilidad de que la

potesrs n~la pU~I~ra ser aceptada por eITOr (error de tipo 11) es infmitesimalmen1t
pequeña. SI permllunos que · rero
" PI se aproxime a Po aumentará fl naturalmente. t'",Siempre sera menor que el d¡ • p. _ ;)

ESl ., correspon lente valor para un tamaño de mues tra de 11 - 'a ccmparacié n se present I fi 1/ :;:.
35 es much a en a igura 6.13 donde la eficiencia para la prueba con

o mayor que para " - 5 S' , hasu
100 Ó I 000 I fiel . . - . I aumentasemos nuestro tamaño de muestra .'
importante: ~i ~n: ~~:en~~n~d~nc~~men ta ría toda ~ ía más. Así llegamos a una c~nd~::'
tar su sensibilidad (eñe¡ la) P eba no es sufiCientemente sens ible podemos mcre

IClenCla aumentando el tama. o d
11 e muestra.
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moscas domésticas (distribución de medias de tarn ñ d
d! [DS d; echazo estará en una cola de la CUrva solamente a o e muestra n = 5J, la
r~ttn ece

r
rá como se muestra en la figura 6.1 4. CalCUlamoY Plalr ~ ~n err.o~ de tipo I del

- %apare ,37 El 645 s e mute crmcc ce 45,5
, 6-15)0 744) = 48 ' 1, es t .~or. ¡ . que COrresponde al I 5 mo
- (l . coja' Compárese esta región crítica, que rechaza la hipo') ~a orla %para un test
" una ' 8 ,37 Id ' eus nu para 100as 1as
~.,' s mayores que 4 , con as os reglones críticas de la figura 6 l' h I
"",J3 di ínferi 42 08 ' - , que rec az.an a. ' ís nula para me I3S m enores a , y superiores a 48 92 La hi ' ) , al '!JIPOteSl •. IpO esu terna Uva
_l.. rn nte se considera para una cola de la distribución, y la CUrva de efki . d la
YJ1-1" ..e ." d IClenc13 e
;¡cueba no es simétnca SInO estira a con respecto a un lado de la distribución solamente.

---, - -- - - , n ::: ~5 ,"
, I, ,
, I
, I
\ I
\ I
\ ,
\ ,. ,. ,, ,
•. ------,-.---o' J.) 40 4.5,

Lonaitud del ala (en unidades de 0,1 mm)

•-

;; I,Or
_ f

~ o)
e
,
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--1 "(3.

Longitud del ala (en unidades de 0 ,1 mm )

Fig.6.14. Prueba de significación de una cola para la distribución de la figura
6. 11. Ahora la línea vertical separa la reg ión de rechazo al 5 %en una cola de la

distribución (el área correspondiente de la curva ha sido sombreada).

6.9 Pruebas de hipótesis simples que utilizan la distribución '

P d irid del contraste de hipó,a~emos a aplicar nuestro conocimiento recientemente a qUID o
1e'51S aUn sencillo ejempl o que incluye a la distribución 1_ d biológ"

Lo gI , Sn d un cierto prepara o 1 •
S re amentos del Estado ordenan que la dosis patrón e , . 10

CO debería ser de 600 unidades de actividad por centímetro CUbElCO, P,,''Pam3IoaJnOsq~e el
lIl!'est d . d da una neon
~ ras e ~ ste preparado y probamos la potencia e ca~ ., . ~n.idades por cm' y la
~-.:r~ med iO de unidades de actividad por muestra es )9 _,) l notTl1a estatal? Esta-
~ r" JaClÓ '. I tra muestra a
~da n tJ pl~a de l~s .l:lUe stras es I .l ,~ . ¿~ump e nue~ == . La hipólesis alternativa es

la COn mas precrstcn, nuestra hipó tesis nula es Ho ·J,l lJGal lar el signifte3do de la
~. dosis no es igual a 600 Ó H I : J,l :F J,lo . Pasamos a c. ~u U deS\Í3ción típica
~ lación y _ lJ..o expresada en unidades de des\'ia~iÓn t1~~~S\iación típica de I~
',_ UJente es la de medias (el error típico de la medl3 l, no ) ea en tomo a una media
.",. po di de mues' ,"

iQ¡ • rque se trata de la desviación de una m! la r:-='O _ 3 q~ . \ conunuaClOn
"""rica P - 11' , I - ~ .. 6 4qu<

~,"__ - ~ . or lo tanto calculamos s } = S '\ ,, - ' - . rmenle en la SiKctün .
- "''''IJlOs la desviación 1) ¡.Jo) s} tierno vuto anteno

f ig. 6.13. Curvas de eficiencia para contraste de Ha : ~ = 45 ,5 . NI. =#: ~.5 ,5 ~ara n
= " (como en las figuras 6.1 1 y 6.1~ ) Y para n ;:: 3:l . (Para explicación vease el

. textc.}

faD!!:OS considerables de hipótesis alternativas, son claramen te recomendables. Ya hemos
me ncionado las diversas pruebas 00 paramétricas que en años recientes se han generaliza­
do crecienternente y han comenzado a sustituir a las pruebas estadísticas tradicionales
tales como la prueba 1 y otras. Son corrientes no solamente porque son sencillas de
realízar, sino también porque en muchos casos se ha demostrado que sus curvas de
eficiencia se ven menos afectadas por fallo de hipótesis que las de los métodos pararnétri­
cosoSin embargo, también es cieno que las pruebas no param ét ricas tienen una efK:ieI1CÍ2
total inferior a las paramétricas cuando se cumplen todas las suposiciones de las pruebas
paramétricas.

Vamos a considerar brevemente una prueba de una cola. La hipótesis nula es Ho:p.o =
Jo 5.5 como antes. En cambio la hipótesis alternativa supone que tenemos motivo para
creer que la media paramétrica de la población de la cual se ha extra ído la muestra,
posiblemente no podría ser menor que uo = 45.5. Si es diferente de ese valor, solamente
podría ~r superior a 45,5. Pudiéramos tener dos fundamentos para esta hipótesis. Prirne­
ro, pudiéramos tener alguna causa biológica para tal opinión. Puede que nuest ras moscas
f~n una población diminuta y cualquier otra población de la cual podría haber pr~e'
dído .nuestra muestra debe ser más grande. Una segunda razón pudiera ser que estuViese·
IDO S interesados 5Olame~te e~ ~na desviación de diferencia. Por ejemplo, podemos pr~b~
el efecto de una IUstanC13 qumuca en el alimento larval destinada a aumentar la magnItu
de la muestra de I1'lOSC3s. Por lo tanto, esperaríamos que "1 ~ Po Y no estamos intereS3-
dos en con rasta . ,.. , rnen-r para nmguna lJl que sea menor que u¿ porque este efecto es exac ··
~_ lo.contrario de lo que esperamos. Del mismo modo si estamos investigando el ef~:O
' .JiC CIerta droea como re di l' . . ' I blaOOD

~to"" . me M) para e cáncer, pudiéramos querer comparar a po da
no tratada que uene una tasa media de mortalidad 8 (de cáncer) con la población traU
cuya tala es 81 - uestra hipótf1is alternativa lerá If . O < O Es decir no nOS intere

d
"

ningún fJ que r . 1 . , '(\3d e
, I sea mayor que O porque si nuestra droga incremen ta la mortal!

cáncer ti un¡ penpecuya de tratamiento de poco valor .
( WIndo se r al" . . estl

b e 11..... esta prueba de una cola, la región de rechazo sobre la abSCisa OS
nte aYJ una cola de la CUrva que representa la hipótesis nula. Así. para nutS

U

10 .., •
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bargo, como algunos autores a veces d /25
5~ ero • bid b ' eno tan ot

{lcado de los strn o os e e indicarse en da ros rango. pe.o.rn I ca ca ' H estO! a t .
.....;"diera argumentarse que en un preparad b¡ ~u.nlcaci6n cient ífi, \ erucO!, el

r " . . . 1 . o lolog, l ' ca.
~ Ia reSida en SI a muestra difiere sign·fi · co e IO terés de l 'de..... r d . I rcaüvame IOveulgad

igfI¡[icat ivarnente por ebajo del pat rón. Este pued nte de Un patrón, fino e '" n(~
s en los cuales un exceso del componente act¡ e ser uno de esos prep: d n SI esta
cm ,.. fecti la dosí 1'0'0 no es pe , d· . ara os blo1t:>gi

reparaclOn me ecnva a a OSIS convenc ional E rJu IClal, pe ro un d ·f .-
b P de Ia mi . n este caso 1 e lelt ha ría
se realiZa exactamente e a misma manera salvo 1 a prueba es de una l·

ruc
ha de una cola están en la mitad de las prob bilidar os valores críticos de 1 ce a yp a I ades de I para Una
h~I'1 == 2.26, el valor 0.05 anterior y t as pruebas de dos colas \ .

r-: 1 d ' ....1., = 1 83 I " " "
ha

ciendo nuestro va or e 'sobservado.j; 1") "si ifica t¡ "e valor O10 ant '. ienifi . ,-, .... Ignl icatrvn al ' 1 .. ' eflor.
más precision, sigru ícatí vo a 0,05 > P > O025 S' .. mve 5 %, Ó. expresado ca

, ifl . . d 1 S % . • . I estuvoe",,"o, d n.,i1.'el de sigm icacion e • consideraríamos el p rspueuor a acep tar un..... . reparado s· 'fi .del patrono tgIl l ICatlvamente por debajo

Puede sorprender que el mismo ejemplo UIU '· d I. .. U di ' • IZan o os mísno dsigniflC3clon, eve a os conc ussones diferentes d s atas y pruebas de
d 1

han oíd ' Y pue e comeru.aralgunas e as cosas que se an 0 1 o sobre estad ísti .. se a pregunta r SI

todo, correctas. La explicación reside en el hecho de ca y l es~d lSlICOS no son, después de
a difere ntes preguntas. Si examinamos si nuestra mu

qu:
os ~s '~suhados son respuestas

del patrón en cualquier dirección, debemos concluir esu:\: ;lgm fjc~ l lvame n te d~rerente
para que rechacemos la hipótesis nula. Si r q s sufi~le n teme n te dife rente

q~e la v~rdade ra media de muestreo JJ. Pod;í~sero~:~~~e~e~~ ::s~~~~a;:sb l:lc~:~ho ~:
dííerenc la encontrada por nosot ros es claramente signifi ti E "' .lar . xa IVa. n este ejemplo queda
e o que en cualquier prueba estadística debe expresarse c1ar.amente si se ha realiz do
~~ pru~ba de una cola, o de dos colas, en el caso de que la naturaleza del ejemplo f~ese
doque . ubiese cualquier duda sobre la cuestión. Deberíamos señalar también que esta

ultado en los resultados no es necesariamente típica. Se debe solamente a que el
resu tado en este caso e . 1" 'S. la diíere nc¡ es a en un area imitrofe entre cla ra Signi ficación y no significació n.
I eren~¡a ~nt re muestra y patrón hubiera sido de 10.5 unidades de acuvdad.Ja
m~:stra habrfa Sido sin duda significa tivamente diferente del patrón para la prueba de una
0014 o de dos colas.

.La promulgación de una media patrón es generalmente insuficiente pa ra el estableci-
miento de un . .Rl fi ' patro n nguroso para un producto. Si la va rianza entre las muestras es

telenlemente g d ' di .' 'r,' 1 Imdi ran e. nunca sera posible establecer una uerencia sig O! icanva en re a

lam
e 13 de muestreo y la patrón . Este es un punto importante que debería quedar comple-

enle claro R . d d' '
Y d

. ecuerdese q ue el erro r típico puede aumentar de os maneras , ISITl1nu-
en oel t ."Y!) amaño de muestra o aume ntando la desviación típica de los elementos repeuu-
1. Ambos ' ' . ' talLa SOn aspectos indeseables de cualquier procedumento expenrnen .

l
en prueba descrita más arr iba para el preparado biológico nos lleva a una prue.ba

eral par I '. . . .' if .. de una desvl3'CW)n d a a sígnífícact ór, de un estad ístico esdecir , para 13 Slgnl lcaclOn I
e cualq . • . .' loca erandes raigO' en e

""dro 6 ure r estadístico de un parámetro, el cua se expo IY~ . I I de. .4 Est . . I s estadístICOS sigan a ey
dotnib ... a prueba se aplica siempre que se espere que o t'"''
L UClon . rtir de 13 muestra. se u~
¡¡ dittribu .•normal. Cuando el erro r t ípico se estuna a pa . ) casoespecialtl-I
de la dÍJ;t r~~on.~ . Sin embargo. cuando la distribución .nonnal ~St~b::n t con los vados

UClon /. la mayoría de los estadísticos aplican b dlS

(6.11)

di stribUida e h •-gun b

gl = n - 1 = 9,

O/JI > /' .> 0001, ,..

-90 . ",'" - -_ a _,a - ' NV _ -' 1') __ ? ]"
t. - ., " 0 - 3 · ' 0 - - ,- ,

oJ"N_ ' , ,)1 _

O/J,j "" ,~ "" OO), ,•

t. -

t24

. . . di vidida por una desviación t ípica estimada estará
una de~laclon 1 grados de libertad . Por lo tanto escribirnos
distribución I co n fl -

Esto indica que esperarí~oS que esta desviación se distribuyese como una va riante t.
Obsérvese que en la expresión (6.1 1) hemos e~nto tS ' En la mayor parte de los librosd
texto se encontrará esta razón identifi:a~a sunp~er.nen te como t . pero en realidad ~
distribución t es una distribución parametnca y teonca que generalmente sólo es apr '

b dE
OXI·

mada pero nunca igualada por da tos de muestreo o serva os. sto puede parecer
b

. 1 Una
característica secundaria, pero los lectores de erran estar comp etarnente seguros de u
en cualquier contraste de hípótesís de ~uestr~s , sola~e~ te ~s tamos suponiendo qU¿ ~
distribución de las variables examinadas sigue ciertas d ístribuciones de probabilidad teó ­
casoPara ajustarse a la práct ica estadística general, la distribución' debería tener realrnen.
te una letra griega (como r} , sirviendo ' como estad ístico de mue streo . Como esto Violar~
la práctica antigua, preferimos utilizar el subíndice s para indicar el valor de muestreo.

La prueba real es muy senc illa. Calculamos la expresión (6 .11 j ,

y la comparamos con los valores esperados de t para 9 grados de libertad . Como ~
distribución ( es simétrica. ignoraremos el signo de ($ y siempre lo introduciremos en la
labia Ilf bajo su valor positivo. Los dos valo res a cada lado de t , son l . ,"' l') = 2,26 Y
t o ~o \1I1 = 1.83. Estos son valores de t para prueba s de dos colas, apropiados en este

ejemplo porque la hipótesis alternativa es que JJ. '* 600 ; es decir , puede ser me nor o
mayor. Parece que el nivel de significación de nuestro valor de '$está ent re el S% Y la %:
si la hipótesis nula es realmente cierta. la probabil idad de obtener una desviación tan
grande o mayor que 7,5 está entre 0,05 y 0, 10. A niveles de significac ión habitualesesto
es msufl:¡e~te para declarar la media de muestreo significa tivamente diferente del patrón
Por consiguiente, aceptamos la hipótesis nula. En lenguaje convencional presentaremoslos
resultados del análisis estadístico como sigue . "La media de muestreo no es significativa·
mente. diferente del patrón aceptado ." En una comunicación cient ífica e~ t~ afinn

acióD

deberla respaldarse siempre por un valor de probabilidad, y la forma apropiada de prest~·
lar .o.to e. escribir 0,10 "P > 0 ,05 , que significa que la probabilidad de esta desv~aon
esta entre 0,05 y 0.10. Otra forma de decir esto es que el valo r de ( no es sign¡ficam'O
(frecuentemente abreviado como nI) . s

Una costumbre frecuentemente encontrada es el uso de asteriscos después del \-alor
calculado de la prueba de sign ific ación, como en' = 2 86•• . Generalmente los sím~05
representan los siguientes rangos de probabilidad : s •
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de libertad pertinentes desde 1 hasta ínfínito . Un ejemplo de ello es la prueba t para la
signifi cación de un coeficiente de regresión que se presenta en la etapa 2 del cuad ro 11.4,

110 : SI = Si" u; S i < Sl"

para una prueba de una co la.

3. En la prueba de dos colas , buscar el valor cri tico de la l_) . donde a es el ~r~or

de tipo I pertinente y v los grados de li bertad correspondiente al erro~ ~IPI CO

utilizado (véase Cuadro 6.1). En la prueba de una cola buscar el va lor cnucc de
/lal.\ para un nivel de significación de a .

~ . Aceptar o rechazar la hipóte sis apropiada en 2 basándose en el valo r de ts en t
comparado con los valores críticos de t en 3.

2 'J "'00XO,'J7:i[D) = _,1 ,

". y contras te de hipótes is
. aClo rJ
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l cnte superio r a l OO? Rccordando de la cxp "'
'fi ativan d ' resion (6 8) ( (

s~rll ¡C 'como xr.. - IJ • proce eremos Como siguc. En primer 1 ' ¡ue 11 I)s2/U2 se
JislribUye ugar calculamos

X ' = (n - 1)8'/. '
= (9) 1~;¡ ..I·I/ I(XJ

= 11 ,2UO

Observamos que la probabilidad de obtene r un x' tan g ra~d.e ~mo 11 ,29~ es pue~
su¡erior que 0,10 pero inferior que 0,50, suponiendo que la hipóte sis nula ~a .C1e~ a . ASl
X no es significativa al nivel 5 %; no tenemos fundamento pa ra rechazar la hipótesis nula ,

I d b¡ 1' · no puedeydebemos concluir que la varianza de las 10 muestras de prepara o l,o ,ogteO .
ICJ superior a la standard perm itido por el gobierno, Si hubiésemos decl~,do ~rob~r SI la
var ianza es dife rente de la sta ndard permit iéndole desviarse en cual~u lC r ~lfeCCIÓn, la
h" , ' . id 11 ' , - 2 y l/ 'o * 00 yunerror'pctesis pa ra esta prueba de dos colas habna SI o 0 ,0 - 00 l ' , ' ' ' i ntes:
de lipa I del 5 % habr ía dado pa ra la prueba de dos colas los valores cnucos ngu e '

ue calculamos la cant idad á ? en lugar de X2 para hacer hincap¡"c· d
\'ólcse q , d ' . e nuevo en que
. ob temendo un esta ISt lCO de muestreo que compararemos con 1" di I "C ió
(slamOS ,2 desi l ' a 15 nnucr 11·¡rica, El uso de A para csignar e estad íst ico de muestreo que se ajusf
" " me a . l· t blecid S· " a a un,
.~ "bución X esta arnp lamen e esta eCI o, iguiendn el esquema general del cuad
distü ". bl 1' " ' ·1 ' 0

f continuaclon esta ccemos nues ras upotesis nu a y alte rnativa que son IJ :u1 <:;
6"·, a 'd . li Q
1 JI :0

2 > 0 0 ; es CCH , Vamos a rea Izar una prueba de una cola. Después se halla el
a, Y ¡ a 2 d d . d¡ 1 de ti
I r critico de X como x,,[..] • o n e Q 111 tea e erro r e tipo l y ti los grados de libertad

''0 d i . . ,r1 inentes. La cant ida a rep resenta a proporcron de la distribución X a la derecha del
~Io r dado. como se ha descrito en la sección 6.6, y ahora se ve por qué hemos util izado el
simbolo a pa ra esa porción de la curva ; corresponde al error de tipo 1. Para Q grados de
libertad encontramos en la tabla IV que

y contras te de hipót "
(:818

Estimación

111 : SI > Si"110 : S, = SI,.

o
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,--- CUADRO 6.4 --------------------,

. ifi ión de un estadístico , es decir, la significación de Una
C t aste de la slgm ICJel . I diste¡

00 r - . d rámetrc Paro estadís ticos norma mente IstnbuidosdeS\;ac ió n respecto e un pa . .

Etapas del calculo

1. Calcu lar l
J

como la siguiente razón.

SI - Sr"
l . = ,

"
S srad istíco de muestreo Srp es el valor para métr ico fre nte al cuajdonde ( es un e , . .

se va a co ntrastar el estad íst ico de muestreo, y S~t es su erro r {l pI CO estimad o
obtenido en el cuadro 6. 1, o en otra part e de este libro .

2. Las hip ótesis pert inentes so n

UD: Sf = SIl' Jl 1 : SI ~ SI"

para una prueba de dos co las.

6.10 Contraste de la hipótesis II O:u2 = a~

El método del cuadro 6.4 solamente puede uti lizarse si el estadístico está nol1l1almente

distribuido. En la varianza esto no es así. Como hemos visto en la sección 6.6, las suro:
de cuadrados divididas por 01 siguen la distribución X2 • Por lo tanto , para contras~r, 3

hipótesis de que una va ria nza de muestreo es diferente de una varianza param triC
debemos emplear la distribución X1 • ha

V ttli . I . , ior Se nOSamos a u I Izar como ejemp o el preparado biológico de la seccion antenor- . ZJ
dicho que la desviación típica era 112 basada en JO muestras. Por lo tant O, la vadr~nl"

L_ . ' . a t
debe haber Sido 125,44 . Supongamos que el gobierno postula que la vananz nC'O
muestras del preparado no debe ría se r superio r a 100 ,0, ¡,Es nu est ra va ríanl.a de mues

Esto delinu tan regiones críticas del
, S valores representan ji-cuadrados en los pun tos qU,e e" 700 o mayor que
. ~ % a I de \" menorqu., . .
19 en cada cola de la distribución X ' Un va or ue , ecía a esta poblaClon.

,0"3 hab · . " d muestreo no perten .' .\ . na Sido prueba de que la vananza e raci ón de la hipótesu
lk¡~nro valor de ,y2 = 11,290 habr ía llevado nuevamente a una acep . '

E~ eba de significación váltda par,a
Oint el capítulo pró ximo veremos que hay otra pru,ó Esta es la prueba F, materna·

rastar I h¡ , te seee1 n. ·t'éndonos! k" ~_ a IpoteslS sobre varianzas de la prcsen ba más general, perrm I ,
....Jlente e ' , b una prue . con vanan-PfoL.- qUlvalente. pero que es sm cm argo. d n de poblaclonts

...r la h"pó 1 eo proce e
l¡¡ ~ 1 tesis de q ue dos va rianzas de mues r

~ua les



EjercicioS 6

Diferenciar entre errores de t ipo I y de tipo 11. ¿Q ué sig nif ica la po tencia de un,6.1
prueba estadística? .... . .
Puesto que es posible contrastar una_ hip ótesis eS,tadlSllca con cualq uier tamaño de

6.1 rmuestra, ¿por qué se pre ieren tamanos mayores :
6.3 Los límites de confia nza al 95 % padea J! obte

9
n

51dos
enduna ~ et el rOmoilnad a muestra

han sido 4.9 1 y5 ,67g. ¿Es correct,o ce leq ue veces eea a a '!1edia de la
población. u. se halla dentro del intervalo desde 4 ,9 1 hast a 5,67 g? SI no, ¿Cual
seria la afirmación correct a?

6.4 Fijar límites de confianza del 99 % para la med.ia ,.mediana, coeficiente de \'aria­
ción. y varianza de los datos de pesos de nactrmento dado s en el cuadro 3.2
SOL UC ION. Los límites inferiores son 109 ,540 , lü9 ,0 6 0 , 12 , 13 6 y 178,698:
respectiva mente .

6.5 Fijar límites de confianza del 95 % a las medias de la tabla 6 .2. ¿Son todos estos
límites correctos? (Es decir. ¿contienen a p?)

6.6 En un estud io de llamadas de aparea miento en el sapo arbó reo 11)'10 ewingi,
Littlejohn (1965) encont rÓ que la duración de la señal de llam ada en una muestra
de 39 observaciones de Tasman ia tenía una media de 189 milisegundos y una
desviación t íp ica de 32 milisegundos. Esta blecer intervalos de co nfianza de l 95 %
para la media y la varianza.

6.7 En la sección 4 .3 se dio el coeficiente de dispersión como un índice de si los datos
se ajustan o no a una distribución de Poisson . Como en una verdadera distribución
de Poisson. la media. u, es igual a la varianza param étrica, 0 2 , el coeficiente de
dispersión es análogo a la ex presión (6.8) . Ut ilizando los datos de ácaros del
cuadro 4.5, contrastar la hipótesis de q ue la verdade ra varianza es igual a la media
de muestreo, en otras palabras, que hem os muestreado de u na dist ribución de
Poisson (en la cual el coeficiente de dispersión seria ig ual a la un idad) . Nótese que
en estos ejemplos la tabla ji-cuadrado no es ade cuada, de modo que deben calcu­
larse valores críticos apro ximados utilizando el método dado con la tabla IV. En la
sección 7.3 se presentará una prueba de significación alternat iva que evita este
problema. SOLUC ION. (n - 1) X CD = 1308,30 , Xil ,oSls881 '" 64 5,708: .

6.8 Utilizando el metodo descrito en el ejercic io 6.7, exam inar el ajuste de la distribu­
ción observada a una distribución de Polsson . cont rastando la hipótesis de que el
verdadero coeficiente de dispersió n para lo s datos de la tabla 4 .6 es igual a la
unidad.

6.9 En e.1 compor,tamiento c1inociné t ico directo , relativo a la temperatura. I~s ani~a ~
les t.lend~~ mas a menudo hacia el ex tremo caliente de l gradient e q ue hacia e~ fno;
la dirección de la tendencia es al azar . En una simulación de este comportamiento,
en un ordenado r, se obtuviero n los siguientes resultados. La posición media de un
gradiente de temperat ura apareció en - 1,352 . La desviación t ipica fue 12,267 Y11

= 500 individuos . El gradiente fue divid ido en unidades: el cero en el medio del
gradle~te. pun.to de p,artida de los ani.males; el signo menos correspon~ e al eX~~i
mo Ir¡o y el signo mas al extremo mas caliente . Compro bar la hipotesls de qu ..
comportamiento c1inociné tico directo de los ani males no resu lta de una te nden~ I.3

. . he . , . ' teSISgregana acra el ex tremo Ir¡o o hacia el caliente es decir co mpro bar la hi po
de que JJ. ,la posición medi a en el gradie nte, e ra cero.

•
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Estimación Y contras te de hipót .

eSls
Y

contraste de IJipótesis
. ,ación

~l ln ID
estud io de medidas de los picos de los pa

En un ' 1 I . d del n¡ pamoscas vespe 1
6, 10 11 ( 66) encontrar' ~ ue a donglt ~ . ,e pico de los machos tenía Una m"nd~s , Jchnson

(PI y un cae icien te . ~ vanacion de 4 ,67 %. Partiendo d e la de 8, 14 :t
0, nt s individuos se utilizaron . SO LUC ION : n = 3'8 e estos datos, ded ucircuan o M •

l •



Ahora pasamos al estudio del análi sis de la varianza. Este método, desarro llado por R.A
Fisher, es fu ndamental para toda la aplicación de la estad íst ica a la bio logía yespecUJ.
mente al diseño experimental. Una m~nera de enfocar el análisis de la varianza es comide­
rarlo una prueba de si dos o más medias de mue streo podrían haberse obtenido IR
poblac iones con la misma media paramétr ica, co n respecto a una variable determimdi
Alternativamente, podríamos concluir que estas medias difieren entre sí hasta tal punto
que debemos suponer que se han muestreado de pob laciones d iferentes. En los casosen
que solamente se trata de dos muestras, la distribución 1 ha sido utilizada trad icionalmen·
te para probar diferencias sig nificat ivas entre medias. Sin embargo , el análisis de la miJft

1..3 es una prueba más general que permite contrastar dos o muchas muestras, y pousu
razón lo presentamos al principio para equipar al lector con el arma más potente pan i:

arsenal estadístico. En la secció n 8.4 discutiremos la prueba t para dos muestrascomoU!

caso part icular.
En la sección 7.1 abordaremos el tema en terreno familia r, el experimento de mue~ec

de las longitudes del ala de moscas domésticas. De estas muestras ob tend re~oS \JI

estimadores independientes de la varianza de población. En la sección 7.2 nos deSViare¡:
para.pr~s.ent ~~ otra distri~~c~ón cont inua más, la distribució n F. nece~ria ~~ra ;~ ~~qlt
de Signiflcacl?n en el análisis de la varianza. La secció n 7.3 es otra dlsgreSIOn ~ ¡VI

mostramos, como pue,de ut il~arse la recién aprendida distribución F para gro~~. ti 11

muestras tienen la misma vananza. Ahora estamos preparados para la sección . ';':0-
que . I . tos l ' P"exam inamos os efectos de somete r las muestras a diferentes rratanuen . do' ~

. . (7 . de~ .
~ secc ión : ~ ). descfJb~ la descomposición de sumas de cuadradoS. Y s 7 .6~·

bertad , el anál ísís de vanaflZa propiamente dicho . La s dos últimas seccIone ( qlJet!
se ocu~a n de un modo más ordenado de los dos modelos clent ificos para 10~t
conve niente el análisis de la varianza, el llamado modelo de efec tos del rrar
(Modelo 1) y el mod I di ·e o e compone nte de la va rianza (M odelo 11 ).

= 29,2/4 = i ,3
"LY'

(n - 1)

adUcción al análisis de la varianza
In tr

.. 73 d 13'E cepto la seCC lon . • lo o el capítulo es l¡
CO I1~~dera remos los deta lles p.rácticos del CálcU lo~n;ro l~~~nte Itór ico. En el capítulo 8

. 10 completo de la rnatena del capítulo 7 p tante, es necesar io un con .mito . I ara resolve . I OC1 ·
la varia nza en el cap itu o 8. r ejemp os reales de análiSISde

7.1 I...Js \'arianzas de muestreo y SlIS medias

' bordamOS el análisis de la varianza por medio del .
f\ ex penmento de fam¡ .
las longitudes d~ 1 ala de moscas domést icas (experimento 5 1 . m~es t reo amil iar de
combinábamos siete muestras de 5 longitudes del al . f . ) tabla 5.11, en el cual
labia 7.1 hemos reproducido una de estas muestras L', sP's,'e'l ormar muestra s de 35, En la

. . I . e muestras de 5 au ui 11 · . d
' rupos, se alistan veru ca mente en la mitad Superior de la I bl \ . , amJ, as
, . . I b l 7 I d b . . a a. I ntes de pasar a explica rmas ampliamente a ta a . e emos familiarizarnos con la t . I ., ' ,

. b d . d erm1110 og la Ysimbolismo
añadIdos para a U f ar este upo e problema. Denominamos , nuest. 1 • . s ras muesl rasgml'OI; a
veces se denominan e ases y por otros termines más que ve remos d é E luu ¡. . . , espu s. -n ell a qUlc r
Problema de análisis de varianza tendremos dos o más muestras u g.... rupos semejantes Y
util jzaremcs el s¡mb? lo a para el n~mero de grupos. Así, en el ejemp lo actual a 7. Cada
grupo O muestra esta basado en 11 nems, como antes: en la lab ia 7, 1, 1/ = 5. El numero

101a1de ítems de la tabla es a veces 11 , que en este caso corresponde a 7 X 5 Ó 35.
Las sumas de los ít ems de cada grupo se presentan en la fil a bajo la línea horizo nta l que

sepa ra. En un análisis de varianza. los signos sumatorios ya no pueden ser tan se ncillos
como anterio rmente. Podemos sumar los ítems de un grupo solamente o 10 5 ítems de la
labia ente ra . Por lo tanto , tenemos que utilizar superíndices con el símbolo sumatorio . Oc
acuerdo con nuestra costumbre de ut ilizar la notación más se ncilla posible, cuando 110 sea
probable que esto nos induzca a error, util izaremos ~)' para indicar la suma de los item s
d 0'1 i-
.e un grupo y L y para ind icar la suma de todos los items de la tabla. La suma de los
nems de cada grupo se expone en la primera fila bajo la línea horizontal. La med ia de
e.ada grupo, simbolizada por I", se halla en la próxima fila y se calcula ~nciJIam~ nte como
[y/", Las dos filas restantes en esa parte de la tabla 7. 1 presentan [y1 Y[ .1'1, para
cada grupo por separado. Estas son las cantidades ya familiare s, suma de los Y cuadrado
ysUma de cuadrados de Y. .

De la SUma de cuadrados de cada grupo podemos obtener una eSf imaci?n de la var ~a nl:
de la pob lación de lo ngitudes del ala de moscas domést icas. Así. en el prun er grupo 2: Y
• '9 ' P . bl ..- ,• . or lo tanto , nuestra estimación de la vananza de la po acson es

Una est ¡ .• d uadrados para cada grupo.
PGdr · lJnaclOn bastante baja. Como tenem?s una suma ~..c de cada una de ellas. ~o
ob. lamos obtener una est imación de la \"aTlanza de ~~l al,; ·lOdn lg ún modo hacemos un

ante e lé . . t aclOn SI e a
prOm d.' s OglCO que obtengamos una mejor es l~ ESlo se hace calculando una
~~ .e 10 de estas diferent es estimaciones de \"3T1anza i. día sirnpie y que cada

Q,/A:J' Po d - b ia una me I •
~I irna .. " erada. Realmente en esle ejemplo a Slar~ I mismo umai\o, Sin embargo.

cien de la va rianza está basada en muestras e

Capftulo 7

Introducción
de la varianzaal análisis
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(7,1)

'-m
L w,St,

i - 1

'-mL W ,
1-1

'ón al análisis de la varianza
aduCCI

I U 1~
. dar la fórmula general , la cual da resultad .

ierj¡TIOs d os Igualmente san fr" aSO como para casos e tamaños de muestra dif 15 actocias tanto
este e f ' I I crentes en lor1r1 di ponderada. Una ormu a general para calcular una d¡ s que es necesaria

la me. ~ SI es la siguiente : me 13 ponderada de cualquier
estadlStlCO

29,2 + 12,0 + 75,2 + 45,2 + 98,8 + 81,2 + 107,2 448 8
s! = 28 = 28' = 16,029

d nde se está n promediando m estadísticos, St., cada uno ponderado p I f
o . 2 . . ore actocw¡.E n

..te caso cada vananza de muestreo Si se multlp1Jca por sus grados de libe t d . _
" I d d ' r a ." i - ", ­l, dando como resu la o ~~a suma e cuadrados (¿y2 )¡, ya que (n¡ _ 1)s; = L )'; .Así.
tI~umerado r de la expresión (7 .1) es la suma de I.as Sumas de cuadrados. El deno~inador
" 1: (111- 1) , 7 X 4, la suma de los grados de libertad de cada grupo, Porcons~ui'nte .
Lt rarianza media es

Esta cantidad es una est imac ión de 15.21 , la varianza paramétrica de las longitudes del ala
de moscas domésticas. Esta estimación, basada en 7 estimaciones independientes de va.
ranzas de grupos. se denomina varianza media intragrupos o simplemente varianza intra­
~pos. Nótese que utilizamos la expresión introgrupos, aunque en capítulos previos
utilizábamos el término varianza de grupos. La razón de que hagamos esto es que hasta
ahora rodas las est imacio nes de varianza utilizadas para calcular la varianza media han
r~u ltado de sumas de cuadrados que miden la variac ión dent ro de una columna. Como
veremos más abajo. se puede n calcular también var ia nzas entre grupos. separando por
grupos limítrofes. .

Para obtene r una segunda estimación de la varianza de la población tratamos las ~e~las
deJos siet - , b CIO' nes Los estadrsncose grupos. y como si fu esen una muestra de siete o serva . .
que"l' bl 7 I titulada Calculo de lasutan se exponen en la parte superio r derecha de la 13 a . • I al

Iu
rum

ba de cuadrados de las medias En este ejemplo, hay siete medias; en el ctasoslll1,gebonel'"S
rá " • <J - di ~ 'tesequeese -

1llo amedias. Calculamos primero e- Y,la suma de las me las"I o. "dentuiear esta
es Un t L- te debenamos Ianto chapucero. Para ser completamente corree id d

cantidad 1 - <J_ 1 hasta el grupo o. l a canti a
cuma L 1;. sumando las medias desde el grupo _

Ci1CUlada 1 :- I _ • u s c:t1culada como y ~
h~ Laa CO ntmuación es Y , la media total de las medias de g~ POt 0 1es y = 45,34, una
~ a, SU m di · v 3 17 4 \ la media 10 a d dapIO,;... .• a e as siete medias es " J= ,. t •• La suma de cua r~ os

""aCIO b ¿;,.. . ' P = " ,O, ' , , 2
repr'''b n astante cercana a la media parametrlca dia total " O - }I .

~"'nta las d . . cto de la me I • i: "'4 la
~¡ esto ne ~sv lac lo nes de las medias de gru~ resp~ y Z ue es igual a p oU7A- _;,
formUla d ceSltamos en primer lugar la canudad L 1.' qd 3estas medias es 1:} ­
11' yü , e cálculo habitual para la suma de cuadrados ap K'daa ob te nemos una l'ariJm: o

, I al = '5 d d las me es - ) D' ídímcs~'r L - .41 7. De la suma de cuadra os e <1 ( 1' _ \....1
J
(0 _ l. IV

~l rned' , e' 'C' "
la s de la forma convenc ional como sxgu . i:

f . -

~ I ~-
--

. ­- - ~., H r... '" ,,1 "1-1
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od cción al anál is is de la va rianza_" u 1~

dif rentes. siendo 16,029 para la varianza int ragr upos y ' 1 181 1, '
le e - , para a vananza ent re

!"'vpOS'os a revisar lo que hemos hecho hast a ahora expr ind I d '
arn bl 7 1 ' " esan o o e un modo mas

do La la a .- representa una tabla gene ra lizada d
orden3' it ud d 1 I d pa ra atas como los de las
muestras de longu u es e , a ~ e mo~as. domésticas. Cada lo ng it ud del ala indiv idual se
rtpresenta por Y, co.n sub indices qu e mdlcan,su posic ión en la labia de datos. La longitud
del 31a de la mosca / de.la muestra o grupo 1 se expresa por ril o Así se observa ra que el
primer sub ind i~e camb l~ con cada ~o l umna representando un grupo de la tabla, y el
segundo subíndIce cambia con cada fila representando un item ind iv id ua l. Utilizando esta
notación podemos calcular la varianza de la muestra I como

"U'
"

uY - n

134
Int roducción al anál is is d

e la Va 'fianza

I d 11 - 1 porque la suma de cuadrados se basa en a {tans (m d¡
Por a - I en ugar e '2 _ ')360 Hemo s vi e I3S), d I med ias Sr> = 25,417/6 - 4 ,_ _. elllo s Visto en el capitul '
la varianza e as J d I bl " 06 h"" ) ndo se muestrea al azar e una so a po acion ' ''Y1e·
SIOO (6 .1 . que ella

y por tanto

Así podemos estimar una var ianza de Ítems mult iplicando la varianza de las medias J

, ' 1 di ( iend por ,tamaño de muestra en que estan basadas as me las supo ruen o que hayamos muestree. e~~

de una sola población) . Cuando hacemos esto para nuestro ejemplo actual ob tenemosr
= 5 X 4,236.:! = 21.181. Esta es una segunda est imación de la var ia nza paramét rica 1 5 .~ 1

No es tan próxima al valor correcto como la estimació n previa basada en la varianza roed;
intragrupos, pero esto es de esperar ya que está basada en 7 "obse rvaciones" solamente
Necesitamos un nomb re que describa esta varianza para distinguirla tanto de la variallZl
de las medias de la cual se ha calculado como de la varia nza intragrupos con la cual I

compara rá . La denominaremos varianza entre grupos; es fl veces la va rianza de lasmedw
y es un estimador independ iente de la varianza pararn étrica 0

2 de las longitudes del ala de
moscas domésticas. En esta etapa puede no quedar claro por qué las dos est imacom e
a2 que hemos obtenido. la varianza intragrupos y la varianza entre grupos. son indepel'l'
dientes. Rogamos se admita que en verdad lo son. Aunque esto no es de ning ún modoen
prueba de independencia. obsé rvese qu e en este ejemplo las do s est imaciones son realmerr

TABLA 7.2

Datos ordenados para el análisis de la varianza simple
de clasificació n sencilla. de forma completamente alea­
toria .

a grupos
1 3 , , , , , .. a

t Y" l í l 1í l ri. , , , 1~ 1

2 y.. 1;' l í2 l 'i2 ' .. 1~,
~

I ~JE 3 }~ , 1;' 1;' l"¡¡ .. '

"
, , , ,- , ,'- , , , ,

~ ) v., l í ¡ l'J¡ l ~ i , .. 1~ ,
,
, ,

, ,
n v.. 1;" li " .. , l i .. .. ' l ~ .

• • " • •Sumas • .,' r
" l ' I }'j 2: } ', .,. l ' ' r1:: l "· -.- " ..

Medias r Yo Yo Yo r. , .. r.

La varianza [ntragrupos, que es la va rianza media de las muestras, se calcula como

Observese la doble suma. Significa que ponemos en primer lugar i = I (siendo r elmdice
del ~ exterio r). cuando comenzamos por el primer grupo. Sumamos !as desvi~c~ ne~

cuadráticas de todos los ít erns respecto de la media del primer grupo. variando e1111dl~e I
del ~ interior desde I hasta 11 en el proceso. Después volvemos a la suma exterior,
ponemos i = 2, sumarnos las desviaciones cuadrá ticas para el grupo 2 desde i = I h ~sta I =

, ' l I di del S t nor se ll eva hasta o En otrasn. Este proceso se cont inua hasta que 1, e 10 Ice e .... ex e • "
d ' , d áticas dentro de un grupopalabras, sumamos en primer lugar todas las esviaciones cua r "

• . . . d 1 d ' grupos La varianza entrey añadimos esta suma a las sumas similares de te os os emas .
grupos se calcula corno

i_Q

n 2:(r. - 1')'
a - 1 1_ 1

, . de la varianza de la població~ . ¿qué
Ahora que tenemos dos est imadores mdependlentes " d estiman el mismo parámetro.

haremos CO n ellos? Podr íamos querer hallar si en .estadisu ue evalúe la probab ilidad
Para b -,," eba esta rsuca q "1' Ipro ar esta hipótesis necesitamos una pru . bl íó n Esta prueba un Ila a
d~ que las dos varianzas de muestra sean de la mIsma po aCI "
dlStrib ' . " ., nUClO n F, que se considera a contmuacic '

7.2 La distribución F sad por lo cual no
"amo Este es bastante pe o. blacjón
Pt<j. s a planear otro experimento de muestree- uestre3ndo al azar ~e .unadpo edia IJ
~r lIemos que se realice. Supó ngase que ~ esta ;;1 ala de moscas domestIcas e ro

malmente distribuida. tal como las longitudes

--""
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Fig. 7.1. Tres distribuciones F típicas.
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F' ,'. buóón F para b ' . ~ 1 ' % en una
Ji. 7. 2. Curva de frecucncra de 13 dlstTl rt 'lón l.'nl l( a de ,

lad r, · - ' ~' I " ..t'para una ~. snect ivu mcn te. l:n f = .. .. st ·
('\.11 3 .

iól1 al anális is eJe la varianza
In lfOdOCC

Esta razón sed próxima 3 I porque estas varia nl~ s son est imac!ones d; la n;isrna cantihd
Su \'310r real depended de las magnitudes relativas de las vananzas S I y 52 . Si tomamol

repel idamente muestras de tamaños 111 Y " 1 ;' cal~u l:mdo las razones Fs de SUs varial1Ul,
de hecho la media de estas razones se aproxunara a ("1 - 1)/(11 1 - 3) , que es próximo l
1.0. cuando " 1' es grande. La distribución esperada de este estadíst ico se denomiru.
diuribucán F en honor de R. A. Fisher. Esta es otra dist ribu ción descrita por lira
fu nción matemática complicada de la que no es necesario que nos ocupemos ahora. A
difere ncia de las distribuciones t y X2

• la forma de la distribución F está determinadapor
dos va lo res para VI y V'l grados de libertad. Así. para cada comb inació n posib le de valores
VI. V:. variando cada v desde 1 hasta infinito. ex iste una distribución F difere nte. Recué­
dese que la distribución F es una dist ribució n de probabilidad teórica lo mismo que13S

distribuciones r y Xl . Las razones de va rianzas basadas en las varianzas de muestree,
s i ls~. son estadísticos de muestreo que pueden seguir o no la distribución F. Por lo tanto,
hemos distingu ido la razón de varianzas de muestreo llamándola Fs, de acuerdo COD

nuestra costumbre comúnmente aceptada de escoger símbolos diferentes para estad istcs
de muestreo y distribuciones de probab ilidad (tales como ts Y Xl para t y>! ).

Hemos discut ido la ge ne rac ió n de una distribución F toma ndo repetidamente do!
muest ras de la misma distribución normal. Tamb ién podríamos haberla originado pOI

muestreo ~e dos distribuciones normales dist intas que difieren en su media , pero idéntica!
e ~ s~s v~ ~laol.as paramétrlcas, es decir, co n PI =1= Pl pero a~ = a~ . Así obtenemosun]
d~st flbuc lo n . F tanto si las muestras proceden de la misma población normal como de
d lferen~ es . siempre que sus va ria nzas sean idént icas.
t La figura 7.I..presenta varias dist ribuciones F típ icas. Para muy pocos gradosdel~er'
ad la distribución tiene forma de L, pero se hace gibosa y fuer temente inclinada hac13 13

dere ch~ .al aume ntar ambos grados de libertad. La tabl a V presenta la dist ribución de

d
Prob, ab llbld)ad acumulativa de F para tres valores de probabilidad seleccionados. Los val

ore
¡'

e a ta a represent F . . .. F3 !
d h d 1 an " [PI• .,J, donde O' es la proporción de IJ dlstTlbuclon .
te',''') a e vadlo r dado de F (en una cola) y VI , Vl son los grados de libert ad pertenecleb"'1

a numera or y al de . d de I . . La ta
e

. d nomma or e a razon de varianzas respect ivamente,
sta or enada de mod 1 ' d ertene·

cer nes a la ' o qU,e por a parte superior se lee V I , los grados de liberta P \lJs
vananza supeno r 1n d ' . d se lee Vl'grados de libertad . umera o r] y a lo largo del margen ízqu ier o J. . terstc.

ción de valores de pertenecientes a la va rianza inferior (denom inador). En ca a Inrn agn ~
lud de o l' g r~dos de libertad registramos lres valores de F dccrccicnteSCn O(í)'"
( ' ur ejemp o. una d istribu ción F con v , - b l ' = " 4 'es 2 S1 para 0: ::: ; si ,

un esto queremu decir ue Oos d . ,1 60 • de F::: '"
1.1 , el arca baju la curva re hall a :1 la derecha

,
F _ S I

, - s~
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. -di "' 010 de muestreo consiste en muestrear primero" .
. a 0 2 El pwn: umc d ' il ¡ I It -y \':lnanl . l 'do por el muestreo e lh i tcms y ca eu o de su Va ' ~ "l l l'

. , u \'ari:It1Z3 s segu i ' . ¡ . . uanz /.ralcu ar S I' Y lb pueden ser igua es o no entre SI pero SOn f" a r
L I nla J10S de muest ra II I • • . d . IJOsP
os :l . .ocrimento de muestreo. A Sl . por ejemplo . po fi amos muestrear siem aI¡

r~~~~~~;Se;~3 Ia para la prin1c'ra muestra ( 111 ) Y 6 para la segunda ("2 ).Una vez :~: ~
ha ~bte n ido cada par de ralores. calc ulamos



'1 ' - :i,1l
'11 O,~l

I 'a¡':a CUando se munncm- sin cerní.
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La hipótesis alte rnat iva es que las dos varianzas son diferentes. No tenemos tunda .
ente para supone r q ue un sexo sea más variable que el otro . A la VI 'it,1 de la
ip ótesis alt cr uativu ést u es una p rue ba de dos colas. Puesto que en la tabla V y en
uchas o tras tab lus solame nte se ex po ne ampliamente la cola derecha ti c 101 dt stnbu ­

-ión 1-', calculamos '''sco rno la raz ón de la varianza mayor so bre la menor

1I . : Se puedeay u . , .. ¡: \. la dlStJlbuclon \ .
rteorda na IInpOrt anl e relació n l'ntrc la dl"lflhuc,llln . J con" I grados dt'
Iibert ,/ q~e 1:1 ralón .r~ = L Y ~ 102 se dISIJlbU.13 conw una

l
\ oblll'llt'la ralon f~

l a~ .Slse· .· ', . I por 11 .se , I
' 01 UIVluC el JHlIT1l' r:u.l o r dl' c"la cxp rcskH . .1 d(' f 1_-1 . 1 os

, qUe e .1' b ' klO rspcraua 1crl<!o s Ulla r;at. ón li l' v:r. J1:Hlla S (U n Ulla ul..;lfl u\. .1oc la sum3 de eUJura·
s de Itb 1 Jo Jr IIbcrl3u . '1 ..

o ... ' erlad de l numerador SOIl " l . u' gra 'or 51.' (onsltÍl'ran ¡nIUll o.
¡rla rl¡' .• • " e1 dt'lWllllnaU

a ue lIluestr t'O; los gr.II..Ios JI.' hhertJu u

Debido a l.J. UC la prueba es de dos colas. buscamos el valor cr itico tic F..fl[...n)
don de Q es el error de ti po I aceptado, " 1 = 11 1 1 YIJ2 = n 2 l . los grados ti c
libe rtad para la varianza superior e infe rior , respccttvamentc. LI que busquemos

F..f2{ .....,l o 1"../2\•.".,1 depende de que la muestra I o la muestra 2 h:n¡a la
varianza mayor y est é situada en el numerador .

En la tab la V enco nt ramos 1".07'1" ' 1 = 4 ,0 3 Y F 0." .'1 - 3. 18. Como és ta
es una prueba d e dos colas . dup licamos es tas probabilidati es. Así, el valor F tic 4,03
represe nta una pro babilidad de Q .;::: O,O S, ya que el área tle la cola ,lk recha dc Q

::: 0,025 está equilibrada po r un área si milar a la il quicrda de ¡. tU, ...)
::: l/ F.ou [..., = O "'l 4 R I'o r lo ta nlo suponiendo que 13 hipóteSIS nula Sl' il clerla, la

., .- . , '1 /400 -025c",probab lhdatl dl' o bservar un valor F mayor que 4 .00 Y menor qu~ , '
0 10 > J' > . l " . n"s de mue ~treo . no son, OOS. lI abh ndu t"stfl clamente , as uO'i \arl3
"g ·r·· ' , . , ' ¡ables rn cuanlo a su

III Icallva mcnte di feren tes los dos sexos eran Igu3 mentc V3r .. , 1 ,)
ur ·6 ' I b lantc pro .'wllO a IlIvea.el n de supervivenc ia. Sin embargo, el resultado es o as ) . n.'s ·r· ., h ...., ,,¡blrmenle 3S vanaIgnl Ica Cl on de l 5 % co mo p'l r'l hal:crnos Súspec ar que ,.- . lalas f ' • , • le expeumento wn

ucsen en realidad di fl"renl eS, Ser ia deseable repctlJ es
(~peran . 1 • 'l a ue qUI: salil'se n resullados mas deelsl\'os.

odllCcíóll n! t1 nálisis de In vurterun.r ,~

( U,\I>lW 7,1 --;;,~¡;;~~.;:::;~:;:::== ---,
-- te de sigru flcacrfl n de las diferencias entre d , , .Cllltf;IS uus \3r1a IlW 'i,

1 (J.: I
f '

.["1. ... ) - "
¡. U- ..)[ .... ..,1

I'or ejemplo ,.. 1 (2 ,. , . 1Jr3 ~
y 24 grados'd' I°b··IU~! .. , ) SI querernos ohlener P o"1& U) (el valor J l' . I di

e 1 crlau reSpel,; IIVamerti .' " )5 oJ del ar('3la lllstTlhuc' 11 1-'1 . ' . I C,:I ;1 uerech:l del cual se halla el t '" •
, lencrnos que busc' r ' l ' . f o,M ll tI

el el recí proco de 4 53 _ a prll1J cru '0,0.1'.,1) .l,5J. I: ntonct'5 , r , rJ

SY 24 KJado! de Ilbe'r{' :.q.ucá<o 'lre,ponde a 0,221 . ASI , el lJS % li e un a d istr ihu,"lon P
•Iu cM a a dCTl'cha de O " 1,--

JI1Jroc/uccicíll al <IIml isis dc ln
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. , , . -src Stl laml' ll1l' 0 ,0 1 del drcu hajo la curva est;Í a la Jcrccl ,..' ,
1.;1 fl~ur;1 7... 1us t rc c. . . ..' . 1 _ 2 . . .. . <l ue /.

7 \ . i 1 1I v¡~ SC ll1 uS una hip út c st s nul a 1/0 . 01 °2 . {; UIl 1.1 IIIpOl CS1S alter _
J ,h . I SI, S • 1 ' · ' ucst n , 1 f ¡ 'lallva
11 i > 1 "I,·I'"¡;H í·IIIH> Sun test J' li t' tilla co a. como SI,; 111 ( 'S ra en a Igura 7 '"

1 01 °1. . . . btcnld 1 . ....
I ""'0'"co ntrastar las Jos vananzas o tcnnras cu e cx pcr llncnlo de "JU1\ IO r:1 PUUl: . " • . ' . . eSlreo

• I Ión 7 1 v ", bl·, 7 I 1,;[ v:lI ia llla t' n l TL' il TllpOS bnsadu e n 7 med ias era 11 180ur J scccn . J • • • • C> -, y la
.. ", 1 de ntro de los 7 grupus de 5 mdíviduos era 1 6 ,O ~9 . Nues tra h ipót esis nula

\,ITI.I I1 .n . '., '. . .. ; '.. l: h i . • '. ,es que
1:15 Jos varialllas es r.mau la 111 1511).1 V.lrI.l lll.' p ,lr.lIlll:~ r l~ .I • •1 .l lp o t CSIS .J1 tcf natlva en Un
nndluis OC vananzn es siempre que la va r i:~ lIz;¡ l~ ar : II11 ('trlc a c~l lll l:l d a p~>r la va ri:lIli'a entre
grupos es superio r :1 la cst imada pur la V¡~ r1a rlla 1I.ltr:lgrupo s, 1:11 la sección 7.4 se explicará
el fundame nto oc cstu hipót esis alternat iva restr!t'l lva que co ud ucc n 1I11a prueba de Una
cola. Calcula mos la rn zón de V:II,i:J111aS /:s = sUsi = :! 1,18 1/16 ,O:!<J = .I.J :!. Antesdeque
poda mos inspeccionar la tab la /. tenemos lJue co nocer los gr:ldos de lib crtad pertinenles
para esta razón de varianzas. EII un análisis de la var ia nza posterior aprenderemos fórmu.
las se nc illas para grados de libertad, pero de momento vamos a razo narlo entre IIOso lros
1.:1 varianza supe rior (entre grupos) estaba basada en la varianza de 7 med ias: por lo tanto
habría (1 grados de libertad , 1.:1 varianza inferior se basaba en un promedio de 7 varianzas,
cada una de ellas basada CII S individuus da ndo " grados de libert ad por va rianza: 7X 4 =

18 grados de libertad. Así la varianza superior tiene 6 grados de libertad y la inferior 2b,
Si confront.nnos la tabla V para 1'1 = 6, 1' 2 = ~4 , los argume ntos nui s próximos en 1.1

labia , cnco ntrnmcs que F 0,010["'4) = :!,5 1. Para F = I,J 2 , que correspo nde al valor ¡.~

realme nte ob tenido . a es cla r.nu cnt c mayor que 0,05 . Así, poderno s esperar que másdel
5 % de tudas las razones de varianza de muestras basadas cn h y 28 grados de libertad,
respectivamente, tenga n valo res Fs mayor es que I ,.n . No tenerno s pruebas para fecha/JI
la hipót esis nula y conclu imos que las dos varianzas de m uestreo estiman la misma
va rianza pnramétrica. Esto corresponde cla rame nte a lo que en cualq uier caso sab íamos
por nuestro ex per imento de muestreo . ('01110 las s iete muest ras se tom aro n de la mism
población, el estimador que util iza la varianza de sus medias Sl: espcra q ue prod uzca ot ro
est llnador de la varian/ a pararnélr ica de la longitud del ala de moscas d OIll~ sl icas ,

Siempre 4ue la hipót esis alternativa ~a que las dus va rianl.as par:unélr icas son desigua·
les (cn lugar de la hipólesis restric tiva /11: o ~ > o ~ ). la va rianl.a dc muestreo si pollría!tl
tanto me nor como mayor 411c s~ . Esto conduce a una prueba de dos colas)' en estol
ca~.s un r lfor de lipo 1del 5 % sig nifica que en cada co la dc la curva se hal b d n rt'gio llCl

crit Icas del 2 '6 %,

A vrccs ~s nccpesar io oblener va lores ,.' para Q > 0 ,5 (e s decir , t' n la mitad il.quierdadt
la dlSl flbu Cl6 n ,.) l' ueslo ' 1 . 'e/st, 4ue, cumu lcmos d ICho hace pocu , estos va lu res rara \
tabu lan . puel1efl obtclle rltC por una regla ~lIc l ll a .
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, tJ reto infinito de ítcrn s podemos ohtener la Ver'.
b" mdulIlls r ll Ult n rl 1 -1 " . 1 ' , ua.

P0l4uCso b melllc as. ' bl - --'\1' l'ur lo tantc n urvunr U1l va o r de.\'1 poét 'c' de una po al; I . l ' vr 1/
de ta vananza param rt a n valor F con " I e 00 g. " respect ivamente 1_

, lb ' t: d obtenernos un va J , _1 I - _n
I grados uC I el ,1 • .1 nvcnceruos de este cxam mauoo as labIas'" y"I / ! F l'uucl1lus co nvcuc cnw , , . ' " .

ge ne ral. x~ 1 r~..,1 1 _ no' que ....~"6 rIO J IX,JO l . f) IVIUIC Jldu este val
n' 1 bf IV) enron rumo: '" I • vr

l.n la la bIa ), la .1 107 l: la tnhla F(tabla v j enco nu amos. para VI = 10, JI c:
10 I lhlenernos I X. . .n a , "., ,'. ~

pur g ',, 1 . I : ~U , ASI, los dos esladislil.:os de Slg ll l tCaC11 111 eslan estrecha me nte
'''', tl

uc
1

0
,0

101
10 :,,1 " ,1 , 1:1 labia X2 , pudríamo s arregla rnos co n una tabl :l ¡: sola.relaco nados y, JI ca rece r uc Uf . : . , ,

me nte uulvnndo los valores de vI, 1~ , ..1 en lugar de X ~,J ' .
'-, I I - dlisis de 1" varianza primcro aplicaremos nucst ro rec ién ad (¡ uiridoAnles ue vn ver;¡ all.! h u .. .,' . • ' . , ,

-, 1-' 11 buc ión F para ccntrus tar una h ipótesis aceren de dos varianzasccnocmuc nto ue a urs I

mucstrnles.

73 La hip/¡I esi'i lIo :a~ • a~

l.n 1:1 tabla 7.1 se presenta un cont raste de la hipótesis nula de q ue do s poblaciones
nor males representadas por dos muestras t ie nen la misma va rianza , Como se ved más
adela nte, la aceptació n de esta hipótesis nula es un prcrrcqu is ít o para alguna s pruebasque
llevan a una decisión de si las medias de dos muestras vie ne n de la misma población. No
obstante. est a prueba es de interés por derecho propio. Repetid as veces será necesario
probar si dos muestra.. llenen la misma var ían/a , EII gené tica pod ernos cnco ntrnrnoscon
la necesidad de conocer si una gene ración filial es mrl s variahle pa ra 1111 canictcr que la
generac ió n paterna , Fn sistem ática nos gustaría descubrir si do s poblaciones locales son
igualmente vanables. Ln biolugía expcnme nral qu errúnnos dem ostrar bajo cuál de dos
prucedllnientos .ex perrmentales se rán más variab les las lecturas. En general seria preferí­
ble e1pru

ced1ml
cnto menos variable ; si am bos fuesen igualmente variables, el investigador

segU irla cl yue fuese más !le nc llla o menos cusloS() de cmprender.

7.4 Itch:rhgelll:idad ("nIre mt-di.l\ de mUc!t.lreo

Ahora modlflCOIr enJos los dalus d 1, ' bl' 7 . , , " OS
' lil e estos ' ¡ele g lU.1 e ¡¡ la a .1, d p.iC Ul ldos en la sccció n 7. I. SupOngalll l
"1 po, ue m0 ICaS d é - d ,
rnl~na i"Jhla .. om Sllcas nu represcnlaban mu estras al ala r e .

c m , Ino yue re ullab- n di ' I bl3
cult ivado tll UIl lec,p 1 1 l il e slgulenle experime nto. Cada mu eslra se la

, IClle<c CutlVod '!" , . " t Sseh;¡ hla prepa radu .1. _1'[ IS Hilo Y e m etilO lI c e'¡d,¡ IlrIO de lo s rectplen eue ul cre/lle modo U' ' . más
rn.. lerlll aólida V¡unos • .,,, nos te llla n mas OIglJa , o l r0 5 más alúcar. o trOS _1

I ""poner elije la In, 1 7 f nte .( ti a nlJS proponernl ' " les ra represcnt a el rnelIio está lldar re .
ate 1- - I " cOlll pOI rOl r las 1I1r,Il r ' 1 - I - _ I IIlCJ rOe 01 11 a 11' !;u llan,JS de 1_ nlles rOl s, os diversos c a m inos en e ,
del 1 as /II US(,;a , <lIJe s' l ' d él·' 1 'ludtS

iI a que heUII" medld'J 01 en e • eUe a u Vel ;¡fed;1 :1 l;j s 0 1181

'- - -
¡¡I ¡¡nlíl; s/ .., de la vnr;lJ l/za

o<!lIcciÓ{l 141/,tr

S los efec tos sig uíe nte s result ant es dcl lrah micnlo de l .r :Sllpongamo. . • u rnCu lO:

J' I disminuye la longitud media del ala de una mUestra en 5 ' . 1 . .1
Meu" 1 1 it . t . t - . t 1 1 un,u_.ues2 disminuye a o ng ¡ uu mec ia ue a a de una muest ra en 2 id d .

3 no cambia la lo ngitud media del ala de una muestra. un¡ a es.
4 <Jumenta la lo ngitud media del ala de una muest ra en I u ." .1

- . t . r : 1 ",uau_
5 aumenta la lo ngi t ud mcura de ala de una muestra en 1 unidad
6 ali me nta la lo ngitud media del ala de una múcura en 5 unidades.
7 (contro l) nu camb ia la longitud med ia del ala de una muestra .

li remoS el efecto de tra tam iento i ce rno a/ , (Nótese que este empleo de o no estáSillIbo Iza ' , ,
. do cun su uso corno súnbolo para errur de tipo 1), Lamentablemenle hay más

nbcona - - 1 1 If b -ímbulus necesarius e n cstudist ica q ue erras en ()~ a actos.gnego y romano. Asi a l
:om3los Vi/lo res siguientes para los efec to s de trat amiento an tenores:

a, = - ;, a, - 1

a, - - ~ a, - 1

a, = O a, = !j

a r =t O

Sóle!'c que i: a = O; esto es, la suma de los efectos se anula, L~t a es una propiedad
I .' necesaria para nuestro argu-conveniente que generalme nte se da como CIe rta, pero es 111 ' .1

1 7 1 . d I s valores apropiado! ce o, amento. Ahora pod emo s mod ificar la tab a . suman o o 1 _ , itud del ala
. t 5' tanto a pnmera ongi u u •cada muestra. En la muestra 1 el valor uc al es t por ..l ..l 1 ,
. ,36 !:I segunda longitud ce a a,que era 41 (véase la b ia 7. 1), se co nvie rte ahora en , 1 _. muestra o, es

. . " ente Para a segunuaanterrormente 44 se co nvie rte en 39, y aSI sucesrvarncme. O las lo ngitudes, r ' - - . t _. 1 -1- _. 48, 46 Donde a, sea ,-, lfans ormanJo la pr imera longltuu ue a a ue ' 1 ., d indicada. Losd' l ' . . . emen13n en a mag m ue a3 no Varl aJl' donde o { sea IlOSl tlvO, se III cr , ,_pone dc forma
l • - _ -bl- 73 " cua se uesva ,ol~s Ira nsforrnaJus pueden ex am marsc en la ta .1 • •

lden l1C3a la tí.lbla 7. l . I su mJ de cuadrados
\ho " • . 1" nero calculamos a

I ra repe t imos nu estros calculos preVIOS, ru 1 va lor con la suma
de I . 1<) -, S' comparamoses ea prnne ra mUestra y enco ntramos que es .. ,_. I e los dos valores 50n
de cuad ..1 , I bl- 7 I ~ encuentra qu ..l da. . rauos tic la prllncra mu est ra en a ta a . '" 2 de cuad rados ue ca
-'enlrco 1 ' 1 .1 . " " IJ suma o a5. gualmente todo s lo s demas va o reS uC t.-- ' 'J H efecto dc sumar I
&r\lpo~" ' .1' . l' uc ocurre esto, le para',.....n ru clllicos a liUS valo res prevIos. ¿ or q . e Q es comu n
0<1. gru ' . I' f · ~ 'ón ad lllva. ya qu I f i n a las

I po es sllIl plClncIlte el de una CO u l llaCI ., .d l· ' ivas no a el' a
¡q , d"fi ' aC IO lle .. .1 • d s~ U lc r grupo . I ~ n cl apénd ice A 1.2 vimos q ue las co I r.: da suma de cuaura o

lTIa, de · , 1 . " le nn liOlamenle ca úa siendodlf cuaurí.l <'! us lIi varianzas, Por co nslg ulCII, ' .1,' t 11' rupo conun O
erelUe . I . 1 ,'an/a ,"cula 111 r-o 1716 = 16 77 ,

16,02') es;¡ 1015111 ;1 q uc anlcs sino que a vatl 'd s !-.sta cs 100,6 •'''36,
,\I' t . . 1. la s me: la . .la :lnles ot ._q~e' Ha vamos a ..::a lcula r la vaflan/a ue: , 'dlJ l'IKontrau ' la

es Un \1 ' I di " rnllla de me: ~ obtenemos(~~ I\d ,1 \Jr mucho mayor quc el l' a \a . . . eslllT1 adó n de o . unJ
..... ~ IIIU ltr plkamos I)( H " 1\ para obl ncr una " m siq Uie ra próxuna a

-" l d 1 ~ 4S ,a no t.:e os )t ll l p l lS, IIUC :llI u I;1 l'S ~U .,·, ) ,
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TA ULA 7.4

J):ltos de In tabla 7.3 ordenados del mismo modo I
• ' que en a tabla 7.2.

ullrnac ión de a2
• Repetimos la prueba F' con las nuevas va rianzas y encontramos que F

J
:: 83,848/16,029 - 5,23 , que es mucho mayor que el más próximo va lor critico de
FO~1t1,111 = 2,5 1. De hecho , el Fs ob se rvado es mayor que F o,oua.U! = 3,67 .

Cbramenle, la varianza superior, qu e representa la va rianza entre grupos, se ha hecho
~njfka livament e mayor. Es sumamente improbable que las dos varianz as representen la
ml5ll1avarianza paramétrica.

4Qué ha Ocurrido? Podemos explicarlo fácilmente por medio de la tabla 7.4, que
representa simbólicamente a la tabla 7.3 del mismo modo que la tabla 7 . ~ representa la
libia 7.1. Observamos q ue a cada grupo se le ha añadido una constan te a.. Yque esta
ctl nstanle bi I di d c'losgruposeno¡. En la" cam la las SUmas de los grupos en na¡ y as me las e
·". n7 1 ' 1 ldb ". Ca el! a amos la vana nza mtragrupos como

1 if ;f (1:, - r.J'
a(71 - IL _I 1- 1

~ mtenta " . rque a cada r" ).a cada r¡
"' h mas repelir esto nuestra fórmula se complica mas po

Ir H u •
mado ahora o¡. Por lo tanto escribimos

1 'fs: [(1:, + a,) - (r. +a.J)'
a(n - IL _ 11_ 1

C~1ld d dI> la SI,.):unda a,
o de1arr JI I -rchctes al cua rauv. (" 5 lo que

-«rnbi¡ d " O amos los parént esis dent ro de us o ' !am enl e \,'01110 antes- l .
e Slu llO I I pr -sion cvac rla pese a os

lf lCiII -e Y as Q . se anulan, de jando J cv t 'rupl)\ r1IJ \ 3
nUestra l' " '" \ J lIJ lIl J ,"1f3~'otd I o "scrvac ión a nter ior de que Je (r "II ' '

· .ln ll~ r ll n .
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bl 7 -t vemos que la nueva media total es igual aSin embargo. en la la a .

Introducción al análisis de la .
Var'anl144 a

. h aleulado previamente por la fó rm ula
La varianza de las med ias se a e

1 if (i: _ y )'
a - 1 .. .. 1

nuevos valores para las medias de grupo y la media total,h

I análi s is de la varianza
d ción a
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. ue por azar sería la mayor, COmo la de la muestra 2 A . .
1)0 la lTI edl ~ qpequeña (muestra 4) no está asociada CO n el efec·l 'don tSmo, la.media de
' ea roas . d d I r a e tratamIento .
]1lUestr l mente si la magrutu e os e ectosde tratamiento se l . mas
N'íl tleño. So an las medias de muestreo (esto sería difícil de haceCOrre aC¡ Klna se .delibe.
r':' nte ca , . d i . ' r en e expermento
radarne n el tercer terrnmo e a expreslOn, la covartanza tendr¡·a un ••
diseñado aqUI" , V<llOr esperado

. lOde cero. ...
d~t Ul undo término de la expr~slo n anteno- e.s claramente añadido COmo resultado de

El seg d tratamiento . Es analogo a una vananza pero no puede ll amarse as'
fectoS e . bl I .. . b¡ 1, ya que

los e . b do en una vana e a eatoria sino mas len en tratamientos deliberadamente
no ~ sta asa ran part e bajo nuest ro control. Variando la magnitud y naturaleza de los
ekgld

o.s
en gpodemos modificar más o menos a voluntad lacantidad análoga a la varían­

[f3tam~:~remos por tanto,. el componente aditivo_debido a105efeclos de trQlami~1Ito.
13· Lo1 atores de Q; se disponen de modo que Q = O, podemos volver a escríb ir el(omo os v
. ino central corno

"no
1 i_o 1 ¡ "a 1 '-

- -"--; e- (ai - a)' = 1 L al = 1 L a'
1 L., a - i_1 a -a - i_ 1

- (y + a»)'1
a -

1 i-a

- L
a,_1

Cuando sust ituimos los
fórmula aparece como

que a su vez da

1
a -

1 ·1·· de la varianza mult iplicamos la varianza de las medias por" para estimar
En e ana isis id d . bid/ llam. ét íca de lo s ítems. Como se sabe , a la cann a 3151 0 ten a a are-b rananza param r .

. de lo, grupos Cuando hacemos esto para el caso en que está n presentesmos varianza .
efectos de tratamiento obtenemos

•
n '"a'cr2 + a _ l '-

F ;::; 2•

Elevando al cuadrado la expresión entre corchete s, ob te nemos lo s términos

1
a-

El primero de estos términos lo reconocemos inmediatamente como la anterior var~

de las medias, 4. El segu ndo es una cantidad nueva pero es famil iar por s~ aspe\ .
. ld d ·1 a una vananza. L.4general. Es sin duda una varianza o al meno s una canti a ana oga In.

.. . dav í os hemos encontercera expresion es nueva. Es la llamada covan anza que to aVI 3 no n ¿
. s tales comodo. Ahora no nos ocuparemos de ella excepto para decir que en caso . d lah

presente, donde la magnitud de los efectos de tratamiento 0:; es independiente ~Uiri~ !
la cual se suman, el valor esperado de esta cantidad es cero ; por lo tant o no contri
la nueva varianza de las medias. conetP"

La independencia de los efectos de tratamient o y las med ias de muestre.o es U~jfere nlti
lo importante que debemos comprender claramente. Si no hub iésemos aplicad? tesco~
tratarn~nto s a las botellas de medio sino simplemente tr atado todos los recrp l~n 10IU!nud
contro les, habríamos obtenido, no obsta nte. diferencias entre las medias de

al
aazar d~ b

del ala. Lw ton las diferencias encontradas en la tabla 7.1, co n muestreo eOOr6bb .. . y algunas ..mi ma po iacon. Por casualidad algunas de estas medias son mayores . d rnuesU~
Ln nue tra planlfacacJim del experrmento 00 po d íamos predecir qué medias Ctratarnt t

n an peq~enQ y cuale serían grandes. Por co nsigu iente, al planificar nues~~o;e l rnedíO o.
1 no ten famn modo de emparejar grandes efectos de traram ie ruo. como

n (s~ + a~ 1 t a') = s' +a~ 1 t a'

. ' . de la población se incrementa en laAsí vemos que el estimador de la varianza parametnca
cantidad

•n L a'
a - 1

. s efecto s de tratamiento. Encontramo.s
quees n veces el componente adit ivo debido a lo d lo permitido para ser rompan­
que la razón de varianzas F es significat ivamente may?~ esto Estábamoscontrastandola
ble COn la hipótesis nula M ora es evidente el porque e .e al· a 02 /02 = l. Sin embargo

. . . adamente JgU
I1Zón de varianzas esperando hallar F aproxun
tenemos en realidad

. , -Jaro que la. quevl \.
E en forma asanétrlca , a los efectOS de
ro.n tUa fó rmula deliberadamente presentada ntnte adilf\'O debido
,TUeb. F . del campo
t es sensible a la p resencia
ritarn'ento.

..
_ti
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n

1
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11 ílrL<ln/a entre grupos

El primer término es la va rianza de las medías s} como antes, y el últ imo térmrnc e~ la
covarianza entre las medias de grupo y los efectos aleatorios A" cuyo valor esperado es
1%10 (como anteriormente ) porqu e los efectos aleatorios son independientesde la magm­
tud de las medias. El término intermedio es una verdadera varianza ya que A, e una
nrable aleatoria. Lo simbo lizamos por s~ y lo denominamos componente adut o de lo
rITionza entre grupos. Representar ía el componente aditivo de la varianza entre hembras

oentre lotes de medio, dependiendo de cual de los diseños antes dscurdos recordemos.
La existenc ia de este componente ad itivo de la va rianza se d~uestra rrl l~prueba F SI
losgrupos son muestras al azar pod emos espera r que F se ap roxime a o o - l. pero con
un componente aditivo de varianza la razón esperada es

ión al análisis do la varianza
l~trod"CC

J varía nza de los efectos aditivos, Así si util í : 147
[lidde a lote podríamos esperar que la va r ia~ 7.a d IllZasemos 7 botellas de med d
d de un ' b II . e as media!dilo erlVa­

J5 ue había 5 moscas por a te a. Pero Cuando se b e as botellas fuese 2 "
esto q la var¡ . f iuanend·f ap' . esperarse que a varianza uese mayor, porque . I erentetlottsdemed

:....Ana del ". entranan en 10
i"'" bl s acddentes e ormu ación y diferencias ambie 1 I Juego todos los IJ1lpor}-
de~, eque hacen que un I?te de medio sea diferente de:~ es ;U ~ante.la preparacr:m del
¡ti JO. ente aditivo de vananza procedente de diferen ' ro. I mterC\ se centraría en elemnP"" . . I cías ent re lotes I 1m'emplo nos ~n~eresaflamo s por e componente ad itivo de la . ugua ente, en el
~~rencias genetlcas "" r: las h.e~bras . vananza que prflCede de

.\hOra echaremos una Ojeada rápida a la formulación algebra · d '
. 1caso del modelo 11 . En la tabla 7.3 la segunda fila 3. I 1C3.

b
el análisIS de vanallZ<l:

", I . b¡ a ca eza de las colum d, 1muestra no so amente Q/ sino tam len A j . que es el simbol . nas e
"10 leat or¡ U'I' o que utihz.areroos paefecto de grupo a earono. u IZaremos una letra mayúscula -00 ra
,D EI 'I b I I I para I iCU que el efectouna variable. a ge ra para ca cu ar as dos estimaciones de la d .
• d I I vana nza e poblaclOn es
1. misffi.a que en el mo e o , excepto que ímaginamos que Q es sustit id
1/. .., di ' i I U o por A¡ en la
ubla 7.4. La esumacrcn e a vananza ent re medias representa ahora la cantidJ.d

I I '1 ? -o

I I: (A, - A)' + - I L IV - r ,{ -]
1-1 a -. 1-1

F
....... 0"2 + no"~
~ ,

U'

"Ól~ que o~, el va lor param étrico de .1 2 ,está multiplicado por 11 .)3 que teTlel'n" qulae
mult· l ' A t- dor mdependltnle d'PIcar por JI la varianza de las medias para obtener un es 1013
var ianz dI ' . par la magOllud de 1, na e a pob lación Fn un modelo 11 no nos IRteresamos 1
por d'f ' . ., b magOl!ud de o~ ) .su

.1 erenclas tales como A I A 2, sino que nos Interesa I centJ e
1Ilag1rv.~ltud relativa con respecto a 0 2 , que generalmente se e/reu 21.'Ompod0:m:r

alculv
'JlJI !(,2 + 2 s estima o .... no,.
1 A SA , . Iluesto qu e la varianza enlre grupO

lA COmo

n

a -

,
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. er la pnmera visión clara de la utilidad del a ll¡
te se deberla ten . d¡ . na ISll d

En este momen - h Y efectos de natanuento a ItlVOS, es decir' ~\¡
mute probar SIal ' di ' • 51 Un 0".varianza.. os pe _ ' Iemente muestras a azar e a misma poblac" e>U~,

. ed consJderan e senp d h I(JO o ti l. .
de medías pu e af d cada grupo por separa o an conduc ido a u lIJl

ue han ecta o a dan consid n call:~tratanucntos q _ para que ya no pue an consr era rse muestras de I '"
d stas medl3.s como. di d ami.....JUflCtCnlt e e tara presente un componente a 11 IVO ebido a 101 ef .....

la . S' eso es cierto, es I b d . . ectOF
pob ocn 1 d •• por una prueba F en a prue a e Significacióndi'puede etectar_ . I . e ~
trataJnJento )o d¡ generalmente no nos Interesa a magnitud de
de la vananLa- En este estu 10

- teresados en la magnitud de los diferentes va lores de QI' En 1IIJW
~ que estJlJ)ú m r I . di di l' I .1kJ efectos de diferentes rormu acjones e me 10 en a o ngnud del~Lqemp es JOn d .. .. ~

SI en ar de longitud del ala de moscas omesncas estuv.lesemos m j~iendo prt1«Íf.
. - n muestras de rata" y los diferentes grupos se hubiesen sometído a diferenltl

sangu nea e I id d .d diferentes dosis de la misma droga, as canu a es represenranan los efeetos dt
rlllra> o lid "las droee en la preéón sangumea, que es c aramente e tema e mreres para el inVeR~

dar T~bin podemos estar interesados en el estudio de diferencial del tipo Cl I - Ql , ~

no en .. la cuesr ón de la significación de las diferencias entre los efectos de dos~
cualesquiera de medio o dos drogas cualesquiera. Pero vamos un poco por delante de
nuestro argumento.

r uandc el znáhsD de la varianza implica efectos de tratamiento del tipo recién eRud.
do io denomuwnos análisis de la va rianza modelo 1. Más ade lante en este capiluk!
(\Cu;JÓn ".61 se definirá claramente el modelo 1. Hay otro modelo denomindo análisi de
la .afianza modelo 11 en el cual 105 efectos adit ivos para cada grupo no son tratamíe n~

f J){J que son efectos al azar. Con esto queremos decir que no hemos planeado ;
fIJad" dehbeeadamente el tratamiento para ningún grupo sino que los efectos reaJesrc
cada grupo 'IOn al azar y só lo parcialmente bajo nuestro co ntrol. Supo ngamos que las ItU
muettras de moscas domésticas de la tabla 7.3 representasen la descendencia de ic~

herrara seleC<:IlJnada. al azar de una población, cult ivadas en un med io uniforme. HabnJ
dñerer ~'" gerJétJCU entre estas hembras y su s sie te camadas reflejarían esto. La naturat'
l a exacta de e ta¡ diferenCIas e, dudosa e imprevisible. Antes de qu e las midamos realmtt

te 00 ray mod J de ClJfI(JCCr í la camada I tendría alas más largas que la 2, ni hay~
ce Jnt rfJar eJe expeomentrJ par<l que la camada I desarrolle de hecho alas máslarpl­
( tata IentJ p nttJ ~J¡jem{Js a\egurar, lo! fa ctores gené ticos para la longitud de!,.
le d rl) yer ,je ma mane ra desu> rtfJc kl a en la población de moscas domésticas (pudJt11"

J et.pe fí/. f ( Je r JVIe\e I .. d 'ete es ullln nl)rma mente dlJtTlbuidos) y nuestra mu estra e 51
ri! /' re) (a t ( , ue en .'. (He JtrfJ e¡emphJ para un mod elo 11 podrla ~r q JiU

pr y; r r r Jr 1r J t Jlt rvr) de un YJlfJ IrJte de rn edK1 hubiésemo! preparad~ _ .;._
H f ' I l~

J H J rJ¡íttamente de"uél de fJtrfJ y ahora elltuvié!emos ana o&f-
J Ir J J1 fJ rtlJ mt ere ' rían la diferem':lal exactas de un loteabe

r \e r f)t~ e taríarnfJI en CtJ1ld l~ Il J nel de U1t crpretarlas. ~o~~
J J f J r le el I(¡te j rtlJ lenernfJ ' Idea de porqué deberla p

Jfe ¿ fJfJr eJ l ' ' • por la rnrnp rl "} 1fI ern l)arscJ nr~ 1 Hll eruanamu



, t intr agrupo s- El modelo 11 se d iscutirá formalment
I de las varianzas en re e . eal

de a suma . .' 77 )- los métodos para est ima r componentes de varian
final de este capitulo ( secc~n. ' . . za k
tratarán con de talle en el pr óximo capi tulo.

, = !(83,848 ­
Para el ejemplo que nos ocupa sA

aditivo de la varianza ent re grupOS es

149

1t,I)o;1
IG,O'l'J

IG,!!.!"

Media!
c!ladrática!

M,e.
12i ,fl."li
4"¡ \~1l)

5iS,'1\f¡

Sumas
de c!ladrados

s.c
g.i.

G
' ) I.!.,
:14

Entre grupos
Intragrupos

Total

Origefl de la var iación

y -y
l" - l'
l'-r

-

. ' al anális is de la varianza
duee,on

1(llrO

"TAB LA 7.5

Tabla de análisis de la varianza para los dat d I
os e a tabla7.1

varianza

16 ,029) = 13,56 , Este com
Ponente

Introducción al análisis de la

_ 1356 = 45,83%
- 29,589

100 X 13,56
16,029 + 13,56

148

- i: C. t r)' - ~ [t C. t r))'
1 a (!!. _)' 1 ( "" '" r)'= - ¿ ~ } - , - -

u2 "'" 011

di\iden por los grados d~ .Iibert ad y ~o por el tamaño de la muestra. Las sumas de
ítudrados y medias cuadrát icas se ab revian frecuentemente COmo s.e yMe respectiva-

. ente, d di d " d 1Las sumas de cuadra os Y ~e. las cua rattcas e <1 tabla 7.5 son las mismas que las
oblenidas previamente. salvo rru rurnos errores de redondeo. Hay que señalar, no obstante,
ul\3. propiedad importante de las sumas de cuadrados. Se han obtenido una independiente.
mente de otra, pero cuando sumamos la s.e entre grupos y la s.e intragrupos obtene­
1005 la s.e total. La s sumas de cuadrados son aditivas. Otra fonna de decir esto es que
podemos descomponer la suma de cuadrados total en una parte debida a variación en~~e

grupos}' otra debida a variación intragrupos. Obsérvese que los grados de libertad t~bten

enaditivos y que el tot al de 34 g.1. puede descomponerse en 6g.l entre grup~s y _8g.L
nragrupos. Por tant o, si conocemos dos de las sumas de cuadrados cualesquiera (y sus
grados de libertad correspondiente s) podemos calcular la tercera,~ completar n~e.stro
análisis de la varianza. Hay qu e hacer no tar que las medias cuadráticas no son aditivas,
lsces obvio ya que generalmente (a + bl/( e+d) *' a/c +bid. , ) 7

Ut il izaremos la fórmula de cálculo de la suma de cuadrados (exp re sión. : ) para
" dit! Aunque es una desviación alge-yemostrar porque estas sumas de cuadrados so n a I ivas. . bié
b . f' I s nos llevaran tam len aruca, se pone aquí en vez de en el apénd ice porque estas onnu.a d h b '
b f' '1' , d 1 vana nza Como pue e a er

I ormulas de cálculo propiamente dichas del ana ISIS e a . d drados no es
se Klspechado, el método que hemos utilizado para obtener las sumas étodo mu cho más
elprocedim iento de cálculo más ráp ido; en la práctica emplea~~s un m
• ·11 .• impllf¡cada esnCI o. La suma de cuadrados de las medias en notación s

,,, d I a de cuadrados total v los grados de libertad7.5 Descomposrcton e a sum •

h ' ado o tra va rianza que puede calcularse a par tir de los datosde'-Hasta ahora ernos g nor id Q

tabla 7.1. Si eliminamos la clasificación en gru pos, podem~s consr era r que los datosdt

d ' " s son una muestra única de a" == 35 longitudes del ala y calcular lame.moscas omes tea ."
dia Y varianza de estos uems de manera conve nc ional. Las diversas cantidades necesarias

il lo se exponen en la últ ima columna de la derecha en las tablas 7. 1 y73para este ca cu ...:
encabezada como Cálculo de la suma de cuadrados tot al. Obt e n~mo s una med i~ de [
== 45,34 para la muestra de l ~ tabla 7_.1, que e~ por supuesto, la misma que la cantidadr
calculada previamente a partIr de las siete medias de grupo . La su I? ~ de cuadradosdelo,
35 ítems es 575,886, que da una varianza de 16,938 cuando se divide por ~4 gradosde
libertad. Rep it iendo estos cá lculos para los datos de la tabla 7.3 ob tenemos } = 45,34 (b
misma que en la tabla 7.1 porque i: Q¡ = O) Y S2 == 27,997, que es considerablement.c
mayor que la co rrespondiente va rianza de la tabla 7.1. La var ianza total calculada aparts
de los all ítems es otro est imador de 02 . En el primer caso es un bu en estimador, peroen
la segunda muestra (t abla 7.3 ), en que están presentes compo ne ntes ad itivos debidosalas
efectos del tratamien to o componentes aditivos de varianza, es un est imador pobre de la
varianza de la población.

No obstante, el obje to de calcular la va ri anza to tal en un análisis de la var ianza no es
para utilizarla como otro estimador más de 0 2 sino para fa cil ita r el cálculo. Esto se ve
mejor cua ndo disponemos nuestros resultados en una fabla de an álisis de fa pario/¡;a
co nvencional, como se muestra en la tabla 7.5, Est a tabla está d ivid ida en cuatro colum¡
nas. La primera identifica el or igen de la variación como entre grupos, int ragrupOSY10:3
(grupos reun idos para formar una sola muestra) . La columna encabezada por g.l.da os
grados de libertad por los que deben dividir se las sumas de cuadrados pertinenteSaer
fue nte de variación para obtener la va ria nza. El número de grados de libertad para la
variac ión entre grupos es a - 1, el de la va riación intragrupo s es 0(11 _ I l , y el de a

. .. d adoP
venación total es a f¡ - l . Las dos columnas siguientes muestran las sumas de cua r i
varianzas, respectivamente. Nótese que las sumas de cuadrado s int roducidas en la tabla e
~Id ' '~a ISIS e vananza son la suma de cuadrados entre grupos la suma de cuadrado! 10 .•

pos, y 13 sUn:'a de cuadrados de la muestra total de an ft ems. Se observa que lasvanal1las
no se denominan ccm t I I ' 1" " I te se JlJfll3

D
. . . o a es en e ana ISISde la vananza, u no qu e gene ra men .' E'.

med ías cuadf(J{/( 'QJ Y' d I d blaclon. s, ' ' a que en un mo e o I no est iman una va ria nza e po d '
cantidades no SO n v d' d di d uad ra OSer a eras me las de cuadrados, porque las sumas e e

S.C.m edia s =
(

..... r)',
a a ~ lblL
¿ (l' - f )' = L } ' - a



T '- - -

~~ I isis de la varianza. La M.e. to tal es un estadíst ico de dispersión de lo 351 ) .
". di I d· 14- 3 ' s all rtemsen torno a su me la. a me la tota ' ) . 4. Descr;be la varianza de la muestra total debida
J todas Y a cada una de las causas y est ima o cua ndo no hay efectos de trat '

dit i d amentolditivos ni compone n t~s a lt lV,O~ e varianza entre grupos, La,\1. C intragrupos, conocida
IJlllbié n como la m edia cuadrática de los errores o indivíáuat, da la dispe rsión media de
los 5 (11) ítems de cada grupo en to rno a las medias de grupo. Si los a grupos fuesen
muestras al azar de una población homogé nea ordínarta.la .tr.C intragrupos estimaría a2

•

u .\f.C entre grupos está basada en la va rianza de las medias de grupo. la cual describe la
dispers ión de las 7 (a) medias de grupo en torno a la media total. Si los grupos son
muestras al azar de una población homogénea. la varianza esperada de su media sed a2/1I .
Por lo tanto, a fin de obtener las tres varianzas del mismo orden de magnitud. multiplica­
mos la varianza de las med ias por " para obtener la varianza entre grupos. Si no hay
efectos aditivos de tratamiento ni compo nentes aditivos de varianza. la .\1.C. entre grupos
es unestimador de 0 2 . De lo contrar io es un estimador de
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cuadratica!
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(1) (1)

Tabla de análisis de la varianza para los d t
a os de la tabla 7.3.

Origen de la variación g.l:
Sumas

de cuadrado!
s.c.-

r - r Entre grupos ti :,U;; O"ü
r - r Intragrupos :!s

,
ll \ " IKI

r - v Total :H ' 1" I .••} 1 "tJ

-

. 'n al anális is de la varianza
oducc,O

Inl'

La suma de cuadrados total representa

Ahora copiamos las fórmulas para estas sumas de cuadrados, ligeramente reordenadas
como sigue:
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d

· espec to de la media total, primero se
.: . ' de las me las r . J deso ué . reorde

,"ótese que la d e S\13Clon '1 lo I<,presioo (3 .7) y espues se escribe cada n¡
, 1 (" rOlula de ca tU· . ' d d . d rnedia
P
ara adaptarse a a 10 . rítu -entes. La reumon e enorruna o res fUera d

d V3nantes CCOS I ) b id e 105en tenninos e sus . I f I deseada. Para o tener a suma e cuadrado d
signos sumatorios. da la foon u a . maor n. como anteriormente se ha hecho . Esto da elos

mult iplicamoSla S.C m ('d I OS Pgrupos.

1 • ( " ) ' l ( ' " ) '
s e ="xsem'di"=,-,¿ ¿ Y -all ¿¿Y

. ' gr u pOS

. .' l i mas 13 suma de cuadrados ¡nt rag rupos:
:\ contlnUaClO n ca cu a

• [ " l ( " )'J_ ' " y - n' = ¿ ¿ P - - ¿ y
SCintragrupos- 'E L: ( n

l • ( " ) '= t f:r' - ;; ¿ ¿ r

r " . = - H
1'11 - 1 = ·11 - ~ ,), "'l

dependiendo de que el análisis de la varianza que tenemos a mano sea modelo 1011.
l . d di ntes de la presen-

as relaciones de aditividad qu e acabamos de aprender son m epen le
ca d f ' . . Podríamos demostrar esto

e e ectos ad itivos de t ratamiento o efectos 3 I eatono ~ . I il . . d
,I¡eb . bl 7 6 uc resume e ana ISIS e

. ralcame nte, pero es más sencillo examinar la ta a .' q , La relac ió n de
:~~~~a de la tab la 7.3, en la cual se han sumado a cada mueslra Q~o~~\ S e total son
d~l lVldad sigue conservándose. aunque los valores para s.e entre gr p . .'
lIerentes d l d 1
O, t: e os e a tab la 7.5 . . ." es,udiarla desriaciónde

fa ro rm d .. , d la \'anallo Oes 1las d¡ a e conside ra r la descompOS\C10n e bl 7 I podemos considerar a
kJ lIo~e las en un caso particu lar. Refiriéndonos a la ta 3

1
·s desyi:h.:ión respectO de

''!lltud del 1 d 7' que es 4 . u"" a a el primer individuo del ". grupo.
"1 media de grupo es

•., 'o- T 'jq .~ose,,,,o. = ~, i: (t r)' - aln (i: t r)'

S·C. int u l rupos = -~ t (t yY + t t y z

se,o,,' = t f: Y' - ~ (i: i: Y)'
an

Sumando la expresión de la S. e a la de la S e . obte nemos una cantid~
que es idé ti 1 .• gru po! . -tmrogru oo s ut

I
n ca a a reci én desarrollada como s.e . Esta demostración explica polll

as Sumas de cuadrados son ad it ivas. total

No vamos a real izar ning . d "'. I sgradoS
de libertad corre . d¡ una emost rac lon sino simplemente establecer que o I dI

spon lentes a las s d .. . . E\ 1013
grados de libertad d urnas e cuadrados son tambi én ad it ivos- . ·¡jG
entre grupo. y lo. d"'l e~~p~ne en los grados de libert ad co rrespond ie ntes ala vana.

e a vanacjón de l ' ..
Antes de continuar V' • . os ttems uentro de los grupos. .' encl

amos a revnar el sigmficado de las tres medias cuadratJcas
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152 cto de la med ia total es
L1 desviación de la media de grupO respe

f , _ f = 45,4 - 45,34 = 0,06

. .. . d de l ala indiv idual respecto de la media total es
y la desviacjon de la Iongitu

r,. - f = 41 - 45,34 ~ - 4,34

.. son aditivas La desviación del ítem respecto de la media d
N· , que estas deSVI3CKJneS • di al Id ' .. ... eo ese d. d upo respecto de la me la 101 ,suman a esvración tOtald I

PO j' !a de la me l3 e gr alb · 'gru d. ti Estas deS\'iaciones se expresan ge ra¡camente como(¡·
it respecto de la me la 10 a . d desviaci
~eh +()' _ ñ = ( )' _ rl Elevando al cuadrado y suman o estas eSVla Clones paraal!

ítems resultará
• ••i: i: ( r - f) ' + n L: (r - f )' ~ L ( Y - P)'

Antes de elevar al cuadrado. las desviaciones estaban en la relació n a + b = c. Después
de elevar al cuadrado esperaríamos que estuviesen en la forma 0

2 + b'2 + 20b = e2
. ¿Qué

ha ocurrido con el término doble producto correspondiente a 2ab? Este es

01.. O"

2 L (r - P)(f - f ) ~ 2 L: [( r - 1') L (Y - f)J

. -
un término de tipo covarianza que siempre es cero. ya que í: ( Y - Y) = Opara cadauno
de los agrupos (demostración en el apéndice A1.1)_

En los márgenes izquie rdos de las tablas que dan los resultados del análisis de varianza
(t~bla 7.5 y 7.6) identificamos las desv iaciones representadas por cada nivel de variación.
Notese que las desviaciones se suman correctamente: la desviación entre grupos más 13
desviaciónjntr~rupos es igual a la desviación total de los ítems en el análisis de 13
varianza.f I"- Y) +(Y - h = (y - r).

7.6 Análisis de la varianza modelo I

Un punto imPOrtante a tener e ' rno
el cálculo prop iamente dich nt uenta es que la disposición básica de los datos. aSI caag)S

es igual para los dos Id ~Y a pr~eba de significación, en la mayor parte de losed
modelos así como al mo e

d
s, Los fines del análisis de la varianza d ifieren para los 05

d . .. . gunas e las prueb I .. . I pro'"e slgniflCaCKln inicial" as sup ememanas y calculas que siguen a a
Ahora vamos a - .

lIItentar de term mar la '. . í1 ' is de b
vanactOn encontrada en un caso de 30 JS

ron al análisis de la varianza
' " lIe e lO
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E 10 no solamente nos llevará a una interp ret . , ,

!1Ji3nZa. .so que además nos dará un mayor co noc irn ~cl~ n del. formal del análisis de la
r;tri3 nZ3• ~JOco n miras a la d iscusió n recurriremos nuevam

n
o e la natu raleza de la varia.

. "SI. 1 bl 7 3 1I ente a las lcngit d
,J,1 11 d mést icas de a ta a .. acernos la pregunta" . , I U es del ala de
mOScas e~inada lo ng itud del ala adquiera el valor que pre~~:;¡, ; sL~o que detenn,ina que
UlU del

l
primera muestra de moscas se registra COmo 43 unid d ter~er,a longitud del

lb de a lectura? a es. ¡"Como podemos
liC3r esta . d d '

~\p -ncipiD. no sabien o na a mas acerca de esta mosca - I
En en I I . d d parncu ar nuestra .

··,,·'n acerca de a onguu e su ala. es la media total de I b' I '. mejor
~51C 45 5 S· b . a po ac ión la cual

Sque es 11 = . ' In em argo, tenemos mformación adicional '
.t<mo . b d I I I I h con respecto aesta

Es un nllem ro e grupo , e eua se a sometido a un trat - dismi
",sa· 5 id d P I amiento que tsmmu-

lA edia del grupo en Un! a es. or o tanto QI ::; - 5 Y'SP' .
H I.l ro . d ivid d i ' raTlamosque nuestro
·, ' · 'duo l'1 3 (el tercer in tvt uo e grupo 1) midiese 45 5 - 5 - 40 5 id d P
y¡u!\ ] • 3 id d 1 5 ' . • - . un a es. ero

realidad mide -+ um a es. que es - , unidades supenor al valor esperado . \ .
m d . -. ? E l ' .. . 1/ que
......lernoSatribuir esta esviac ion : s a vanacjon individual de las moscas dentr d
"'" . de Jos i di id loeuncrupo debida a la van a~a e os In IVI UO,S en a población (oJ = 15.21). Todos los
d"ec h>Sge néticos y ambientales que hacen diferente una mosca doméstica de otra entran
en juego para producir esta varianza. Por medio de experimentos cuidadosamente planea­
dos podríamos averiguar algo acerca de la causa de esta varianza y atribuirla a ciertos
factores genéticos o ambientales específicos. Además podríamos ser capaces de eliminar
pme de la varianza. Por ejemplo, util izando solamente parientes carnales (hermanos y
bermanas] en una botella de cultivo cualqu ie ra. reduciríamos la variación genética en los
mdi\oiduos, e indudablemente la varianza intragrupos sería más pequeña. Sin embargo. es
inposible tratar de eliminar comple tamente toda la varianza. Aunque pudiésemos elimi·
nar toda la varianza genética. habría, no obstante, varianza ambiental, y aún en el caso
más improbable en que pudiésemos hacer desaparecer ambas , quedaría el error de medida,
demodo que nunca ob te ndríamo s exactamente la misma lectura ni siquiera en la misma
lOOSC3 particu lar. La M.e ínt ragrupos queda siempre como una parte residual ~e la
mturaleza de las cosas, diferente de un experimento a otro, Es por e~t~ que la vananza
mtragrupos se denomina también varianza de los errores o media cuadrática de los errores.
Xo es unerror en el sent ido de qu e se haya cometido una equivocación, sino en el sentido
de que proporc io na una med ida de la variación con la que se tiene que co n ta~ al trat ar de
"'llll:1r d·f . . ,. . . d los erro res esta comp uesta

1erencías signif icat ivas ent re grupos. La va rtanza e
de deS\'" -. . . .. . b 1· da por f ·· el componente
1Iea laClO nes individu ales para cada individuo, srm o IZa 11 • I . E

torio de la variante individual que ocupa el lugar j en el grupo que ~cudPa el ug~(/ 'a ~
nuestro b d es" 5 Unida es superJ:>r'lb caso, fl J = 2,5, puesto que el valor real o serva o - .

resperado 40 5
Ahora . . .. E n álisis de varianza modelo

1li expresaremos más formalment e esta relaclon. n un .a hav debidas a los
POnemos I di d orupo SI las 3\, sontiecto d que _as diferencias entre las me la~ e e_ • El b-¡to del análisis de la

. 5 el tratamiento fijo determinado por el mvestlgador.. da J po Cada variante
.~a es est imar las verdaderas diferencias entre las medas e gru .
'~ual dpue e descompon erse como sigue:

(7.3)

} ".j = p. + a, + t,}



(7.4 )
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" 1 a j = n. €¡¡ representa una variable independiente no 1m " "deI :=: •• • . • • . 2 _ 2 rma ente dIStribuida
don d' - _-= Ov vananza u, - a , y Ai representa una variable normal d¡ ibuime 13 t ' J J I - mente atn ui-
",n. d ndiente de todos los va ores de e, con media A .= Ov varianza a: La "
1~ 111 epe I d f d " fii l. A • diferen-• " "al es que en ugar e e ec tos e t ratamiento IJOS Q ahora conside f:l1 6encI ¡, ramos e ectos
• " s,j " que difieren de un grupo a otro. Como los efectos son aleatorios - inútil
~e3tono ,. d i h f al . ,"~ Ul 1
estunar la magnitud de IC os e ecto s e a~onos para ~n grupo cualquiera. o las diferen-
" d n grupo a ot ro, pero podemos estunar su varianza. el componente aditivo de la

cUS c U 2 b "". entre grupos 0A . Compro amos su presencia y estimamos su magnitud 52 ,así
::~ porcentaje de con~ribución . a la. variación e~ ~~ análisi~ de la varianza mod:lo 11.

\ cunas ejemplos aclararan las aplicaciones del análisis de varianza modelo 11. Suponga­
., que queremos determ inar el contenido en DSA de células hepáticas de rata. Cogemos

"":0 ratas " hacemos tres preparaciones de cada uno de los cinco higados obtenidos. La
~ " Iutsua de lecturas será de a = 5 grupos con" = 3 ecturas por grupo. Probablemente las
~ co ratas se han extra ído al azar de la colonia disponible al investigador. Deben ser
d~e rentes en va rios aspectos. genética y amb ientalmente; pero. no t~ nemos informació~
recisa acerca de la naturaleza de estas diferencias. Por tanto, siavenguamcs que la rata ,

;¡ene li2eramente más DiVA en sus células hepáticas que la rata 3. poco podemos hace r
ron est; información porque es improbable que tengamos ninguna base ~ara llevar hasta
el fin este problema. Sin embargo , estaremos interesados en estimar la varianza de. las tres
réplicas dentro de un hígado cualquiera y la varianza entre las c~co ratas; es decir. ~~all

, " 1 " 'spe ada basándose en las tres rep l-nrianza O"A entre ratas ademas de a vananza o e r .. la
"" b bl t suria solo de dlferenc13s encsl La varianza entre las tre s replicas pro a emen e'J -' di. , " ·d d D\'-I en diferentes panes e

trcnica y posiblemente de diferencias en content o e .... s¡ existiera
hi ) L . nz ad itiva entre ratas. -~ .
ígado (improbable en un homogenado. a .vana a , d s El erado relauvo de

pudiera deberse a diferencias en ploid ia o fen ómenvs re la~ lon a o 'du~i~ia a planear mis
variación entre rata s e "intrarratas" (= entre preparaCiones nos.~~s / relatinmente mis
~stud ios de este tipo . Si hubiese poca varianza entre las p~eparac lO . ratas por otra parte.
, . " . preparaCiones \ mas · .
anación entre las ratas necesitar íamos menos ·1" " "amOS menos ratas ~ mas

si 1. . • • I t menor uH llarl
liI. vananza entre ratas es proporCiona men e .

PIeparaciones por rata. 1 I en pobladones humanas
E · . . . d I "gmento de a pie . . ea \

n. Un estud iO del grado de vanaclon e. ,pI de un e;rupo ra":lal ho~o gen .-
¡lGdJiamos querer estudiar diferentes familias dentro . .- trafamilias se na la m.e~la
herm f T La V3T1anza 10 famlhasanos y hermanas dentro de cada ami la. d' . o de \arian1a entre ..'
euadr' t" ponente a Il l\ ... ~ I!enetl..:as
E a \.ca del error y probariamos un com. : rque ha~ d lttre~Cla - cial.
lperarr amos un componente aditivo de varianza o ~ .pode 1, pIel. E st3n3~OS espe

entre f .. d i ,menta\,.lon : . porque nos
..... amillas que determinan el grado e P ~ J I,s Jos \anan1as o ~ o", sde teo·''Il:nte' . 1 .¡\al; e -untentOUlteresados en las proporCiones re a . RUe·trOS ~-ono'"
proporc" . .. 'netll."a St'i!Un

IO nafl an importante inlormaclon ge ,-

_.Iv
cción

al análisis de la varianza

!rUU

. . ' de la \"3rianz.a . modelo 11
• • \n:diSlS

. de la variació n en un análisis de varianza mod 1 11
u estrUctura e o es bastante similar él la
~I modelo 1:

Introducción al enelisis de la
'Varianl

15' "a
._ representa una variable mdependiente, nOnn,>l_

" a /' ee l . . - . . n. €IJ ~ ~ P lo tanto una d t . QJ.Iuenttdonde t " l .. ···· _ ... nza u· == a . or , e ennmad I
dia f " == O vvarta f d " "" (j' a ectur

distribuida con me I l/. • -1 d la población. ¡J. , una esviacion IJ 3 Q¡ de la medo l

d la media tola e .. al " di " di . Jadelestá fo rma a por . al ¡J. v una desviaclon eaton a fU e m TVlduo que
2rupo i respecto de I ~ medl: to~ ~ valor esperado. que es (¡J + Cl¡ ). Recuérdese que~eupa
el lucar j del grupo I respel,. .t~ e o neeativos. El valor esperado (media) de los valo "'lo

- ueden ser posrt IV0 5 - • d 1 blaci . 2 resde
Q¡ como Eij P . la ,-arianza pararnétrica e a po acron, a _Para q

v su \'anan.L3 es 1 di Ib -. ue se
f r¡ es cero - del análisis de la varianza. a istn UClOn de E·· deb
wriftliuen todos los supuestos '/ e ser

normal. . . . 1 . fila modelo I examinamos diferencias del tipo Q I - Q e
En un análisis de a vana di . 2 nUt

ias d probando la presencia de un componente a nrvo debido a t..
las medias e l!ropo. . h '"

" S' centramos que este componente esta presente, rec azamos la hipÓte,"
tratamientos. I en bl "" t 1 h i " ,

d 1 pos P
roceden de la misma po acion y aeep amos a ipotesk alternar

nula e que oseru dlferente s entre s í 1 " '
d al "nos parte de las medias de grupo son erentes entre SI, o que mdicaque

\ '3 e que me . . dA " ""
al menos aleunos de los valores de a¡ son diferentes en magrutu : ccntmuación general.

eremos comprobar cuáles de los valores de Q¡ son diferentes entre sí. Esto se
mente qu ." hinótesi I " 1hace por med io de pruebas de significación. con ipcresrs a te~nat lvas toa es como HI:Ql
> 0. o H: (a l ";" Q: ) > a ). Es decir. estos comprueban SI la media del grupo 1 es
sifnj¡katrvamente mayor que la media del grupo :!. o bien si la media del grupo 3 es
m-enor que el promed io de las med ias de los grupos l y 2.

A continuación siguen algunos ejemplos de análisis de la varianza modelo I en diversas
discipl inas biológicas. Un experimento en el que ensayamos los efectos de diferentes
drogas en lotes de animales conduce a un anál isis de varianza modelo 1. Estamos interesa­
dos en los resultados de los tratamien tos y las diferencias entre ellos, Los tratamientos
son fijos y determinados por el invest igador. Esto se verifica también cuando examinamos
los efectos de diferentes dosis de un determinado factor, una sustancia química, o lr
cantidad de luz a que ha sido expuesta una planta o las temperaturas a que se han
mantenido botellas de cultivo de insectos. El tratamiento no tiene que ser completamen«
co nocido } manipulado por el investigador; con tal de que sea fij o y repetible, se aplicará
el modelo 1. Si hubiésemos querido comparar los pesos de nacim iento de los niñoschinos
en el hos.pital de Malaya con los pesos de niños chinos nacidos en un hospital del conti
nente ch~, también habría sido un análisis de varianza mode lo l. Los efectosdel trata­
~lemo ~r~an en este caS? "'continente respecto a Malaya" . que resumen toda una serie dt
actore.s diferentes, geneucos y ambientales, algu nos conocidos por nosotros, pero b

mayona de .ellos desconocidos. No obstante, éste es un tratamiento definido que pode­
IOOS describlf y además r- t" . d " " d uevo

d - - - f"" ~ If, es eC lf, SI lo deseamos podemos muestrear e n
pesos e naCumento de niños la t M I ' "Otro 'em lo . . . n o en a aya COmo en el continente Ch UlO.

P
ara t) P

d
d~ analtSlS de la varianza modelo 1 sería un estudio de pesoS co rporal~

grupos e anrrnales de difere t d d Lo d ue sonfqas. Si hallamo h . n e e a . s tratamiento s serían las eda es, q .
S que ay una diferenc' . 'f ' d odnaJl1°scompletar esto con la " la SlgOl Icativa en peso entre las eda es, P de

la edad 1 a la 2 E cUestK.l n de si hay Una diferencia de la edad 2 a la 3 o solamente
ex perunento y 'den su ~aYI ar pane los análisis de varianza modelo I son el resultado deu~

manlpu ación deliberad d f ,,! bstante.
t d)l) de diferenciaS taltl La a e actores por el investigador. ...0 o . So 51

ri no e un experlJTlento :m: comparación de pesos de nacimiento de dos ~a lse
P p mente dicho tamb ién cae dent ro de esta categona,
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, que la varianza entre familias fuese mayor que la Va .
. nética esperaflamos . . fianza

rI3 ge h anas dentro de una familia . entre
hermanos Y Icors~nt eriore s il ustran los dos tipos de problemas que co mprende el

Los ejemp , b bl ' 1 bai '. anal, d I II que es mas pro a e que surjan en fa ajos b lOlogi 1111
de varianza mo eo • . 1 ces U

d I O
blema genera l del diseno de un experimento y a magnitud del er . no 1t

ocupa e pr . . • I I , for exr.o
I d'ferentes niveles de replicación . la es como e erro r en tre replíCll Sd ~"menta al· . ent ro d

hí d s de rala error entre lotes. ex perimentos. YJ SI sucesivamen te . Los otros se t-: '
Isa o , . . . h b . rClltr
1

. ci ón entre e ¡ntcafamillas, entre e mira cm ras, ent re e mt rapoblacio en
a a vana I Id I Iac¡ nes y ¡ ·

varnente ocupándose del problema genera e a re acron en tre variación g :, 1Isucesr , enelu:a
~not ~ ica , )

Ejercicios 7

y- - -

Caprtulo 8

Análisis de la varianza de
clasificación simple

En un estudio que compara la composición qu ímica de la o rina de chimpa .
gorilas (Gastler, Firschein. y Dobzhansky , 1956) se obt uvieron los siguientesncesr
tados. Para 37 chimpancés la varianza dc la cantidad de ácido glutám ico enr e s~ .
gramos por miligramos de creati nina fue 0,0 1069 . Un est ud io similar ba sadmi 1,

seis gorilas dio una varia nza de 0. 12442 . ¿lIay una difer en cia signifi cativa ent e~
variabilidad en chimpancés y gorilas? SOLUC ION. F, ;:; 11 639 F O" '1 re
::::: 2.90. • • , ,_1

Los datos siguientes proceden de un experimento rea lizado por Sewal ", ' he , . , n rlg t.
rULOconejos gigantes polacos y flamencos y obtuvo 27 conejos F I . Se cruzaron

esto~ y se ob~uvle ron 112 conejos F2 • Hemos o btenido los sig uientes datosde
longitud del femur de estos co nejos

¿Hay un grado de va riab Td d ' " ,
fémur entre los I I a slgmflcatlvamente mayor en las longitudes del

. conejos de la F que 1 los cone¡ ' f 'genetico bien conocid ' , 2 en re os conejos de la F I? ¿Que enomeno
Demuestra que es ~oO~lt ne Ilustrado por estos dat os?
sigue : Y/; ::: (YJ + (rsl eyrepresentar ~ I va lor de una varia nte individual como
entre paréntesis en un /a '1' ! + (Y¡¡ - Y¡" ¿Qué estima cada uno de los t érmino!
P i na ISIS de la va ., - dara os datos de la tabla 73 h¡ nanza mo elo I y en un modelo II? , ,.
del valor de cada va . , aganse tablas que represen ten la d e scompoS1 C10~

nante en sus , - - - --; ) ..pnmera tabla con', ' , res componentes Y ( )' , _ y) (y .. - ) i ' lA'
-, arta pues de 35 ' " " 1 1segunda tabla todas la ' valo res. Iodos iguales a la media total. En a

dlferen:11 entre la me~ ~ant~:d as de una determinada columna se- rían ig uales a II
con¡ \1 ara de las desvlaclon., d esa columna y la media to tal. Y la última ¡ab

d
"

ro umn I e cada ' ' d' ,
d

. a, :stas tahlas r , ,vaTlante mdlvidual respecto de su me la
u~le s de L e pre~ nt él n esu , ,' - dl\ )'

1 bl él expreslún (7 JI r , maCloncs de uno dc los componcntv! 10
a a ' - a!cular l' d ' cadla me la y SUmas de cuadrados para

7, 1

7,2

7,J

7.4

F,
F,

n

27
112

y

83,39
SO,5

8

1,05
3,81

Yaestamos preparados para estud iar casos reales de análisis de varianza en dive rsas aplica.
rones y modelos. El presente cap ítu lo trata del tipo más se ncillo de aná lisisde varianza,
el a,ui/isis de varianza de clasificación simple, Esto sig nifica que losgruposde muest ras se
clasifican por un solo criterio , Las dos interpretaciones de las siete muestras de long itudes
del ala de moscas domésticas estud iadas en el capitulo anterior, diferentes formulaciones
del medio (modelo 1). y progenies de diferent es hembras (modelo 11). representa rían un
criterio único de clasificación. Otros ejemplos se rían diferentes temperat uras a las que se
hancriado grupos de animales o diferentes suelos en los que se han cult ivado muestras de
plantas.

~? .Ia secció ~ 8.1 comenzaremos por establecer las fórmu~as básicas,de cálculo,para e~
¡náhsls de la vananza , basadas en los tópicos incluidosen el capitulo anterior. La sección 8 ,~
da un ejemplo del caso o rdi nario con tamaños de muestra iguales. llustrare~~5 este caso
por med io de un análisis de la varianza modelo 1. Puesto que los cálculos bas~cos .para el
Ul3 I: ' d . oenr la Ilustra­
.. USIS e la varianza son los mismos en los dos modelos. no es necesaClOrepe

CKl ' .. 8 3 que expone las
nCOn un modelo 11 . Este último modelo se destaca en la sección '. .

"'mpl" . d ñ s de muest reo diferentes. ya
¡caclones de calculo secundarias que resultan e tarna o , l mi

que todos los grupos en el aná lisis de la va rianza no han de tener necesarlamented
e

Im llSffil ~
t¡man d . I íales para un mo e o ,
tsr o e muestreo. Se ex po nen además algunos cálcu os especr . larmente sencillas
par~~ ió n de compo nentes de la varianza . Las fórmulas resu l~a n p:rt~~ puede aplicarse
tlrnb ~' caso de dos muestras (sección 8.4). En el modelo I e es e

C
ie n la prueba 1 mate má ticamente equivalente. d que es significa tivo.
Uando . , . , 1 I ha encontra o bl

Ikv. d Un análisis de la vananza rnode o se ' población es desea e
nOa l , . ' n de la rn lSl11a' ifCOnt a conclusión de que las medias no so é es de medias son di eren-

lel lastar las medias de d iversas maneras para descubrir qu par ilon ificati\'amente dife-
entre . s que sean S"el I s

lent, 51, y las medias pueden separarse en gru~ "' Itiples se incluyen en a
' entre ' arac\(Jncs rn

SI. Las llamadas pruebas de corn p
157
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158 d las llamadas comparaciones planificad
. a trata e b . as di

_ 8 5 v 8.6. La pflmer d sección de prue as a postenori que se • lt4
secCIOnes '. la rueba : la segun ,3, . proPo~
das anles de ha cer PidO de su anahsls.

d como resu la
al jn\'est íga oc

Fónnulas para el cálculo
S. I de cuadrados Ylos grados de libertad tOtales

~ - . os que la suma . . . pUed~
En la sección J.) vun I ue pertenecen a vanacron entre grupos y I .
descomponerse aditlv~ente en oSLo

q
más sencillo es calcular la suma de cuadrado0,' q",

. .' n IJHra~rupos. b I entrt
pertenecen a varucic d- drados intragrupcs para o tener a por la SUStra
grupoS. dejando la sum~st; r~~~a no se aplica a los comput~dore s digitales, en ellos b
se 10111 S.Cgrupos- d adrados intragrupos no es de unportancia, pero la eUctJ.
molestia de calcul.~r s~maUs \CU os a las si2uientes fórmulas de cálculo para estas SUr1a1
tud sí. En la sección 1.5 ega am -
de cuadrados:

, , 1 ( . , ) '= L L P - an LLY

1 ' ( ' ') ' 1 ( ' , o)'s.e.,",o, = ;; L L l - an L L 1

Estas fórmulas suponen el mismo tamaño de muestreo n para cada grupo y en la secciín
8.3 se modificarán para tamaños de muestras diferentes. No obstante, en su forma acnnl
bastan para aclarar algunos puntos ge nerales acerca de los procedimientos de cálculcdrl
análisis de la varianza.

En primer lugar observamos que el segundo término restado en cada suma de ~~dradlJl
es idéntico. Este término representa la suma de todas Jas variantes en el anahsl~ de b
varianza Ila suma total), elevada al cuadrado y dividida por el número total de vanan:6
Es comparable al segundo término de la suma de cuadrados ordinaria [expresión (3.IJI
Este término se denomina a veces término de corrección (abreviado T.C},

El primer término para la suma de cuadrados total es simple. Es la suma de todosk»
cuadrados de las variantes de la tabla de análisis de varianza . Así, la suma de euadnd05
t~ta l , que de scribe la variación de una sola muestra no estructurada de 011 it em~. el

sunplemente la fórmula familiar de la SUma de cuadrados de la expresión (3.7). 3d

d
El primer término de la suma de cuadrados entre grupos se obtiene elevando al ~ ...~

o la suma de los ítem d d . . . lamano u<s e ca a grupo, dividiendo cada cuadrado por su . J.
muestreo y sumando lo . 1tamano u<
muestr d d s COCie ntes de esta operac ión para cada grupo . Como e ~
todos~ e

ad
'" da grupo es el mismo en las fórmulas anteriores podemos sumar p

cu Ti QS de las SU m d . . . ' I unte n.De la fórmul la as e grupo y luego dividir su suma por a cons 1J
cálculo para el : ~~~~ SUma de cuadrados entre grupos surge una importante rtf~
sene de grupo , na, lSlS de la varianza. Para hallar la n¡ma de cuadrados entre CW1 . ...

, e f!lar al cuadrad 1_ tam
1TUU' IIrtQ aUnar ,. O la JUma de cado grupo y dividirla por SU . ;.....

• UJI ((Kletltes d . t(rT1lU~ '-
e estOI operaclofles y restar d e esla sum a un

•
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, Para hallar este t érmino de Co"ecció" su
io,L l ' di 'di 1_ . mar todos 101 it

(ffCC drado esta suma, y IVI IrI-U por el mima o d . ( mI de la serie
Jfal(ljl1 e lrems t"que se basa. '

, ;1gU3l n .
os un análisis de la varianza de clasificación simple con ta n d

~m medio de un ejemplo de modelo 1. El cálculo hasta la ma. os e muestras
"'" por do é idénu pnmera prueba de

~., ·o'n incluyen o esta, es I enuco para los dos mode los. Así el ·1 lo d I
~... ;IIC3CI bi é Il ísi d la ' ca cu e cuadro
i;'-.....tIr · servir tarn len para un ana ISIS e varianza modelo 1I . ,
. 1l"'~la con ¡gua tamaño de

mue>-U~·IO' son de un experimento de fisiología vegetal Registran la long 1 d dlOS U-' .' • I U , en UOl a·
codifiC3das, de seCClon~ s de guisante desarrolladas en cultivo de tejidos con aux ma

~ El fin del experunento ~ra contrastar los efectos de la adición de diversos
""nle. dídos eor t I . dr . en el crecimiento, me I os por a ongnu . Se utilizaron cuatro grupos exeen..
¡¡U<af" " dif .-¡ner.u1es. representando tres. azucares .. erent~s y una mez.cla de azú~r~s, más un ~n tro l
· . caro Para cada tratamiento se hicieron diez observaciones (repeticiones ]. El termino

mI :mento" ya implica un análisis de varianza modelo 1. Está claro que k.Js cinco gr upos
;:epresentan muestras al azar de todas las condiciones experimentales posibles. SITIO que
bw sido deliberadamente planead~s para probar los efectos de c~nos azúcares en la
\eIocidad de crecimiento. Estamos interesados en el efecto de los azucares en la kmgnud.
\ nuestra hipótesis nula será que no hay componente aditivo debido a los efectos del
~um)ento entre los cinco gru pos; es decir, se supone que las medias de población son

tedas suales. .
El cllculo se representa en el cuadro 8.1. Después de haberse calculado las cantidades

1t la I hasta la i se introducen en una tabla de análisis de la varianza , como ~ muestra en
ti cuadro. Primero se pre sentan las fórmulas generales para esta ta~la , seguidas por una
nhla ocupada por el ejemplo específico. Habiendo cinco tra tamientos observamos 4
Indos de libertad entre grupos y 45 g.l. íntragrupos, que representan 5 vece.' (J0b',1 J
· di d iti entre grupos es considera e-mdcs de libertad . Encontramos que la me la cua ra tea I
· .' . I ndo la sospecha de que estnente mayor que la media cuad rá tica de error, provoca . Sí l \1 e es
~resente un componente aditivo debido a los efectos del tratamiento. Ila . :1. ·.Ifup'uoe·' lo

ntinuar con e ana ISIS,
fUalo menor que la M.C.intra ' no nos molestamos en co diti de la varianza Nos

. . d ponente a ¡tIvo .que no tendnamos pruebas de la presencia e un com ue la 1I e
e fuese menor q . . · l n U I·

¡x>demos preguntar cómo sería posible que la M. ·grupos. S· hay componente
na . . . d ndienres I no
lItUe recordarse qu e los dos son estimadores 10 epe "" d de la varianza entre
~nivo de la varianza entre grupos, es tan probable q~e el estima or
~~pos sea menar como que sea mayor que la varia nza mt~agrupo:;át iCas se exponen tamo

.las expresiones para los valores esperados de las med~s ~~ Son las expresiones que
len en la primera tabla de análisis de la varianza del cua ro ..

Ir: han aprendido en el capítulo anterior para un modelo 1. _¡ los cálculos del cuadro
~ . . denrn en ~d

e parecer que llevamos un número mnecesano drados del error. cann a
• I E I m' de coa• sto es necesario a veces para asegurar que a SU .

C~ sufiCiente exactitud . . d F se han calculado por ~te~'
otnov· I crítiCOS el ·'n annomca).

2 es relativamente grande, los va ores I JII en interpa actO
(Jo armónica en la tabla V (véase nota al pie de la tab a
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I OP J~

1 O"" 31

191 111"'.111

cantidad 6 = 1 31110,1

g.l. S.e. M.e.
~(

f , rlprraJa

1
1, " '·C.' f UPCU• - .' "a - 1 l..

." ·C.ln tla"uPul
.- 1

•
a (n - 11 • ,

• •
a (n - I

--
mi - 1 •.,

r - r ¡ntragrupe s

-

i _ r Entre grupos

r -r Total

-
l.1 tabla de análi sis de la varíanza se const ruye como llIue.

••
• de la l'a"aClonOr¡ge ll

d
la varianza de clas if icación si mple

rSIs e

AORO 8,1 IconllflUaC¡ónl

eU. • ( " ) '1,. ~ r - CT
b.SC..fUpol TI -

=- cant idad 3 canndad a = Iq~ 905,50

i. 5.C.inua(l fupo l = S· C.t ol ~1 S·C., f UPOI =
= cant idad S

os

"6;
6;
;.
65

75
6;
;0
75

Con"OI

1

•,

••
3,
S
6

,
9

10

Obsen'aciones,
por eJemplo.

r¡plicas

Análisis de la varianza

~- CUADRO ~ . I I 'fiC3ción simple, con tamaños de muestra igual
'1' . de la \'3I1.1flZ.3 de ctast I ~.

Ana ISIS .
. " de diferent es azúcares en la. lo ngit ud , en unid a

El efecto de b a~~I~nI1 4 = mm), de secciones de guisantes crecidas en euld~s dt!
micrómetro ocular . d uxína ' n = 10 (réplicas por gru po) . Este es un an ·~O lk
lelidos y en presenCIa e a a tts <k

I anza modelo 1.
• van Traram ientos fa = 5) -

160

•::!:r
r

701
70.1 Tabla de análisis de la varianza

F luntt OltOI ee W. PurvtL Origen de la variació n g. l. s.c. u.e. {.

Cálculos prefimlrlares
1O• • 3"11 .. _I

F • ' 0
' , n{ I , '" "" _ .,"J O

f- Y
ent re grupos
(entre tratamiento s)

r - f
muagrupos
(error. réplicas)

r - Y Total

mflC2tl'l'O tr .¡( 0.01 1,
CondUJioneJ. _ Hay u n compo nente aditivO altame:, .e ~gt e "ru.vw. l u atamlen·
, bid d ' cuadntlca en r e- y - -
e o a los efectos del tratamiento en la me la - d d un efecto SlCmfK"atlVO

"'1 Lo - • tienen en u a. s diferen tes tratamien to s de azu cares
ero el vrecímíentc de las seccio nes de guisante , '\••• de la varianza modelo

V' . deunana ~

I
ease: seccio nes ~ 5 Y B 6 para la rea ltUelOn I.....ullmente diferentes

I .' . ed stonSCm -
es deCIr. el método para dete rminar que m la

ent re si.

J9J 8 2B.18 = 1322.':canttdad 4= 19 3 151

• •
J. Suma total - [[ r - ; 01 + 593 + ... + 641 ~ 309;

2 S o ". urna de los cuadrados de las obse rvaciones = L L P

.. 75' + 672 + ... + 682+ 572+ ... + 67 2 = 193151

3. Suma de los cuadrados de las sumas de grupo d ivid ida por n = ~ t (t r}
- ,.,¡¡Ol' +593' + .. . + 64l'] _ ,',, [1 929 055] = 192 905,50

4. Suma tot al elevada al d d . - . tal :::, cua ra o y dividida por el tamaño de muestreo te
termino de corrección

Te - -! (f: i:J.), ~ (:lO'J;) ' _ !!S91 409 = 191 ,~ ,I'
an .:; X 10 50

s S ••
. C to lal _ LL p - CT

= cantidad 2



-

163

346

34 '
342
.J-.)..-
37--t
3W

g.l. S,e. .\I,e. F,

b OS ro' - S;!b ' •
3 -.'

"" 3;;:' t 14,5

36 55'6

4,-14

3-1-1
34::!
;);)....
3.i l
34...
J 4 'i

.,-..". -
3ü::!

35-1

"GO
362
;i.,):!

'>titi

l {i4::! I::!I

Tabla de análisis de la varianza

,
.;.')44, r .!~1 7 ,:,

o, S 10

": P 1 t o~ !I-'\O I ,) - - -r-»_;J. _._

J
,-

- I 3;;0

";;71) 356

;jOO 3,)~

:.jt ...... ;i7Li
-. ''''". - ' ,

J w ;H:!

37 1 3lA;

;j ...: :1 -,o
:u -.\
:1li -t

Futnt~; Dat os de P. A. Th om as.

Objeto de la variaciÓ', ~n ....:~ -::::-__-=;-:---~;::

r - y Entre grup os (entre hu éspedes)

r - r lntragrupo s (error. ent re larvas
en un huésped)

r- YTotal

la varia nza de clasificación simple
I'sis de

~ na I

••
"'['<O lJl

r du .. , _ .' '-'nifi.:'ati\"'O (P < O.OIl entre
lJOn. - Hay un compo nente aditivo de la \aTlanl J. . ~

<\pedes Pata la anchura del escudo en larvas de garrapata.

S I
¡ISI I ' " " d i 'I para un ana ISlS e a varianza de c1asificació .
[)I[~ y abr:ntes. Anchura del escudo (pla ca dorsal) de larvas~e~ple, COn tamaños de
~ d _e lusrris en muestras de 4 conejos americanos de col d ga~ap~ta HQe~Qphy.

,tPorIJ~aEste es un anál isis de la varianza modelo 11 . a e a odon. Med idas en
. ¡¡;ttro~·

.. ;r~ _ Huéspedes (a = 4)

",. de fa varian za de clasificación .
Ana ,515 SImple

la t '. lamente para presen ar un registro COm 1
h n dado aqu r so . J P etc d~l

Los valores nitk.'Os st a . ramos con este eJemp~. no nos Preocupam el cal •
_ ~ I - - orrlinarwnenlC'. 3I enJren~. . de la razón de vananzas obse rvada F :::::. 4933"'.

Jll41lSlS· F L! compara- lOO F bid ' , O)

d eSTOS" res de' . . . :onserv31ivo (13 13 U a a mmediata COn '
e • ~ . el valor mUro lo. - hioé I La b merlOS

F = ss>. . fa re-hazar la rpotesrs nu a. pro abilidad d
. dl nos :on\-encena p3 1. •. fini - eque

~jos de libert a ._ ~ tanto romo lo h3 C'en,~r azar escas~ 10 lm~es~~lment epe !te.
los cinco grupos dIfieran red un efecto ad ínvo de tratamiento . Inhibiendo apar q,

)o azúcares P ucen I itud di ' C'nlt.fiJo S¡n duda s _,.l ' nd en nsecuencia la onguu e as secCiones de gu-
menU el cre.;lmieotO~ r~une o l$ir¡.

tes, ccndi iones de decir si cada tratamiento es diferente~
E stJ et~n2 00 eSUIIlOS en d .r . ••

11 e . 'T. res 9JD diferentes del control. pero no uerente s entre SI. .Estas prueb u
otro. o Sllo~ UD km un análisis modelo 1. pero aplazaremo s su dIscusión '""~_o
son recesaras ?ar1 comp '1.Q4

las seccjoees 5-.5 ) S.0.

SJ Diferente 11

Esta vez utilizaremos romo ejemplo un análisis de varianza modelo 11. Recuérdese que.
ha la p eba de si!z:nificación F incluida. los cálculos son exactamente los mismos tamu
si el lDálisis je la \~nz.a es modelo I como si es modelo 11 . Indicaremos la etapa del
. culo en la oue ha ría una divergencia de operaciones dependiendo del modelo.

En la ubla ·S.l se presenta el ejemplo. Se refiere a una serie de medidas morfológicasde
la anchura cel ese do (placa dorsal, de muestras de larvas de garrapata. obtenidas de
cuatro diferentes mdr.idoos huéspedes del conejo norteame ricano de cola de algodón
Estos cuatro huéspedes se obtuvieron al azar de una localidad . No sabemos nada acerca de
sus oneenes ni su constitución genética. Representan una mues tra al azar de la poblacóe
de índwiduos huéspedes de la 10caIidad dada. >:0estar{amos en condiciones de interpretar
difereecas entre larvas de ningún huésped. ya que no sabemos nada de los orígenes de los
cotejos, .' obaante, los biólogos de poblaciones se interesan por estos análisis porque
ofrecen una respues a a las siguientes cuestiones. ¿Son las varianzas de las medias de 105
caracteres larvuio\ entre huéspedes mavcres que las esperadas basándose en las varianzas
de los caracteres intnhuéspedes? Pode~o s calcular la varianz a media de la anchura dd
escudo larval en un huésped. Este será nuestro término "error" en el análisis de la
VifWIU. Después COntrastamos la media cuadrát ica entre grupos observada Y vemos si
x.mlent un componente _.1 d I d td la P acurvo e a varianza. ¿Qué representa ría tal componente a I t'

hui;d va.r~nu La media cuadrática int rah uéspedes (es decir , de las larvas en un
exper (;~u~n, representa diferencias genéticas entre las larvas y diferencias en 1.!5

J.J a r le tale de esta la La ' d estndifere .liCito fK.¡f s rvas. var.lanza adit iva entre hu éspedes ernu .
h élpedet ue a ent re las larvas, debjda posiblemente a diferencias entre jQs

e in a ¡¡ na Tamb ' d . . tre PIIarv ~ ten pue e deberse a diferencias genetlcas en
e re · Jra faroilta de garrapatas. o al meno s una població n C~:

r .J !pe rr en tre í de lo que lo está n con las larvas de garrap.1U ~
e P el nteré e á en las magnitudes de las va rianzas- El!

Vr ~
IJ de é te e un 1.:310 claro de análi 15 de la var



Análisis de la var ianza de claSificac "
IOn s'

1~ '~
ovislO en el cuad ro 8 . 1, excep to que el símb I •

. el esq uema pr d dif o o ~El calculo s lgue~, ue los tamaños e muestreo I reren para cad '- l ie~
ibi ahor3 L puesto q a gruPo 1 _

que eSCTl Irse J 7 e realizan como antes. Solamente el paso 3 . ' l.Q¡
1 ., Y del ..J hasta e s tiene

pasos . ~ . blemente. Este es qUe
modificarse aprwa

d I S cu
adrados de las sumas de grupo. cada una dividida por su

3. Suma e o tamaiio de
muestreo

Los valores críticos de F al 5 % Y 1 % se mu.estran debajo de ~a tabla de análisisdeb
varianza en la tabla 8. 1 (2.89 Y -t.44 . respectivamente). Deberl a co nfinnarse por UIlO

mismo en la labia V. Obsérvese que no se da el argumento V2 = 33 . Por lo tanto, se debe
int erpolar entre los argumentos que representan 30. ~ 40 grados de Ii~~rt ad , respectiva.
mente. Los valores presentados se han calculado ut ilizando interpolación armónica. Sin
embargo. una vez más. no ha sido necesario efec t ~ar tal inte rpolación . El valor conseml~

va de F. F.. {I .JGl . es 2,92 y 4,5 1 para Q = 0,0) yo: = 0,01, respect ivamente. El valor
observado de Fs es 5,26, considerablemente superior al inte rpo lado así como al valor
conservativo de Fo,ol . Por co nsiguiente rechazamos la h ipótesis nu la (Ho : a~ = O)deque
no hay compone nte aditivo de la va rianza entre grupos y que las dos medias cuadrática¡
esumen la misma varianza. Aceptamos en cambio la hipótesis alterna tiva de la existenca
de un componente aditivo de varianza a~ .

¿Cuál es el significado biológ ico de esta conclusión? Por una u otra razón las garrapatas
de diferentes huéspedes difieren más entre sí qu e las garrapatas de un huésped cualquiera.
E~o pue~e d~be.r~ a cierta influencia modificado ra de los huéspedes sobre las garrapata
(d ifere~cla s biológicas en la sangre , dife rencias en la piel, d iferencias en el medio ambiente
del ?~esped: todas ellas bastante improbables en este caso) o puede deberse a diferencias
g~netlcas ent re las garrapatas. Posiblemente las de cada huésped representen los desce n­
dientes de un,a sola .pareja de padres y las diferencias de las garrapatas entre huéspedel
;;~~~;:en dife~encta s genéticas entre famil ias; o la selecc ión haya actuado diferentemen­
1 d pobl~,clOnes de garrapatas en cada huésped o los huéspedes hayan emigrado~
ugar e reumon de difere tes f . . ' . . b

anchura del dO n e ~ areas geográflcas en las q ue las garrapatas difieren.en
lasdiferencíaes

scu ?.-. e estas dive rsas posibilidades. a la vista de la biología del orgamsmo,
Hasta este p~~~: 11~: s :~tr~ familia,s pa~ece la más razonable.

Si éste hubiese sido m:: ~u ~ s habrfan SIdo idénticos en un análisis de varianza mod~lol
significativo en ve, d e o , la conclusión habr ía sido q ue hay un efecto de tratamientO

. e un compo ne ru di d b mOlcompletar los cálculos . e a [t IVO de la varianza. Sin embargo, aho ra e. ~ 11
estimación del compon:~:~os de un aná lisi s de va rianza modelo 11. Esto s incluU'~~ I

losdos nIveles. dltlvo de va rianza y el cálculo de l porcentaje de vaructOn

Como el taman d
escr ibir (j1 + 1 o e mue!trco 11 dif" odemOI

f/(JA PlUiI 13 M (' I rete entre grupos cu este ejemplo, no r d n
. · tl Up 'lI e ~perada_ I-.s obv io que ningún valor individual e

(~9¡S) ' + (35H)' +
S 10

• • •
+ (2 168)' =

6 4 789091

'lisis de la varianza de clasificación simple
A"a

f · I l' I 165iado en la armu a. or o tanto utiliza
, apTOP dia aritrn ét i d mas un " medostfl1 te ñ la me 13 arttrnetrca e los valores d ' 10 : no obstante '

siDlplemen ' e 'l.SIOO que es ' este no es

1 ( " ~ ' )no = "' n . _ 4.,.n¡a - 1 e: I -;¡-
~n, (8.1)

U
n promedio ord inariamente próximo a ;¡ pe .ue es . 1 ro Siempre me

q ñ sde muestreo sean rgua es. cuando 110 = ¡¡ En e l ' nor, a menos que loslama o ' s e ejemplo

= 1 ( [8 + 10 + 13 + 6] _ 8'+ 10' + 13' + 6' )
/l o 4 - 1 ~ + 10 + 13 + 6 = 9,009

E las expresiones para las med ias cuadráticas esperadas present di ' ..n • 1 . b . a as en a tabla de análisis
de la varianza, esta c aro como se o tienen el componente de varianz _,

2 N I a entre grupos sr. y
la\'arianza del erro r o . at u ra me nte los valores que obtenemos son ' I .Aib 1 2 sunp emente estun a-
ciJnes Ypor lo tanto se eSCTl en como SA Y ~ . El componente aditivo de varianza s~ se
est ima como (M.Cg.rupo s - M,C.i.nlr a)/n . Siempre que los tamaños de muest reo sean
diferentes, el denominador se con~ lert e en no · En este ejemplo (602,7 - 114 ,5)19.009 =
H,190. Frecuentemente no nos interesan mucho los valores absolutos de estos compo­
nentes de la varianza, sino sus mag~ itudes relat ivas, Con e~st e fin los sumamos y expresa.
mos cada u~o co::n0 un porcentaje de esta suma. Así s: + s~ = 114 .5 + 54.190 =
168,690 Ys y SA son 67,9 % Y 32 ,1 % de esta suma, respectivamente. Se encuentra
relativamente más variac ión int ragrupos (larvas en un hué sped) que entre grupos Ihués­
pedes).

8.4 Dosgrupos

Unaprueba frecuente en estad ística es establecer la significación de la diferencia ellfre dos
medias. Esto puede hacerse fác il mente por medio de un análisis de la varianza para dos
grupos. El cuadro 8.2 muestra este proced imíento para un análisisde la varianza modelo 1.
el caso ordinario .

El ejemplo del cuadro 8.2 se refiere al inicio de la madurez reproductiva en la pulga de
agua, Daplmia longispina. Este se mide como la edad media (en días) al comienzo de la
re~r~ducció n. Cada varia nte de la tabla es en realidad un promedio)" un posible fallo en el
~[¡si s podría ser que estos promedios no estuviesen basados en tamaños de muestra
~ales. Sin embargo, no se nos ha d ado esta información Y tenemos que pro..-eder en.el
lUpueSlo de que cada lec tura de la tabla sea una variante igualmente fia ble. ~a s dos lonos
lepresent dlf . . lic de cada scne so n c onos
d . an I erentes cruzam ientos genéticos Y las siete rep I... as d 1 I .
envados del mi . I . ' IaTamente un 1110 e o . ) a

que la e ..rrnsrno cruzam iento genét ico . E st~ .~Je01p o es ... ~ 11 en la edad media al
Cl)mie cuest lo n a responder es si la serie I difiere de la ser I ed d media al inicio de
h tep,nzdo de la reproducció n, El examen de los datos revela que ,a t:·, ' por tanto en('o ntrar

o Ucció . . J ' . • ' •. xos sllrprenUerl
que.,., . n es muy similar para las O~ ~(Tlt:S · 1 • J Jos realizaremos una

....n 5111 1,' r' . b te de 10 os 1110
-e I rcauvameure difer entes- NI} o stan e
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_ , 18 Y s' -,. = 0.361 4 tal
-~, }1 -2
denominador de la prueba t . por

el unto cero (ninguna diferencia)
I"l " se ha c n~'O n lr¡Jdo que no era

l .

L¡ = (r. - Ji) - la[.Jsr,_ r r

La = <1; - f,) + 'nr'l'r, _r.
En este caso y 1 - Y = _ O 0428 10,061121
COmo h 2 , .

. se a calculado anteriormente como el
consIguiente

L, = - 0,0428 _ (2 ,18)(0 ,36 14) = -0,8307

lo
L, = - 0,0·128 + (2 , IS)(0,:U\ J.l) = 0,71 :,1

' f" . .
Q) ImUes de confianz a del 95 % con l1cn~n

010 era J . l ·"! [i e espera r, ya que la diferenCia I
ni Ica liva .

1; - f, - (~ , - ~,)
t. =

, n

L Y;+L Y;
\ n(Il - 1)

. de la varianza de clasificación Simple
A,áliS'S

CUADRO S.2 (continuación)

fó rmula apro piad a para t s es una de las siguientes'
L3 resión (8 .2), cuando lo s tamaños de muestra ' .
E'Pso n pequeño s « 30 ) : g. l. = n i + n2 _ 2 SOn diferentes y 11, Ó 11 •

IT1boS (0 3) do lo t ~ . 1 o
3 E presión o , , cuan s amane s de mUestra son idé nn .

n~e del tamaño) : g.t. = 2(n - 1) . I entlcos (¡ndepend iente.
lfI~E .presión (8.4) , cuando ambos ni y n 1 son diferen te'+ _ 2. s pero grandes C> 30). g '
- Tl l 11: . "
- p a los dato S presentes, puesto que los tamaños de m .

,' pTresión (8.3) : uestra son Iguales, elegimos
la e

(1; - f,) - (~ , - ~,)

t. =- 1
- (8~ + 8~)
n

No he mos calculado las var ianzas, pero podemos transformar 1 íi. d d d . a órmula en una
basada en sumas e cua ra os, que se obtienen en un paso del cálc 1 .. u o antenor a las
cantidades provistas.

Co ntrastamos la hipótesis nula de que u , - pa = O. Por lo tanto sustituimos esta
cantidad por cero en este ejemp lo y obtenemos y~ = 3,029 Y y~ = 2,45 7,
Luego

1,
~ 7,5143 - 7,557 1 __ - 0,0428 -0,0428

- 0,1184
V(3,029 + 2,457) /7 X 6 V 5,486/ 42 - 0,3G14 -

Los grados d e libertad para este ejemplo son 2(n - J) = 2 X 6 = 12. El valor
critico de tO, 06(12] = 2, 179. Como el valor absoluto de nuestro t J observado es
menor que el va lor cri t ico t , las medias no son significativamente diferentes, que es
el mismo resultado que se ha obtenido por el análisis de la varianza.

Limites de confianza de la diferencia entre dos medias

..,.- - -

F,

claSilicac,· .on .
SIIrlp/~

M. C.

0 ,OUü·13

devar ianza

o,OOGla

s.e.

5,'IS571

1

,2

1:¡

g.L

Análisis de fa

Series (a = 2) -
--

I 11

-., 8,8',-
t ,1 7,5
9 1 ',7,
- o ilJ,,.
t ,:1 714

- ? 6,7, r-

7,5 7,2

"~r 52,6 52,9

r 7,514:1 7,557 1

"!p 398,28 402,23

-

Origen de la variación
=--cr - r Entre grupos (series)
r -p Intragrupos (error ;

clones dentro de una serie )
y - P Total

,...-CUADRO s.z
. . de medias entre dos grupos.

prueba de la diferencia
. 1 comienzo de la re producció n en Daphnia /Ongis .

Edad media (en d l~~) ~ sada en números de hembras aproximadamente .Plna (cada
vanante es una m~ 13

d
~\'adas de cr uzam ientos ge néticos diferentes y c lgUales).Se

r n dos senes en . E . onlenirompa a . = 7 clones por sene. ste es u n anali sis de I endo
siet e clones cada una. n a varianza

mode l~o~I:. __-=---:--:-::-:~---------------- _

Fuen te: Datos de Ord.....a y desde Banta ( 1939).

Co ncluJiJ5n. - Como F « . .
la¡ dos senes no SOn J T ¡. o a. [I ,UI ,se acepta la hipótesis nula . Las med ias de
en la edad media al slg~1 Icatlvamente dife rentes; es decir , las d os series no difieren

co mienzo de la reprodu cción .

Prueba t de la h " .
l ·O . J " pO t eJI, de que dfJj di bJ ciÓfI

n Igua 11." Ilmll"J de ' [ í me laj de f11 l1 e.Ureu proceden d e lUla po o
con lanZa de 1 d' .a tlcrencía en/re dos mrdlas.

Et.til pr ueba 5U (J '

do la s do P ne que las var i<.lnl' .1, l ' ex tral'
b. s muestru SfJO idé t .. .as uc as po b lacione s de las q ue se han .
ar p(Jr el mét d n leas l· n caw d d d ' . 'o/llP'Oo fJ del cu<&J ro 7 l · ' J e 11 "acerca de esta h ipol cSIS, l:

, , ~ C C I '1n 7.3 .

An álisis de la varia nza de clasificación sim ple, para do s grupos co n iguales tamaños
de muestra.

~-:-;-;---:---------
Tabla de análúis de la ~'Qfion=a
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(8 .3)t. -

lIe es la fórmula aplicada en el ejemplo del cuadro 8.2. Cuando los tamaños de muest ra
~n díferentes pero mu y grandes. de modo que las diferencias entre "¡ y 1li - 1 son
rdativamente insignificantes, la expresión ( 8 . ~ ) se reduce a la mas sencilla

En el apé ndice A1.4 se expone la simplificación de la expresión (8 .~) hasta las expresiones
(8.3)y (8.4). Los grados de libertad correspondientes a las expresiones (8.2) Y(8Al soo
" +/1, - 2; Ypara la expresión (8.3) g./. es 2(11 - 1). .. .

En el cuadro 8.2 se muestra la prueba de significación para las dlfe.r e~c la.s entre m~~l:Is.
utilizando la prueba l . Esta prueba es de do s colas porque nuest ra hlp~t~~ls :lltern:ltl. a es
HI : J1¡ =1= 1J.2 . Los resultados de esta prueba son idénticos a losdel análisis de la v:lfl~nz:l
d1 . díf Hemes menoona-e mismo cuadro: las dos medias no so n significativamente ¡tere nte~ . e ."
do . I·d d rern át icarnente id énticos.

antenormente que estos dos resultados son en rea ma roa l c d d el valor
PObdemQS demostrar esto del modo más sencillo posible e~e."~ nddoIJ . l ~a nzr~ ~rre~o n-
otenid ,. I 1 F del análisis e a varianza 'Y

dien o para I s , qu e deber ía ser id éntico a va or ,, ~ : == áOI-lO. Dentro JeI error d~
te. Poesto que t = - 0, 1184 en el cuadro ~ .-. r, . ' F = 0 0141). ·Por que

redondeo éste es igu:' al F obte nido en el análisis de IJ."3f1anz3
t( s ()...; ,,) sl(. , do nde

lUcede '? E ' I sto que [.) r- , .

• aSI. xpondremos dos razones de esto . 1 ernos \'1, . ~ . por tanto t'. ee (
es el . . o I l1 'du s . . El

"' / 1 nUmero de grados de libert ad de la \'arl:lnlJ e 31 l lO" rJl On Je \'ariJIll3S.
"1 1- S' '·0 jrSt.' (0111\' u .. o ,.
d y . 10 embargo est·, exp resió n (Hiede (01l ~1 er . lo. d El l1uml'rJ or c~enom' , , .. , d . o' IM~rta . -In 'l{!o . . / ' ,,["\ ll S e

, r es c1aramCnl l.' Ulla vaf1 ;Jnl ;l HIn ~ •

. d la varianza de clasifi cación s imple
.lislS e

,- 1~
contrastamos la desviación de la difere . y- _

13n10 , ., (8 2) ncu I - Y
l\1r 10 d de la expreslo n • es un error típico el ' . 1 respecto de cero El
1- ·n3 or . . ' error npicc dela a: .
del1oJ111 . S 5)'1_ )'1 ' La parte izquierda de la expresión ue es' e a dIferencia entre

JOSmedl3d ada de las varianzas de las dos muestras n' q 1 ta entre corche tes, esuna
. pOn er d I d h d i ' I Y51 ,calculada I

¡t1eJ~ I El término e a cree a e error típico es la fé 1 . a a manera de la
~cció n \ i/llz ), que es el factor ~or el que debe m\l1tiplica~:~ ::~ calculo ~á~ fác il de
(1 1111 ) + nvertirla en una varianza de la diferencia de di nanza med ia tntragru­
rJs ~a~a c~n de una varianza de muestreo 52 por 1/11 para t me ~as . La analogía con la
{Illlltlphcacdl. 52- debería ser obvia . rans armarla en una varianza

na me la y , . I
Mil ba esbozada aqut supone igua es varianzas en las do blaci

L.a prue bién un supuesto de los análisis de la varianza re'l~ pOd 'helones muestreadas.
es tam . , . Iza os asta ahora au

Este hecho hincapié en esto. Para dos vananzas solamente la i Id d . nque
[10 hemo

l
s rocedimiento del cuadro 7. 1. ' igua a puede probar-

. par e p - d . 1
do los tamanos e muestra son igua es en una prueba de dos t ICuan . . mues ras, a expre.

.. (8 ' ) se simphftca ha sta
)JJ11 . ~

(52,6 - 52,9)' ~ 0 00643
14 '

Análisis de fa V8nanza de clas if icac ión s'
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ahcra no se pu ede decir si es significat iv I
ede verse por · . d di ' a a rnae .

prueba. Como pu . E t depende de la magmtu e a media cuadrát' ""llOu U¡J
b lula de una diferencIa.. s o . lea delello

a so I varianza Intrasencs. . . ' "
que representa a iJ · · de la ",afianza no se exponen. Serian los mism

'1 I para el an ISIS d osqUeLos ca cu os . I ños de muestra y solamente os grupos hay 0 1 entl
cuadro 8. 1. ,Con IgU~ e~ . t an;~ que el ordinario. La cantidad 6, s.c. grupo s. pue~o prOCedi.
miento de calcu lo mas . lr~c f ' ula : e calcular.
se directamente por 13 siguie nte orm .

(t ¡; - t ¡;) ' _
SCgru pos == 2n

t. = (l'; - Yo) - (", - ",)
~[(n, - ))81+ (11, - ) 81J ("' + "') ( 8 . ~ 1

nI + n2 - 2 n t1t2

t~mbién se distribuye COmo [ L ., ote
tiene la misma estrucr . a, expresió n (8.2) parece complicada, pero realme .
clón, esta vez no ent UTa que el termino más simple para t. El numerador es una de SV I3'
. . re una sola meuia de . treuna

sImple difer encia de d ' muestreo y la med ia paramétrica. smo en
d¡ os medias de mu t y - . ntrelasme laS de las poblacif es reo, I e Y1 y la verdade ra difcrencu e .

nu t h JOes repre lentadas' d ste trpOes ra ip6tesis nula e I por estas media s. En una prueba e e -
deben I I que a dos mu · . , . es declf.ene r la mI sma m d" ., . e ~lral vie nen de la misma poblaclon.

e la pa rarnétnc' A ' 1 . c3 cero.a. ~ I a dlfcre llcia 111 111 se espera que s

Hay solamente 1 grado ~~ ,libertad e~tre los dos grupos. El valor crítico . F 0,05(1.121 seda

d ba¡ d la tabla de análisis de la vananza, pero no es realmente necesario consulta I E
e 'JO e I ·1· · de la vari ro. 1. n de las medias cuadráticas en e ana ISIS e a vananza muestra que laM. e

exarne I l i d F ' grbpo
es mucho menor que laM.C¡nua: p.or. o tanto e va or e . ~ esta ~uy por debajodel;
unidad y de ningún modo puede existir un componente adit ivo debido a los efectosdi
tratamiento entre las series. En los casos en que M.C. gru p o s ~ At.C. in t ra. usualmenteDe

nos molestamos en calcular F, porque el análisis de varianza no podría ser de maner~
alguna sig nificativo.

Hay otro método para resolver un análisis de la varianza mod elo 1 para dos muestras.
Este es una prueba I de las diferencias entre dos medias. Esta prueba I es el método
trad icio nal para resolver dicho problema y ya puede resulta r familiar como una relación
previa con el trabajo estadístico. No tie ne ventaja positiva en cuanto a facilidad de cálculo
ni comprensión. y como se verá más ade lante es matemát icamente equivalente al an áli ~s

de la varianza del cuadro 8. ~. Se presenta aquí principalmente con el fin de completar.
Parecer ía demasiada ruptura con la tradición no presentar la " la prueba t " en un textode
bioestadística .

. En la ~eció n 6.4 nos hemos informado sobre la d istribución t y hemos visto queuJ!3
dist ribución I de 11 - I g. L podría obtenerse a part ir de una distribución del t érmínc ü.
- ,l/)lSi&, en que sr¡ tienen fl - 1grados de libert ad e Y está normalmente distribuida.El
numera or ~e este término representa una desviación de una media de muestreo respecto
de una media paramétrica y el de . d . . . .. Ah "nomina or un erro r npico para tal desvíacíon Ola
vemos que la expresión



La relación entre (2 y F conduce a otra relación. Acabamos de averiguar que cu d
' D' --7 ' b '1 " " ,= I F," .,= 1',.: . e a sección .- sa emos que X¡"l) VI = F,. 1 Por 'o (, "., 2 ".. :c . amo

cuando VI = I YV2 = oc, ;(1; = Fu ,:c] = 1;", ]. Esto puede demostrarse por las tablas".'
V y IIJ, respectivamente. '

La prueba t para las diferencias entre dos medias es útil cuando queremos fijar límites
~e l confianza a esta diferencia. El cuadro 8,2 muestra como calcular límites de confianza
; .95 % para la diferencia entre las med ias de serie en el ejemplo de Dapltnia: El error

('pICO y grados de libert d - d d(83) 18 4 N a ap ropia os ependen de que se elija para 1, la exp re sión(8 _~ I_

diíe u , " )', o nos sorprende descubrir que en este caso los límites de confianza deu
rencia me uyen el v id -

seras- d a o, e cero, variando desde - 0 ,8307 hasta + O 7451. Estodebe
I cuan o se encuentra diferenr-¡ 'Podemos - t que una rrerencia no es significativamente diferente decero.

m erpretar esto dicie d
valor de la diferene¡ n o que no podemos excluir el cero como el verdadero

renca entre las medias de las dos series.

's de la varianza d e clasificación Simple
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_ d-ferencia significat iva en edad entre las d _

bla I .• os senes ge é -
'" ~, boda tal diferenCia, no serian posibles otras pru b . n licas. Pero aunqu

' se ha l . dd e asSme b e¡,ub< d secciones de guisante a os en el cuadro 8 I . m argo, los datos de
ud e - (b - muestra n u difktnglt los cinco t ratarmentos asados en 4 grados d lih na ere ncia sionif". ent ,e d - l e, crtad) A -ecal1"a dias no son to as ígua es, no sabemos cuáles dif ' unque sabemos

15 roe ieren entre s' E
qUe a de prueba entre pares y grupos de medias, Así por eiem l 1. s~o nos conduce
Ji teJ1'l ~ f ente a los 4 tratamientos experimentales que repre~ t °i podr.larnos probar el
¡;Ilotro '; n a contrasta r sería , ¿afecta la adición de azúcares a ni aln os azucares añadidos.

cllestlO . b '. a ongitud de la .1> _ tes? podn amos pro ar también las diferencias entre lo t . s seCCIOnes
d gUIsan · .' " s ratarnlentos d .e U prueba l ógica podría ser azucares puros (glucosa fru cto e azuca.
re). na mezclados (glucosa al 1,%, fructosa al 1 %) , 53 Y sacarosa) frente a
1ZÚcares .

U P
unto importante sobre estas pruebas es que se diseñan y ela en . d di

n d , - D b . "O In epen Jentemen·
d los resultados e expenrnento. e erran planearse antes de que el -

" e b id 1 experunento se
real izado de hecho y o teru o os resultados. Estas comparac,-ones se d -haya . , , enomman

p~l/l ificadas o cOf~ ,~~raClOlleS a pnon, E.stas pruebas ~ aplican CO n independencia de los

"'

liados del análisis completo prelim inar de la varianza. Por el contrario después de
re l exnerí dr i ,haberse realizado e expe rune~to po fl amas ~uere r comparar ciertas medias que observa"
mes que son notablemente d iferentes. Por ejemplo, la sacarosa con una media de 64 ,1
arece haber tenido menor efecto de inh ibición de l crec imiento que la fructosa con una
~ed ia de 58,2, Pudiéramos por tanto querer comprobar si hay en realidad una diferencia
signi ficativa entre los efectos de la fructosa y la sacarosa, Estas comparacjcnes, que se
propo ne n como result a~o , del experimento efectuado, se .deno~tinan . '~o, planifica~as o
comparaciones a postenort: Estas pruebas solamente se realizan SI el análisis de la vananza
global preliminar es significat ivo. Incluyen pruebas de comparación entre todos los pares
de medias posibles. Cuando haya medias, puede naturalmente haber a(o - 1)/~ posibles
comparaciones entre pares de medias. La razó n de que hagamos esta distinción entre
comparaciones a priori y a posteriori, es que las pruebas de sig nificación apropiadas.para
las dos comparac io nes son diferentes, Un sencillo ejemplo análogo explicará por que esto
~~I , ~

Vamos a suponer que hemos muestreado de una población de hombres ~e tura
d --- -- Sdeestaaprox imadamente normal. li emos calculado su med ia y eSVI3.C lon tlplC~ , I

bl -- d d ir la diferencia entre ellospo accn muest reamos do s hombres a la vez, pe ernos pre ecr , '
b - d ..' " 1 h bres serán muy sim ilares yasan onos en la teor¡a estad íst ica ordinaria. A gunos om ,.'
ot " , . almente dIStribUidas con unaros re auvarnente d iferentes. Sus diferencias estaran nonn . . it lo
md¡ d 2 se descubnran en un capi ue la e Oy una varianza esperada de 20 , por razonesque . areja de horn-
r sterior (sección 12,2) . Así, si obtenemos una gran difere n c l~ e n~re ·~::t íp icas mayor
resextraídos al azar. tendrá que ser un número suficiente de, esdVIJClhombres provienen

quecero ,. ' la de que os os
d 1 ' para que rechacemos nuestra hlpotes's n~ 1 I sde las personas antes
, a pobl '. . . b asemos as a tura .

d aelon mdicada . Por otra parte, SI o sc rv , d'ferentes, es obVIO
emuest . I ' arcclesen ser muy 1 .•q rea r as y luego cogiésemos parejas que P . d h mbres que diferman en

t u~ obte ndríamos repet idamente diferencias entre pareps
d

e d~1 resto en la distribución
¡rlaS d . . . • separ3 as .. . .
d r eSV lac Kl nes típicas, Estas diferenCias estanan '1 ríJIDOS nuestra hlpote·
e recu ' , Ira "ez re\; 1313 bl --n

,~ enclas esperada de las difere ncias, Yuna } o 'do dc la misnta po aCIO ,
nula Cl ' d b St' hall e\ lfa l . d ntes depe I<ln o de hecho es cierta . Los 110m res . , ha n e.\JI1Hna o 3

lO debiJ ' ". 1 l " r Si IK) que Slu a qu e nu se han c ,,- Ira lUU a al.l .

<- - -

d,¡.] = 3_841G

= 3_84 1

= 3_84

= 1.9GO

, -
Xos 1,

F .(kl [I,~1

l .l»¡..]
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E desviación simple al cuadrado , que represent
.. rianza. s una l fb d ( a Una

rarnbíen una va e I en lugar de cero grados de J erta ya que es Una desv ' .s.'Jllladt
cuadrados que post de una media demuestreo). Una suma de cuadrad bl3ClOndeL

d dera media JJ Yno . '2 • d Os asad lC
ver a d I vez una va ria nza. A SI t es una razon e va rianzas' e aen I
grad~ de li~erta es~; hemos visto más arriba. En el apéndice A 1.5 de~;~ecífi ca rn e n.
te, . ( t, j == [l. '] ',c~ valores de (2 v F~ obtenidos en el cuadro 8.2 SO n canSt _dramOSalgt.
bralCamenle que o s • I ades ;,.¡ .

• e.
tj~S~mb ién podemos demostrar la relación entre t y F en las tablas estadísticas

V tramos aue F 1»[1 lO] = 4,96. Este valor se supone qu . Enb
tahl: en~~a~z cuadrada de 496 es 2,227 y cuando buscamos l. OlI IJ OI e~ les ~llal i

1",-,,- - . - d d I d d d atabla11I
encontramos que es 2. ~ 28, que est~ ~n t r~. e error e re on e? aceptable del v
anterio r. Como t se aproxima a la distribución normal al tender a mfinito sus d alor
libertad , Farl.o] se acerca a la distribución del cuadrado de la desviante norm a lg:~a~~od:

8,5 Comparacirmes en tre medias' tests __
. a pnor¡

lIemo -
s Visto que después del test d ' " ' . ~

IJ se completa COn I . . e slgOlflcac lon in icial un aná li sis de la varianza mode
m a estlmacil n de I ' O di aria-ente completamos Un ' ál¡ _ d os componentes ad itivos de la varianza . r 1~
do lo d ana ISl5 e la vr nan: d I amUlan·

:l ates Con más d 11 a ianza mo e o J, de más de dos grupos. ex ,
grupos de medias IIJn d;ta e, Contrastando qué medias son diferentes entre sí o qUt'
Vamoi' f I erentes de otr . d' 'dllale~

i re erlrnos otra ve _ I "os gru pos semejOanles o dc medias m IVI
e!fe C" 't lo /. a os cHI' )" , d , h ra eD
,_ d.'dPI u , PcJdemfJs dj'PfH '" a ' ~I <; e a varian/ <J modclo I t ralados hasta a 0

8
,

a e a media d , J", r Hlmedlat ' me I _. I l adro .•,e as puluas d ' ¡j n c u C ca'.¡o dc do s muestra s de CU .
~ e agua al (;(1 ' . ordarl.

InlCnl.() dc la repruducción , Como se rcc



.,.- -

s.e (azúcares mezclados respecto a azúcares puros)

.I."uí el re dif I suma de los azúcares solamente . La prueba
'~ , . es iferente basándose en a
estadística apropiada es '

08 '=o. _48.13

; ,46

dados en el párrafo
1 -n ncos de 1'. 11,611vista de los \ .3. ores lo. I la la

\1 ' uros)
F _ J .c. (azúca res mezclados respecto a azuca res P =,-

M·C. in 1r3

Esta comparación es altamente significativa, mostrando que la adición de azúcares retarda
I~n ific a t ivament e el crecim iento de las secciones de guisante.

..\. continuación probamo s si la mezcla de azúcareses significa tivamente diferente de los
mimes puros. Utilizando la misma técnica calculamos

n este caso el término de corrección es el mismo que para el ...
E que incluye a todos los grupos del estudio. El resultado es u anallSls de la varianza
P'b'comparación entre estos dos grupos. Puesto que Una compoa su~a de cuadrados para

d d lib d aracion entre dos gr, ne solamente un gra o e I erta , la Suma de cuadrados es al " upos
ue d' d ' . rtusmo tiempo una rned

,drática. Esta me la cua ratica se contrasta con la med ia cu d " di "
tu , di ' . a ratica e erro r del
l[lÍlis is de la vananza, para ar a sigu iente comparació n:

M.e (control frente a azúcares) S3232
F, = , = • 1 = 152,14

M ,Ci ntra ,),46

F O,05 [l . 4~ 1 = -l.05, F 0,01 [1,U! = i ,23,

(580)' (593 + 582 + 6-1 1)' (593 + 532 + ,;<;0 + 611)'
=10 + 30 - -10

= (580)' + (1816)' (2396) ' = -1313
10 30 40 '

Úle es s¡ if'n' ígni IcativottrlOr.

, de la varianza de clasificación
'lislS simple

ftna
dicic d ' 173presentan a rete n e azucaroHabrá por l

[.Js que re"azúcares" . con una SUma de :2 396 ya tanto dos grupos el grupo
tuPO I un tamaño d ' COnt rol y

ti g. . nte calcu amos e muestreo de 40 p
ns~ule · Or.o

l
rol respecto a azúcares)

Sf, (con

(, 01)' (593 + 582 + 580 + r,-I l )' (701 + - _
=~- + ' O - .)93 +080 + ' SO +• - JO ~ ;;Q .), (;.j I)'

(-01)' (2396)' (3097)'
• · '10 + -10 - 50 = 832,32

Glucosa
Glucosa al 1 %

Control
Fructosa + Sacarosa

al2 % al2 % al2 % •
[ructosa al 1 % ---r 7n,1 o, '~ (61,04' f'¡• ,d I' :)S,2 ;j8.0 G·l , l

~r 7(11 Off'
'l·} ,j' 2 ,~, ,,O 641 3007

" JI) llJ llJ 10 JO 50 -

E~as regla¡ pueden aprend . l
medas, SUma¡ de grupo ene mejor por medio de un ejemplo. La tab la 8.2 registra:
gUisa nte del cuadro 8 I SeY tama i'io ~ de muestra del experimento de las secciones e
lo gru '. recordara que h bf , 'f' . 3S entrf

po Ahora querem¿ bar s¡ a la diferencias altame nte sigm IcaOv . lI'
S pro ar sI IoscontrolC5 SOIJ d iferentes en los cua tro trat;uT\Jt
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", babilidad en la cual se basa nuestro Cont rast d '
dist bUClondepro d d di ib e e h 'extraerlos. la 15 n . n una muestra eran e e una rstr¡ ución no 'POteti¡

\' ~ no es di ida. Es ob~IO .que et 'picas v que ;¡ tomamo s deliberadamente ~d~I .l as coI¡¡
. - 7 desVIac IOnes I • • . ¡r" m lVidu
diferirán en ;) a parecerán se r en gran ma nera sign Icativament di o~ lit
cada cola y los comparamos. la misma población. e ifererlte"

, que pertenezcan a h t .entre SI . aun di s que difieren mue o en re SI como resultad
e d comparamos me la lo m¡ o de al .uan o "" d la varianza hacemos exactam ente o mismo que al !Un

. nto en el ana ISIS e '. d frecuencí """trataIDle I . baio de la distribucion e recuencias de alturas S' -v~ er el
b ás alto ,. e mas 'J • • I quer

hom r~ ~ n sig nificativamente diferentes entre SI , no podemos util izar la di erno,
saber SI ~sta~ SOd - habil idad en la que se basa el análisis de la varianza . stribu.
ción ordinana e pro .., ' 1 E ' Slno qutilizar pruebas de signIficaclon especra es. stas pruebas a post . . e
tenemos que u ., d 1 li .. d erlon !t, " I róxima seccion. Esta se ocupa e a rea izacion e pruebas 'dlSCu llf3n en a P . . .• di ' a pno"

11 aradanes planificadas antes de la real ización e experunento '<'
aque as comp , 1 ifl d .

La regla general para hacer una compar~:io n p am lea a es sumamente sencilla y VUelve
estar relacionada con la regla de obtenc ión de la suma de cuadrados para cualquier .

a .. 8 1) P k serde grupos (discutida al final de la secci ón . . ara comparar grupos de tam.
cualquiera !li , se eleva al cuadrad~ la sum~ de ca.da grupo, se divide por su tam afi O~~
muestreo ni. Yse suman los k cocientes aSI obtenidos. De la suma de estos cocientes se
resta un término de corrección. que será la suma total de todos los grupos de e51
comparac ión. elevada al cuadrado y dividida por el número de ítem s de esta suma total. Sa
la comparación incluye a todos los grupos en el aná lisis de la varianza , el término de
corrección será el Te general de l estud io. En cambio si la comparación incluye solamen­
te algunos de los grupos del anál isis de la varianza. el T.e será diferente, restringiéndose
solamente a estos grupos.

TABLA 8.2

\ ted.ias. sumas de grupo. y tamaños de muestreo, de los datos del cuad ro 8.1. Longitudde
secciones de guisan tes desarrollados en cultivo de tejidos (en unidades del micr ómerre
ocular,.

u_--



(8,6)

(8.5)

F,u.e.g. l.

10-- 'J') 1 ')Gl l TiI I " ~ '¡ll ,:i:l o ,
ST) 3') ~ ' ,"., -, - t s;j') 3·) 152,"'''' 0'

-1 ~,l ;J
. -,'-

t '¡Q3 , , -10'
l lJG,Si

, , -.,
!.b,H- h m"

" -1 - -O -1 ,) •- ;) , ;) 5,46

t 'P') S') 1U.--, -

> F",!a_l ,a {n_ ll]
¡lI· C. gr u p os

.M· C. in t ra

S.C grupo s ~ (a - l)M.C. in tu Fata- U (Il- tl l

Total

8.6 Comparaciones entre medias: pruebas a posteriori

Siun análisis de la varianza de clasificación simple es significativo, quie re decir natural,
menteque

TratamientoS .
control respecto a azuc~res

\Iezdados respecto a azucares puros
Ent re azúcares puros

Inlra

~~ ejemplo, en el cuadro 8 .1, en el que el análisis de la va riann es signifi"at in),
' grupo s ::::: 1077,32. Sustituye ndo c n la expresión lS.6) obtenemos

10 77.32 > (5 1)( 5,.16)( 2.58) = 50 35 paraa ~ O .O;

1'0, lo tanlo , . . . • ~ r ara una prueba de sig nifi"a"ió ~
deUn ' , es posib le calcular UIl valor l' T1 t1t.:Ú de ,'ú , p . ," ,'Ó ... lobal ser ia ver SI

an'¡ li s," \ I 1'1 S Il~ lIIl h..· J l I n eo '
, . S lI C la vuriu nzu. t\ sí. ll l lU I1\Odl) de l';l rutar • '.

Como M. C tn.c, - se [( 1)\/C ' J pode- os \'Ol\'er a escribir la., grupos 11. · m l ra - . ' gr u pos / a - "tn lU . '"
"Pl/SlO n(8.5) Como

. de /a varianza de clasificación simple
¡nó/iSIS

t 1 1 ' 175sITa nucval11en e a e egancra del análisis d i '
d'¡t1 l1e d d e a vana L

f.¡lll t tratamientos pue en escomponerse en dif Ola. as sumas d
j.\S el1tre por si mismas. con sus grados de liberta'derentes partes que SOn e cuadra·

J....doS dif I corresp d¡ SUmas de
113 I~ ..... ¡de la [ferencta ent re os controles y 1 • un lentes. Una, J doS ,.. . Os azuca 1 Suma de
¡u3 fa nlezclados y los azucares puros, y la tercera la v . res, a segunda entre lo

' ares d ' arlanu 'd sJl~c podemoS prese nta r to os estos resul tados cama resi ual entre los tres
::.~:~ t31como se expo ne en la tabla 8.3. una tabla de análisis de la

fABLA8.3

b de análisis de la varianza del cuadro 8 .l , con la suma de e
¡,,'bdescompuesta en comparaciones planificadas. uadrados entre tratamien·

I .. '~:;';;;¡;;-;;,;;;~;¡;;---_-":'-s.:c-::""-ti---;;;:--------
- Origen de la I'oriación S.e.

gl

= 832,32 1

= ,18,I ;{ 1

= l Vü,S7 2-
~ 1077 ,:\2 ·1

M.C. intra
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fi 1 e hace ent re los tres azúca res. Esta media cUad rát"
Una últ ima prueba Ul3 St ' b sada en tres medias. Así calculamos ICa lient 2

d I'bertad V3 que esta agrados e l ',

. _ (593)' + ( 58~)' + (041)' _ (1810)'
se (entre azucares puros) - 10 10 10 30 ee 190,8.

s. e. (entre azúcares puros) _ 196,87
M. e (entre azú,ares puros) = g.L - .) ~ 98,435

st.c. (entre azúcares puros) 08,-1 35
=

5,40

~s ((co~t rol respecto a azúcares)
,l.... az ucare, mezcladse (entre azúc os respecto a azúcares puros)

ares puros,
se (ent re tr ílt ílm ienl o ~J

E
F esaltamente signitk 3th'o puesto que incluso F 0 ,01 r%.~OI = 5,18 .

ste s • t di ' .Conclu imos que la adición de los tres azucares re ar a.e crecnmento de las secciones
de guisante que los azúcares mezclados afectan a las secciones de forma diferente r, . . if! . espec·
to de los azúcares puros. y que los azucares puros son sigru icativamente diferentese I, d' 1 nI/
sí probablemente debido a que la saca rosa tiene una me 13 muc 10 mayor. No podem

, doaooraue é • osprobar la sacarosa fren.te a los ot ro ~ os, porque esta sen a una ~rueba a posteriorique5t
nos propondría después de haber Visto los resultados. Para real izar esta prueba necesita.
mas los métodos de la próxima sección.

Sin embargo, nuestras pruebas a priori podrían haber sido muy diferentes, dependiendo
por completo de nuestras hipótesis in iciales. Así, podríamos haber probado inicialmente
el control respecto a los azúcares, segu ido por disacáridos (sacarosa) respecto a mcnosaci.
ridcs (glucosa , fructosa. glucosa + fruc tosa). seguido por mezclados frente a mcnosacir;
dos puros y finalmente por glucosa frente a fructosa.

El tipo Y número de pruebas a priori vienen determinados por las hipótesis sobre los
datos. No obstante, hay ciertas restricciones. Naturalmente no sería correcto decid ir a
priori qu: uno desearía comparar cada media frente a cada otra media [a(o - J) ' ~

co~~araclO nes l· Parao grupos la suma de los grados de libert ad de las diferentes pruebas!
prion no debería exceder de a - 1. Además, es deseable estructurar las pruebas de lal
sehah que cada una de ellas pruebe una relación independiente ent re las medias(oomo
se adifec~o en el ejemplo anterior). Por ejemplo si ya hubiésemos hallado que la meda
uno erta de la tres ferir¡ . ., .. :.pre ennarnos no probar si las medias uno dos y tres dlfeIl3D
puesto que la slgmflcaclO n de la da ¡ li . , .. 'Puesto q t segun a unp ica significaci ón de la primera.

ue es as pruebas son ind di 1 ,obtenido h ah 1Il epen lentes, las tres sumas de cuadrados que temo
asta ora basadas e 1 J 2 u bsuma de cuadrad' n , y g.I. respect ivamente en conjuntó tola izan

os entre tratamien t del anál¡ " . d n~grados de libertad. Así: os e análisis de la varianza pr irnitivo basa o e
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