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Prologo

La favorable acogida que nuestra extensa Biometria ha recibido de profesores y estudian-
tes, y la sugerencia de numerosos comparieros, nos ha animado a escribir esta mas breve
Introduccion a la Bioestadistica. Este libro va dirigido a los estudiantes de estadistica
biologica que deberian poseer una base completa de la materia, requiriendo solamente
una preparacion elemental en matematicas. Esperamos que el libro sea util tambien en
cursos breves de bioestadistica como los que a menudo se imparten en facultades de
medicina y otras escuelas profesionales. Pese a la necesaria brevedad. hemos conservado el
estilo sencillo de nuestro mds amplio volumen y confiamos en que las diversas caracteristi-
cas pedagogicas puestas de manifiesto en aquél, seran también apreciadas en este.

Muchos de los enfoques descritos en el prologo de nuestro volumen anterior se repiten
en éste; sin embargo, algunos han sido modificados en funcion de las diferentes caracteris-
ticas de los lectores a quienes nos dirigimos. Aunque suministramos esquemas de calculo
detallados para todos los métodos discutidos en el libro, hemos puesto menos enfasis en
los aspectos de cdleulos implicados en el tratamiento del material. Esto se ha hecho por
dos razones: en muchos cursos para estudiantes universitarios, estos tienen relativamente
poca oportunidad y motivacion para la realizacion de calculos largos con material biologi-
co de investigacion; por otra parte, el desarrollo de calculadoras electronicas ha revolucio-
nado tanto las metodologias para calculos estadisticos, que un tratamiento amplio de las
diversas estrategias para cada tipo de calculadora disponible, caeria Juera de los objetivos
de este libro y ademds quedaria anticuado poco despues de su publicacion. Por tanto,
confiaremos en que el profesor del curso aconseje a los estudiantes los mejores procedi-
mientos de cdlculo a seguir de acuerdo con los medios disponibles ‘

La materia estd ordenada en capitulos y secciones, numerados segun el sistema d’-’ cimal
convencional: el mimero que precede al punto indica el capitulo y f.':' que sigue a esle, la
seccion. Los temas pueden encontrarse en el indice general y en el indice ﬂffﬂbffw- Las
tablas también estin numeradas segun el sistema decimal, indicando el primer numero e {
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capitulo, v el segundo el mimero de la tabla dentro del capitulo. Ciertas tablas especiales
son denominadas ‘‘cuadros” y estan numerados como tales, también segun el siste
decimal Estos cuadros cumplen una doble funcion: ilustran sobre los métodos
resolver diversos tipos de problemas bioestadisticos y, por tanto, pueden ser utiliz |
por las personas que manejen el libro como modelos apropiados de calculo. Normalmenge
contienen todos los pasos necesarios desde el planteamiento del problema hasta el resul
tado final: por esto, a los estudiantes familiarizados con el libro, pueden servir comg
resiimenes recordatorios del método. Un segundo uso importante de los cuadros tiene sy

origen en su utilidad como originales, los cuales se multicopiaban y entregaban a log
estudiantes en los cursos de biometria de los autores. En el tiempo disponible de clases es
imposible dar ni la mitad de la materia abarcada en el curso, si el contenido de estas hojg

.

tiene que escribirse en la pizarra. De este modo, se puede remitir a los estudiantes a 0s
cuadros y tablas del libro, con el consiguiente ahorro de tiempo y la posibilidad de
dedicar su atencion a la comprension del contenido de estas hojas en lugar de copiarilas
Los profesores que utilicen este libro como texto, pueden servirse de los cuadros de forma
similar.

Las figuras estan numeradas por el mismo sistema que las tablas y cuadros, e igualmen-
te los experimentos (de muestreo), expresiones (matematicas) y ejercicios (de practicall
Los mumeros de los apéndices van precedidos de la letra A. 1

Dado que el interés de este libro reside en las aplicaciones prdcticas de la estadistica a lg
biologia, las discusiones de teoria estadistica se atienden estrictamente al minimo. Las
demostraciones de algunas formulas aparecen en el apéndice A1 y deben ser estudiadasy
reelaboradas por el estudiante. 4

Las tablas estadisticas necesarias para los métodos tratados en este libro se encuentran
en el apendice AZ. Suponemos que los estudiantes son capaces de utilizar tablas matemad
ricas ordinarias que contengan logaritmos, raices cuadradas y funciones trigonométricas
Las nuestras han sido extraidas de un volumen de tablas mds amplio publicado separada-
mente (que incluye las tablas matematicas ya mencionadas), titulado Statistical Tablesde
Rholf y Sokal, W.H. Freeman and Company, 1969. Estamos agradecidos al editor de estas
ultimas Sir Ronald A. Fisher, F.R.S., al Dr. Frank Yates. F.R.S., v a Oliver & Boyd, de
Edimburgo. por permitirnos copiar la Tabla I (nuestra Tabla ) de su libro Statistical
Tables for Biological Agricultural and Medical Research. ¥

| Al final de cada capitulo se dan ejercicios practicos para los estudiantes que utilicen el
libro en un curso de bioestadistica o individualmente. De acuerdo con nuestras prop
convicciones, estos son en gran parte problemas de investigacion reales. Algunos de ello
por lo tanto, requieren bastantes calculos para su solucion. y

La mayor parte de lo expuesto en este texto, estd sacada de nuestro mis amplio libre
de biometria. Por sugerencia de numerosos companeros se ha aiadido una rueva seccion
de Pmbﬂf{ﬂiﬂ_n‘ad Nuestro orden de exposicion pasa, de forma convencional, de la tadi
:fﬂ mfiglpm-a a las distribuciones _fmmwes v al contraste de hipotesis estadis ¢
tradicin n; 5, para luego prqrfdrr inmediatamente al anadlisis de varianza. El familiar

s €SIl se trata simplemente como un caso especial de anlisis de varianza
q relegado a varigs secciones de diversos capitulos apropiados del libro. Esto

hemos hecho deliberad, :
. amentle do .‘ fudlanle.
o o por dos razones: (1) Es urgente que los

.

de la varianza lo mds pronto posible, ya que actualment
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esencial para cada biologo una buena base en el andlisis de la varianza. (2) Si el analisis de
la varianza se expone y comprende desde el principio, la necesidad de emplear la distribu-
cion-t queda muy reducida,excepto para establecer limites de confianza y otras pocas
situaciones especiales. Todos los test-t pueden resolverse como andlisis de varianza y
muchos son mas informativos cuando se realizan como tales. lLa cantidad de calculos es
generalmente equivalente.

En otros temas nos hemos preocupado de introducir nuevas y mejoradas técnicas,
haciendo mas hincapié en éstas que en métodos anteriores que nos parecen menos adecua-
dos. Ejemplos notables de tales innovaciones son: la adopcion del procedimiento de tests
de comparaciones multiples a posteriori y el empleo del estadistico-G para el analisis de
frecuencias, en lugar de los tradicionales tests chi-cuadrado que,por lo tanto, tratamos
menos ampliamente.

Agradecemos a los Profesores K.J. Sonleitner, Theodore J. Crovello, y Albert J. Rowell
sus amplias observaciones sobre la version inicial del manuscrito. L.os Profesores Arnold B.
Larson y Gunter Schlager nos han proporcionado valiosas observaciones en el borrador de
este libro. Estamos agradecidos también a Edwin Bryant, David Fisher, Koichi Fuji, John
Kishpaugh v David Wool por la comprobacion esmerada de la exactitud numérica de
tablas y esquemas. Nuestras esposas, Julie y Pat, nos han ayudado mucho en el trabajo de
redaccion, y nuestra secretaria, Mrs. Ethel Savarese, ha sido imprescindible para conseguir
la puesta en prensa del manuscrito.

Robert R. Sokal
F. James Rohlf

Stony Brook, New York
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Capltulo 1

Introduccion

Este capitulo inicia el estudio de bioestadistica. En principio se definird este campo en si
(seccion 1.1). Luego se revisard brevemente su desarrollo historico (seccion 1.2). La
seccion 1.3 concluye el capitulo con una discusion sobre las aportaciones que la persona
adiestrada en estadistica hace a la investigacion biologica.

1.1 Definiciones

Se define la bioestadistica como la aplicacion de métodos estadisticos a la solucion de
problemas biolégicos. También se le llama estadistica biologica o biometria.

No se puede comprender bien la definicion de bioestadistica sin definir previamente la
“estadistica”. Es una ciencia cuyo nombre resulta familiar incluso para el no profesional.
El namero de definiciones que se pueden encontrar estd limitado solamente por el name-
ro de libros que se desee consultar. En su moderno sentido se puede definir como el
estudio cientifico de datos numéricos basados en fenomenos naturales. Todas las partes
de esta definicion son importantes y merecen resaltarse. > o

Estudio cientifico: se considera de gran interés el comunmente accptnflo criterio de
validez de evidencia cientifica. La objetividad en la presentacion y evaluacion de datos, y
el codigo ético general de metodologia cientifica deben tenerse en cuenta constantemente
para no despertar el viejo bulo de que “los nimeros nunca enganan, s6lo los estadisticos
lo hacen”.

Datos: la estadistica trata generalmente de poblaciones o grupos de indfviduus; por lo
tanto, maneja cantidades de informacién, no un simple dato. Asi, la me«dida'de un solo
animal o la respuesta de una sola prueba bioquimica generalmente no serdn de interés.

Numéricos: si los datos de un estudio no pueden ser cuanuftudc‘rs. no seran tratables
por anilisis estadisticos. Los datos numéricos pueden ser."medidas” como la longitud o

anchura de una estructura o la cantidad de una sustancia quimica en un fluido corporal, 0
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«yentas” como &l nimero de cerdas o el numero de dientes. Las diferentes claseg de

variables serdn discutidas con detalle en el capitulo 2. e
Fenomeno natural: se usa este t€rmino en sentido amplio, incluyendo todos aquellyg

eventos que ocurren en la naturale_za a_nimada e mMada sir_l el control del hombre v,
ademis, aquellos evocados por el tzlennﬁcq y parcialmente bajo su control, como en up
experimento. Los diferentes cientificos se interesan pﬂrhdl‘feremes categorias deﬁ fenome.
nos naturales, pero todos estaran de acuerdo en que el chirrido de lns_gnllus. el numero de
guisantes en una vaina, v la edad a que madura un pollo, son fendmenos naturales, F
latido de las ratas como respuesta a la adrenalina o la velocidad de mutacion del maj;
después de la irradiacion pueden, no obstante, ser x:ﬂnside_r:'ados naturales, aunque g
hombre ha interferido el fendmeno mediante su experimentacion. Sin embargo, los bidlo.
gos en general no considerarian como fenomeno natural el numero de equipos estéreo alta
fidelidad comprados por personas de diferente condicion en un afio, aunque los socidlo-
gos v los ecologos humanos también pueden considerarlo y creen que merece estudiarse,
La condicion “fenomeno natural” se incluye en la definicion de estadistica con el fin de
remarcar gue los fendmenos estudiados no son fendmenos arbitrarios sometidos a la
voluntad v control del investigador, como lo esta el numero de animales empleados en un
expenmento.

El termino “estadistico” se emplea tambien en otro sentido, aunque relacionado. Se
refiere a cualquiera de las muchas cantidades estadisticas calculadas o estimadas, tales

como la media, la desviacidn tipica, o el coeficiente de correlacion. Cada uno de éstos es
un estadistico.

1.2 Desarrollo de la bioestadistica

El origen de la estadistica moderna se remonta al siglo XVII y deriva de dos fuentes: la
primera de ellas se relaciona con las ciencias politicas y se presentd como una descripcion
cuantitativa de varios aspectos de los asuntos de estado (de ahi el término estadistica).
Esta materia tm:ubi%n se denomind aritmética politica. Las tasas y seguros motivaron que
2 gente llegara a interesarse en problemas de censos, longevidad y mortalidad. Tales
estudios alcanzaron una Importancia creciente especialmente en Inglaterra, pais que pros-
zﬁg}d:l;;gte el desarrollo de su imperio. John Graunt (1620-1674) y William Petty
037) fueron los pioneros de la estadistica y otros siguieron su linea.

2 teoria m:ﬁi de - e se desarroll6 1a 5“’_3““"1_3 raiz de l_a estadistica moderna:

1623-1662) y Pierre de Fermat (1601-1665). Un suizo, Jacques Ber
| Pi -1665). , Jacques
noulli (1654170§L puso los cimientos de la moderna teoria de probabilidad en A7
después de su muerte. Abraham de Moivre (1667-1754), frances
.fmdmmmnabm&cmdi‘sﬁudemém
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te. Entre los lideres en este campo se cuentan astrénomos y matemiticos famosos del
siglo XVIII, 13155_ como Pierre Simon Laplace (1749-1827) en Francia y Karl Friedrich
Gauss (1777-1855) en Alemania. La ultima aportacion a la estadistica es el método de
minimos cuadrados, que se tratara en posternores capitulos de este libro.

Se cree que el primer personaje importante en bioestadistica fue Adolphe Quetelet
(1796-1874), astronomo y matemdtico belga, que en su trabajo combinaba los métodos
teoricos y practicos de estadistica y los aplicaba a problemas de biologia, medicina, y
sociologia. A Francis Galton (1822-1911) primo de Charles Darwin, se le denominé padre
de la bioestadistica y eugenesia, dos materias que estudid interrelacionadamente. Lo
imperfecto de las teorias genéticas de Darwin estimuld a Galton para intentar resolver los
problemas de herencia. La mayor contribucion de Galton a la biologia es su aplicacion de
la metodologia estadistica al analisis de la variacion biologica, asi como el anilisis de
variabilidad y su estudio de regresion y correlacion en medidas biologicas. Su esperanza de
aclarar las leves de la genética por medio de estos procedimientos fue en vano. Empezo
con el material mads dificil v con suposiciones erroneas. Sin embargo, su metodologia fue
el fundamento para la aplicacion de la estadistica a la biologia. Karl Pearson (1857-1936),
en el University College de Londres, se interesd por la aplicacion de métodos estadisticos
a la biologia, particularmente en la demostracion de la seleccion natural, por influencia de
W_F.R. Weldon (1860-1906), zodlogo de la misma institucion. A Weldon se le ha atribui-
do incidentalmente la creacion del término biometria para el tipo de estudios a que se
dedicaba. Pearson continud en la tradicion de Galton y sent las bases para gran pa:_te_dc
la estadistica descriptiva y de correlacion. En este siglo la figura dominante en Eﬁﬂdlmi'.:ﬂ
y biometria ha sido Ronald A. Fisher (1890-1962). Sus muchas aportaciones a la teoria
estadistica serdn obvias incluso para el que hojee por encima este libro. ‘

Actualmente la estadistica es un campo amplio y extremadamente activo cuyas _aplzm—
ciones conciernen a casi todas las ciencias e incluso a los estudios de humanidades.
Constantemente se estin encontrando otras y nadie puede predecir de qué rama de la

estadistica surgirdn nuevas aplicaciones a la biologia.

1.3 Punto de vista estadistico

La creciente importancia y aplicacion de la estadistica a los datos biologicos es es:idtnte
incluso al examinar de pasada cualquier revista de bl_f.}lﬁgl'ﬂ. ;Por qué ha habido un
incremento tan marcado en el uso de la estadistica en biologia? Aparentemente ha surgr

do por la comprobacion de que en biologia,la accion reciproca de variables de causa y

respuesta obedece a leyes que no estan en el modelo cldsico de la fisica del Siglo XIX. En

ese siglo, bidlogos como Robert Mayer, He}.mhqltz, y otros, mundo de demnswh h;:z
procesos biolégicos no eran sino fendmenos fisicoquimicos, ‘g::fm Rt =

de que los métodos experimentales y la filosofia natural que habian producido e e
so tan espectacular de las ciencias fisicas, deberian ser imitados m w_ B
Lamentablemente, la oposicion a este punto de vista fue confund movimient

vitalista, que condujo 3 teorias improductivas. hasta entonces la tradicién de conceptos

Asi pues, muchos bidlogos habian man ae : A
de pengnnﬁento estrictamente mecanicistas ¥ deterministas, mientras los fisicos, debido a

___——-—d
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que sus ciencias eran mds refinadas y l;ratab,an con par}fculas mas :"elemenlalcﬂ", recurrie.
ron a planteamientos estadisticos. En biologia la ma}ftu*na'c'le los fendmenos se ven afectadog
por muchos factores causales incontrolables en su variacion y, a men udo no identificables
[ 2 estadistica es necesaria para medir tales fenomenos variables con un error predecible y
para descubrir la realidad de minimas pero importantes diferencias.

Una mala interpretacion de estos principios ha llevado a algunos bidlogos a pensar que.
si las diferencias inducidas por un experimento u observadas en la naturaleza no son tap
grandes como para poder ser apreciadas por simple inspeccion (y por tanto,sin necesidad
del anilisis estadistico),no vale la pena investigarlas. Hay pocos campos auténticos de
investigacion en los que la estadistica sea innecesaria debido a la naturaleza del fenémeng
estudiado.

Deberia subrayarse que el pensamiento estadistico no es realmente de diferente tipo
que el pensamiento cientifico disciplinado ordinario, en el cual tratamos de cuantificar
nuestras observaciones. En estadistica expresamos nuestro grado de confianza o descon-
fianza como una probabilidad, mas que como una vaga afirmacion general. Por ejemplo,
los biblogos hacen habitualmente afirmaciones de que las especies A son mds grandes que
las B, o que las hembras se encuentran mas frecuentemente en el arbol M que en el N,
Tales afirmaciones pueden y deberian expresarse mds precisamente en forma cuantitativa.
En muchos aspectos, la mente humana es una maquina estadistica extraordinaria que
absorbe muchos datos del mundo exterior, digiriéndolos y arrojandolos en forma resumi-
da. Sabemos por experiencia que ciertos sucesos ocurren con frecuencia y otros raramen-
te. “Un hombre que fuma” es frecuentemente observado, “un hombre que resbala en una
piel de platano™ es raro. Por experiencia sabemos también que los japoneses son mas bajos
que los ingleses y que los egipcios son méds morenos que los suecos. Asociamos trueno con
relampago casi siempre, moscas con basura frecuentemente en verano, pero es extremada-
mente raro asociar nevadas con el desierto meridional californiano. Tales conocimientos
nos llegan como resultado de nuestra experiencia en la vida, tanto directa como indirecta-
mente a través de otros, por comunicacién directa o por medio de la lectura. Todos esos
datof han sido procesados por el cerebro humano, extraordinario computador que pro-
porciona un resumen. Este resumen se revisa constantemente, y aunque ocasionalmente
defectuum y equivocado, en conjunto es sorprendentemente bueno: es nuestro conoci-
miento del momento.
~ Aungue la estadistica aparecié para satisfacer las necesidades de la investigacion cienti-
fica, la evolucién de su metodologia afect6 a las ciencias a que se aplico. Asi, por un
]!':’Dﬂ_lu de r;fiszffmiﬁva, la estadi:_stica. creafia para siervir_las necesidqdes de

ﬁ‘“‘h': Y mionte X tado a la ﬁl_umfm de las ciencias biologicas. Para citar un
ejemplo § de la varianza ha tenido gran efecto influenciando en los tipos de
experimentos realizados por los investigadores; toda la genética cuantitativa, uno de cuyos

problemas es 1a separacion de efectos genéticos y ambientales, cuenta con el andlisis de

mmfl mﬂmd? la ,,.ﬂi Imde genética cuantitativa han sido elaborados directamente

Capftulo 2

Los datos en biologia

En la seccion 2.1 expondremos el significado estadistico de los términos “muestra™ y
“poblacion™ que seguiremos utilizando a lo largo de este libro. A continuacién entrare-
mos en los tipos de observaciones que obtenemos del material de investigacion biologica,
con los cuales realizaremos los diversos cilculos en el resto del libro (seccién 2.2). El
grado de exactitud necesario para la toma de datos y el procedimiento para redondear los
niimeros se discutirin en la seccion 2.3. Entonces ya estaremos preparados para conside-
rar en la secciébn 2.4 ciertas clases de datos derivados, frecuentemente utilizados en
biologia, tales como razones e indices, que representan problemas peculiares con respecto
a su exactitud y distribucién. Es importante saber ordenar los datos en distribuciones de
frecuencias, porque tales ordenaciones nos permiten sacar una impresion gln‘bal de su
aspecto general y presentarlos para procedimientos de cilculo posteriores. 'Las dlstribui:iq-
nes de frecuencias asi como la presentacién de datos numéricos se discl_mrin en la proxi-
ma seccion (2.5) de este capitulo. Por Gltimo, en la seccion 2.6 describiremos brevemen-

te el tratamiento de los datos para el computador.

2.1 Muestras y poblaciones

Vamos a definir ahora varios términos importantes necesarios para una comprension de
los datos biologicos. En bioestadistica, geflemhn:nt: los datos se basan en uiwmz
individuales, que son observaciones 0 medidas ranm de Ia_mmmu:l unldadumm s
Con frecuencia, pero no necesariamente, estas minimas unidades de m : . Sk
bién individuos en el sentido biologico ordinario. Si pesamos 100 ratas, e mmm
rata es una observacion individual; los pesos de las 100 ratas juntos represen

- » .
de observaciones, que se define como, un conjunto de @Wfbﬂﬁ’ f"@i‘f_““”’ -‘:ﬁ‘ “ﬁdo-
nadas por un procedimiento especifico. En este ejemplo, una observaci individ

5
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basada en un individuo en sentido biologico, esto es, una rata; sin erlnbargﬂ, si hubiésem
estudiado el peso de una sola rata a traves de un penﬂdn_de tiempo, la muestra g,
observaciones individuales estaria constituida por los pesos registrados ciing sola rata e
momentos sucesivos. Si deseamos medir la te:}l;_:reratur& en un estudio de colonias de
hormigas en el que cada colonia es una unidad basica de muestrf;n. la temperatura de cads
colonia es una observacion individual y la muestra de observaciones esta _fc:rmada por las
temperaturas de todas las colonias consideradas. Si aceptamos qué una Egglmg del contenp;.
do en DNA de una célula espermidtica de mamifero es una observacion individual, |,
muestra de observaciones puede estar constituida por las estimas del contenido en DNA
de todas las células espermaticas estudiadas en un mamifero. Un sin6nimo de observa.
cion individual es irem.

Hasta el momento hemos evitado cuidadosamente especificar qué variable particular se
estaba estudiando, porque los términos “observacion individual™ y “muestra de observa-
ciones”. tal como se han utilizado anteriormente, solo definen la estructura pero no la
naturaleza de los datos en un estudio. La propiedad real medida por las observaciones
individuales es el cardcter o variable. En estadistica general el termino mas empleado es
variable; sin embargo, en biologia se utiliza frecuentemente como sinonimo la palabra
caracter. En cada minima unidad de muestreo puede medirse mas de un cardcter. Asi, en
un grupo de 25 ratones podemos medir el pH de la sangre y el nimero de eritrocitos.
Cada uno de los 25 ratones (un individuo en sentido biologico) es la minima unidad de
muestreo; el pH de la sangre y el nimero de células rojas serian los dos caracteres
estudiados; las lecturas de pH y los recuentos de células son observaciones individuales,
dando lugar a dos muestras de 25 observaciones o una muestra bivariada de 25 observacio-
nes, cada una de las cuales se refiere a una lectura de pH asociada con un recuento de
eritrocitos.

A continuacion vamos a definir poblacion. La definicion biologica de este término es
bien conocida. Se refiere a todos los individuos de una especie determinada (o tal vez de
una etapa del ciclo vital o de un sexo determinado) que se encuentran en un drea limitada
en un momento dado. En estadistica, poblacion se define como la totalidad de observa-
ciones individuales sobre las cuales se hacen inferencias, las cuales existen en cualquier
parte del mundo o al menos dentro de un drea de muestreo claramente especificada,
Hmfrad_a en espacio y tiempo. Si se toman cinco hombres y se estudia el nimero de
leucocitos en su sangre periférica,con la intencion de sacar conclusiones sobre todos 10s
h”mbf“ a partir de esta muestra de cinco, en este caso la poblaciéon de la que se ha
Extrarldn la muestra representa los recuentos de leucocitos de todos los varones de la
especie Homo sapiens. En cambio, si se restringe a muestra mas estrechamente especifica-
da, como por ejemplo cinco varones chinos de 20 anos, limitando las conclusiones a este
grupo particular, la poblacion muestreada estard constituida por los nimeros de leucoci-
tos de todos los varones chinos de 20 afios. En este sentido estadistico, la poblacion se
denomina a veces universo. Una poblacion puede referirse a variables de un conjunto
‘::tr::::“bld"-' objetos o individuos COmo, por ejemplq_. las longitudes de la cola dg todos lfs

ancos del mundo, los recuentos de leucocitos de todos los varones chinos de 20

anos, o el contenido en DNA de todas las células espermiticas de hamster; o bien puede
referirse a resultados

producida g experimentos, tales como las frecuencias de latidos cardiacos
5 €n cobayas por inyecciones de adrenalina. En los primeros casos, la poblacion
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es generalmente finita; aunque en la prictica seria imposible obtener, contar y examinar
todas las células espermaticas de hamster, todos los varones chinos de 20 afios. o todos los
ratones blancos del mundo, estas poblaciones son en realidad limitadas. Ciertas poblacio-
nes mas pequenas tales como todas las grullas de una especie determinada de Norteamé-
rica o todos los geomidos de una colonia determinada, pueden someterse perfectamente a
un censo total. En cambio, un experimento puede repetirse infinitas veces (al menos en
teoria). Asi por ejemplo, la administracion de adrenalina a cobayas podria repetirse
mientras el experimentador pudiese obtener material y su salud y paciencia resistiesen. La
muestra de experimentos realmente realizados es una muestra de nimero infinito de
experimentos que podrian realizarse. Algunos de los métodos estadisticos que se van a
desarrollar posteriormente distinguen entre muestreo de poblaciones finitas e infinitas.
Sin embargo, aunque las poblaciones son tedricamente finitas en la mayor parte de las
aplicaciones biologicas, generalmente son tan superiores a las muestras extraidas de ellas,
que de hecho pueden considerarse como poblaciones infinitas.

7.2 Variables en biologia

Cada disciplina biolégica tiene su propia serie de variaples que Puede ncluir medidals
morfolégicas convencionales, concentraciones de sustancias en ﬂuldqs turpu:ah?s:ivcium-
dades de ciertos procesos biologicos, frecuencias de ciertos sucesos, como ep‘ gene_t_lrm y en
biologia de las radiaciones, lecturas fisicas de maquinaria Gptica o electronica utilizada en

investigacion biolégica, y otras muchas. 1 ,

Ya Eemns hecho referencia a variables biologicas de un_mudn general, pero :;m m? :35
hemos definido. Definiremos una variable como una pl_"ﬂplfdad con respec n::tg ﬂfr 0s
individuos de una muestra difieren de algun modo verificable. Sll la propiedad no L ;:;

o. o al menos entre las muestras que se
dentro de una muestra que tenemos a mano, . . =i
S et ero de dien
: stadistico. Longitud, altura, peso, num |
estudiando, no puede ser de interes e | I
. T tipos, son ejemplos de variables en grup
tes. contenido en vitamina C y geno : bio. la homeoter-

’ P St . i amente diferentes. No lo es, en cambio, eote!
mos ordinarios, genética y fenotipic | ]
mia en un grupng de mamiferos, puesto que son todos iguales a este respecto, pero si seria

naturalmente una variable la temperatura corpura} de 'mamll'erus.
Podemos dividir las variables biologicas como SIgue:

f
Variables

Variables medible_s
Variables continuas
Variables discontinuas
Vvariables clasif icables en rangos

w——_—_—

de
cuvos diferentes valores pueden expresarse e
‘ lases. Las primeras, llamadas var

Variables medibles son todas aquellas
forma numéricamente ordenada.

Pueden ser de dos ¢
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worfa pueden tomar un namero infinite
las que @l menos en Leoria | . | de
bles continuas, s0n 4 Por ejemplo, entre las dos medidas de longityg | «

eterminados.
ores entre dos puntos detel | RS i o 1y
o n medirse infinitas longitudes siempre que s estuviese dispuesto g h-lterlu

6 cm podria g . i .
y | po de un método de calibrado suficientemente preciso para obtenes laley

S RIE 5 '
y se disp na variable continua tal como 1,57 mm de longitud es,po Iy

idas Cualquier valor de u . bl |
:T::u U ap?lmmam'ﬂn 4l valor exacto, que en la practica s imposible de conogey

Muchas de las variables estudiadas en biologia son varigbies continuss, COmo por sjempls
las longitudes, dreas, volimenes, pesos, ingulos, temperaturas, periodos de tiempo, poy.
. idades.

Lﬂ;:;li::“‘;:‘;j:ﬂ:gn g las variables continuas gstan fas} variables discontinuas, Eullu:,_'ldal
también como variables discretas o meristicas, Estas, s0lo tienen valores numéricos fijos,
sin posibles valores intermedios. Asi, ¢l numero qt' SegMENios en un E*Pé"d'fiﬂ de un
insecto puede ser 4, 5, 0 6 pero nunca 5,5 0 4,3. Ejemplos de variables discontinuas son
los nlimeros de ciertas estructuras (segmentos, cerdas, dientes o glindulas), el nimero de
orias. ¢l nimero de colonias de microorganismos o animales, o el numero de plantas en un
cuadrado determinado,

A[gmui variables no pl.l'l.'dﬂﬂ medirse pero al menos ]JU'H.IL'.'I’I ordenarse o alinearse por su
magnitud. Asi, en un experimento se puede registrar el orden de eclosion de diez pupas,
sin especificar el momento exacto en que hizo eclosion cada una. En tales casos dispone.
mos los datos como una variable clasificable en rangos, ¢l orden de eclosion. Se han
desarrollado métodos especiales para abordar tales variables, de los cuales se presentan
varios en este libro, Al expresar una variable como una serie de rangos, 1,2, 3.4, 5, no
implicamos que la diferencia en magnitud entre los rangos 1 y 2 sea idéntica, ni siquiera
proporcional, a la diferencia entre 2 y 3,

Las variables que no pueden medirse sino que deben expresarse cualitativamente s
Il_umin atributos. Todas ellas son propiedades tales como negro o blanco, grivida o ingri
vida, muerto o vivo, macho o hembra, Cuando tales atributos se combinan con frecuen:
clas pueden tratarse estadisticamente. De 80 ratones podemos afirmar, por ejemplo, que
cuatro fueron negros, dos aguti, y el resto grises. Se llama enumeracion de datos a la
combinacion de atributos con frecuencias en tablas apropiadas para el andlisis estadistico.
Asi, la enumeracion de datos para el color de los ratones ya mencionado, se harfa como

sigue:

'_-—_-—*-_

Color Frecuencia
i — e TR
Negros 4
Agut| )
Cirises 74

Nimero total de ratones K0

En
oolo:mf;' n"}' atributos. pueden transformarse en variables si se desea. Asi, 108
ansormarse en longitudes de onda o valores del disco de colores que son

Variables medibles. Otros atributos
susceptibles de ser alinesdos u ordenados puede?
Prine en variables clasificables, Por ejemplo, tres atributos referentes a una estructy
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ra como "pobremente desarrollado™, “bien desarrollado”’
convenientemente cilrados como 1.2 v 3.
Un térmmno no explicado aOn es variante

. & hipertrofiado” podrian ser

dbs En este libro lo utilizaremos para referirnos a
una unica lectura, recuento u observacion de uny vaniable determinada. Asi, of tenemos
medidas de la longitud de la cola de cinco ratones, la longitud de s cola serd 'IIHI variable
continua y cada una de las cinco medidas de longitud serd una variante. En este libro de
texto identificamos las variables por letras mayGsculas, siendo ¢l simbolo més comin £
que puede representar longitud de la cols de ratones. Una variante se referird a una
medida de longitud determinada; Y, es la medida de la cola del matdn / e Ya esla del
cuario raton de nuestra muestra

2.3 Exactitud y precision de los datos

“Exactitud” y “precision” se utilizan como sin6énimos en el lenguaje ordinario, pero en
estadistica los deflinimos mds rigurosamente, Exactitud es la proximidad de un valor
medido o calculado a su verdadero valor; precision es la proximidad de medidas repetidas
de la misma cantidad. Una balanza sesgada pero sensible puede dar pesos inexactos pero
precisos. Una balanza poco sensible puede dar por azar una lectura exacta que, no obstan-
te, serd imprecisa, puesto que seria imposible que al repetir la medida diese un peso
igualmente exacto. A menos que un instrumento de medida esté sesgado, la precision
conducird a la exactitud. Por lo tanto, es necesario ocuparse principalmente de la primera,

De ordinario pero no necesariamente, las variantes precisas son nlmeros enteros. Asf,
cuando contamos cuatro huevos en un nido, si hemos contado correctamente no hay
duda acerca del nimero exacto de huevos; es cuatro, ni tres ni cinco, y claramente no
podria ser cuatro mas o menos una parte fraccionaria, Las variables meristicas se miden
generalmente como nlmeros exactos. Al parecer, las variables continuas que derivan de
las meristicas, bajo ciertas condiciones pueden ser también nimeros exactos. Por ejemplo,
las razones entre nimeros exactos son también exactas. Si en una colonia *dc animales hay
18 hembras y 12 machos, la razon de hembras machos es 1,5, una variante continua y
ademds un nimero exacto, .

Sin embargo, la mayoria de las variables continuas son al?ruxmndu; con esto queremos
indicar que el valor exacto de la medida individual (la variante), es desconocido y probia-
blemente imposible de conocer. La dltima cifra de la medida implicaria precision, esto es,
los limites entre los cuales creemos que s¢ encuentra la verdadera medida. Al;'. t;ﬂl
medida de 12,3 mm implica que la verdadera longitud de la estructura estd mml;n.lmz;
12.35 mm. Entre esos limites implicitos, no sabemos donde estd exactamente la long

real. Podemos preguntarnos donde caeria una medida exacta de 12,25, %““ Em

mente probable que estuviese en cualquiera de las dos mi.za:m:miun atmero

resolver{a esta situacion? Dicho argumento es correcto, pero on la
be 1omado la decision de ponerlo en

como 12,2 o 12,3 damos a entender que ya se .
clase superior o inferior. Esta decision no se ha tomado arbitrariamente 8ino que pr

blemente se ha basado en la mejor que se hubiese podido obtener claramente un

Si la escals de medida fuese tan precisa s
valor de lZJS.mtunnshmdm&eberhhmmw cuatro
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cifras significativas. Por tanto, los limites implicitos siempre llevan una cifra mas despyg,
de Ia filtima significativa medida por el observador. rem o

De aqui se deduce que si anotamos la medida como 12,32, estamos implicando que ¢
verdadero valor queda entre 12315 y 12,325. 51 no es estg Pu:jstm Prc:pugtn, no tenijﬁa
objeto afiadir la Gltima cifra decimal a nuestras medidas originales. Si afiadimos Otra Cifra,
debemos implicar un aumento de precision. Por cunm_gu:ente, vemos que exactitud y
precision en los niimeros no es un concepto abscflutu sino relativo. SupnmendF que no
haya sesgo, un numero es tanto mas exacto f.imﬂdlda que somos capaces de escribirlo ¢op
mas cifras significativas (aumenta su precision). Para aclarar este concepto de relatividag
de la exactitud, consideremos los tres nimeros siguientes.

#

Limites implicitos

193 192,5 -193,5
1928 192,75 -192 .85
192,76 192,755-192,765

Podemos imaginar que estos nimeros son medidas registradas de la misma estructura.

Vamos a suponer que tuviésemos el supremo conocimiento de que la verdadera longitud
de dicha estructura fuese 192,758 unidades. Si eso fuese cierto, las tres medidas aumen-

tarian en exactitud de arriba abajo. Se observara que los limites implicitos de la medida
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mas alta y 27 cm para la mas baja, lo que daria 146 clases consecutivas. Utilizando la regla
ya mencionada, para la mayoria de las medidas anotaremos dos o tres cifras.

La Gltima cifra de un nimero aproximado deberia ser siempre significativa; esto es,
deberia implicar para la verdadera medida un rango desde media clase consecutiva por
debajo hasta media clase consecutiva por encima de la medida registrada, como se ha
expuesto anteriormente. Esto se aplica a todas las cifras incluido el cero. Por lo tanto, los
ceros no deberian escribirse al final de los nimeros aproximados a la derecha de la coma
decimal, excepto si se tiene intencion de que sean significativos. Asi, 7,80 debe implicar
los limites de 7,795 a 7,805. Si estd implicito de 7,75 a 7,85, la medida deberia anotarse
como 7,8.

Cuando se quiere reducir el nimero de cifras significativas, realizamos el proceso de
redondear nameros. Las reglas para redondear son muy sencillas. Un npmern d'igitn que se
quiere redondear no se cambia si va seguido por uno menor que 5. Si va seguido por uno
mayor que 5 o por 5 seguido de otros nimeros dlgl!ﬂﬂ distintos de cero, se aumenta en
uno. Cuando el nimero que se va a redondear va seguido por un 5‘ solo 0 segyu!u de ceros,
se aumenta en uno si es impar pero no se cambia si es par. La razon fie esta u_luma regla es
que cuando tales nimeros se suman en una larga serie, por término medio habnam,c;s
elevado tantos niimeros como habriamos rebajado; por lo tanto, estos camt?ms: se equi :n
brarian. Poner en préctica las reglas anteriores para redondear los niimeros siguientes co
o] nimero de cifras significativas que se indica.

e R ——

Numero Cifras significativas deseadas 54’-‘:11":!'*5"_
superior son mas amplios que los de la siguiente, que a su vez lo son mas que los de la 36,58 1 3 27
inferior. ]3117137 3 133.71111
Las variantes meristicas, aunque ordinariamente son exactas, pueden registrarse de 0,03725 2 g'gi‘!i
forma aproximada cuando se trata de niimeros grandes. Asi, cuando los recuentos s 0,03715 3 18 000
reﬁm':*n al‘ millar mds préximo, un recuento de 36.000 insectos en un metro cubico de 18 316 5 17.3
suelo implica que el verdadero niimero varia de 35.500 a 36.500 insectos. 17,3476

¢Con cudntas cifras significativas deberian anotarse las medidas? Si ordenamos la mues-

tra por orden de magnitud del individuo mds pequefio al m4s grande, una regla ficil de

de _ entre 30 y 300. Asi pues, si estamos midiendo una serie 2.4 Variables derivadas
o zunclu; lo mds aproximado al milimetro y la ms grande es de 8 mm y la mds pequena
mm ;lnﬂhum mla’mte hay cuatro clases consecutivas entre la medida mayor y 12
MDIE“ l:d'm:n hst;;s debm:mm haber medido nuestras conchas con una cifra decimal mds.
_ medidas ex podrian haber sido 8,2 mm y 4,1 mm, con 41 clases
consecutivas w u:n;lt n:rn:’a (mmzndgt l:l altima cifra significativa como la unidad); éste
mmde o s cﬁmn ases consecutivas. La razon de tal regla es que, un

: significativa de una medi e i r
del 25 %, pero un error de medida de 4 mm, constituiria un erro

.k s 1 en la dltima cifra de 4,1 es menor que 2,5 %. Del
1732 emy l;TiehIl‘abm bai medido la altura de la mis alta de una serie ﬂ:lplﬂﬂm como
| clases Ja como 26,6 cm, la diferencia entre estos 1imites comprende-

conveniente registrar "1 cm), que son demasiadas. Por lo tanto, habria sido
la altura lo més aproximado al centimetro, es decir: 173 cm para 18

' i ciones registradas como
En trabajos biometricos, la mayoria de las variables son observa regi

\ npr [ -
didas directas O recuentos de mamrial biologico, O como lecturas que SO p oducto d
medidas 4

. -oacion biologica hay una clase

: : : _ Sin embargo, €0 la m‘vﬁtl:_gﬁ ladas neral-

t_iwersus tipos de glstrumentns dermos llamar variables derivadas © mk-:; cu ﬁiliinm
importante de variables que pod variables medidas independientemente CUY

mente estan basadas en dos 0 n;:ifﬂ e amos refiriendo 3 b Y
determina rma. - amo SR
se expresan de una
indices, velocidades y otras.
Una razon expresa como ull e
simple se expresa como, por ejempith,

imero
duos tipo salvaje frente 2 mutantes O E:e I;l.lll;‘.ls 2 A
Pfﬂpﬂrc;i’gn de individuos parasitados fren parasi

la relacion entre dos variables. En su fm m:ls
64:24, que puede representar ¢l numero

la
hos frente a hembras, O
g8, Iv { sucesivamente. LoS
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: . < imolican razones basadas en recuentos. uha razon basadaen una Variab]e
ejemplos anteriores ! p oresarse como 1,2:1,8, que puede representar la relacion g,
continua podria igualmente Ei?epﬁlﬂ de un insecto, o la relacion entre las concentraciongs
anchura u*lnngltud en un_zs: o ¢l agua o en el suelo. Las razones pueden exXpresarse
ERC0s minerales ::qnt;:; l;:sf las dcrbs razones anteriores podrian expresarse comg £
taTgleg_ncgnn:{;E:;CCéin fines de cilculo es mds util expresar la razon como un Encienf;_
;ﬂ:";;ﬂ[:ll las dos m;nnes citadas anteriormente serian 2_._663.-- }c’l 91652:5 rE;PEFliVﬂmEnte.
Estos niimeros son abstractos y no s¢ expresan en unida €5 ae medida de upo algun_u_
Este es el modelo para las razones que cnnsxdergrﬂmﬂs mas adelant?.. Los porcentajes
también son un tipo de razon. Razones'y pnfgenta_|es son cantidades bHS'If:‘I!S en gran parte
de la investigacion biologica, ampliamente dtl]]ZEC!ﬂS.}f ger}eTa;mente familiares.

Un indice es la razon de una variable anatomica dmdufla por Utrra may or llamada
estandar. Un ejemplo bien conocido de indice en este‘ser?tldu es 'el indice cefilico ep
antropologia médica. Expresado en sentido ampllt?, un indice pﬂd!’lﬂ ser el promedio de
dos medidas, o en forma simple, tal como % (longitud de 4 + longitud de B), o en forma
ponderada, como § [(2 X longitud de 4) + longitud de B].

Las velocidades o tasas seran importantes en muchos campos experimentales de la
biologia. En esta categoria se incluirfan la cantidad de una sustancia liberada por unidad
de tiempo, las tasas reproductivas por unidad de poblacion, tamano y tiempo (tasas de
nacimiento), y las tasas de defuncion.

El uso de razones y porcentajes esta profundamente arraigado en el pensamiento cienti-
fico. Con frecuencia, las razones pueden ser la Unica via significativa para interpretar y
comprender ciertos tipos de problemas biologicos. Si el proceso biolGgico que se esta
investigando opera en razon de las variables estudiadas, debe examinarse esta razon para

comprender el proceso. Asi, Sinnott y Hammond (1935) encontraron que la herencia de
la forma de las calabazas Cucurbita pepo podria ser interpretada por un indice de forma
basado en una proporcion longitud-anchura, pero no en términos de las dimensiones
independientes de la forma. Igualmente, debe establecerse que la seleccion que afecta a las
proporciones del cuerpo existe en la evolucion de casi todos los organismos cuando se
investiga adecuadamente.
‘ Los inconvenientes del uso de razones son varios: en primer lugar,su relativa inexac-
tltud.l Vamos a volver a la razén % mencionada mds arriba,y recordemos de la seccion
anterior que una medida de 1,2 indica un verdadero rango de medida de la variable de

1,15 a 1,25 igualmente, una medida de 1,8 implica un rango de 1,75 a 1,85. Por lo tanto,
vemos que la verdadera razon puede variar desde 1% hasta }'2% . 6 0622y 0,714
respectivamente. Observamos un e '

iginal: - rror maximo posible de 4,2 % si 1,2 fuese una medida

F(ngmaoﬂi. [(01 29 — 1,2)/1,2]; el error médximo correspondiente para la razon es 7.0 %:

pu;llu m;diflej: 0,667]. Agfm-'i?a, el mejor estimador de una razén no es por lo general el
€ sus posible g . .

limites implicitos es posibles rangos. Asi, en nuestro ejemplo el punto medio entre los

0,668 y la verdadera razén es 0,666.... s6lo una ligera diferencia que
P“Ed:. no ul:;sla_nte. ST mayor en otros ejemplos. : 2
Scgundo inconveniente de las razones y porcentajes es que sus distribuciones pué-

den ser un ta Y por
capitulo 5).c‘:zumﬁs Y POr tanto no estar distribuidas de forma més o menos normal (ver

S€ requiere para muchos tests estadisti : ficul-
tad puede _ stadisticos. Con frecuencia esta dific
superarse por transformacion de la variable (como se discute en el capitulo 10)-
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Otro inconveniente de las razones es que no se suministra informacion de la relacién entre

las dos variables cuya razon se estd considerando. A veces puede aprenderse mds estudian-
do las variables de una en una y sus relaciones mutuas.

7 5 Distribuciones de frecuencias

Gi fuésemos a extraer muestras, por ejemplo, de una poblacion de pesos de nifios recién
nacidos, podriamos representar cada medida extraida por un punto a lo largo de un gje
que indica magnitud de pesos de recién nacidos. Esto se representa en la Figura 2.1A, para
una muestra de 25 pesos. Siextraemos muestras de la poblacién repetidamente y obtene-
mos 100 pesos de recién nacidos, probablemente tendremos que colocar algunos de estos
puntos sobre otros para registrarlos todos correctamente (figura 2.1B). Cuandn continua-
mos muestreando cientos y miles de pesos de recién nacidos adicionales ( figura 2.1Cy D),
o] conjunto de puntos continuard aumentando en tamafo pero adoptard una forma clara-
mente definida. La curva que traza el contorno de la nube de puntos aproxima la distribu-
cion de la variable. Recuérdese que una variable continua tal como el peso de recién
nacidos puede adoptar una infinidad de valores entre dos puntos EI.EEIESC]LIIETE 'sqh_ru la
abscisa. La finura de nuestras medidas determinara cuan fino serd el nimero de divisiones
registradas entre dos puntos cualesquiera a lo largo del eje.

La distribucion de una variable es de considerable interés bioldgico. Si em?untmm::j
que la distribucién es asimetrica y méxima en una zona determinada, ellln nnstd:ce 1u:ﬂ .
vez haya seleccion a favor o contra los organismos que caen en uno de los extremo

' | ala de medida elegida sea la que provoca una
distribucién, o que posiblemente la escala edmf G s datobrinov il
: - 2 setribucic ' tra de insectos 1
distorsion de la distribucion. Si en una mues : i sl s
: :n bi istribuidas (con dos picos).esto indicaria q po
medidas estin bimodalmente distri : e et
ima : zclado en la muestra especies O ra ;
es dimorfica; pueden haberse entreme : : oW prRsls
: os sexos o de di
" i | dimorfismo de la presencia de am | :
podria haber surgido e =y o iones de frecuencias, la mis
( ' teristicos de distribucio Al
estadios. Hay varios modelos caracteristicos . - 1a Gltima
comtn de las cuales es la distribucion simetrica gcamPanada [l aprﬂﬁm:;dsﬂ P}?ay o bidn
grifica de la figura 2.1) 0 distribucion normal,discutida en el Capittio 2.

istribuciones €n
distribuciones sesgadas (mds alargadas en un extremo que en otro), dist

n
forma de L como en la figura 2.2, distribuciones en forma de U, v otras, que presta

‘ iltimos capitulos y
informacion significativa sobre ciertos pos Fie p.arerftescusd Ed[;vf;u l;lt:;‘;ﬂ s depdistribu*
secciones tendremos mas que decir sobre las implicaciones de

g ‘ ' eben ordenarse de
cmfl;zzpués de haberse obtenido los datosen un estu:éu daie:':un?.c:?‘qi gpaitm s
forma adecuada para el cdlculo e interpretacion. Podemos supo ialm

omado las medidas. Una
variantes estin dispuestas al azar o en el orden en que se han t :

. r orden de magnitud. Asi, por

isposicid ‘ ‘2 una ordenacion de 10s GRLOR POE. r orden de
Iiilagrfitu:i g 1 Iﬁg“;}i’ j?ﬁ?;r Zl :!!teniest'e éjerﬁpi‘n ficticio, puede ocurrir-
variantes del mismo valor, taies €

ncia
! saber, anotar una frecue
senos inmediatamente un artificio ghorrador de tiempo, 4
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ﬂl: 2.1. Muestreo de una poblacion de pesos de nifios recién nacidos (una
variable continua). A. Una muestra de 25. B. Una muestra de 100. C. Una

muestra de 500, D, Upa muestra de 2,000,
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Fig. 2.2. Diagrama de barras. Frecuencias de la especir:_Carex flacca en 500
e .cuad;adus. Datos de la tabla 2.2; original de Archibald (1950).

para cada variante recurrente, asi 9, 8, 7(X 4), 6(A 3}.' 5.4. Esta _nm?:;?:ni::qiir;i:;:ne;
una forma de representar una distribucion de fre?uencms. queles m‘mgicada airrer
cibn de las clases de variantes con las frecuencias de ctfuda C ifb:l?ar mn.m eyt
mente. una distribucion de frecuencias s presenta en forma ,

ejemplo anterior.

_—____——

Variable Frecuencia
Y {
9 ]
8 |
7 4
6 3
5 |
4 1

L

| tati ue Y es
o de una distribucion de frecuencias cuantitativas, ya q

. ctribuci frecuencias de
: or distribuciones de
1 A .ables. Podemos hacer | las diversas clases
pa 'nenen ﬁ das distribuciones de frecuencias m‘{“m[f ejemplo, en genética podemos
At pus ﬂ?‘u:a segun cierto orden logico © arbitrario. Por €] .
se ponen en s

] ‘tativas como sigue:
obtener una distribucion de frecuencias cualitativas

El anterior es un ejempl

y
A- 8
aa 32

;_-‘
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[ABLA 2.1 Esto nos revela que hay dos clases de indio: . .
U distribucion cualitativa de fre- los cuales se f*ncrlmtr'm}m 86 :TE {]jL DIy, los \dentificados por el genotipo A, de

na ISLTID ’ ' ] - . Qu, ¥ 108§ -If}rﬂf_'}}'_]g{ljti[:{jl} [ECesIVe
N i »individuos del or- -~ A . . , ~e - €S1VOs ag, de los que se observaron

’ iag. Numero de ndividu (e 47 2n la muestira. [;ﬂ 'COI001a pe hact: - : '
s tera tabulados por familias . e oot - {'L';I. Bla €3 hd‘:.fdﬂ!ﬂ comente obtener una lista de CSpEcies de
den Heteropiera tabulial habitantes en un area ecoldgica

Eabation. Bi IO BER St muestreada. El orden de tales tablas es usualmente el
PAS ][1__]_ Jh . 1abia 2] °¢ presenta un ejemplo de una lista ecologica que constituye
una distribucion de frecuencias cualitativa de familias. En este ejemplo, las familias de

.n muestras completas de una comun|

-IM -_jL' INSECLOS '_JL‘ J":*-‘.Hl '.”'1T!'-.1]

Familia [ INseCtos ”’“?_f“-‘”’”ﬂdﬁ"l estan ordenadas alfabéticamente- en Otros casos la secuencia puede
: ser convencional, como ocurre para las familias de plantas con flores en botdnica.
\lydidos - - [._-,n la tabl:{ ;I.f‘. ¢ muestra una distribucion de frecuencias cuantitativa basada en
f\n_T “IJ J o 5 Ll Este es un ﬂ‘JEmp!ﬂ_dE ecologia de plantas: el nlimero de plantas por
e 11 & cuadrado mqest.readr} ¢ registra a la izquierda en la columna variable: la frecuencia
Lygaeidae & observada se indica a la derecha.
::T_HJJJJ_ 3 Las ::lj_stnbu-.::iupegde frecuencias mas cominmente utilizadas son las distribuciones de
Qi dttas 5 frecuencias cuantitativas basadas en una variable continua y es conveniente familiarizarse
Pentatomidae 25 cumpietamenle con ellas. En el cuadro 2.1 se muestra un ejemplo. Estd basado en 25
Piscmidge 1 longitudes del fﬂmt:}r de las hembras apomicticas (uno de los estadios del ciclo biolégico)
Reduviidae 3 de una especie de dfidos. Las 25 lecturas (medidas en unidades de micrémetro codifica-
Rhopalidae 2 das) se presentan en la parte superior del cuadro 2.1 en el orden en que se obtuvieron las
Saldidae i medidas. Podrian haberse ordenado segun su magnitud. A continuacion se disponen los
Ihyreocoridae 10 datos en una distribucion de frecuencias. Las variantes aumentan en magnitud por clases
[ingidae 69 consecutivas de 0,1. La distribucion de frecuencias se prepara introduciendo en la escala
Heteropteros totales 851 cada variante e indicando una cuenta por una sefial convencional. Cuando se han encua-
- drado todos los elementos en las clases correspondientes, las marcas se convierten en
Fuente: Datos de Whittaker (1952). niumeros que indican las frecuencias en la proxima columna. Su suma se indica por =f
;Qué hemos conseguido al resumir nuestros datos? Las 25 variantes originales estin
FABLA 2.2 representadas ahora por 15 clases solamente. Observamos que las variantes 3,6,3,8v 4.3
Una distribucion de frecuencias meris- tienen las frecuencias mads altas. Sin embargo, observamos también que hay varias clases,
tica. Namero de plantas de Carex flac- tales como 3,4 o 3,7, que no estdn representadas por ningln dfido. Esto atribuye a la
ca halladas en 500 cuadrados. distribucion de frecuencias completa una apariencia bastante estirada y dispersa. La
razon de esto es que solo tenemos 25 dfidos, demasiado pocos para introducirlos en una
N.? de plantas Frecuencia distribucion de frecuencias con 15 clases. Para obtener una distribucion mas coherente y
por cuadrado observada de aspecto uniforme debemos condensar nuestros d::_itns en menos cla:s,es. Este proceso se
Y f conoce como agrupamiento de clases de las distribuciones de frecuencias; se representa en
el cuadro 2.1 y se describe en los parrafos siguientes. | AN,
0 18] Deberiamos darnos cuenta de que lo que hacemos cuando agrupamos variantes indivi-
L III}":; duales en clases de ran_gu mas arnpllin e_s :5{3.10 una{pru]ﬂngahcmnﬂcslciir;ETE fﬂiiﬁiu’ff
n c4 efectud cuando obtuvimos la medida inicial. Asi, como en; ' i unidaaes‘
4 32 cuando medimos un ifido y anotamos la longitud de su ;Tqur* 3.35 unidades ro
. 9 queremos decir con esto que la verdadera medida estd entre o y 3351 "ialme‘n[:eeln
6 : que fuimos incapaces de medir hasta la segunda cifra decimal. Al registrar .:;Hhuhiésemﬂs
7 3 medida como 3,3 unidades, estimamos que Cac denteo’: Ge €Ne: FRngo. AN
: . : lo, le habriamos aplicado la marca
- l estimado que excedia el valor de 3,35, por ejemplo, bE A3 RE e
f superior préxima. 3.4. Por lo tanto, todas las medidas entre 3,25 ) 3'.33 GRS AR
Total 500 P P Ay 3.3. Nuestro intervalo de clase era

en realidad en la clase identificada por la marca de clase 3.,3.

Fuente: Datos de Archibald ( 19510)),
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de 0.1 unidades. Si ahora deseamos hac_er‘ intervalos j;lf: clase rn;i:j :amplius, no hacemgg

sino extender el rango dentro del cual se situan las medidas E:]_ur:ialg?dse_ |
La referencia al cuadro 5 1 aclarard este proceso. A ﬁn de inculcar al lector la ﬂexlbiii.
los datos dos veces. En el primer ejemplo de agrupamiento, g

del proceso, agrupamos ' '
‘iinairv:mpde clase se ha duplicado en amplitud; esto es, se ha hecho de 0,2 unidades, §;

empezamos por el final, los limites ‘Ele clase implicitos serdn ahora de 3,25 a 345 los de
la proxima de 3,45 a 3.65 y asi sucesivamente.

Nuestra proxima tarea es encontrar estas marcas de clase. Esto ha resultado bastante
sencillo en la distribucion de frecuencias mostrada en la parte izquierda del cuadro 2.1, ep
que las medidas originales se han utilizado como marcas de _clase, Sin embargo, ahorg
utilizamos un intervalo de clase de doble amplitud que el anterior y las marcas de clase se
calculan obteniendo el punto medio de los nuevos intervalos de clase. Asi, para hallar Ia
marca de clase de la primera clase tomamos el punto medio entre 3,25 y 3,45, que resulta
ser 3.35. Observamos que la marca de clase tiene una cifra decimal mas que las medidas
originales. Ello no debe inducirnos a creer que rePentinan}eqte he*mus anseguidu mayor
precision. Siempre que elijamos un intervalo de clase cuya ultl{na cifra srgmﬁcarfm sea par
(en este caso 0,2), la marca de clase llevard una cifra decimal mas que las medidas originales,
En la parte derecha de la tabla del cuadro 2.1 se agrupan otra vez los datos, utilizando un
intervalo de clase de 0,3. Como la ltima cifra significativa es impar, la marca de clase
presenta ahora tantas cifras decimales como las variantes originales, siendo 3,4, el punto
medio entre 3,25 y 3,55.

Una vez hallados correctamente los limites implicitos y la marca de clase para la
primera clase, los otros se pueden escribir debajo sin ningiin cilculo especial. Simplemente
se suma repetidamente el intervalo de clase a cada uno de los valores. Asi, comenzando
con el limite inferior 3,25, al sumarle 0.2 obtenemos 3,45, 3,65,3,85,y asi sucesivamen-
te: del mismo modo, para las marcas de clase obtenemos 3,35, 3,55, 3,75 y asi sucesiva-
mente. Deberia ser evidente que cuanto mas amplios sean los intervalos de clase mas se
condensan los datos, pero también se hacen menos precisos. Sin embargo, al mirar la
distribucion de frecuencias de las longitudes del fémur en el cuadro 2.1, advertimos que la
estructura inicial bastante cadtica se estd simplificando por agrupamiento. Cuando agrupa-
mos la distribucién de frecuencias en cinco clases con un intervalo de clase de 0,3
unidades, se hace notablemente bimodal (esto es, posee dos picos de frecuencias).

Al hz_lcer distribuciones de frecuencias deberian establecerse de 12 a 20 clases. No és
necesario adherirse servilmente a esta regla, pero deberia utilizarse con algo del sentido
comin que procede de la experiencia en el tratamiento estadistico de los datos. El
numero de clases depende en gran parte del tamafio de la muestra estudiada. Las muestras
e e dzldﬂ 6 50 raramente deberian darse con tantas como 12 clases, ya que esto
proporcionaria un nimero demasiado pequefio de frecuencias por clase. En cambio, 1as
B o i 4 clasis_ atos de dfidos del cuadro 2.1, probablemente no se agrup
_ _;‘._lﬁ: datos originales nos dan menos clases de las que pensamos que deberiamos tener.
-y hacerse nada si la variable es meristica, ya que ésta es la naturaleza de los dat0s
QRENesaOn. Sin embargo, con una variable continua, una escasez de clases indicaria que
mente no hemos hecho nuestras medidas con suficiente precision. Si hemos

L e
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seguido las reglas del numero de cifras significativas establecidas en la seccion 2.3, esto
podria no haber Dcun_ldﬂ- Lamentablemente, con frecuencia ya se han obtenido las
medidas antes de estudiar el informe estad{stico. En tal caso no puede hacerse nada si hay
pocas clases.

Cuando hay‘m‘:ls clases f}E _13‘5 deseadas, deberia intentarse el agrupamiento. Cuando los
datos son mMeTisticos, lﬂ?‘ limites implicitos de variables continuas carecen de sentido. Sin
embargt}h }:‘ﬂ muchas variantes meristicas, tales como un nimero de cerdas que varia desde
uno inferior QE 13 a uno superior de 81, probablemente seria deseable agruparlos en
clases, conteniendo varios recuentos cada una. Esto puede hacerse mejor utilizando como
intervalo de clase un numero impar,de modo que la marca de clase que representa los
datos sea un nimero entero en vez de un fraccionario. Asi, si agrupdsemos en una clase
los nimeros de cerdas 13, 14, 15 y 16, la marca de clase tendria que ser 14,5, un valor sin
sentido en términos de numero de cerdas. Por lo tanto seria mejor agruparlosde 3en 3 0
de 5 en 5 lo cual daria como marca de clase los valores enteros 14 o 15.

:Cudndo deberian agruparse los datos en distribuciones de frecuencias? Si se dispone
de una calculadora y hay mas de 100 6 150 observaciones, probablemente valdrd la pena
poner los datos en una distribucion de frecuencias antes de realizar los cdlculos estadisti-
cos. Esta decision estd basada en el hecho de que el tiempo que se ahorra en el cilculo
cuando se utiliza una distribucién de frecuencias debe compararse con el tiempo que se
gasta en establecer la distribucion. Para frecuencias més bajas (esto es, < 100) llevaria mas
tiempo establecer la distribucion que realizar los cdlculos a partir de las observaciones sin
tratar. Si es facil disponer de un computador, la regla anterior también es naturalmente
invilida. Puesto que un computador puede tratar cientos e incluso miles de observaciones
en muy poco tiempo, generalmente no serd necesario agruparlas a menos que €stemos
tratando con muestras extremadamente grandes, mucho mas de 1.000 observaciones por
muestra. : ;

Si la forma de la distribucion es un punto especifico de interés, surge otra razon
importante para obtener distribuciones de frecuencia. En una muestra de insectos mmt
duros, el hallazgo de que ciertas medidas estan bimodalmente distribuidas indicaria que
poblacion es dimorfica. No obstante, en n:ie_rtus casos en los que se han mmdadl{fa rgut:tgs
repetidas de un proceso O fenémeno biolégico particular y dupde_ la ﬁ_unnn e la distri
cion es bien conocida, no seria deseable hacer cada vez una distribucion de frecuencias a
menos que fuese necesario por razones de calculo. ‘ ,

Si 1aqfunna de una distl:ibuciﬁn de frecuencias es de par}icular interes, mu_chas ueTes
puede ser deseable presentar la distribucion en forma grafica C‘:_ﬂ“d“ “_dlfliu:;;‘ :::
resultados. Generalmente esto se hace por medio de diagramas de frecuencia, ¢ 705 §

: oot wian de datos meristicos utilizamos un diagrama
hay dos tipos comunes. Para una distribucion 13 tabla 2.2. La abscisa
de barras. como se muestra en la figura 2.2 para los datos de “;: d?}) e
representa la variable (en nuestro caso el numero de p_lantas por cu: lars - ﬂ“;; e
las frecuencias. La caracteristica importante de Esle dm%imr:j:riahies wiprat s e
lo que indica que la variable no s continta % Ol ioticas de dfidos, se representan
como la distribucién de frecuencias de las helTbras 11:3:;1 s birra & 1o Bigo'de'h
graficamente por un hisrograma, €1l el ':"311 d'z:nr?buciﬁn de frecuencias y las barras se
abscisa representa un intervalo B Jases son contiguos. El punto medio de la
tocan para mostrar que los limites reales de las

H———
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Fig. 2.3. Poligono de frecuencias. Pesos al nacer de: 9465 ninos varones. Pa-
cientes chinos, tercera clase, en Singapore, 1950 v 1951, Datos de Millis y Seng
(1954).

barra corresponde a la marca de clase. En la parte inferior del cuadro 2.1 se presentan
histogramas de la distribucion de frecuencias de los datos de afidos, no agrupados y
agrupados. La altura de las barras representa la frecuencia de cada clase. Para demostrar
que los histogramas son aproximaciones apropiadas para las distribuciones continuas que
s encuentran en la naturaleza, podemos tomar un histograma y hacer mas estrechos los
intervalos de clase, produciendo mas clases. Entonces el histograma claramente se cefiria
mds a una distribucion continua. Podemos continuar este proceso hasta que los intervalos
de clase se aproximen al limite de amplitud infinitesimal. En este momento el histograma
se convierte en la distribucién continua de la variable. En ocasiones los intervalos de clast
de una distribucion de frecuencias continua agrupada son desiguales. Por ejemplo, en una
distribucién de frecuencias de edades podemos obtener mds detalles en los diferentes
estadios de individuos jovenes e identificacion menos exacta de las edades de individuos
viejos. En estos casos, los intervalos de clase para los grupos mds viejos serian mas anchos
y los de los grupos mas jovenes mas estrechos. Al representar estos datos, las barras del
histograma se dibujan con diferentes anchuras. La figura 2.3 muestra otra forma grafica
de representacion de una distribucién de frecuencias de una variable continua, el peso de
nifios recién nacidos. Como veremos mis adelante, la forma de las distribuciones observ

dﬁﬂ €n estos diagramas de frecuencias puede revelar mucho acerca de las situaciones
biologicas que afectan a una variable determinada.

2.6 El tratamiento de los datos

El ripido y hibil tratamiento de los datos es esencial para la prdctica con éxito de 1

Eiti ﬂ i - :

dtct:;t:ﬁs Lﬂli Ilemures deben relacionarse con las diversas técnicas disponibles paF

mdem-]:: ,u; $ estadisticos. Aunque una calculadora de mesa es buena ensu linea par’
na herramienta de investigacion indispensable como un micr 0SCOPIO. puaﬂf

uno encontrarse

| POr una u otra circunstancia si p casos, 108
cdlculos estadisti sin esta ayuda de cilculo. En tales .

icos deben realizarse por los llamados métodos de papel y 1ap%
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Como. se-yera.cn el proximo capitulo, deben transformarse los datos con el fin de proce-
sarlos rapidamente, y el tipo de clave puede modificarse para que se ajuste a los métodos
de papel y lapiz.

Pueden mencionarse aqui otros dos procesos para la simplificacion de los cdlculos. El
primero €s Elfd_ESﬂl'l'D“ﬂ de tablas que proporcionan respuestas para ciertos problemas
estadisticos t1picos sin cilculo de ningun tipo. El segundo es el desarrollo de ciertas
técnicas estadisticas mds modernas, que por ser tan féciles de realizar no necesitan ayudas
mecanicas. Algunas de estas técnicas son inherentemente sencillas (por ejemplo, ciertos
nétodos no paramétricos tales como la prueba de los signos, seccion 10.3); otras son
aproximadas y,en consecuencia,son métodos menos eficientes que pueden servir Como un
primer resumen de los resultados deseados. Un ejemplo de un método que no es comple-
tamente eficiente es el empleo de la mediana (seccion 3.3) en lugar de la media (seccion
31). La exactitud en el cilculo dependerd del nimero de cifras manejadas durante el
mismo. Los diferentes dispositivos de cdlculo varian en su capacidad para retener el
namero de digitos; por lo tanto, al resolver el mismo problema en una calculadora de
mesa y en un computador, por ejemplo, los resultados obtenidos pueden ser diferentes.
Incluso diferentes computadores no siempre daran exactamente las mismas respuestas.

En la mayor parte de los paises ya no se fabrican las calculadoras mecanicas, No
obstante. aun se utilizan corrientemente y requieren una breve mencion. Las maquinas de
sumar resultan familiares a la mayoria de las personas por su amplia utilizacion en almace-
nes y oficinas. Estan constituidas por un teclado que introduce los numeros en las maqui-
nas y ciertas teclas operacionales para adicion, entradas correctoras y otras diversas fun-
ciones. Los resultados se imprimen en un rollo de cinta de papel sujeto a la maquina. Una
version modificada de la maquina de sumar s la llamada calculadora impresora. Esta
maquina es un descendiente lineal de la maquina de sumar eléctrica a la que se ha aﬁadin_;lu
la multiplicacién y division automatica de los nameros. Los resultados de estas Operacio-
nes y algunos pasos intermedios se imprimen en una cinta de papel. |

La calculadora de mesa convencional (llamada también calculadora de mesa _rutatwaj
no imprime los resultados de sus cilculos en cinta de papgl pero los hace ;rsﬂ:rles T
operador en visores situados en el carro de la mdquina. Esta maquina realiza fun amentaai
mente cuatro operaciones: adicion, sustraccion, df‘:splf!.’zamrenm.del carro con respe;itc_t‘
teclado y puesta a cero de los visores. La mgltiphmgnn se realiza por mﬁi{n_de HT :;ctrﬁ
repetida; la division se efectua por sustraccion repetida del dividendo _ded 1v|l:m;€;rm B
la multiplicacion como la division se simplifican en gran parte mnv:e;;du s* o
nimero adecuado de lugares decimales. !‘-.lllgunus miladt;:h;&; ]:'1?155:?:“ un teclado divi
un Itiplicador separado), otros lievan un tecla A Lot ! :

l;eecf:rl?eﬁenr:;nti se han cfifundidu las calculadoras de mesa electronicas. Estas realizan

los cilculos por medio de transistores y circuitos como en un computador electronico.

Estas mdquinas combinan la conveniente accesibilidad y un precio relativamente bajo .

con la rapidez instantanea de calculo que se consigue por medios l:lﬂttf;):l;ﬂ:ﬂ i:d l:f::
de mecanicos. Los nimeros de :ntroducen por medio de una tecla y

: odelos son
: P cinta de papel. Muchos de los m
exponen en un Vvisor O imprimen en und pap tomaticamente tan

: ! itivas au
programables, permitiendo que 5€ efectuen npfcmtzmnil mpel::g:fﬂus i
pronto como un NUMero se introduce en la maquina. gun

108 CI : ' ogramas
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o fichas que pueden insertarse €1 la maquina preparandola inmediaty.

mente para realizar una serie determinada de calculos. 1 v ] o
Desde mediados de los afios 40 los computadores electronicos han revolucionadg g
| ==,

o cesamiento de los datos. Un computador digi_lal tiene las misma:s Posibilid.
manejo } Ipf‘ ce bisicas que las calculadoras de mesa mencionadas en la seccion anterior
ey %[:'tmw;zccmn multiplicacion y division), pero ademas tiene los siguientes rasgos
( gd:_ﬂl‘?‘} SUSE‘ b r{;d‘uﬂﬂn los datos y los resultados del calculo se presentan automatie,.
T rol de una serie de instrucciones detalladas, previamente Preparadas,

te bajo el cont ; : .
;L?Esm‘njalmﬂﬂfna das dentro del computador. Estas instrucciones controlan ademjs |

secuencia exacta de operaciones aritmeticas que se van a'efectuahr. Los computadores
tienen también la capacidad de ejecutar d}ferentes series dﬁe' mstrucﬂcmnes d‘EpEHdIEHdD de
que una determinada cantidad sea negativa, cero, o ‘pnsuwa. fm. es posible c‘lﬁtsarrnllar
rogramas sofisticados que pueden poner en juego diferentes ordenes en funcion de Jog
resultados de calculos previos. -

Un computador digital tipico consta de tres componentes principales: la memoria, que
almacena los datos v las instrucciones, el procesador, que es el que realiza las operaciones
aritméticas; v el dispositivo periferico que maneja la entrada, salida y almacenamiento
intermedio de datos e instrucciones.

La materia que se presenta en este libro consta de calculos estadisticos relativamente
corrientes, la mayoria de los cuales probablemente hayan sido programados ya en cual-
quier centro de calculo. En el libro mas amplio de biometria de los autores (Sokal and
Rohlf, 1969) se resaltan ciertos programas tipicos que cubren materias de este libro y se
escriben en el lenguaje de programador FORTRAN IV.

se graban €n cintas

Ejercicios 2

2.1 Diferenciar entre los siguientes pares de términos y dar un ejemplo de cada uno: a)

Poblaciones estadisticas y biologicas. b) Variante e individuo. c) Exactitud ¥

precision (repetibilidad). d) Intervalo de clase y marca de clase. e) Diagrama de

barras e histograma. f) Abscisa y ordenada.

Redondear los nimeros siguientes con tres cifras significativas: 106,55, 0,06819,

3,0495, 7815,01, 2,91,49 y 20,1500. ;Cuales son los limites implicitos antes ¥

después de redondearlos? Redondear estos mismos niimeros con una cifra decimal

Ee3 D:adﬂﬁ 200 medidas que varian desde 1,32 mm hasta 2,95 mm, jcomo se agrup¥
flan en una distribucion de frecuencias? Dar limites de clase y marcas de clase.

2.4 ﬁgmpar €N una distribucion de frecuencias las 40 medidas siguientes de anchur?
interorbital de una muestra de palomas y dibujar su histograma (datos de Olson Y
Miller, 1958). Las medidas estin en mm.

122 129 18 119 16 11,1 123 122 118 118
Wil s U3 12 116 119 - 133 112 105 . Akl
&l 149 104 107 108 11,0 119 102 109 118
08 16 104 107 120 124 17 118 11,3 1L
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i 3 11 .
Ut LT
longitud de 2.8 mm iy Seogréfica, Si el ejemplar mas pequenio tien:qu :
: A dproximadamente ¥ ¢l més grande de 35 7 o
B‘usn._ar qu; logaritmos comunes de las 40 medidas del EE. “m‘m £
distribucion de frecuencias de estas variantes lransfﬂrmada;“él?m;;‘t; ]ella:l:nl:a
; 10

resultante sobre el modelo de la distribucic
tbucio r :
e n de frecuencias éncontrada anterior-
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Fstadistica descriptiva

Una etapa inicial y fundamental en cualquier ciencia es la etapa descriptiva. Hasta que los
hechos puedan ser descritos exactamente tal como son, es prematuro un analisis de sus
causas. La cuestion jque? es antes que ;como? A no ser que sepamos algo acerca de lz
distribucién usual del contenido de azucar de la sangre en una poblacion de cobayas, ai
como sus fluctuaciones dia a dia y dentro de los dias, seremos incapaces de averiguar el
ofecto de una dosis determinada de una droga sobre esta variable. En uria muestra de
tamafio normal seria claramente tedioso obtener informacion del material estudiande
todas las observaciones individuales. Necesitamos algun modelo de resumen que nos per
mita abordar los datos en forma manejable y nos capacite para compartir con 0tros
nuestras conclusiones en coloquios cientificos y publicaciones. Un histograma o diagrams
de barras de la distribucién de frecuencias seria un tipo de resumen, Sin embargo, para
mayoria de los propdsitos es necesario un resumen numerico que describa brevement,
aunque con exactitud, las propiedades de la distribucién de frecuencias observadas. L&
cantidades que proporcionan este resumen pueden llamarse estadisticos descriptivos. Est
capitulo introducird algunos de ellos y mostrard como se calculan.

En este capitulo se discutirdn dos clases de estadisticos descriptivos: estadisticos ¢
luca_hgfacmn y estadisticos de dispersion. Los estadisticos de localizacion describen
ff;ﬁ?: d;s im:;_; ;:;zstra da- lo largo de' una dim_ensifm df::terminada que rﬁpres;n:aﬁum
Lt dar; Ha fa muestran::e Tnos ‘IH_IGHEHUd de ciertos animales nos gustarid S:I'Sﬁtﬂ @
localizacion debe dar un i’jﬂ E e Gt ‘2 can, o SEHEEE ':m EStaS'I embar
S5 ante retadiinion {ooe f;r representativo para la muestra'de observaciones. im \cal) 9
describird la forma de uﬁ? dﬂ'} =P i qregin o medida de tendenc? w;la 0
S o £ an istribucién de frecuencias. Esta puede ser alargd

trecha; puede ser gibosa o en forma de U; puede t dos gibas o ser marcadame™®
asimétrica. Se necesitan medid v _rP ener dos gibas O SET IH= = nﬁﬁ'

idas cuantitativas de tales aspectos de las distribucio

frecuenci -
ncias. Con este fin necesitamos definir y estudiar los estadisticos de dispe
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.2 [mf"'.lm Hfl_“."w“” descrita en la Seccion 3.1 es indudablemente el estadistico de
Jocalizacion ¥TES importante, pero hay otros (la media geométrica, la media armdnica, la
mud_mnuﬁy_lﬂ "1119111 que se mencionan brevemente en las secciones 3.2,3.3,v 3.4 Enla
5&.:1:1_&'1!1 3.9 ‘ﬂ 5*—'“’-!111_ h'T'"-"“H‘ﬂ'-’Ill_f un estadistico sencillo de dispersion (el rani;n}. y en la
seccion 3.0 s¢ explica la desviacion tipica, el estadistico de dispersibn mas corriente.
Nuestro primer caso de Ci}_l‘fll’ﬂ&lﬂh entre estadisticos de muestra y parametros de pabla-
cion se presenta en la seccion 3.7, junto con estadisticos de localizacion y dispersion. En
la seccion 3.8 hay una descripcion de métodos de codificacion de datos con el fin de
simplificarlos para el cilculo a miquina de la media y desviacion tipica que se discute en
la seccion 3.9. El coeficiente de variacion (estadistico que nos permite comparar el grado
de dispersion relativa de diferentes muestras) se explica en la Gltima seccion (3,10).

Las técnicas disponibles después de haber dominado este capitulo no serin muy efica-
ces para resolver problemas biolégicos pero seran herramientas indispensables para cual-
quier trabajo ulterior de bioestadistica. Otros estadisticos descriptivos tanto de localiza-
cion como de dispersion se abarcardn en capitulos postenores.

Nota importante: En este capitulo nos encontraremos por primera vez con ¢l uso de
logaritmos. Para evitar confusion aqui y en capitulos subsiguientes, los logaritmos vulga-
res se han abreviado sistematicamente como log v los logaritmos naturales como In. Ast,

log x significa logyo X ¥ In x se refiere a log, x.

31 La media aritmética

El estadistico de localizacion mas cornente resulta familiar a cualquiﬂra, Se trata de la
media aritmética, lamada habitualmente media © promedio. La _m_cdm se calcula aumandul
todas las observaciones individuales o items de una muesira y dividie ndq esta 5un1ta por e
nimero de items de la muestrd. Por ejemplo, como resqlladn de un ana_hi!s ti:: gaa en un
respirometro un investigador obtiene los cuatro porcentajes de OX1geno siguientes:

14,9
10,5
12,3
Suma = 61,3

orcentajes ( items)

4 suma de los cuatro p . :
ataje medio de

:o de oxigeno como | .
k 3 por cuatro. Asl, el porce

Calcula el porcentaje me
de items, en esie caso

dividida por el numero

OX1geno es
' : disti-
.dad de aprender mbu{:snu esta
Al calcular una media se nos presenta la oportuit a de aprere e poliza po -

- rvacion
co. Ya hemos visto (seccion 2 2) que unad obse

|
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estra. Cuatro ohservaciones podrian escribirse simbyg;
LS = l-

~ion 7 en la mu
representa 1 observacion i en lam

camente como SIEUE. Y Y Y,

" | tamarnio de muestra 1, como el numero it R e B R ST €ste
e e fio de muesira €s 4 Asi, en una muestra grande Podemgg

' articular el rfama _ N P PO LK e
EJEIEP:F} P!ﬂ serie ordenada desde el primero al enésimo 1tem COmo SIgUcC,
sImobo jZal

Cuando deseamos sumar items, atilizamos la siguiente notacion.

P =
S
ra—

Y.=V+L+---+7

I

La letra mayuscula g-.ega X, representa simplemente suma de los items indicados. Lai =
| significa que los items deberan sumarse comenzando por el primero y terminando por ¢
enésimo como se indica por el i = n encima del . EIl subscrito v el sobrescrito son
necesarios para indicar cuantos items deberan sumarse. La 71 =" de la parte superior se
omite usualmente por superflua. Por ejemplo, si hubiésemos querido sumar los tres prime-

3
ros items solamente. habriamos escrito £ Y;. Por el contrario, si hubiésemos querido
1 = 1
Il

sumar todos ellos excepto el primero habriamos escrito X Y;. Con algunas excepciones

s
(que aparecerdn en capitulos posteriores), es deseable omitir subscritos y sobrescritos que
generalmente contribuyen a la complejidad de la formula y, cuando son innecesarios,
distraen la atencién del estudiante de las relaciones importantes expresadas por la formu-
!a. M'ésdabaju se observan simplificaciones crecientes de la notacion sumatoria del extremo
izquierdo:

1.511 i)

S Y=3Y= Y=YV =%Y

g =] g =]

El tercer simbolo puede interpretarse como sigue: suma de las Y; para todos los valores
dlspupibles de I. Esta notacion se utiliza frecuentemente, aunquie no la utilizaremos €1
este libro. La siguiente, con n como sobrescrito. indica que deben sumarse n 1tems de V.
notese que el subindice i de la ¥ se ha omitido por innecesario. Finalmente, a la derechd
O la notacién mis sencilla, Indica solamente suma de las Y, Esta sera la formd
que ullljifaremus mas frecuentemente y si un signo sumatorio pI'ECE;'.iE 2 una variable %
entenderd que es la suma de n items(todos los items de la muestra) a no ser que 4
subscritos o sobreescritos nos digan lo contrario

Utilizaremos ¢l simbc¢ :

- simbolo Y para la med 4. 7.4 - - , la st
; 1a aritmetic; : u formu
escribe como: tica de la variable Y. S

Y = Zr}j - 1 Y (3.1)

¢ I
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En efecto, esta formula nos indica que se sumen todos los (1) iteme il
n. Aplazaremos hasta la seccion .“1!,'41 Z";h':l*;:;:l;:fnuziui{n}ilfumy se divida la suma por
eficientemente una media. a mec
-L?l [.“ﬂ.m tlL oy muestra representa el centro de las observaciones. Si se dibuja el
histograma de una distribucion de frecuencias observadas en uia hoja de cartulina, al
recortar el histograma y dejarlo extendido contra una pizarra sosteniéndolo ‘Pnr dr::i.:-*'li:-
con un lapiz, existe la posibilidad de que esté desequilibrado, inclindndose a la ii’Lflllllt:!'dti]H
a la derecha. Al mover el lapiz y dirigirlo a una posicién en la que se -.'L.luilihn:. el
histograma con exactitud, este punto de equilibrio serd la media aritmética. En realidad
éste seria un metodo empirico para hallar la media aritmética de una distribucion de
frecuencias.

anica a seguir para calcular

3.2 Otras medias

En los capitulos 10 y 11 veremos que las variables se transforman a veces en sus logarit-
mos o reciprocos. Si calculamos las medias de estas variables transformadas y después las
cambiamos otra vez a la escala original, estas medias no coincidiran con las medias
aritméticas calculadas a partir de las variables originales. Las medias resultantes reciben
nombres especiales en estadistica. La media de las variables transformadas logaritmica-
mente vy transformada a su escala original, se llama media geometrica. Se calcula como:

G.M.y = antilog ~ X log ¥ (3.2)

lo que indica que la media geometrica G.M.y es el antilogaritmo de la media dc_lu_s
logaritmos de la variable Y. Puesto que la suma de logaritmos es equivalente a la multipli-
cacion de sus antilogaritmos, otra forma de representar esta cantidad es

GM.y =YY, YoY;s - Yq (3.3)

La media geométrica permite familiarizarnos con otro simbolo qperad'ur: pi mayuscula,
5 simboliza la suma de los

1, que puede leerse como producto. Del mismo modo que '
items que le siguen, Il simboliza la multiplicacion de los mismos. Los suhsm:u‘s T;::r::
critos tienen exactamente el mismo significado que en el caso d; la' ;umar_n:} *: ,uﬂ. p
sion (3.3) para la media geométrica puede expresarse de forma reducida co gue:

CMy=MNn ¥ (3.3a)

el

3a) es bastante pesado. En la

T la expresion (3. _
o B : do las variantes en logantmos.

El cilculo de la media geométri
> i alcularse transforman

prictica. la media geometrica debe ¢
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itmética de los reciprocos se llama media armonicq Si |

vroco de la media ar _ s e
El recip de la media armonica puede escribirse en formg congg,

simbolizamos por Hy. la formula
(sin subscritos ni sobrescritos) como

1 el
H‘—}=ﬁ_Z? (34)

El lector puede demostrar que la media geométrica y la media armonica de los cyggy,
porcentajes de oxigeno son 14,65 % y 14,09 %, respectivamente. A no ser que los jtep,
individuales no varien, la media geométrica es siempre menor que la media aritmética, y Iz
media armonica es siempre menor que la media geometrica.

Algunos principiantes en estadistica tienen dificultad para aceptar el hecho de que seq
permisibles o incluso deseables otras medidas de localizacion o tendencia central distintys
de la media aritmética. Piensan que la media aritmética es el promedio “logico™, y que
cualquier otra media falsearia los datos. Este problema se relaciona con la escala de
medida adecuada para representar los datos, esta escala no siempre es la escala lines
familiar a cualquiera, sino que a veces es preferible una escala logaritmica o reciproca. i
se tienen dudas acerca de esta cuestion, trataremos de mitigarlas en el capitulo 10, donde
discutimos las razones para transformar variables.

3.3 La mediana

:f:f mediana M es un estadistico de localizacién (til a veces en investigacion biolégica, 5¢
ine como el valor de la variable (en una serie ordenada) que tiene igual nimero de

items a ca_da lado. Asi, la mediana divide una distribucién de frecuencias en dos mitades.
En la siguiente muestra de cinco medidas,

14,15, 16, 19, 23
que la tercera observacion tiene el mismo nimero de observaciones a ambos

lados, : :
dos Pnd::ﬂc:s hace{ visible la mediana ficilmente si pensamos en una ordenacion ¢
o1, por ejemplo, una fila de hombres alineados por sus estaturas. El individ®?

, la i . |
mediana se calcula convencionalmente como el punto medio entre 2

ante que ocy
| d pa el lugarn/2 y 1a [(n/2) + 1]. Asi, para la muestra de cuatro medid®

14,15, 16, 19

seria el punto medio entre ef segundo y el tercer item, 0 15,5
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Siempre gue un valo ' .
presentﬁrse gmblemas Pﬂrrﬂcrldéi!qlqmra de la variante aparezca mas de una vez, pueden
Cahizar la mediana, El cdleulo del item mediana m‘énmpl"
¢ ica

e POTLS mflm Ius.mjembrﬂﬂ de una clase determinada en la que estd si :
mediana tendran la misma marca de clase. La mediana es en ese ca?.n laeifﬂ‘?“:lﬂd” i
el lugar ’f/ < 1) ,la distribucion de frecuencias. Usualmente se calcula :Jldﬂ lTI{Iue ol
que est'ana localizado el individuo mediano entre los limites de clase de ;:]Hf[::: Puntc:u*en
(5“9““13"‘:'_“ que los individuos estuviesen igualmente distribuidos en la clas;) 7 i
. La meﬁmna es solamente un miembro de una familia de estadisticos ue'dividcn
distribucion de frecuencias en dreas iguales. Divide la distribucion en dos gitades L una
cuartiles cortan la distribucion en los puntos 25, 50 y 75 %, es decir. en ulnt,;i[,:l s tres
dividen la distribucion en primero, segundo, tercero y cuarto CL;HIIGS pu; ﬁrﬂﬂl?}’ freit?el:ﬁ
cias). El segundo cuartil es naturalmente la mediana. (Hay ademis quintiles, deciles
percentiles, que dividen la distribucién en5,10y 100 porciones iguales, respectivamcnte,)';

DE?dt':: el punto t_ie vista de su aplicacion en posteriores y mas avanzados trabajos
estadisticos, I‘a mediana no es un estadistico 0til (excepto para métodos “no paramétri-
cf:-s”; ve‘r capitulo 10). Sin embargo, en ciertos casos especiales es una medida de localiza-
r::l::'m‘mas: represe'ntativa que la media aritmética. Tales ejemplos incluyen casi siempre
distribuciones asimétricas. Un ejemplo de economia frecuentemente citado seria una
medida de localizacion adecuada para el salario “tipico” de un empleado de una corpora-
cion. Los salarios muy altos de los pocos ejecutivos mas antiguos elevarian la media
aritmetica, el centro de gravedad, hacia un valor completamente no representativo. En
cambio la mediana estaria poco afectada por unos pocos salarios altos; ella representaria
el punto particular en la escala de salarios sobre el cual quedan el 50 % de los salarios de la
corporacion, siendo la otra mitad inferiores a esta cifra.

Un ejemplo en que es preferible la aplicacion de una mediana sobre una media aritméti-
ca en biologia puede darse en poblaciones que presentan distribucion asimétrica, tales
como los pesos. Asi, un peso mediano de varones americanos de 50 afios puede ser un
estadistico mas significativo que el peso medio. La mediana es importante también en los
casos en que puede resultar dificil o imposible obtener y medir todos los items de una
muestra necesarios para obtener una media. Un ejemplo clarificard esta situacion. Un
etologo animal estd estudiando el tiempo necesario para que una muestra de animales
realice una cierta fase del comportamiento. La variable que estd midiendo es el tiempo
desde el comienzo del experimento hasta que cada individuo lo ha realizado. Lo que él
quiere obtener es un tiempo medio de realizacién. Sin embargo, este tiempo medio solo
podria calcularse después de haberse obtenido el dato de todos los individuos. Puede
necesitarse mucho tiempo para que los animales mas lentos completen su accion, mas del
que el observador desea gastar observandolos. Ademas, algunos de ellos pueden no respon-

der nunca apropiadamente, haciendo imposible el cilculo de una media. Por lo tan_lu, un
estadistico de localizacion conveniente para describir estos animales puede ser el tiempo
mediano de realizacién, o un estadistico relacionado, tal como los percentiles 75 o 90.
Asi, tan pronto como el observador conozca cudl es el tamaiio total de la muestra, no

necesitard obtener medidas para el extremo derecho de su distribucion. Ejemplos sumlmr;s
serian las respuestas a una droga o veneno én unl grupo de_mdwiuns Qaﬁdnﬁ l::m
mediana o dosis efectiva, LDsg 0 EDso) © €l tiempo mediano de aparicion

Mmutacion en varias lineas de una especie.
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3 4 Lamoda , . < veces se obtiene™ en una distribyez
al valor de 12 varigble “que mas imero de individuos. Cy
La moca Si'-rﬁmml valor representado por el mayor ““f':l 2e 1 variible ; andy
e Faecaen ﬂ-; cion de frecuencias. la moda es El_" o1 2das la modn el que,
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Fig. 3.1. Distribucion de frecuencias asimétrica (estirada a la derechd’ to
muestra la situscion de la media, mediana y moda. Porcentaje de grassé

stras de leche (del libro de registro de una ganaderia canadiense).
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forma de una distribucion de frecuencias y si se quiere tener un estadistico que refleje
tales cambios puede ser recomendable la media. En distribuciones simétricas unimodales,
la media, la mediana, ¥ la moda son idénticas. El mejor ejemplo de esto es la bien
conocida distribucion normal del capitulo 5. En una distribucién asimétrica tipica tal
como se presenta en la figura 3.1, las posiciones relativas de la moda, mediana, y media
son generalmente éstas: la media es la mas proxima al extremo estirado de la distribucion,
]a moda es la mas lejana v la mediana esta entre las dos. Una forma facil de recordar esta

sacuencia es acordarse de que se presentan en orden alfabético desde el extremo mas largo
de la distribucion.

35 El rango
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dirigimos ahora 3 medidas de dispersion. La higura 2.2 d:."ll:;u.slra b dm”bucinnﬂs _
1 I 1|Il D L L - 1 5 i - 5 y o & . . - # _ o
e ]S:Lm completamente diferente }m:,_dLﬂ poseer ]d”"“ﬁﬂ mE. ﬁm- dntfnﬂtma' Es Obvig distribucion de f;rec‘uenmas (ver seccion 3.9 posterior). Es la m d f ipli
de aspec OO pen encontrarse Ofras formas de caracterizar du,.tnbucmnes, por la frecuencia /. El cdlculo de la media HPH’EEE‘EH » arca de clase ¥ multiplicada
por lo tanti.i_jd S i e dispersion es el rango. Es la diferencia entre el mayqr Y el longlt?id media de fémur resulta ser 4.0 unidades parte inferior de la tabla. La
Una medidd = ; 1S S C entaj ' a distancia de cad: ; : :
. Asi. el rango de los cuatro porcentajes de oXigeno dpuntadgy = cada marca de clase a la media se calcula como la desviacion siguiente:

or item €n yna muestir

men s ey .
jon 3.1)@es

anteriormente (secc e Ll
Vi Yiesgka

Por convenio, cada desviacion individual (“deviate”) se calcula S e
_ . v v - J como la observacion indivi-
del fémur de afidos (cuadro 2.1)es d‘ual menos lamedia ¥ — ¥ en lugar de la inversa, ¥ — Y. Las desviaciones individuales se
simbolizan por letras minusculas correspondientes a las letras mayisculas de las variables

La columna *{4_] de la tabla 3.1 da las desviaciones individuales calculadas de este mndﬂ.
Para F‘Dmﬂd]dﬂd en el calculo, la columna se ha dividido en desviaciones positivas *.'.
negativas. Ahora las desviaciones han de multiplicarse por sus respectivas frecuencias par"a
que aqyfellas que se presentan mas frecuentemente contribuyan mas a nuestra medida de
dispersion que las que solo se presentan rara vez. Por esta razon multiplicamos las
desviaciones individuales por sus frecuencias f. Los resultados de estos calculos se expo-
nen en la columna (5), que conserva la separacion entre desviaciones positivas y negativas.

Ahora nos proponemos calcular una desviacion media sumando todas las desviaciones
individuales y dividiendo por el niimero de dichas desviaciones en la muestra. Sin embar-

v el rango de las longitudes

Rango=4,7—33 =14 unidades de 0,1 mm.

Puesto que el rango es una medida de la extension de 135+variant.esi alo largu de la escals
de variables, esta en las mismas unidades que las medidas originales. El rango se v
~laramente afectado incluso por un solo valor alejado, y por esta razon es solamente up
astimador grosero de 1a dispersion de todos los items de la muestra.

3 6 La deswviacion tipica go, cuando sumamos nuestras desviaciones, observamos que las positivas y negativas se
. ¥ : . y : anulan, como se muestra en las sumas al fi 5 empre es Ci
Una medida adecuada de dispersion tendra en consideracion todos los items de una I de | < as al final de la cn!unxna (). Esp:: siempre €s cierto
Ty 1 _ g : : para la suma de las desviaciones con respecto a la media, v estd relacionado con el hecho
distribucion. asignando a cada item un valor relativo a su distancia del centro de Iz 46 Gueilaaneas | : i, | o
e -\hb ; ke sl datton: B 1a-tabl 31 prossatain que la media es el centro de gravedad. Consecuentemente la desviacion media también
d;stn ucion. Ahora trataremos de Cﬂé‘lﬁ dlrl I # il d-l = e 1 : hE b seria siempre igual a cero. Es recomendable estudiar el apendice Al.l, el cual demuestra
la 'dxstrrbucu?r‘]' de frecuencias agrupadas de Ias ongitudes del fémur de las hembras apt- que la suma de las desviaciones en torno a la media de una muestra €s siempre igual a
micticas de afidos del cuadro 2.1. Las dos primeras columnas muestran las marcas de clas Cero.
y las frecuencias. La tercera columna es necesaria para el calculo de la media de i Elevando al cuadrado las desviaciones individuales se evita el que la suma de las desvia-

ciones en torno a la media sea siempre cero y da como resultado otras propiedades
matematicas deseables que consideraremos en una seccion posterior. En la tabla 3.2 se
presentan de nuevo los datos de las longitudes del fémur de afidos. Las columnas(1),(2)
y (3) son las marcas de clase, frecuencias y desviaciones. determinadas como se ha dicho
previamente. Las desviaciones no estan separadas ahora en columnas positivas y negativas.

TABLA 3.1

Desviacion de la media. Longitudes del fémur de afidos (del cuadro

2.1}
- m—— ——— La columna (4) presenta sus cuadrados, los cuales son. naturalmente, todos positivos.
(1) (2) (3) (4) (6) Finalmente. la columna (5) presenta el cuadrado de las desviaciones multiplicado por sus
Y S fY y=¥YV —-Y fy frecuencias. es decir, columna (4) multiplicada por columna (2). La suma de estas d‘es*[.ria-
—_————— ciones elevadas al cuadrado es 2,88. Esta es una cantidad muy importante en estadistica,
34 E 6,8 —0,6 —1,2 que para abreviar se denomina suma de cuadrados vy se simbaliza por ¥y?. En la tabla 3.2,
2 8 29,6 —0,3 -24 la suma de cuadrados se simboliza por ¥fy® pero habitualmente se omite la f puesto que
4,0 % 20,0 0,0 0,0 S indica suma de todos los items posibles. Otro simbolo ordinario para la suma de
‘ 4 B 344 0,3 24 cuadrados es SS (sum of squares).
4,6 2 0,2 0,6 1,2 El proximo paso es obtener la media de las n desviaciones al cuadrado. La cantidad que
Total E ;},},_.E, ____5;, Zﬁ resulta se conoce como varanza o desviacion cuadratica media,
- : 988
¥ ZrY ”ll!” Vananza = -—Z——y— = :‘l;?:‘ = Drllﬁg
-t = - = 4.1) n 20
Lf 25 !

_—_—_—_——__-_‘-'-‘

;———
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La varianza es una medida de !'undmental impurlanci:l‘cn u:.stadffticu y la utilizar !
a lo largo de este libro. De momento solo necesitamos rﬂdu.t:;ddr ;uh. JPUI; haber elevadna]
cuadrado las desviaciones, la varianza se expresa cn unf ; tjs 3 ?u‘ddrddu. Parg COMt s,
rrestar el efecto de elevar al cu?drqdq_ extraemos ahora la raiz cuadrada positiya de I
varianza v obtenemos la desviacion tipica:
==
Desviacion tipica = —l—\lrz__ili' = (),3394
Una desviacién tipica se expresa asimismo en las unidades QE medida originales. puestg
que es una raiz cuadrada de las unidades cuadraticas de la varianza.
" Nota importante: No utilizar la tecnica recién aprendida e ilustrada en la tabla 3.2 pay,
el calculo manual de una vananza y desviacion tipica. Esta técnica es excesivamepts
tediosa. |
Es posible que el lector haya notado que hemos evitado asignar simbolo alguno a1z
varianza v desviacion tipica. En la proxima seccion explicaremos porque.

TABLA 3.2

Lz desviacion tipica. Método largo no recomendado para calculos reales,pero presentado
aqui para aclarar ¢l significado de la desviacion tipica. Datos de la tabla 3.1.

(1) (2) (J) (4) (2)
¥ f o y=Y=% v fy?
3.4 2 —0.6 0,36 0,72
4,0 3 0,0 0,00 0,00
43 8 0,3 0,09 0,72
4,6 2 0.6 0,3 0,72
Total 25 2,85
¥ =40 it = 2,88
: = G ;s T
Varianza= HTH . 0,1152 Desviacion tipica = V00,1152 = 0,3394
s

3.7 Estadisticos de muestra y parimetros

Hasta zhora hemos calculado estadisticos de muestras sin dar demasiada impﬂmn"“_h
§ue fepresentan estos estadisticos. Cuando se calculan correctamente, una media y dﬁ
tipica serdn siempre medidas de localizacion y de dispersion absolutamente fieie
las muestras en las cuales estin basadas, Asi, la verdadera media de 108 € o

jes de oxigeno de la seccion 3.1 es en realidad 15,325 %. La desviacion tipica ¥
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1as 25 longitudes del fémur es () 3394 unidades cuando los

expuesto. Sin embargo, en biologia (o en estadistica en general a este respecto), rara ve

nos interesan medidas de localizacién y dispersion exclusivamente cumnﬁesﬁméne:de:
criptivos de las muestras que hemos estudiado. Casi siempre nos interesan las poblaciones
de las que se han extraido las muestras. Por lo tanto, lo que nos gustaria conocer no es la
media de los cuatro porcentajes de ox igeno, sino el verdadero porcentaje de oxigeno del
universo de lecturas del cual se han extraido estas cuatro. Igualmente, nos gustaria saber
la verdadera longitud media del fémur de la poblacién de hembras ap(;m icticas de dfidos
no 5ﬂlamente la media de los 25 individuos que hemos medido. Cuando cstudiamm:
dispersion, generalmente deseamos conocer las verdaderas desviaciones tipicas de las po-
blaciones y no las de las muestras. Estos estadisticos de poblacién, sin embargo, son
desconocidos y (hablando en términos generales) imposibles de conocer. i Quién ,ﬂ:n’a
capaz de coger todas las hembras apomicticas de esta poblacion de ifidos particular v

medirlas? Asi pues, necesitamos utilizar estadisticos de muestra como estimadores de
estadisticos de poblacion o parametros.

En estadistica es convencional utilizar letras griegas para parametros de poblacion y
letras romanas para estadisticos de muestra. De este modo, la media de la muestra Y
estima la media paramétrica de la poblacion, u. Igualmente, una varianza de muestra,
simbolizada por s*, estima una varianza parameétrica, simbolizada por o* . Estos estimado-
res deberian ser insesgados. Con esto queremos decir que las muestras (independientemen-
te del tamafio de muestra) extraidas de una poblacién con un parametro conocido,
deberian dar estadisticos de muestra que por término medio diesen el valor paramétrico.
Un estimador que no cumple esto se dice que es sesgado. La media ¥ de una muestra es
un estimador insesgado de la media paramétrica p. En cambio, la varianza de una muestra
calculada como hemos visto (en la seccion 3.6) es sesgada. Por lo general subestimara la
magnitud de la varianza de la poblacién o®. Para superar este error, los estadisticos
matematicos han demostrado que al dividir las sumas de cuadradosporn — 1 envez de por
n. las varianzas de muestras resultantesserin estimadores insesgados de la varianza de la
poblacion. Por esta razon, es habitual calcular varianzas dividiendo la suma d:u cuadrados
porn — 1. La formula de la desviacion tipica se da pues habitualmente como sigue:

items se agrupan como se ha

g o | 2 (3.5)

n—1

En los datos de hembras apomicticas de afidos, la desviacion tipica se calcularia pues

COmo:
1 \! 24

Observamos que este valor es solo ligeramente superior que ¢l estimado mteﬁm& dﬁ
0.3394. Es obvio que cuanto mis grande sea el tamano de muestra menor :Fmaﬁﬁnm:e
cia entre la division por n Yy por n — 1. No obstante, pr:scmdmld:umd i
muestra, es buena costumbre dividir una suma de cuadrados porn — | 0 ﬂi' e
una varianza o una desviacién tipica. Puede suponerse que cuando se encuentra & tlm e
lo 5%, se refiere a una varianza obtenida por division de la suma de cuadrados en

grados de libertad. a los que generalmente se refiere la cantidad n — 1. El anico caso en
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la suma de cuadrados por 7 es cuando el interés gy

limitado a la muestra que tiené a mano y a su varianza y las cuales se les ha sumado 12

os descriptivos de la muestra, y no como estimadores o o despiiis por 100
el investigador posee datos de [, 0

que es apropiada la division de
investigador esta verdaderamente

jacion tipica © stadistic
4acion tipica como € Hpil
s oblacion. Hay también casos en que

da N vanantes que se han dividido por 100y a
stando primero 1 2 y multiplican-

arametros de p : ‘ P, el
;Tbi;acién completa: en tales casos esta PE‘I’fELFHﬂ‘IEﬂtE‘ :-:Efé:;;cffjill? a{i g;slzanq;;?rlﬂ Ya que codificar 1% +12 v
entonces no se esta estimando un parametro sino.en re ; | - Asi, la varia, - 2
»a de las longitudes del ala de todas las E_T“uas 3;:1_ultas de una esp ef‘;e ali'nencana S€T1a up X100 A descodificar
valor paramétrico; igualmente, si s¢ hubiese ln?dldu el' C.l. de Euh ﬂsdns ganadores del | o
Premio Nobel de Fisica. su varianza seria un parametro ya que esta basada en la poblacigp Los diagramas siguientes aclaran la codificacién simple:
completa.
: +10
codificar —- 0 codificar <%
38 Codificacion de datos antes del calculo < descodificar <— descodificar
Antes de que podamos discutir como calcular medias y desviaciones ti’picaspde‘ una forma _
practica en una calculadora de mesa, debe aprﬁnderse: un procedimiento l‘!'_laz-':‘:unpﬂrtante, Al cpnmder’_ar_ los efectos de la codificacion de variantes en los valores de varianzas y
la codificacion de los datos originales. Por codificacion entendemos la adicion o sustrac- desviaciones tipicas, encontramos en primer lugar que las codificaciones no tienen efecto
cion de una constante a los datos originales y/o la multiplicacion o division de estos datos en las sumas de cuadrados, varianzas, ni desviaciones tipicas. La demostracion matemitica
por una constante. Frecuentemente los datos tienen que ser codificados porque se expre- se ::_11'1 en e:I ‘ape’ndice Al.2, pero esto puede verse intuitivamente debido a que una codifi-
san originalmente con demasiados digitos 0 son nimeros muy grandes que pueden causar cacion ad:fwa no afepta a la distancia de un item respecto de su media, La distancia de un
item de 15 a su media de 10 seria 5. Si fuésemos a codificar las variantes restandoles la |

dificultades v errores durante el tratamiento de datos. La importancia de la correcta
codificacion de datos no puede sobrestimarse. El calculo estadistico logrado, obteniendo
el resultado correcto v no hundiéndose en una marisma de cifras, se facilita con frecuen-
cia por codificacion correcta de los datos originales.

Llamaremos codificacion aditiva a la adicion o sustraccion de una constante (puesto
gue sustraccion no es mas que adicion de un numero negativo). Igualmente llamaremos
codificacion multiplicativa a la multiplicacion o division por una constante (ya que divi-
sion es multiplicacion por el reciproco del divisor). Llamaremos codificacion de combina-
cion a la aplicacion de ambas, aditiva y multiplicativa, a la misma serie de datos.

En el apendice Al.2 examinamos las consecuencias de los tres tipos de codificacion en
el célgulo de medias, varianzas y desviaciones tipicas. Los resultados para medias pueden
fesumirse como sigue: cuando se ha sumado una constante a cada variante, la media

constante 10, el item seria ahora 5 y la media cero. La diferencia entre ellos continuaria
siendo 5. Asi, si se utiliza solamente la codificacion aditiva, el Gnico estadistico que
necesita descodificacion es la media. Pero la codificacion multiplicativa si afecta a las
sumas de cuadrados, varianzas y desviaciones tipicas. Las desviaciones tipicas codificadas
s tienen que dividirse por el codigo multiplicativo, lo mismo que deberia hacerse para la
media. Sin embargo, las sumas de cuadrados o varianzas tienen que dividirse por los
codigos multiplicativos elevados al cuadrado, porque son términos cuadraticos y el factor
multiplicativo se eleva al cuadrado durante las operaciones. En la codificacion de combi-
nacién el codigo aditivo puede ignorarse. Los diagramas nemotécnicos siguientes pueden
utilizarse para resumir la descodificacion de desviaciones tipicas:

codificada ¥ se descodifica restandole la constante. codificacion == ﬁ? 5
C uando las variantes se han codificado multiplicindolas por una constante, Y, puede =< descodificar
dﬂscodtf"m dividiéndola por la misma constante: igualmente, cuando las variantes s . FiP
han codificado por division, la media se descodifica multiplicindola por esta misma
STt Y para sumas de cuadrados o varnanzas:

ﬁml;:,, = COlicades por combinacion pueden descodificarse efectuando la operacion
*a, én inversa secuencia. Esto puede clarificarse por medio de un sencillo diagrama

Cnico irve | 1.2
va. Asi s h.amqu: i casualmente sirve igual para codificacion simple multiplicativa o aditk BT I ek o D T Yylo &
= ] u una H’ 1 d: - - = . » o -
10, Miﬁummmh lcad ne de variantes restandoles 5 y multiplicindolas pof Sy? 0 8 - -

media dividiéndola primero por 10 y sumandole luego 5:

mhwmmmﬂpmmejem-

- -5 .
codificar 2 En los cuadros 3.1 y 3.2 que se discuten
? s == dE!CDd.iﬁ car PI'DS de codificacion Y dewﬂdiﬁmlén de datos.

+10

—————
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q media y k eyiacion tipica
Métodos practicos para calcular la me dia v la desvi I
.IU,pmu_-- | | - -
13 suma de cuadrados en la seccion 3.6 el

sado pard calcular

1la grouente

e 3 () — Y )* (3.6)

iy g P

imiento utih

£l proced |
ar la tormi

expresarse p

posible la naturaleza de la suma de cuadradog
' nbarazosa. Para calcular Zy* por I:;
después calcular la desviacigy,

Jaramente |
Jes es la mas €l
nos que calcular la media,
A continuacion deberia elevarse al cuadrado cads
adrados. La operaciol mas pesada seria calculay
lo cual en la mayoria de las calculadoras de mesa g
es transcribiendo las desviaciones O al menos iﬁtrﬁ.
En nuestra r:\pcrmn-:iu_ muchos estudiantes, una vez que hap
qr. tienden a repetirla por rutina. Por lo tanto, habiendo
aprendido cuadrados como se muestra til l.n llahlu 3.2 pudieran
tender a repelir €ste prn.,‘cdlmiﬂn[n ;1;-;r[icu]ur_ No podemos pues insistur .cnn la suficiente
fuerza en que la tabla 3.2 se presenta exclusivamente por razones pedagogicas; ordinaria.
mente no se calcula la suma de cuadrados cOmO S€ muestra en ella. Vamos a desarrollar
shora una formula de cilculo para la desviacion tipica. En resumen, hay tres pasos
stadistico: (1) hallar la suma de cuadrados, Zy*, (2) dividir
por n — 1 pard shtener la varianza, y (3) extraer la raiz cuadrada de la vananza par
obtener la desviacion tipica. Los pasos (2) y (3) son operaciones sencillas y no es posible
orrador de tiempo para ellas. Nuestros esfuerzos para simplificar el
el paso (1), el calculo de la suma de cuadrados. La formula de

lica o mas «

Ecta formula EXP
jores n.il:.'lii

y en compuldl
), primero tendrias

ecto Jt‘ 1.1 THL‘JI.{
¢ Sumarsc estos Cu

PL‘I‘H ':.""..L.Tpih

L*\F]’:.‘th‘ll (2.0

de cada item resp
v finalment

Lli.“fa"'u'l.h.‘lﬂﬂ.
o las desviaciones,

v elevar al cuadrad
}..'!llﬂ'dr.’ hacerse qutomaticamente §1 NO |
duciéndolas manualmente
aprendido alguna tecnica particul
2 calcular una suma de

necesarios para calcular este €

ningun mecanismo ah
calculo deben centrarse €1l
calculo habitual para esta cantidad es

(1Y)’ (37

Vamos a precisar lo que representa esta formula. El primer término del segundo miembro
- b T : . e , ’ 4 ot '
de la ecuacion. £Y? deberia denominarse “suma de Y cuadrado™ y deberia distinguirse

"}

;:‘:}di;dnm;;::n;l:dil;ﬁ‘“.”"I.in %’l:}%‘lfi;dt.‘ cuadrados de Y, E.ﬂf‘.nﬁ nombres son inmzlccuudﬂﬂ.
enreaiba (3.7) o3 (1 }’,-’lg,tﬂﬁ LLrldU.% para pensar en rlt:a:uh‘curl_us_ La otra cun.t'ldac{ de 12
R siiior 2o Es-ﬂ: I;”m“,rfe 4:;1 | rszuruncm se denomina fermino de correccion, CT.
s s valoses d ¥ v ]”; [a LJ j_llil.ifinidn de la suma de las Y: esto es, primero s¢ sumaﬂ
es diferente de ZY? | que Ei: “ ’ L:m :{I cuadrado esta suma. Por lo general, esta cantidd
erminos solamente :;.rm idl;illlitrr:: F]tw‘;' - ““’flfiill” 8 X gampies lay SU0i5, ER d{::
puede probar calculando estas c: 8 'uf .,,;;, I’.Iﬁ' Y son iguales. 5' no se esta seguro de ello,
stas cantidades parda unos pocos numeros.
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— CUADRO 3.1
Calculo de Y y s de datos no agrupados

Datos de la longitud del fémur de afidos

cabecera del cuadro 2.1. SN agrupar, como se muestran a la

Los datos se han codificadc -
] J 2 l .
s el cAlcolh 13~L$qu :nullmlu.andu por 10 para eliminar la coma d
. Las varii: > = iad C g . .
e ariables y estadisticos codificados ma decimal
subscrito c. iIcados se wentifican por el
Calculo
_ Or e N Codificacion v descodificacio
n 29 Codificacion: Y = 10y | scodificacion

Y Y. = 1001

B ey N e T .
Y. = - 2 Y. = 4004 Para descodificar T.: T = 3 = IH,.H_I 1,004
n 10 10 ’
> Y2 = 40401
s =g
n
= A0 A= S
25
— 320,960
@ = 2 Ve _ 320,960
> n— 1 24
= 13,37 Para descodificar s;: §* = 2 A58 10,1857
= 10?2 100 i
= : . L L 3 656
s. = V13,37 = 3,666  Para descodificar S.: § = ;[i = 10 ' = 0,366

| ;Por qué la expresion (3.7) es idéntica a la expresion (3.6)? La demostracion de esta
identidad es muy sencilla y se da en el apéndice A1.3.

En las expresiones (3.1) y (3.7) vemos que para calcular la media y desviacion tipica de
una muestra es necesario tener tres cantidades, n, ZY,y $Y2. Las operaciones detalladas
dependen de si los datos estan sin agrupar o agrupados en una distribucion de frecuencias.
Hemos recomendado dejar los datos sin agrupar cuando el nimero de varantes es menor
que 150 debido a que el tiempo necesario para establecer una distribucion de frecuencias
seria casi equivalente al tiempo ahorrado durante el cilculo si los datos estuviesen en

forma de distribucion de frecuencias. Cuando los datos estin sin agrupar, ¢l calculo
procede como en el cuadro 3.1 que estd basado en los datos no agrupados de las longitu-

des del fémur de dfidos presentados en > 1. Para eliminar la coma

la cabecera del cuadro 2
decimal durante el cdlculo, los datos s€ han codificado multiplicando las variantes por 10.
Cuando los datos estdn agrupados en un

a1 distribucion de frecuencias, los calculos son
considerablemente mas sencillos. En el cuadro 3.2 se presenia un ejemplo. Estos son los
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) = T

—— CUADRO 3.2

Cilculo de Y, s, y CV de una distribucion de frecuencias.

l Pesos de varones chinos recién nacidos, en ONzas

(1) (2) (3)
Marca de clase Marca de clase codificada |
)’ f Y.
59,5 2 0
67,5 6 |
75,5 39 2
83.5 385 3
91,0 888 4
09,5 1729 5
107,5 2240 6
115,5 2007 7
123,5 1233 S
131,5 641 9
139,5 201 10
147,5 74 1
155,5 14 12
9465 = n

Fuente: Millis y Seng (1954).

Calculo Codificacion y descodificacion
2 /Y. = 59629 Codificacion: Y, = 2 _859’5
E=Yi%/3 1= 8300 Para descodificar Y.: Y = 8Y, + 59,5
2 fY? = 402 987 = 50,4 + 59,5
op = (& I',:};)5' — 375 650,550 = 109,9 oz.

L fvi=1 J¥? ~ CT = 27 327 450

Para descodificar 8.:8 = 8s. = 13,593 oz.

—

fstadistica descriptiva

pesos de nifios varones chinos recién nacidos_ e

43

: APuUcstos anteriormente en la fi )
ks . s : | en la figura 2.3, En
primer lugar.tienen que ser codificados para cambiar Jas marcas de clase un pncugengurrusas

Esto se hace restando 595, la marca de clase inferior de la serie, Las marcas de clase que

resultan son valores tales como 0, 8, 16, 24, 32 etc. Después se dividen por 8, lo que las
3 . 9 A n - )

transforma en 0,1, 2, 3, 4, etc., que es la forma deseada. Ahora se efectia el cilculo de

i sencilla v elegante. : : 2 :
l.lq”a,!_,ﬂ rma e }ti 8 4 Sumar{ms los productos de fY ¢ Y fY. para obtener £fY .y
$fY 2. Al sumar las frecuencias se obtiene £f = .

Una regla empirica comun para estimar la media es promediar las observaciones mayor
y menor para obtener el llamado rango medio. Para los datos de hembras apomicticas de
afidos del cuadro 2.1, este valor es (4,7 + 3 3)/2 = 4.0, que corresponde exactamente a la
media de la muestra calculada. Las desviaciones tipicas pueden estimarse a partir de los
rangos por division adecuada de éstos.

Para muestras de Dividir el rango por

10
30
100
GLL
1000

o oh n o WO

El rango de los datos de afidos es 14. Cuando este valor se dividg por 4 se obtiene un
estimador de la desviacion tipica de 0,35, que no equipara demasiado mal a} }ralnr de
03656 calculado en el cuadro 3.1. Estos métodos aproximados son muy utiles para

detectar errores grandes en el calculo.

310 El coeficiente de variacion

Al haber presentado la desviacion tip

teoria estadistica no se obtiene resultado u e el
- - - . s l

efectuado, aunque los conocimientos practicos 1 o

g la unica aplicacion que

& [ - dﬂ de
desviacién tipica es como una estimacion del gra :
§viacion tipica es Tes de 13 de

puede que queramos comparar las magnitu D I ohlicioi o Gistnts
similares y ver si la poblacion A es mas 0 menos variabie q |
4 ente en cuanto a sus

cuando las poblaciones difieren apreciablem astante arriesgada. Po

de sus varianzas o desviaciones tipicas seria b

6 s es obviamen
tipica de las longitudes de Ia cola de C“;fﬂt;m de comparar €

longitud total de la cola de un ratﬁn,,_ R
poblaciones que tienen diferentes medias, se ha desarro

ica como una medida del grado de vmﬁ}z dﬁ 1:1;5
. ué?”. En esta etapa de nuestro apren aje de
datos, nok podeies fram e AR Itil alguno a partir de los célculos que hemos

dos son bésicos para todo ﬂ
101 1 podemos tener para ki
trabajo estadistico posterior. Hasta aqui, R e A

r ejemplo, la desviacion
te mucho mayor que la
| grado de variacién_ en
| coeficiente de variacion.
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sviacién tipica expresada como un porcentaje de la megj, .

Este es simplemente |3 de y CV. Comparar los resultados con los de (a).

formula es por el agrup:r_l;ientn? Cahuggfr Caniiibn e mcdi;i:fmm precision se ha perdido
100 P 2 4.20 |
gy = - X? (3.&[ :LEH] 445 3.80 _::::;
:Iul: 1.42 4.20 3.87
. : de variacion de los pesos de recién nacidos del cuadrg 3 4.00 4.33 9 K1
!,)3'3 ??ﬂ;ﬁ ;ﬂ;ﬁ;;:irfaj final de este cuadro. El meﬁcignt& de variacion es iﬂdeﬁe: :i; 411: :L-::#a 4.81
diente de la unidad de medida y se expresa como un pol centaje. | 4-;;_5 1:; 3 4 495
Los coeficientes de variacion son ampliamente utilizados Cu?ﬂdﬂ S€ quiere compargy |, 4,.1.5 4_'};; 44 2 e
variacion de dos poblaciones, independientemente de la m_a_gnltud‘ de sus medias. Proh, 4.4.“ a3 : ?.2: ria
blemente es de poco interés descubrir si los pesos de los nifios chinos recién nacidog o 41‘;7 4.1.; 3.97 439
mas o menos variables que las longitudes del fémur de las hembras apomicticas de figqs 4 60 438 45 %; ggg
Podemos calcular el Gltimo como 0.36!56 X 100/4,004 = 9,13 %, lo cual sugiere que 4.00 446 ”}E 3:1]'1
pesos al nacer son mas variables. Mas frecuentemente ::!Esearemﬂs Eﬂmprﬂbar X Uns 4.71 3.96 3.66 4.10
muestra biologica determinada es mas variable para un caracter que para otro. Asi, pap 4.38 416 - y
una muestra de ratas jes mas variable el peso corporal que el contenido de azicar de |, 4.06 1.08 3.66 4.70 ‘
sangre? Un segundo tipo de comparacion frecuente, especialmente en sistemadtica, se d; 3.97 3.97 4.20 3.41
entre poblaciones diferentes para el mismo cardcter. Asi, es posible que hayamos medida 4.31 3.70 3.83 4.24
la longitud del ala en muestras de pdjaros de varias localidades. Deseamos conocer si uns 4.30 4.17 3.97 1.20 .
cualquiera de estas poblaciones es mas variable que las otras. Examinando los coeficientes 4.51 3.86 4.36 418
de variacion de la longitud del ala en estas muestras, puede obtenerse una respuesta a estz 4.24 4.05 4.05 3.56
cuestion. 3.94 3.89 4.58 3.90
4.17 3.82 3.70 4.33
4.06 3.89 4.07 3.58 il
Ejercicios 3 3.93 4.20 3.89 4.60
: 4.38 4.14 4.66 3.97
2 ;'I:]I;a;a:a d::i‘;:-ﬂgg‘;aff:l tipica, y meﬁcient_e de variacion para los datos de 4.22 3.47 3.92 4.91
Y compararlas con lns' r;:sugl:::l;:r ]“;tdat_zs en diez glaﬁes, calcular de nuevo ¥ ¥, 3.95 4.38 4.12 4.52
Calcular la mediana para los dam: aﬂ En:;l P pariiv ke obidatos o XCUENES 85 s i 459
3.2 Hallar ¥, 5, CV ¥ la mediana araglmpg e . ' .90 414 L0 4.88
creatinina en la orina de 37 ciim :;céa-m; rr ey (plg de' Bt s i o o : . =
1956). SOLUCION, ¥ = 0,115 =p0 10:64 © Gartler, Firschein, y Dobzhini 3.4 ;Qué efecto tendria sobre los valores numéricos de los estadisticos :Jguitl;ntu l::i ;
008 018 056 055 _1'35 '052 ' 077 CV, desvfaciﬁri media, mediana, moda, rangn.é!umalr_sl.il a E:in:m l:’ 0 :B;V;_’ -
025 086 043 100 120 .1]0 077 026 440 300 nes? ;Cuil seria el efecto de sumar 5,2Y it;spu E!pul::g’ ?3 5 mﬁn mﬂm
O11 060 070 030 m ' A00 350 .00 /300 primero multiplicisemos por 8,0 y d?p s sumase , isup
100 155 370 :019 110 J10 120 133 100 - diferencia en los Eﬂﬁdlﬁ_{]ws antenqmsz; s
0% atoe: sguionce 4000 00 n1g b1 .3 Demostrar que la ecuacion de la vanﬂ: IPY! |
3 aos, seleccionados ol arr o Ues de grasa de la leche de 120 vacas Ayrshire & G4} El; =

'j de un libro de registro de ganado canadiense.

\ Y c.'ﬂlllf v _ . - - .
o) E;,; 5y CV directamente de los datos. S¢ encontraré ventajoso calcul¥f (Esta expresion no se utiliza mucho en la practica porque puede lievar a errores

Z¥Y y ¥ o | v chas cifras significativas).
e para cada una de las cuatro columnas dam ya que €0 graves de redondeo a menos que ¥ se calcule con muchas cil |
. _mmw zue 5¢ cometa un error sblo se tendri :;?am:ulveru:tf:;lf:lw s 3.6  Estimar g y o utilizando el rango medio ¥ ulnntgo (ver seccion J;ﬂ)ipﬂa.l lalhm_
-- f VEZ de las cuatro. Guardar los datos de cada columna. Se utiiZ* de los ejercicios 3.1, 3.2,y 3.3. ;Hasta que punto SoREELE | P00 ra el jercicio
Pomeriormente, | | estimaciones dadas por ¥ y &2 SOLUCION. Los valores de 4 ¥ 0 para €16
7. 3.2 s0n 0,224y 0,1014.




Capitulg 4

Introduccion a las distribuciones dg
orobabilidad: Binomial y de Poissop

En la seccion 2.5 hemos encontrado por primera vez distribuciones de frecuencias. Por
ejemplo, la tabla 2.2 muestra una distribucién de una variable meristica o discreta (dis
continua), el nimero de plantas de chufa por cuadrado. Ejemplos de distribuciones par:
variables continuas son las longitudes del fémur de las hembras apomicticas de dfidosen
el cuadro 2.1 o los pesos humanos de recién nacidos del cuadro 3.2. Cada una de estas
distribuciones nos informa sobre la frecuencia absoluta de cualquier tipo de variable. Asi,
la mayor parte de los cuadrados contienen una, dos, o ninguna planta de chufa. Enlz
clase 139,5 onzas de peso de recién nacidos, encontramos solamente 201 del total de
9 465 nifios examinados; esto es, aproximadamente sélo el 2,1 % de los nifios estdn en es:
clase. Vemos claramente que estas distribuciones de frecuencia solamente son muestras
determinadas poblaciones. Los pesos de recién nacidos representan a una poblacion d¢
nifios varones chinos de un drea geogrifica determinada. Pero si supiésemos que nuesira
muestra era representativa de esa poblacion, podriamos hacer toda clase de predicciones
basadas en la distribucién de frecuencias de la muestra. Por ejemplo, podriamos decir que
aproximadamente el 2,1 % de los nifios varones chinos nacidos en esta poblacion, pesarid
- entre 135,5 y 1435 onzas al nacer. Igualmente podriamos decir que la probabilidad &
’ que un nifio cualquiera de esta poblacién pesara al nacer 139,5 onzas, es muy baja. Si
cada uno de los 9.465 pesos se les asignara un niimero, una vez mezclados los nimeros ¢t
un sombrero, y sacado s6lo uno, la probabilidad de que éste fuese uno de los 201 de b
:‘;ﬂg:;i zmni:;‘if: BdTill J;zislnmnte muy baja, sélo 0,0215, Seria mucho mas p{ﬂbabl:e:ﬁ
e i 20 115,5 onzas, ya que los nifios de estas clase.s estan rep p
muestrear de una Ebh * 40y 2 007_. respectivamente. Finalmente, si tuviésemos
., 1a poblacion desconocida de nifios y encontrisemos que los pr

t::: de que la poblacion desconocida era la misma que la muestreada en el un?
. conclusion llegariamos porque en la distribucién del cuadro 3.2, -
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sntre casi 10 000 nifios teni; y 3 —
Ln;::.[]::;;llmadn - dichl-: !1}1:3;!;::?&51{ al nrtc.::fr tan alto. Aunque fuese posible que hubiése-
mos | 14 pobiacion y obtenido un peso al nacer de 170 onzas. | babi
lidad de que el primer individuo extraido tuviese tal valor, es realmente mu ba pr; -
mucho mas razonable suponer que Ia poblacion descm;u;ida de la r:::?c :Jﬂ dfﬂf-i‘-‘-'
muestra, tiene diferente media y posiblemente varianza, que la del cuadrg 3.2 e g
Hemos utiliz:ado esta distribucion de frecuencias empirica para hacerF L:;;:rtas predic-
ciones (con qué frecuencia ocurrird un suceso determinado), o para hacer juicios y tomar
decisiones (;es probable que un nifio de determinado peso al nacer puﬁcnw‘cu a esta
poblacion?). Sin embargo, en muchos casos en biologia, no haremos tales prcd*iuci;mc‘s a
partir de distribuciones empiricas, sino basindonos en consideraciones tedricas que a
nuestro juicio son pertinentes. Podemos creer que los datos deberian estar distribuidos de
una forma determinada por suposiciones basicas sobre la naturaleza de las fuerzas que
actaan en el ejemplo que tenemos a mano. Si nuestros datos realmente observados no se

ajustan a los valores esperados en base a estas suposiciones, tendremos serias dudas sobre
ellas. Este es un uso comun de las distribuciones de frecuencias en biologia. Las suposicio-

nes que se estan comprobando llevan generalmente a una distribucion de frecuencias
tedrica, conocida también como distribucion de probabilidad. Esta puede ser una simple
distribucion de dos valores, tal como la razon 3:1 en un cruce mendeliano, o puede ser
una funcidon mas complicada que trate de predecir el nimero de plantas por cuadrado. Si
nos encontramos con que los datos observados no se ajustan a los esperados en base a la
teoria, esto nos lleva con frecuencia al descubrimiento de algiin mecanismo biolégico que
causa esta desviacion de lo esperado. Los fenémenos de ligamiento en genética, de apa-
reamiento preferente entre diferentes genotipos, en comportamiento animal, de agrupa-
cion de animales en ciertos lugares preferidos, o por el contrario su dispersion territorial,
son casos a proposito. De este modo, haremos uso de la teoria de probabilidad para
probar nuestras suposiciones sobre las leyes de incidencia de ciertos fenomenos biologi-
cos. No obstante. deberiamos indicar al lector que la teoria de probabilidad es la base de
toda la estructura de la estadistica, ya que debido a la orientacién no matematica de este
libro, esto puede no ser completamente obvio. .

En las secciones que siguen, presentaremos en primer lugar una breve ﬂl!-f.:l.l!lﬁn de
probabilidad (seccién 4.1), limitada a lo necesario para cn_rnprer}der las secciones que
siguen al nivel propuesto de sofisticacion matemﬁtis}ai A c?ntmuac:én nos t_:tcupare_mus ge
la distribucioén binominal (seccién 4.2), que no solo es importante €n ciertos trggs de
estudios.por ejemplo genéticos, sino que ademas es fundamental para una comprension de
las diversas clases de distribuciones de probabilidad que se dlf:cut{rﬁn en este I:t::ru. e

La distribucién de Poisson, seccion 4.3, es de amplia aplicacion en b:u:rﬁlzgm, El:p;inu:
mente para pruebas de contingencia sobre 'u'u::idencu‘dc ciertos sucesos. = ml:l e
mial son distribuciones de probabilidad de variables discretas. La d““ib,:'j —
probabilidad mas habitual es la distribucién normal, discutida en el capitulo siguiente.

4.1 Probabilidad. muestreo al azar y contraste de hipotesis

| ! s TR
Comenzaremos esta discusion con un ejemplo que no =5 baom:::l:?_’;; eﬁmudr
sentido estricto. Con frecuencia hemos encontrado pedagogicame

‘__—
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de situaciones completamente familiares al estudiante, aunque

el ejemplo no sea relevante a la materia general de la bll:TlEStE_ldIS‘ll‘CH. |
\J;Hmﬂs q recurrir a la Universidad de Matchless, una institucion estatal situada entre log

Apalaches y las Rocosas. Al mirar sus .nﬁl.]nmr::;tﬂl de inscri‘pcim}“ﬂbs:wun:usd la siguiente
division de la clase estudiantil: 70 % de los estudiantes son JTETI%:]"U~ gu lya uados (AN)
y 26 % americanos graduados (.‘}G}: el 4% r'es%ar?te 0N EE rﬂ;.ltl';-‘gb)e EUS cualese] | o
son extranjeros no graduados (EN) y el 3 % extranjeros gratiiacios 14a). I gran parte ds
nuestro trabajo utilizaremos proporciones en vez de porcentajes para mayor comodidad.
De este modo, el registro de inscripcion consta chU,TU de AN, 0,26 fie AG, 0,01 de EN y
0.03 de EG. La clase estudiantil total correspondiente al 100 % esta representada por |y
cifra 1,0. _

Si pudiésemos reunir a todos los estudiantes y muestrear 100 de ellos al azar, esperaria.
mos intuitivamente que por término medio 3 serian graduados extranjeros. El resultado
real puede variar. Podria no haber ni un esluf;hante EG entre los 100 muestreados,
podria haber pocos mis de 3. La razon del numero de graduados extranjeros obtenido
respecto del namero total de estudiantes muestreados puede por lo tanto variar desde
cero hasta un namero considerablemente mayor que 0,03. Si aumentiasemos nuestro
tamafio de muestra a 500 o 1 000, seria menos probable que la razon fluctuase amplia.
mente alrededor de 0.03. Cuanto mayor sea la muestra extraida, la razon de estudiantes
EG obtenidos respecto del total de estudiantes muestreados, se aproximara mas estrechg-
mente a 0.03. De hecho la probabilidad de muestrear un estudiante extranjero se define
como el limite de la razon de estudiantes extranjeros respecto del numero total de
estudiantes extraidos cuando el tamafio de la muestra tiende a infinito. Asi, podemos
resumir la situacion estableciendo que la probabilidad de que un estudiante de la Universi-
dad de Matchless sea graduado extranjero es P[EG] = 0,03. Igualmente, la probabilidad de
extraer un extranjero no graduado es P[EN] = 0,01, la de un americano no graduado es
P[AN]= 0,70, y la de americanos graduados, P[AG] = 0,26.

Ahora vamos a imaginar el siguiente experimento: tratamos de sacar uno al azar entre
los egludiaptes de la Universidad de Matchless. Esto no es tan facil como puede imaginar
se. Si dg?ea,ramus realizar fisicamente esta operacion, tendriamos que establecer un lugar
de reunion o trampa en cualquier parte del campus. Y para estar seguro de que la muestrd
¢s verdaderamente aleatoria con respecto a la poblacién total de estudiantes, tendriamos
que conocer muy a fondo la ecologia de los estudiantes en el campus. Deberfamos tratar
;}:n;:;;?d::e;;ma:amgﬂ E“]ﬂlaﬁﬂ lugar por el que cada estudiante tuviese la miﬂ'ﬂ‘f
i, univeriida; L:Lcus 'ugalres de este tipo, si es que hay alguno, pueden encnntaﬂ[:s
ot astudingios que b ns mrlcu 0s de estudiantes son probablemente mds frecuenta |
S solos y extran]erqs,y menos por los que viven en casas :
- emray‘ abitaciones. En los clubs de estudiantes podrian encontrarse menos estudia?
P Caz";:;nﬂ;c‘:ﬂ:zfﬂ;{;ri?ﬁ:ment;: II:.]TI cilntentariamus colocar nuestra trampa :?:::
estaria enormemente aumentada, En FIHU o %d - st g sl mIr.tr:;ldjiﬂl1'

tes que pagan ensefianza S n;} bec:i :nt;m las de caja pudriumus: muestrear e"smentfﬂ
estudiantes extranjeros o graduados es i z'al i:] dE 1humns si la pmp?}rclén de bﬂca"m-cunos
0 no graduados. Acontecim; .'i’ iférente quella existente entre amer! i
: , mientos atléticos, reuniones politicas, bailes y tal atraerian !
espectro diferencial de la clase estudiantil: £ el -
studiantil; verdaderamente, no parece vislumbrarse ning

nuevos conceptos a traves
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na solucion facil. EI momento del muestren es

temporada, asi como de la hora del dig.

Aquellos lectores interesados en el muestreo de organismos d
advertido problemas paralelos en su trabajo. S; fuésemos a Os de la naturaleza, ya habrin
tes que lleven turbantes o saris, la probabilidad de ol ruer;:l:]estrear :-'Tulamunt[: estudian-
podriamos hablar de una muestra al azar. En el ecosistema f'an1i|iem:jﬂnljcms.m”f' L. Yano
violaciones del procedimiento correcto de muest reo son obvias Hrt ; a universidad,
lo son tanto en ejemplos biologicos reales, en los que estamos a fl Es n0s0tros, pero no
verdadera naturaleza del medio ambiente. ;Como dcben'amg: co drr:;lmnxadus con la
una muestra al azar de hojas de un drbol, de insectos de un e proceder para obtener

.0 W . ey _ N campo, o de mutaciones en u

cultivo? En el muestreo al azar, estamos tratando de permitir que las fre : n

: . cuencias de los
diversos sucesos que ocurren en la naturaleza se reproduzcan inalteradamente en nuestro
registros; €sto es, esperamos que, por término medio, las frecuencias de estos sucesos e;
nuestra muestra sean las mismas que en la situacion natural. Otra forma de decir esto es
que en una muestra al azar, cada individuo de la poblacion que se estd muestreando tiene
la misma probabilidad de estar incluido en la muestra. ‘

Podriamos obtener una muestra al azar utilizando registros que representen al cuerpo
estudiantil, tales como la guia de estudiantes, seleccionando al azar una de sus paginas y
un nombre de la pagina. O bien podriamos asignar un nimero arbitrario a cada estudian-
te, escribir cada uno en una ficha o disco, ponerlos en una caja grande, mezclarlos bien y
luego extraer un numero.

[maginemos ahora que extraemos un solo estudiante en la realidad por el método de la
trampa, después de planificar detenidamente su colocacion, de forma que el muestreo se
haga al azar. ;Cudles son los resultados posibles? El estudiante podria ser un AN, AG, EN,
o EG. Este conjunto de cuatro resultados posibles agota las posibilidades de este exper-
mento. A este conjunto, que podemos representar por AN, AG, EN, EG se le llama
universo o espacio de muestreo. Cualquier experimento singular conduciria a uno solo de
los cuatro posibles resultados (elementos) del conjunto. Dicho elemento de un espacio de
muestreo se denomina suceso simple. Se distingue de sucesos, que es cualquier subconjun-
to del espacio de muestreo. Asi, en el espacio de muestreo deﬁnfd_u anteriunn?nte. AN,
AG, EN y FG, son sucesos simples. Algunos de los sucesos posibles son los stgyi:entes:
(AN, AG, EN}, {AN. AG. EG}, [AG,EG}, {AN, EG),...Segun Ia definicion de
suceso, los sucesos simples asi como el universo o espacio de muestreo total ta{nb_nén Is:r.m
sucesos. Deberia aclararse el significado de estos SUCESOS. Asi. [AN, AG.EN| implica
que es un ameri do, o ambas cosas. 3

Dado E??:;aﬁ;ﬂdz unr‘:u':anstizdg:crim mas arriba, el suceso A = AN, AG) '"‘jl“?'.ﬁ
todas | hils diante americano. [gualmente el suceso B= (AG,

§ las posibilidades de sacar un estudi _ - 20 s diennd AR
EG | abarca las de obtener un estudiante graduado. La mrmuncu Ay B. Ooeno piiedé
epresentada por A N B, comprende solamente l0s sucesos com |

Yerse a continuacion, solo se limita a AG.
{AN. AG)
AG, EG) | i
| e uestreo de
streo que determina ¢l m -
dia nilnl:rseccién de dos sucesos es ¢l conjunto

igualmente importante. dependiente de 1a

Asi, A M B es aquel suceso del espacio
“Studiante graduado americano. Cuando
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siendo C= {AN, EN |, se dice que los sucesos v
hay elementos comunes €n estos dos sucesos de] e Ky

vacio, como en B 1 C;
mutuamente excluyentes; no

muestreo. : = |
También podemos definir sucesos que sSOTi union de otros dus.' sucesos del espai,
que ocurre A o B 0 ambos. En el ejemplo anterior, AUy

muestreo. Asi, A U B indica . Trad
Lr . americanos, graduados, o las d
incluiria a todos los estudiantes que fuesen . 08 Cosag, 2t

estudiantes americanos graduados.
es, e definir espacios de muestreo y sucesos? Porque estos concepy,

. 5 el interés d =
;Por qué e peraciones atiles con respecto a la probabilidad de g;,

nos llevan a definiciones y O |
resultados. Si podemos asignar un valor 0 < p < 1 acada suceso simple de un espacio
muestreo, de modo que la suma de todos los valores de p sea igual a la unidad, entong,

este espacio se convierte en un espacio de probabilidad (finito). En nuestrg ejemp}
anterior los siguientes nimeros se asociaron con los sucesos simples correspondientes 4,

SPpagyg &

espacio de muestreo:
{ AN, AG, EN, EG}
(0,70, 0,26, 0,01, 0,03}

Dado este espacio de probabilidad, ahora estamos capacitados para hacer afirmacion
con respecto a la probabilidad de determinados sucesos. Por ejemplo, ;cual es la probah;
lidad de que un estudiante muestreado al azar sea un americano graduado? Evidentement:
es P| {AG} ] = 0,26. ;Cual es la probabilidad de que sea americano o graduado? ks
términos de los sucesos definidos anteriormente, éste es un P{A] U P[B] = P[ {AN, AG} |
+P {AG,EG!]- P (AG] ]=0,96 + 0,29 — 0,26 = 0,99. Restamos P{ { AG} ] porge
de no hacerlo se incluiria dos veces, una vez en P A] y otra en P[B], lo que llevariz 4
resultado absurdo de una probabilidad mayor que uno.

Vamos a suponer ahora que al muestrear un estudiante del cuerpo estudiantil deb
Universidad de Matchless, éste resulta ser un graduado extranjero. ;Qué conclusion pode
mos sacar de esto? Solamente por azar, este resultado ocurriria el 3 % de las veces, ®
muy frecuentemente. Probablemente deberia rechazarse la hip6tesis de muestreo al 2.
ya que si la aceptdsemos, este resultado del experimento seria improbable. Notese g%
decimos improbable, no imposible. Es obvio que podriamos habernos encontrado primer
con un EG; sin embargo, no es muy probable. La probabilidad de que un solo estudia®
muestreado no sea un EG es 0,97. Si pudiéramos asegurarnos de que nuestro método &
muestreo era al azar (como cuando se sacan nimeros de estudiantes de un recipient
tendriamos que decidir naturalmente que habia ocurrido un suceso improbable. Todss
ﬂnmde de este pérrafo estan basadas en nuestro conocimiento preciso de que la prop™
€ion de estudiantes de la Universidad de Matchless es verdaderamente la especiﬁﬁd!ﬂ
dm: de probabilidad. Si duddsemos acerca de esto, el resultado de nuesflﬂ expe
mm muestreo nos llevaria a suponer una mayor proporcion de graduados extri®

Cudle mi !b:‘m l:“'ﬂfﬂ experimento al muestreo de dos estudiantes en VeZ d‘“"
on 108 posibles resultados? El nuevo espacio de muestreo puede repres=

T LOmO puntos en una red. Las combinaciones posibles, ignoran®

-+.r___;__.:j3,-;:_. un diagrama (figura 4.1) que presenta el conjunto de los dm’i’ém
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| 0,0210 0.007 o’ .
o s LU 000051 0 LNKKD
= |
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E 0. 1820 00,0670 (1 AN20 .0078
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E;; e L
“.;’“ AN - . . . .
y HI00 0, 1820 00070 00210
AN A\ EN EG

II'TI'I nrgi. 001 RIS

Primer estudiante

Fig. 4.1. Espa:_:iu de muestreo para el muestreo de dos estudiantes de la Univer-
sidad de Matchless. (Para mas explicacion ver texto.)

estudiante se saco primero, son {AN, AN} {AN, AG). | AN, EN}. [AN. EG}. |AG.
AG}, {AG, EN} , {AG,EG},{EN,EN} ,{EN.EG} .y {EG,EG) .

(Cuales serian las frecuencias esperadas de estos resultados? A partir de] espacio de
probabilidad anterior conocemos los resultados esperados para el muestreo de un estu-
diante, pero ;cudl serd el espacio probabilistico correspondiente al nuevo espacio de
muestreo de 16 elementos? Ahora la naturaleza del procedimiento de muestreo resulta
bastante importante. Podemos extraer con o sin reemplazamiento, es decir, podemos
devolver a la poblacion el primer estudiante sacado o podemos dejarlo fuera de ella. Si no
lo devolvemos, la probabilidad de sacar un graduado extranjero ya no sera exactamente 0,03,
Esto se ve ficilmente. Vamos a suponer que la Universidad de Matchless tiene 10 000 estu-
diantes. En tal caso, puesto que hay 3 % de estudiantes extranjeros graduados, debe haber
300 EG en dicha Universidad. Después de sacar un graduado extranjero este nmero se
reduce a 299 entre 9 999 estudiantes. Por consiguiente, la probabilidad de extraer
un EG se convierte ahora en 299/9 999 = 0,0299, ligeramente menor que el valor .0103
para el muestreo del primer estudiante. Por otra parte, si devolvemos el primer estudiante
extranjero a la poblacién de estudiantes y nos aseguramos de que dicha poblacion vuelve a

estar completamente al azar antes de extraer de nuevo (esto es, se le dala o idad de
perderse ef]ltt:e la multitud del campus, o se mezclan bien lqi discos que llevan los nGmeros
de estudiantes), la probabilidad de sacar un segundo e:tudﬂme EGesla misma que antes,
0,03. De hecho, si seguimos devolviendo los individuos extraidos a la poblacién original,
podemos muestrear de ella como si se tratase de una poblacion nﬂ'inm.‘ |

Las poblaciones biolégicas son realmente finitas, pero con frecuencia son msu;rdﬁ
que para casos de experimentos de muestreo podammnﬁdenrhe&mmw niini-
tas, tanto si devolvemos los individuos extraidos como si no. Al fin y al cabo, incluso en
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segundo estudiante graduado extranjero (sin reemp Ic; minimaney,
z;}ﬂeate de 0.03. En el resto de esta seccionl consideraremos que l0S muestreos sop cor

_ v = " ‘
reemplazamiento, de modo que no Varic el grado de probabilidad de obtener un estudiap,

te extranjero. ; £ este disefio. No solame
Hay una segunda fuente potencial de dificultad en te debemgy

suponer que la probabilidad de sacar un segundo ESIUGI!IEHIE extranjero es igual que Iy gy
r?mem sino también que es independiente de él. La independencia de sucesos signifi,
gue si un suceso tiene cierta pmbabilidad de ocurrir, un segundo suceso semejante tendr

la misma probabilidad haya ocurrido o no el primero. En el caso de los estudiangeg
habiendo extraido un estudiante extranjero, jes mas 0 menos prubablg que un segund,
estudiante ex én extr.njero? La independencia gs

traido de la misma manera sea tambi _
sucesos puede depender del lugar y metndn* de muegtreu. -Sl lo haf:emns‘en el campus, ¢
bastante probable que los sucesos no sean independientes; €s f:lemr, habiendo sacado yp
estudiante extranjero, la pmbabilidad de que el s;gundﬂ Fstudlante_ln sea aumenta, pues
to que los estudiantes extranjeros tienden a reunirse. Asi, €n la Universidad de Matchless
la probabilidad de que un estudiante

que pasea con un graduado extranjero sea también
un EG. seria mayor que 0,03.

En un espacio de muestreo, los Sucesos D y E se definiran como independientes
siempre que ADNE) = P(D)- P(E). Los valores de probabilidad asignados a los dieciséis
puntos de la red del espacio de muestreo en la figura 4.1 han sido calculados para

satisfacer la condicion anterior. Asi, suponiendo que P[D]sea igual a la probabilidad de
que el primer estudiante sea un AN, esto es, P [{AN1AN,, AN; AG,, AN, EN;,
AN, EG,) ] y P[E] igual a la probabilidad de que el segundo estudiante sea un EG, esto &,
P{{AN; EG: , AG, EG,, ENEG;, EG, EG, ]], observamos que la interseccion DN E &
(AN, EG; ] cuyo valor en el espacio de probabilidad de la figura 4.1 es de 0,0210. Nos
cncontramos con que este valor es el producto de P[ ‘AN11-P[{EG}]= 0,70 X 0,03 =
0.0210. Estas relaciones mutuamente independientes han sido impuestas deliberadamente
a todos los puntos del espacio de probabilidad. Por lo tanto, si las probabilidades de
muestreo para el segundo estudiante son independientes del tipo de estudiante extraido
primero, podemos calcular las probabilidades de los resultados sencillamente, como el
producto de las probabilidades independientes. Asi, la probabilidad de obtener dos estu:
diantes EG es P[ {EG} | - P[ {EG] ]| = 0,03 X 0,03 = 0,0009.

La probabilidad de obtener un estudiante AN y un EG en la muestra seria ei productt
0,7 ¥ 0,03. Sin embargo, es en realidad el doble. Es ficil ver la razon de esto. Solamentt
_hay una forma de obtener dos estudiantes EG, esto es, sacando primero un EG Y despucs
otro EG. Igualmente, hay solamente una forma de sacar dos AN. Sin embargo, el mue
treo de uno de cat}a tipo puede hacerse extrayendo primero un ANy despues un EG,°
bien, sacando primero un EG seguido de un AN. Asi pues, la prubabilidﬂﬂ e
1’P£_I AN} | -P[{EG}] =2 X (0,70) X (0,03) = 0,0420.
ﬁm;;%m“’ t?l ;:P"h‘_‘“’{t“ y obtenemos una muestra de dos estudiantes EG,mnﬂ
o5 10.000 :;::}H nes siguientes: Solamente 0,0009 muestras (el 9 % del 1 %0 Je
ariduados. Es hm:;tt?emfa que estuvieran formadas por dos estudiantes E{H}{EGIM:]’

ey ; improbable que se obtenga tal resultado solo por azar. Si e
- | . sospechariamos por lo tanto que el muestreo no se hizo al 3240
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los sucesos no eran independientes (0 que ambas hipétesis, muestreo al azar e indepen-
dencia de SUcesos, eran incorrectas).

A veces se confunde el muestreo al azar con el azar en la naturaleza. El primero es la
representacion I“iel_ en la muestra de la distribucion de sucesos en la naturaleza; el segundo
o5 la independencia de sucesos en la naturaleza. El primero de éstos,generalmente estd o
deberia estar bajo control del experimentador y estd relacionado con la estrategia del
buen muestreo. El segundo describe generalmente una propiedad innata de los objetos
que se ostan extrayendo y es por tanto de mayor interés biologico. La confusion entre
muestreo al azar € independencia de sucesos procede de que la falta de uno u otro puede
producir frecuencias observadas que difieren de las esperadas. En nuestro ejemplo ustra-
tivo de la Universidad de Matchless, ya hemos visto como puede interpretarse desde
ambos puntos de vista la falta de independencia en muestras de estudiantes extranjeros.

La explicacion anterior de probabilidad es adecuada para nuestros propdsitos actuales,
pero demasiado incompleta para dar un conocimiento de este campo. Los lectores intere-
ados en ampliar sus conocimientos de la materia deben dirigirse al Mosimann (1968) para
una sencilla introduccion.

4.2 La distribucion binomial

Con vistas a la discusion que sigue simplificaremos nuestro espacio de muestreo para que
conste de dos elementos solamente, estudiantes americanos y extranjeros, representados
por 1 E, A} e ignoraremos si son graduados o no. Vamos a representar el espacio de
probabilidad por {p, g, donde p = P[E] es la probabilidad de que sea estudiante
extranjero, y ¢ = P[A] es la probabilidad de que sea estudiante americano. Como antes,
podemos calcular el espacio de probabilidad de muestras de dos estudiantes de la forma

siguiente:
{EE,EA,AA

(p*,2p4.9" )
Si se trata de muestras de tres estudiantes, el espacio de prnbabilidad es Como sigue:

{ EEE, EEA, EAA, AAA )
(p*.3p%q. 30" @)

De nuevo las muestras de tres estudiantes extranjeros o ires americanos solo pueden
3y g° respectivamente. Sin embargo,

obten ilidades son i
erse de una forma, y sus probabilCBicl SF /o ung de la otra. Si A simboliza

hay tres formas de obtener dos estudiantes de una X
americano y E extranjero, la secuencia de muestreo para dos estudiantes extranjeros ¥ T

__A
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's El J = H‘h} SE

dos estudiantes americanos y uno eXtranje
estos resultados es por medio de la disgy
de cualquier tamano extraidas de pob|

|  ser AEE, E 3t
1r|*anﬂ pudl’lﬂ SeT 2= e q
?gnl};m:ente, la Pmbab'hdﬂd U 10 serg
1p¢?:- Una forma adecuada de resumir hutitln
aﬂiﬂ“h

- uestras

" .1 que es aplicable a T Spey |
b?nnn_uﬂ!‘ ¢ o5 decir, que sus elementos pertenecen F)AMBIS dos clases, por €lemp)
dicotomicas, : o americanos, individuos que pueden estyy mue‘:'

: eden ser extranjeros , ; _
estudiantes que pu blanco, liso 0 rugoso, ¥ as1 sucesivamente. Esto

: : o hembrasﬁ l‘IE'gI'U Q *
s O Vivos, varones o k T =
to l(p+q)°, donde k es el tamano de la Muest

: término binomia

realiza desarrollando el _ a la d ay i,
=P . ase. v q de que aparezca la

la pmbabdndad de que aparczdd la pnumera ¢ y 4 q P Segunda, p,,

definicion, p + @ = |; por lo tanto, ¢ €3 una funciondep : ¢ =1—p. Desurmuﬂremnsh

. —_— p 2
gxpresion pard muestras de k = 1,2 Y 2

P,

|
-~
=R
=

Para muestras de 1, (P + q)'
Para muestras de 2, (P + q_.‘l*
Para muestras de 3, (P T q)*

=p*+2pgt+q
= p* +3p% +3p¢ + ¢

siones dan los mismos espacios de probabilidad discutig

previamente. Los coeficientes (numeros que preceden a las potencias de p y q) expresan
niimero de formas en que se obtiene un resultado particular. Un método facil pa;
calcular los coeficientes de los términos de la expresion binomial es por medio del tridngs

lo de Pascal que se muesira a continuacion.

Se observard que estas expre

k
1 o
2 LS T2
J v 59 ]
4 I e
J I 50 200 2087580 3

El tridngulo de Pascal proporciona los coeficientes de la distribucion binomial, esto es.¢
nimero de posibles resultados de las diversas combinaciones de sucesos. Para k= 1,10
coeficientes son 1, | respectivamente; para construir las lineas siguientes s€ escribe un |
en los médrgenes derecho e izquierdo de la linea, y cada valor intermedio se obtief:
sumando los valores a su izquierda y derecha de la linea anterior. Este principio s¢ sigle
en todas las lineas. De esta forma, se pueden obtener los coeficientes pard cualgu
tamario de muestra. La linea correspondiente a k = 6 estard formada por los coeficient®
siguientes: 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1. Los valores de p y g reciben potencias segiin un pal™
determinado que seria ficil de reproducir para cualquier valor de k. Para k =4

plqﬂ _I_ plql + piq‘l + plq; + pnq4
exponente de p decrece desde 4 a 0 (k a 0 en caso general) al mismo tiempo que el

aumenta de 0 a 4 (0 a k en caso = |
B general). Ya que cualquier namero elevado 3% ™
cualquier nimero elevado a 1 es él mismo, podemos sim |:?li ficar esta expresion ! o
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muestra mas abajo, y al mismo tiempo presentarl
aria

pPascal para K=4 con los coeficientes del tridngulo de

ol

.I;,Hq 4 1‘,‘”:'{;.* + 4pg® + 7*

De este modo, podemos escribir casi a ojo el desarroll 3
potencia razonable. llo del binomio para cualquier
Supungamﬂﬁ T “’“""’?‘4’5 una poblacion de insectos, de los cuales el 40 % exactame
5€ mfecltan por un determinado virus X. Si extraemos Il'tUESII;;ﬁ de k =L S inse -TAL.“E”“E
y examinamos separadamente la presencia del virus en cada insecto, ;q :EJ-L “-shm_.‘fl i
muestras cabrm_ esperar si la probabilidad de infeccion . ulcadu i!nzjtj: dlft“ ruuun de
fuese m_c'lepend_mnle de la de otros insectos de la misma? En este ’ clo Lliﬂd}ﬂlllﬂ:'itl'ﬂ
proporcion de mfectad}:':s, y'@=-0:61a:ds noinfectados. Se mpuncmiflif —}h[i es la
tan gmnée que I::_l m_mstmn de si el muestreo es con o sin reemﬁluzamie:lu no p: : ﬂumli' es
te para fines practicos. Las proporciones esperadas vendrian d;l-dilﬁ | d" mpor ."1.
binomio: por ¢l desarrollo del
(p + ) = (04 + 0,6)°

Con la ayuda del tridngulo de Pascal obtendremos el espacio de probabilidad

{P:' = 533.‘{} 1 10}'111}: + 1{]!?:{;3 - ;.}prr‘r' . {f:
0

(0,4)* + 5(0,4)4(0,6) + 10(0,4)%0,6)* + 10(0,4)*(0,6)* + 5{0,4)(0,6)* + (0,6)"

que representa las proporciones esperadas de muestras de S insectos infectados, 4 infecta-
dos y 1 no infectado, 3 infectados y 2 no infectados, y asi sucesivamente, Probablemente
el lector ya habrd advertido que los términos de la distribucién binomial realmente
constituyen un tipo de distribucion de frecuencias para los diferentes resultados. Asociada
a cada resultado, tal como “cinco insectos infectados™ hay una probabilidad de inciden-
cia, en este caso (0,4)° = 0,01024. Esta es una distribucion de frecuencias teorica o
distribucion de probabilidad de sucesos que pueden presentarse en dos clases. Describe la
distribucion esperada de resultados en muestras al azar de cinco insectos, el 40 % de los
cuales son infectados. Esta distribucion de probabilidad se conoce como distribucion
binomial, y el desarrollo del binomio da las frecuencias esperadas de las clases de dicha
distribucion.

En la tabla 4.1 se muestra un esquema apropiado para la presentacion de una distribu-
cién binomial. En la primera columna aparece el nGmero de insectos infectados por
muestra, la segunda columna presenta potencias decrecientes de p desde p* hasta p’.yla

tercera, potencias crecientes de g desde ¢ hasta g° . Enla m_lumna [j#) se muestran los
coeficientes binomiales del trigngulo de Pascal. Las frecuencias relativas esperadas. que

son las probabilidades de los diversos resultados, se presentan en la columna (5). Tales

frecuencias esperadas las representamos por frei y
(3) y (4). Su suma es igual a 1,0, ya que los Sucesos al

y son el producto de las columnas (2),
dos en la columna (1) agotan los
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de la tabla 4.1 vemos que solamente alredeq
tén formadas por cinco insectos infectados,
.5 en un experimento real.

or dEI

* 1a columna (5)
posibles resultados. En o

1 % de las muestras cabf::- esperar que ;;?d
probaremos si estas predicciones son vail

el muestreo de inseclos infectados utilizando una tably 4,
la tabla I. Estos son numeros de una cifra escogidos al azar,

4a namero del 0 al Q tiene la misma prnbablhdad de ser EIEgid_D. Por cupvemencial log
cada numsa agupan en lotes de veinte. Puesto que cada numero tiene la mlfma Probabij;
E:;n E;: 5apan:f;:er, puedes mantener r:uatm nilm_erﬂs iualiiq?::?zt;gésl']_ ;, 3) pm:ai e
ineectos infectados y los restantes (4, 5, 6,7,8,9) para Dst ey gty tPEﬂbablhda&
de que cualquier nimero de Ia tabla seleccionado represente Ty G; O (estores
sea 0. 1. 2 0 3) es por lo tanto 40 % o 0,4, ya que éstos son cuatro de 1os diez niimerg,
posibles. Asimismo, se supone que los valores de los sucesivos nUmeros son mdepgndien.
tes de los de nimeros previos. Por lo tanto, en este experimento deberian cumplirse |4
hipotesis de la distribucién binomial. Entrar en la tabla de numeros al azar por un pun,
arbitrario (no siempre al principio) y observar sucesivos grupos de cinco nimeros, anotap.
do en cada grupo cuantos fueron 0, 1, 2, o 3. Elegir tantos grupos de cinco como g
tiempo te permita, pero no menos de 100 grupos.

Experimento 4.1. Simular
numeros aleatorios tal como

La columna (7) de la tabla 4.1 expone los resultados de un experimento de este tipo
realizado por los alumnos de una clase de bioestadistica durante un afo. Se obtuvo up
total de 2423 muestras de cinco numeros de la tabla y en esta columna se presenta la
distribucion de los cuatro nimeros que representan el porcentaje de infeccion. Las fre-

TABLA 4.1

Fm:ueg::in‘ﬁ ) s de insectos infectados en muestras de 5 insectos extraidos de una
poblacion infinitamente grande con un hipotético porcentaje de infeccion del 40 %.

— _ —

() (2) 3 |
Numero de ) ) (6) (6) (7)

insectos

Potencias Potencias Frecuencias Frecuencias

;:{ﬁf;?:ﬂ de de Cﬂ‘ﬂﬁﬂianes relativas  absolutas  Frecuencias
¥ p=04 g=06 binomiales esperadas  esperadas  observadas
Jre1 f f
: g.mlm 1.00000 1 0.01024 248 29
3 008400 36000 ; 007680 1861 197
2016000 21600 A 023040  558.3 535
1 0.40000 '12060 10 0.34560 837.4 317
0 100000 07776 ; 025020 98 643
. i i 0.07776 188 .4 202
2o Zf(=n) 100000 24230 2423
& eﬁ; g-ﬂﬂfm 48461 4815
Desviacibn tini 00000 2.00004 1.08721
' Etigeea ™ 1, 1.00543 111034

,fn:rﬂduc:cidn a las distribuciones de probabilidad o

PN Frecuﬂﬂtias observadas

L] Frecuencias esperadas

SO0

TN &

Ll M)

SN =

1)

Frecuencias

SN -

JiN)

s 0001 I

] 1 . . ! =

Numero de insectos infectados por muestra

Fig. 4.2. Diagrama de barras de frecuencias observadas y esperadas dadas en la
tabla 4.1,

cuencias observadas se designan por f Para calcular las frecuencias esperadas en este
ejemplo real, multiplicamos las frecuencias relativas esperadas freide la columna (5) por n
— 2 423. el nimero de muestras extraidas. Esto da como resultado las frecuencias absolu-
tas esperadas, designadas por £, que aparecen en la columna (6). Al comparar las frecuen-
cias observadas de la columna (7) con las frecuencias esperadas de la columna (6), obser-
vamos concordancia entre las dos columnas de niimeros. En la figura 4.2 se representan
las dos distribuciones. Si las frecuencias observadas no se ajustasen a las es;feradas, podria-
mos pensar que la falta de ajuste se debia exclusivamente al azar. O pudn_amus pensar en
rechazar una o mas de las hipotesis siguientes: 1) que la verdadera pru'purmén de nimeros
0,1, 2 y 3 es 0,4 (el rechazo de esta hipotesis nunn:_a!mente no seria razm;abl? puesto
que podemos confiar en el hecho de que la proporcion de nimeros 0, 1, ?'3 en ulna
tabla de niimeros al azar es 0.4 0 muy proximo); 2) que el muestreo fue al azar: 3) que los

sucesos son independientes. _ _ . -
Estas afirmaciones pueden reinterpretarse en términos del modelo de infeccién original

con el cual comenzamos esta discusion. Si en lug_ar de-_ un experimento ;1::;5;::“:‘:
ndmeros por un grupo de bioestadistica, éste hubiese sido un Exhl;ir::‘:;du muestreados
reo de insectos, concluiriamos que verdaderamente los fﬂﬁ“t?sd ue la proporcion de
al azar y que no teniamos pruebas para rechazar s Hipeistg Ehﬁbi:ﬂn ajustado a las
insectos infectados fuese 40 %. Si las frecuencias observadas no s

S B iy nclusion de que la verdadera
esperadas, la falta de ajuste podria atribuirse al az:lt;:ticl; ::a s unbi! o lix Hipdte-

proporcion de infeccién no es 0,4, o tendriamos . . ia da insectos infectados
sis siguientes: 1) que el muestreo era al azar. ¥ 2) que la incidencia o

€N estas muestras era independiente. e i
El experimento 4.1 se ha disefiado para dar muestras al azar y suce dependiente

P
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0 en quc la incidenci
de muestre | 1C1a de ID::,

? Podriamos, por ejemplo, instruir g o
ha indicado previamente, pero cadg \’ei
atre los nameros que siguen hasta encontrar otro de Jq
fectados y lo incorpore & la muestra. Asi, una vez qué
otro de los nameros indicados se incluyerg o,
asto daria como resultado frecuenciy

ar un prucedimientﬂ

fuese independiente
lo haga tal como 3¢

odriamos simul
nameros U, | 2y 3 no
cealice ¢l muestreo para que
que encuentrd un 3, busque €

cuatro establecidos pard insectos 1:11 o
s¢ encontrara un 3, la pmbablhda e q

.l " trﬂ-s-
0. Tras repetidas mues ria |

la mUESEI'ﬂ serid ]g . dDS o mas numeros dE’ I’D'E. lndi'l:

superiores 3 las esperadas pard las clases de ados, y

frecuencias inferiores las esperadas (segun la distribucion bmg:‘lluldegfra ”:13555 de ung
solo. Podrian planearse una variedad de dlferen'tfes esguemas 1 m 1 reo de este tipg,
Deberfa quedar muy claro al lector queé la pru}Jabﬂldad e que ocurra el segundo sucesg g
diferente de la del primero ¥ dependiente de él. | -

;Como interpretariamos en Otro Eijplﬂ una amplia desviacion de las frecuencis
observadas respecto de las esperadas’ Aun no hemos astudladu técnicas para comprobar g;
las frecuencias observadas difieren de las esperadas mas de lo que puede atribuirse sol;.
mente al azar. Esto s tratard en el capitulo 13. Supongamos Qe se ha realizado 1
prueba y nos ha demostrado que nuestras frecuencias nlf:servadas son sngf'uﬁcativamemf
diferentes de las esperadas. Son probables dos t1pos principales de desviacion de lo espera-

do: 1) agrupamiento y 2) repulsion, expuestas en ejemplos simulgdus en la tabla 4.2 Ep
ejemplos reales no tendriamos nociones a priori acerca de la magnitud de p (probabilidad

de uno de los dos posibles resultados). En tales casos se acostumbra a obtener p de la
muestra observada y se calculan las frecuencias esperadas utilizando la muestra p. Esto

5;,('11*111“19 p

TABLA 4.2

Distribuciones artificiales para mostrar agrupamiento y repulsion. Frecuencias esperadas
de la tabla 4.1.

(1) (2) (3) (4) (5) (6)
Numero de  Frecuencias Frecuencias Desviacion Desviacion
insectos infectados absolutas agrupadas de lo Frecuencias de lo
por muestra  esperadas  (contagiosas) esperado  en repu Ision esperado
¥ J i /
. 243 47 - 14 =
4 186,1 227 it 157 =
3 5583 558 0 548 -
2 837,4 663 = 043 i
] 628,0 703 + 618 —
0 1884 225 + 143 =
Zfo n 24230 2423 24230
IV 4846,) 4846 4846
AT :};?;: 2,00004 200000 2 00000
1,09543 1,20074 1,01435
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. nificaria que la hipotesis d
signi 4 q_i : 'P el € queé p es un determinado v |
que por disefio, las frecuencias esperadas tendran el o vt puede ter contrastade; ya
E L

Ip tanto, las hipotesis se contrastan si las muestras 2;‘@? falur P que las observadas. Por
e 550N al azar y los sucesos independien-
En la tabla 4.2 vemos que las frecuencias agrupadas ti

los extremos de la distribucion de frf.aw.:uicrnu:%;spll1 s
ciones en el centro. Tal distribucion se i

e nun exceso de observaciones en
secuentemente un déficit de observa-

llam: 16 |
O Al e Elosnice et e mi;‘:{}lz?bmg -:u;uagu:r::a. Debe recordarse que el
ambas frecuencias, ob
§, observadas y espera-

das. a fin de hacerlas comparables. En la distribucion d |

observaciones de las esperadas en el centro de l;;':t -E ﬁiﬂ'f“e“‘”ﬂﬁ en repulsion hay mads
Jiscrepancias se ponen de manifiesto en las uulumn‘,-j 5“1 4u;.|r.rm y menos en las colas. Estas
las desviaciones de las frecuencias observadas respec y (6) de la tabla 4.2, en la cual
signos mas O menos. pecto de las esperadas aparecen como

;Qué implican estos fendmenos? En e B :

pletamente (0 en gran parte) infectadasta: ig;jlﬁ?ﬁlf r:gzﬂpudas,*huy Mds muestras com-
gran part?) no infectadas, fie las que se esperaria si las pml;];;fﬂ:;:j:::l:ﬁ:f;j:;?lh:r{t': en
dependlent_es. Esto podria deberse a mal disefio del muestreo. Por ejemplo siir' e
gadur al elegir sus muestras de cinco insectos tendiera siempre n-escugerlnspi 'L;HIES tl_'“:ﬂlh
infectados o no infectados, probablemente apareceria tal resultado. Pero 'ELI el d'l"i(!:'t[? :i:l
muestreo es bueno, los resultados son mas interesantes. El agru;;am;enm g{gnif i
que las muestras de cinco estin de algin modo relacionadas; asi, si un insecloist:i
|1_11‘?Etct.'!uiir:1r11r es mas probable que otros de la misma muestra lo estén. Esto podria ser cierto
S procediesen de lugares adyacentes en una situacion en que los vecinos facilmente se
fnfectun‘ O podrian ser miembros de la misma familia expuestos al mismo tiempo a la
infeccion. O posiblemente la infeccion podria extenderse entre miembros de una muestra
durante e} tiempo que media desde que los insectos se recogen hasta que se examinan.

‘El fengmenm opuesto, repulsion, es mas dificil de interpretar biologicamente, En tal
EllStE'beClDl‘l hay menos grupos homogéneos y mas mezclados. Esto implica la idea de un
fenobmeno compensatorio: si se infectan algunos de los insectos de una muestra, €5 menos
pmbable que se infecten los restantes. Tal situacion podria presentarse logicamente si los
insectos infectados de la muestra pudieran de algin modo transmitir inmunidad a sus
compafneros, pero es biologicamente improbable. Una interpretacion mds razonable de tal
resultado es que para cada unidad de muestreo hubiese solamente un namero limitado de
Qatf}genus disponibles, y una vez infectados algunos de los insectos, los restantes quedan
!ﬂ:res de infeccion, simplemente porque no hay mis agentes infecciosos. Esta situacion es
improbable en infecciones microbianas, pero €n situaciones en que un nuamero limitado de

parasitos entra en el cuerpo del huésped, la repulsion puede ser mds razonable.
A partir de las frecuencias esperadas y observadas de la tabla 4.1, podemos calcular la

media y desviacion tipica del nimero de insectos infectados por muestra. Estos valores se
dan al final de las columnas (5),(6) y (7)en la tabla 4.1. Observamos que en las columnas
‘dénticas y olo difieren trivialmente

(5) v (6) las medias y desviaciones tipicas son casi *
por errores de redondeo. En la columna (7), al ser una muestra de una poblacion cuyos

parimetros son los mismos que los de la distribucién de frecuencias esperadas r,le las
columnas (5) o (6), difieren algo. La media es ligeramente menor y la dtmﬂ;iﬁ:wg?m
ligeramente mayor que en las frecuencias esperadas. Si deseamos conocer ia y

‘—d
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- de distribuciones de frecuencias binomiales esperadas, no necesitam,

desviacion fipica i o
realizar los calculos presentados en la tabla 4.1. La media y desviacion tipica de Una

distribucion binomial son respectivamente,

= kp, o = Vkpg

Sustituvendo los valores k = 5, p = 04 v ¢ = 0,6 del ejemplo anterior, nbtenem05u=
2.0 v o = 1,09545, que son idénticos a los valores calculados en la columna (5) de 15 tabl
4.1. Notese que aqui utilizamos la notacion parametrica griéga porque U y 0 son parime.
tros de una distribucion de frecuencias esperadas y no estadisticos de muestreo comg son
la media v desviacion tipica de la columna (7). Las proporciones p y q son tambiép
valores paramétricos v en lenguaje estricto deberian distinguirse de las proporciones da
muestreo. De hecho. en capitulos posteriores se utilizan p y ¢ para proporciones paramg.
tricas (en lugar de m, que convencionalmente se utiliza como la raz6n de la circunferengi
respecto del didmetro de un circulo). Aqui, no obstante, preferimos conservar nuestr,
notacion sencilla. Es interesante considerar las desviaciones tipicas de las distribuciones g
frecuencias en agrupamiento y en repulsion de la tabla 4.2. Observamos que la distriby.
cion en agrupamiento tiene una desviacion tipica mayor que la esperada y la de repulsigy
menor que la esperada. La comparacion de desviaciones tipicas de muestreo con sys
valores esperados, es una medida de dispersion util en tales ejemplos. Si deseamos expre-
sar nuestra variable aleatoria como una proporcion en vez de como un recuento, es decir,
indicar incidencia media de infeccion en los insectos como 0,4, en lugar de 2 por muestrz
de 5, podemos utilizar otras formulas para la media y desviacion tipica en una distribu-
¢ion binomial:
K =D, ¢ = v/pg/k

Ahora vamos a utilizar la distribucién binomial para resolver un problema bioldgico.
Basindonos en nuestro conocimiento de la citologia y biologia de la especie A, esperamos
que la proporcién de sexos entre sus descendientes sea 1 : 1. El estudio de una camads
natural revela que de 17 crias, 14 fueron hembras y 3 machos. ;Qué conclusiones pode-
mos sacar de esta evidencia? Suponiendo que p9 (probabilidad de que una cria sea henr
bra) sea 0.5 y que esta probabilidad sea independiente entre los miembros de la muestra,
distribucion de probabilidad adecuada es la binomial para un tamaiio de muestra k= 17.
El desarrollo del binomio a la potencia 17 es una tarea terrible, que como veremos,
Ifmm no es necesario realizar en su totalidad. No obstante, debemos conocet
los coeficientes binomiales que pueden obtenerse a partir de un desarrollo del triangulo &
Pascal (bastante tedioso a menos que una vez obtenido se conserve para futura utilizs
| )"“ bien calculando las frecuencias esperadas para cualquier clase de Y a partir de 2
tmula general para cualquier término de la distribucién binomial.

Clk, Y)p-rgr (43

expres 0 CUk, Y) representa el nimero de combinaciones que pueden formars ?
' de k elementos tomados Y a Y. El valor numérico de mqe::tes_ibnl’w caled

I
|

|
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se por la formula &!/[Y'(k - Y)!]. en que !
de k es el producto de todos los nimergs &

» ¥ 3 X 4 X 5 = 120. Por convenio 0! = 1. Né

Lids < o : Ly, oc NOWse que af re '

contienen factoriales, cualquier factorial se simplificard E?cmpre f:r::raf:t:nmi ir
superior.

5131 =(5 X 4 X 33! = - -
Ast, S ) 3 X 4. Por €jemplo, el coeficiente binomial para la

recuencia esperada en muestras de S items ) : :
f- :_f;:!-;! krstvptlyistinyy QU contienen 2 insectos infectados es O 3, 2)

—

significa “f actorial™. En matemat; ]
: eématicas factorial
nteros desde 1 hasta & incluido. Asi, 5! = | %

Algunas frecuencias esperadas de machos y hembras para muestras de 17 crias, suponien-
- L]
do que la proporcion de sexosseal: 1 [pg = 0.5,96=05;(p9 + q9)* =(05 + {{5)”],

—

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

Frecuencias
_ Coeficientes relativas
5 il P? Lo binomiales esperadas
] el

17 — 0,000 007 63 1 ! 0,000 007 63
16 1 0,000 015 26 5 17 0,000 129 71
15 2 0,00003052 25 136 0,001 067 EB} L iy
14 3 0,000 061 04 125 680 0,005 155 40
13 4 0,000 122 07 L0625 2380 0018 157 91

Enla tabla 4.3 se presenta la realizacion del ejemplo. Se mlaﬂaz; pot:nc‘as decrecientes
de podesde p'g hacia abajo, y potencias crecientes de g4 (desde ¢ hastag™ ). Notese que
para los fines de nuestro problema no necesitamos continuar después del término corres-
pondiente a 13 hembras y 4 machos. Al calcular las frecuencias esperadas relativas en la
columna (6), observamos que la probabilidad de 14 hembrasy 3 mzdm: es 0,005 188 40,
un valor muy pequefio. Si a este valor le sumamos todos los resultados “peores”, es d‘“;-
todos los que son aiin més improbables que 14 hembras y 3 machos basindonos en
hipétesis 1 : 1, obtenemos una probabilidad de 0,006 363 42, un m:d“i" o
pequenio. En estadistica, es una practica corriente calcular la probabilidad d mmm
Cidn tan grande o mayor que un detcrmi!nd:m:j_ah;‘j::eﬁlﬂm Eﬂ;"‘_" resultados, 9.4
improbables una o mis de las siguientes hipo! ek “'Yi““; mmma? de sexon a0

¢l sentido de obtener una muestra no sesgada: 2) que 13 ¥¢ independientes
hespeciehml:l;GS)quabsnxmdehm_ - Bies e ‘

La falta de independencia de sucesos puede signil
media de sexos sea 1 : 1, los miembros de cada familia o camada Som
unisexuales, de modo que los descendientes de una determinada pareit PERC
(0 en gran parte) hembras, o bien todos (o en gran istribuc
hipdtesis necesitariamos tener mds muestras y ademas
tras por agrupamiento, que indicaria una tendencia Racis
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Debemos ser muy precisos sobre las preguntas que hacemos acerca de nuestrog datoy
Realmente hay dos preguntas que podemos hacer sobre la proporcion de sexos. Una, Lmﬁ Hay un'cuntrgﬁte claro entre los datos de itsbicdsn
suficientemente desiguales las frcuucncius de SEX0S COMO para quc.luﬁ hembras aparezcy, de infeccion de I{iﬁﬁtlﬂs de la t‘?bla 4.1 teniamos ung proposcién hiﬂ u:'l“di I:.n_lus dalfn
mds a menudo que los machos? Dos, ;json desiguales las frecuencias de sexos? I’Udcmﬂﬂ hasada en conocimientos exteriores. En los de proporcion de sexc?: di: *;-'-: iﬂb;:f:c:iﬁg

interesarnos solamente por la primera de estas cuestiones, ya que sabemos por EXperienci teniamos tales conocimientos, utilizibamos un valor empirico de p obtenido de los datos
atos,

la tabla 4.1 y log de

que en este grupo particular de organismos los machos nunca son mis frecuentes que Js en lugar dF un valor hipotético exterior a los datos, Esta es una diferencia cuya importa
hembras. En tal caso, es apropiado el razonamiento seguido anteriormente. Sin embargg cia s¢ vera mas adelante. En Iﬂ:ﬁ datos de proporcion de sexos de Iy tabla I i t;':m :n
si sabemos muy poco sobre este grupo de organismos y si nuestra pregunta es sim pIeme“: gran cantidad de trabajos de genética mendeliana, se utiliza un valor hjpntétiﬂ; {ic D

te si la proporcion de sexos de los descfrndienles_us distinta, entonces tenemos que

considerar ambos extremos de la distribucion binomial; las desviaciones de la Proporcion

] : 1 podrian ocurrir en ambas direcciones. En tal caso deberiamos considerar no 50la. TABLA 4.4

mente las probabilidades de muestras con 14 hembras y 3 machos (y todos los cag

peores) sino también la probabilidad de muestras de 14 machos y 3 hembras (y todos |og Proporcion de sexos en 6 115 familias de doce hijos en Sajonia.

casos peores en esa direccion). Ya que esta distribucion de probabilidad es simétric 0 L, g

(porque p9 = qg = 0.5), simplemente duplicamos la probabilidad acumulativa de (ny (%) (3) (4) (4) o (#) (7) (%) (1)
0,006 363 42 obtenida previamente, lo que da por resultado 0,012 726 84, Este nueyg recuen- Frecuen: Desviacion
valor es todavia muy pequefio, lo que hace bastante improbable que la verdadera propor- 50 ; C:ae - re;l:;ia; . S;:‘m Frz;:::n— :f:pi;a
cion de sexos sea 1: 1. Esta es la primera experiencia con una de las aplicaciones mis g Fo Tg bf""’f"‘: esperadas esperadas observadas  rado
importantes de la estadistica, el contraste de hipotesis. Una introduccion formal a este y fisigy A0 7 J J (f =1

campo se aplazard hasta la seccion 6.8. Aqui podemos simplemente sefialar que los dos — -

planteamientos seguidos anteriormente se conocen como prueba de una cola 'y prueba de b ?Hf i 1 n,:m ;;.4 23,:{ 43 +
dos colas, respectivamente. A veces los estudiantes tienen dificultad para saber cual de los : {'] .!. 2’::::: i:; ﬁ’i;? ;ﬁ: :r,é :':::: Efff, l:rziilt :HT 1
dos aplicar. En ejemplos posteriores trataremos de indicar en cada caso por qué se utilizs 9 3 ﬂ:“”,__! 49 n:m 135 290 ﬁ:nﬁT 041 4,0:0 475 +
una prueba de una cola o una de dos colas. Q 4 0005282 0053442 495  0,130703 8543 A =
Hemos dicho que una tendencia hacia familias unisexuales daria como resultado una 7 5 0010173 0025680 792 0200973 12656 1112 -
distribucion de frecuencias observadas en agrupamiento. Un caso real de esta indole e f) 6 0019592 0012351 024 0225540 13673 13 +
uno clasico en la literatura, los datos de proporcion de sexos obtenidos por Geissler 5 7 0037734 0005938 792  0)77450 10852 1030 -
(1889) de los archivos de un hospital de Sajonia. La tabla 4.4 reproduce las proporciones 1 8 0,072676 0,002 855 405 0,102 :flfﬂ 625, _ET_IJ +
de sexos en 6 115 familias de 12 hij ] io estudi 3 0 0130972 0001373 220 0042280 2585 256 1
2 hijos cada una procedente del mas amplio estudio , a1 : 66 0011743 718 104 +
realizado por Geissler. Todas las columnas de la tabla deberian resultar ya familiares. Las ': :{]’ Efﬁﬂ ;33 %ﬁ?‘f‘? - gl S 24 +
frecuencias esperadas no se han calculado basindose en una hipOtesis 1 @ | puesto que it 12 1,.;19 W n'om '1 5; 1 ﬂ:ﬂm 153 09 4 +
sabe que en poblaciones humanas la proporcion de sexos al nacer no es 1 : 1. Como la N Wi N o115 BTk
proporcion de sexos varia en diferentes poblaciones humanas, la mejor estima de ésta par Total 0S0HE

la poblacién de Sajonia se ha obtenido sencillamente utilizando la proporcién media de ¥ = 6.23058 g% = 348085
varones en estos datos. Esta puede obtenerse calculando el promedio del numero o —_— e

varones por familia (Y = 6,23058) para las 6 115 familias y convirtiéndolo en pfﬂpﬂfdﬁ:; Fuente: Geissler (1889),
Este valor resulta ser 0,519 215. Por consiguiente, la proporcion de hembras € S
0,480 785, En las desviaciones de las frecuencias observadas respecto de las esperadas. d

s presentan en la columna (9) de la tabla 4.4, observamos considerable agrupamien® 4.3 La distribucién de Poisson
Hay muchos mis ejemplos de familias con todos los hijos varones o todos hembras {9 . uestras rela
todos) de los que indicarian probabilidades independientes. La base genética de esta 4 En la aplicacion tipica de la binomial tm‘wmn;nhiml’mﬂﬂ
estd f'?m: pero es evidente que hay ciertas familias que *“‘tienden a tener nifias” ¥ “"ﬁ “Studiantes, 5 insectos, 17 crias, 12 hermanos) e;.mo infe |
&tmden a tener nifios”. También puede observarse evidencia de agrupamiento 13":"'“{“I V05 con frecuenicias variables (americano ¥ ﬂa:mulhum |

de que 5 es mucho mayor de 1o que cabria esperar basindose en la distribUe z hembra). Sin embargo, muy r"‘““m.:zrm un

binomial [0 = kpq = 12 % 0,519215 % 0,480785 = 2,99557). de la muestra es muy grande. Estos prese
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Hemos visto que el desarrollo del binomio (p + q)"‘- es bastante tedioso cuangq k
grande. Imaginese que se debe desarrollar la expresion (0,001 +0,599)1°00 Obséry |
que en esta expresion no solamente es grande e[ _tamaﬁﬂ de la muestra sino que adem,
uno de los sucesos (representado por la probabilidad ¢) es mucho mas frecuente Que ¢
otro (representado por la probabilidad p). El desa_nullu de este binomio por los Método,
aprendidos hasta ahora requiere una tabla de Iagantmns{ muy exacta con 10 cifras decjp,,
les. Sin embargo, estas expresiones se encuentran cornentemente, y a veces son de eran
importancia biologica. En tales casos, generalmente nos interesa solo un extremo ge |,
distribucion. Este es el representado por los términos

p°g, C(k, )p'e*, C(k, 2)pig*2, C(k, 3)p¢*?, .

El primer término representa 0 sucesos raros y X sucesos frecuentes en una muestra de
sucesos, el segundo término representa un suceso raro y k — 1 sucesos frecuentes, ¢l
tercero 2 sucesos raros y kK — 2 frecuentes, y asi sucesivamente. Las expresiones de |a
forma C(k, i) son los coeficientes binomiales, representados por los términos combinato-
rios discutidos en la seccion anterior. Aunque esta expresion permitiria el calculo del
extremo de la curva deseado, no obstante, seria un procedimiento muy complicado en
vista de la magnitud de A Para convencerse de esto, el lector podria intentar calcular uno
0 mds términos en (0,001 + 0,999)'°°?  Afortunadamente es mucho mas facil calcular
otra distribucion, la distribucion de Poisson, que se aproxima estrictamente a los results-
dos deseados.

La distribucion de Poisson es también una distribucion de frecuencias discreta del
niimero de veces que ocurre un suceso raro. Pero en contraste con la distribucion bine
mial, el niimero de veces que un suceso no ocurre es infinitamente grande. Con miras?
nuestro tratamiento actual se estudiard una variable de Poisson en una muestra espacial0
en una temporal. Un ejemplo de la primera serfa el nimero de plantas de musgo en uf
cuadrado de muestreo de una ladera, o el nimero de pardsitos en un individuo huésped:
un ejemplo de muestra temporal es el nimero de mutaciones que ocurren en un cardctr
genético en el periodo de un mes, o los casos de gripe registrados en una semand. Lt
variable de Poisson, Y, serd el numero de sucesos por muestra. Puede tomar valores
discretos desde O hacia arriba. Para seguir la distribucién de Poisson, la variable debe tener
dos propiedades: 1) Su media debe ser pequefia con respecto al méximo nimero postt
de sucesos por unidad de muestreo. Asi pues, el suceso deberia ser ‘‘raro”. Por EJE“‘P];
un cuadrado en el que se cuentan plantas de musgo deberra ser lo suficientemente Eﬁ“‘
para queun nimero sustancial de plantas de musgo pudieran hallarse alli si las condicione
biologicas fuesen favorables al desarrollo de numerosas plantas de musgo en el cuadrad®
U.n cuadrado de 1 cm* seria demasiado pequefio para que los musgos se distn'PﬂYﬁ‘“
”8_('“ la ley de Poisson. Igualmente, un lapso de tiempo de | minuto seria i o
-'!;lltﬂ;nl::m: casos de gripe en una ciudad, pero en una semana podrian pl‘ﬁw“t:?n&
Bran.n 0 de estos casos. 2) La incidencia del suceso debe ser independiente & s
,m_ s previas dentro de la unidad de muestreo. Asi, la presencia de una planta de m
“en un cuadrado no debe aumentar ni disminuir la probabilidad de que se desarf ‘_’“‘“ ouf
. h:;:’-‘%“;ﬂ el cuadrado. Del mmmu modo, el hecho de que se h*ayl NB‘";LJ.-,

| N0 debe afectar a la probabilidad de que se registren subsiguientes ©

‘
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gripe. LOS sucesos que reunen estas condiciones i
Jistribuirse en forma de Poisson.
£l proposito de adaptar una distribucion de Poi
leza es probar si los sucesos ocurren con independencia mutua. Si es asi iri
distribucion de Poisson. Si la ocurrencia de un suceso aumﬂntu.lal stﬂl;;l'scgmrm §
segundo suceso semejante, obtenemos una distribucion en agmpam'",,ﬂ:,uua. ldadi g -
la ocurrencia de un suceso impide la de un segundo suceso semejante EI':' ?: l:gl:!.: ;? l
muestreo, obtenemos una distribucion en repulsion o espacialmente uniforme lll'll ;istr:

pucion de Poisson puede utilizarse como prueba de aleatoriedad o independencia de
distribuciones no solo con respecto al espacio sino también al tiempo

Esta distribucion debe su nombre al matematico frances Poisson que la deseribié en
1837. Es una serie mbmita cuyos terminos se suman hasta alcanzar un valor gual a uno
(como debe ser para cualquier distribucion de probabilidad). La serie puede representarse
como

SUCESOS raros y aleatorios™) deberian

5501 4 varios sucesos raros en la natura-

*
T e e (4.2)
e 1l 2lew" Jlex' 4len’ " " "“ple¥ """ !

que son las frecuencias relativas esperadas correspondientes a los siguientes recuentos del
suceso raro Y
0. 1 2, 35950 s

Asi, el primero de estos términos representa la frecuencia relativa esperada de muestras
que no contienen suceso raro; el segundo término, un suceso raro; el tercero, dos sucesos
raros; y asi sucesivamente. El denominador de cada término contiene e, donde e es la
base de los logaritmos naturales o neperianos, una constante Cuyo valor con cinco cifras
decimales exactas es 2.71828. Reconocemos p como la media pﬂﬁlﬂt:!lﬁl.:? de la dis}ribw
cion; es constante para cualquier problema dado. El signo de admiracion después del

coeficiente en el denominador significa “factorial” vy se ha explicado en la secciOn ante-

or,
Una forma de aprender mas acerca de la distribucion de Poisson es aplicarla a un caso

real. En la parte superior del cuadro 4.1 se encuentra ut ru_ultndn bien conocido desde la
literatura estadistica remota. Examina la distribucion de células de levadura en 400 cua-
drados de un hemocitémetro, una cimara de recuentos como la que se utiliza palr? t?dc:r
recuentos de células sanguineas y Otras estructuras microscopicas suspendidas en liquido.

La columa (1) registra el nimero de células de levadura ubm\"d:i;n oy E::‘::::n?::
columna (2) da las frecuencias observadas, el numerc de cuad ;rgdu:mnuumm
determinado namero de células de levadura. Observamos que v 1: mz células. mm
t;élu]as de levadura, pero la mayoria de lni;u;dmdus contienen | ©
7 cuadrag i $ o mas células de levadura. s se distribuyese en
[Por qut deberiamos cperar que esa distnbuckn S FESECC iy e chlsde
lorma de Poisson? Tenemos aqui un suceso ptERe

- calculado y es 1'8. Esdecir,
levadura por cuadrado del hemocitometro, €Uy . ung:nwﬂ - oala ﬂg‘“"l* SIpAED
hay .I‘B células por cuadrado, por termino ::m ue podrian haber llegado a asentarse
Provisto en cada cuadrado y al numero d¢ ::du es verdaderamente bajo. Fagh

€I un cuadrado cualquiera, el numero rosl GREBEEE
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= CUADRO 4.1 (continuacion)
CUADRO 4.1 1
e . es fﬂdﬂﬁ- I _ __H..T.'I_ I
Calculo de frecuencias de Poisson €spe , | ‘ 6. ﬁ - (2 % 37/ 4 = 4,27 (1{‘) - DR
levadura en 400 cuadrados de un hemocitometro: ¥ = 1.8 celulas poy !
S d? :::10[1 cuadrados muestreados. = n¥ — ?
Cllﬂdrad{}- n = 7- fﬁ P - - 2“ {]2 1.|H‘
(3) (4) 2X 3 X4e") O ) =) = 1041
. (£) | 1 7z
l:’ : _ cuencias Frecuencias DESF!HL”J”{?E de 8. fﬁ = (._._ ﬂ-r — I = 10 41 }!H
| Numero d:jradn Fr;;;iadﬂs absolutas esperadas lo esperado 2% 3 X4 X 5¥/6 ) -ﬁ—) = 312
celulas p;:-rr cua 0 ; F fim f f T v -
f 0. i ) - 1,8
: 75 66,1 + T (2><$><4><5><ﬁef')? 3‘12(7) =il
103 119,0 " . V7
é 121 107, ¥ 10. fs = (— == 810 o g ol 080 (1B} < g 18
3 54 64,3 - 2X3XAXEX6XTT/8 T\ 8 5
30 28,9 . .. ——
: 13 10,4 + | Kota 309,06
" 2 3,1 = fo ¥ superiores
- 1 +17 0.8 140 s o e . & ;04
S 0 0.2 >
0 § 0,0. “ne
400 3999 ; : :
mos esperar que la presencia de determinadas células de levadura en un cuadrado fuese
Fuente: “Student” (1907). independiente de la presencia de otras células de levadura. Este es un tipo de aplicacion de
la distribucion de Poisson que se encuentra corrientemente.
La Gnica cantidad que necesitamos conocer para calcular las frecuencias relativas espe-
Etapas del cdlculo radas de una distribucion de Poisson es la media del suceso raro. Puesto que no conoce-
gl | A, ' | ‘ ; dura en este problema, utilizamos un
: en la expresién (4.3) multiplicada porn,ya que deseamos obtene mos la media paramétrica de las células de leva , ' o
fi-ﬁc;iii::jums espel:adals f.{ } : - A estimador (la media de la muestra) y calculamos las frecuencias esperad:ias de una dlstntr:u-
. ' cion de Poisson cuya u es igual a la media de la muestra de la distribucion de frecuencias

observadas del cuadro 4.1. Para efectos de cilculo es conveniente volver a escribir la
expresion (4.2) como

1. Calculare’ .
log e = Vloge = V(0,43429) = (1,8)(0,43429)

= (),78172 1 1 /7 z z) f_ﬂ_(z) NiE (E)‘ (4.3)
lhlllﬂg(ﬂ,73172]=ﬁ‘[]4g5 ;fl E_P 1_); oY \2 ’ 26]’ 3/ 2){35? 4

amétrica i se ha sustituido por la media de la

R 400 * Obsérvese en primer lugar que la media par _ -
fo R " 6,0405 400(0;16530) = 66,12 muestra Y. Cl;da ténnignu 25 exactamente el mismo m“mmﬁtmamenmrque :sc:eﬂ;m-
L diente término en la expresion (4.2), pero s ha qescnmplmtﬂ enﬂ:c(t: 2), todos los
3 fi = (r) 4 = 66,12(1.8) = 119,02 apropiada para el cdlculo. Después del primer termind e E?ﬁre un entero que
¢ s Siguientes constan del término anterior z:nultipltca'du 1}:0: Ia.:::a;us it un v
My AP\ 7 1 ﬂumen}a en | Hpara cada término subsiguiente. ASI, 5 Té:';cinﬂ multiplicar ésta por ¥/
* /8 ( ﬁr) 01 = 110,02 (—2 ) = 107,12 l ¢Xpresion 1/e” para obtener la frecuencid del primer }-;/ 3 para el tercero, y asi
Para tener el segundo término, multiplicar . mundu! porﬂ u; en esta multiplicacion
5 ] - n¥1\ ¥ B sucesivamente. Es importante no cometer errot de cdlculo, i'-:' dngl término anterior a él.

A (2¢? ) 3 & 1[17,12( -"i) = 064,27 0 cadena la exactitud de cada término depende de la o

i i
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, < das. Si como es mas usuyal
i6n (4.3) da las frecuencias relativas espera . R + 3¢ dese
La expres;éﬂ ( das. basta multlpllﬂl‘-f el prnmer ermmo por n, el nﬁm;:

ias absolutas espera :
las frecuencias P sos computacionales como antes

‘ on los pa Por
de muestras, y luego continuar ¢ . = : - este
) en cadena m continia como factor en cada térming. En o

proceso de multiplicacion : i , S - .
cuadro 4.1 se representa el cdlculo efectivo, y las frecuencias esperadas asj Obtenidag -

alistan en la columna (3)-
- < 2 - .
:Qué hemos averiguado en este calculo? C uando comparamos las frecuencias obserya.

das. observamos efectivamente un buen ajuste de nuestras frecuengia-
:ES! mndalisaeusi;r?ﬁ:ts‘ﬁbuﬁiﬁn de Poisson de mec!ri.a 1.8, EUI'I{_}UE: todavia no hemos EHSELI'E‘
do un test estadistico de bondad de ajuste (capitulo 13). No aparece un patrén clarg g,
desviaciones de lo esperado. No podemos contrastar una h!pUIEEI‘S sobre la media POIque
la media de la distribucion esperada se ha deducido de la media de la muestra ge las
variantes observadas. Como en la distribucion binomial, agrupamiento o agregacion signi-
ficaria que la probabilidad de que una segunda ceélula de levadura se encontrara ep un
cuadrado no es independiente de la presencia de la primera. sino que es superior. Esto
daria como resultado un agrupamiento de los items en las clases de los extremos de la
distribucion, de modo que habria algunos cuadrados con gran numero de células.

La interpretacion bioldgica del patron de dispersion varia con el problema. Las célylss
de levadura parecen estar aleatoriamente distribuidas en la cdmara de recuento. o que
indica mezcla completa de la suspension. Sin embargo, a no ser que se utilice el liguido de
suspension adecuado, las células rojas de la sangre con frecuencia se mantendrian juntas
debido 2 una carga eléctrica. Este efecto denominado rouleaux estaria indicado por
agrupamiento de las frecuencias observadas.

Obsérvese que en el cuadro 4.1, como en las tablas subsiguientes que dan ejemplos de
aplicacion de la distribucin de Poisson, agrupamos las frecuencias bajas en un extremo de
la curva, uniéndolas por medio de un corchete. Esto tiende a simplificar un poco los
patrones de distribucidon. Sin embargo, el motivo principal de este agrupamiento esti

| relacionado con el test G para bondad de ajuste (de frecuencias observadas a esperadas),
que se discute en la seccion 13.2. Para los fines de este test. ninguna frecuencia esperada

f deberia ser menor que S.

| _Antes de pasar a otros ejemplos necesitamos mostrar algunos datos mis sobre ks

n de Poisson. Probablemente se observari que para calcular las frecuencias

. esperadas sSlo necesitamos conocer un parimetro, la media de la distribucién. En cambio

| en la binomial Wsdm ;:Eara'metrus,p y k. Asi, la media define completamentz [2
forma e una distribucion de Poisson determinada. De esto se sigue que la varianza es Ui

m# la media, y de hecho en una distribucion de Poisson tenemos una interrelacion
=Wy smple entre las dos: y = o7, siendo la varianza igual a la media. La varianza ¢
= d" - de levadura por cuadrado basada en las frecuencias observadas en &
S ‘f‘ﬂ‘:l- €s igual a 1,965, no muy superior a la media de 1.8, indicando nuevamen®
¥ 1as celulas de levadura se distribuyen en forma de Poisson y por tanto ﬂeato(;inmfﬁ';

¥ media sugiere una comprobacién rapida de s!
observadas se distribuye en forma ge Poisson incluso sin 3jUs*
1S esperadas a los datos. Calculamos simplemente un coeficiente de diPe

s
CuD. = P

»w

|
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1,0 -

e

03

Frecuencias relativas esperadas

Fig. 4.3. Poligonos de frecuencias de I3 distribucién de Poi !
oisson
valores de la media. e Sne—

Este valor sera proximo a 1 en las distribuciones que son esencialmente de Poisson, sera
mayor que 1 en muestras agrupadas, y menor que 1 en casos de repulsio ‘
de las celulas de levadura, C.D. = 1.092. : A

En la figura 4.3 se presentan los patrones de cinco distribuciones de Poisson de medias
diferentes como poligonos de frecuencias (linea que une los puntos medios de un diagra-
ma de barras). Observamos que para el valor inferior de g = 0.1 el poligono de frecuencias
es extremo en forma de U, pero al aumentar el valor de u las distribuciones se hacen
gibosas y finalmente casi simétricas.

Concluimos nuestro estudio de la distribucién de Poisson con una consideracién de dos
¢jemplos. El primer ejemplo muestra la distribucion de un dcaro de agua en adultos de un
mosquito quironémido (tabla 4.5). Este ejemplo es similar a la distribucion de células de
levadura, salvo que aqui la unidad de muestreo es un mosquito en lugar de un cuadrado
del hemocitémetro. El suceso raro es la infestacion de un mosquito por un acaro. ‘El
coeficiente de dispersion es 2,225 y éste es reflejado claramente por las frecuencias
observadas, que son mayores que las esperadas en los extremos y menores que '“."5""“‘
das en el centro. Esta interrelacion se ve ficilmente en la tiitima columna de la distribu-
¢ion de frecuencias, que muestra los signos de las desviaciones (frecuencias obmnd?:
MeNos esperadas), y presenta un patron de agrupamiento Caracteristico. Una posi
explicacién es que la densidad de dcaros en las diferentes charcas de las que emerg

los MOsquitos quironémidos difiere considerablemente.
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alido. El suceso raro e
[tos que han sa ‘ N €ste caso es la prese
TABLA 4.5 ?u;ia Observamos que la distribucion presenta una pr;]nunc?;::}td;;:l s?lu gl_i;rgmu eén la
_ . Ul : . 5ion.
s ) que nestan 3 559 mositos e bl S 5 Previtas po i e
ACEFOS \ ' ] llazgo estadisticO de €5I€ Lipo conduce a la cuestion bioldeies * : |
- : tra akrina). : in hallazg : uestion bioldpica ** - ™
qulmnémldﬂﬂ(@!ﬂﬂ“’f | 7 1:350  encontrd que las hembras adultas de los gorgojos lendign aa d;ép?]f;:llﬂ.’ e
(2) () el o ente sobre las judias a su alcanc positar sus huevos
(1) : piformerm € en vez de al azar. Est
, Frecuencias Desviaciones u _ Fras W : 0 impedia que se
Numero de _ de Poisson de lo depositasen demasiados huevos en una judia cualquiera v exclufa Ia fuerte competencia
dcaros por F’:EE‘Z :;;I esperadas esperado ontre las larvas que se dgs&_nnllap cn e-lla- Un factor que contribuye es la competencia
mosquito obs ; 7 A § antre 1as larvas que continuan alimentindose en la misma judia, dando como resultado
Y . que generalmente todas excepto una se destruyan o se echen fuera. Asf se comprende
o 1442 ?221; X ficilmente como el fendmeno biologico anterior daria origen a una distribucion en repul-
1 91 ? Si{jn_
9 7. 35‘2 —
3 14 | 3,3 | +
4 | 0| ~ ercicios 4
- 6/ - 0,1 | 5.7 ik iy Ejercic
6 2 = 0,0 | = 5 A1 En el hombre la proporcion de sexos en nifios recién nacidos ¢s aproximadamente
i 0 0,0| 0 100 99: 105 g &- Si extraemos 10 000 muestras al azar de 6 nifios recién nacidos
8 1) 0,0, T de la poblacion total de tales nifios durante un afo, jcual seria la frecuencia
=2q =80 () esperada de grupos de 6 varones, 5 varones, 4 varones, ¥ asi sucesivamente?
ol = L 47 Las dos columnas que siguen dan la fertilidad de los huevos de la cepa CP de
, : ' : | 0 huevos cada uno (datos
iy : _ ().9709 C.D. = 2225 Drosophila melanogaster producida en 100 frascos de | | _ .
¥ 0’4363_ _3 ! ? de R.R. Sokal). Hallar las frecuencias esperadas supnmnnd: mdzpengclnmia d]:
: ili dia observada. Calcular
: F. ]. Rohif, mortalidad para cada huevo de un frasco. Utilizar la me
st = varianza esperada y compararla con la observada. Interpretar los resultados, sa-
biendo que los huevos de cada frasco son de la misma pareja y que los ﬂlleiﬂ;“f:ﬂ
TABLA 4.6 frascos contienen descendientes de diferentes parejas. SOLUCION: 0 = 2,417, 5
= 6,636.
» —_____________-—
Gorgojos de las judias Azukis (Callosobruchus chinensis) Numero de huevos '
que emergen de 112 judias azukis (Phaseolus radiatus). incubados Numero de frascos
(1) (2) (3) (4) Y f
Numero de . 0 i
gorgojos que Frecuencias Desviacion 1 3
EME}!EH Fremencfa; dE Pﬂf.!.!'fﬂﬂ dE’ Iﬂ' 2 8
por judia  observadas esperadas esperado 3 12
I f i End 4 :
5 L™
0 61 70,4 = 8 14
! 50 32.7 + - 12
2 1 7,6 A s g 13
3 0} ] 1,2 >89 — % - 9 g
4 U n'l" . dw__/
S 112 112,0 stribucion de frecuencias
: esperadas para 1a r:mvnt flacca encontradas en

43  Calcular las frecuencias de Poisson

¥ = 04043 ¢ = 0,269 C.D. = 0,579 dada en la tabla 2.2 (nfimero de plan

| Fuente: Utida (1943), 500 cuadrados).

tas de la especic
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4.6

4.7

4.8

4.9

introduccion a las distribuciones de pr Dbﬂbfﬁdad

El médico del ejército ost4 interesado sobre la enfermedad intestina] y Poy
oo via saben que los soldados que sufren la enfermedad Contiengp,
experiencis p:‘s el organismo patogeno en sus heces,y que para todos sus fip,
:nt'an_ablem‘ega uestra de heces del enfermo contiene estos OTganismos. Sip g,
praCIIC?S* '; anismos nunca son abundantes ¥ :':‘lsf solamente e‘l 20 % de todas las
DT80 cions hechas por el procedimiento estindar comendrin 4gano (supone
mos que sl un organismo estd presente e e s Scei ‘-iﬂl'ﬂ)‘ LCl_lantng
portaobjetos por muestra de heces deberian pedir a los tecnicos de a:f’mam”” que
preparasen y examinasen, para que en caso de que una muesira luera positjy,

sticada como negativa en menos del 1 % de los casos (pg,

fuera falsamente diagno : i
término medio)? Basindose en la respuesta, (s¢ recomendaria que tratasen g,
21 portaobjetos.

mejorar sus métodos de diagnostico? SOLUC [ON: '
Se hace un cruce en un experimento genctico con Drosophila en el cual se esper,

que % de la progenie tendra ojos blancos ¥ ‘é tendra el rasgo denominado “quetsg
chamuscadas”. Supongamos que los dos loci g?ﬂ_ﬁt_lfﬂﬂ S€ segregan }ndﬂpendiente.
mente. a) ;Qué proporcion de la progenia exhibiria ambos rasgos simultaneamep.
te? b) Si se extraen 4 moscas al azar, jcual es la prubgtuhdad de que sean todas de
ojos blancos? ¢) ;Cuil es la probabilidad de que ninguna de las cuatro moscas
tenga o0jos blancos ni “"quetas chamuscadas™? d) Si se extraen dos moscas jcual es
la probabilidad de que al menos una de ellas tenga ojos blancos o “‘quetas chamus-
cadas’” o ambos rasgos?

Los lectores que han recibido uno o dos semestres de cédlculo puede que deseen
tratar de demostrar que la expresion (4.1) tiende a la expresion (4.2) cuando &
tiende a infinito (v p se hace infinitesimal, para que y = kp permanezca constan-

te).

I n
(I_E — € ° cuandon — =.

Resumir y comparar las hipotesis y parametros en que se basan las distribuciones
binomial y de Poisson.,
Si la frecuencia del gen 4 es p y la frecuencia de @ es g, ;cuales son las frecuencias
esperadas de los cigotos 44, Aa, 0 aa (suponiendo que un cigoto diploide repre-
senta una muestra al azar de tamano 2)? ;Cual seria la frecuencia esperada para un
autotetraploide (para un locus proximo al centrémero, un cigoto puede conside-
rarse como una muestra al azar de tamano 4)?
Una poblacién consta de tres tipos de individuos Ay, 4, y A3 con frecuencias
relativas de 0,5, 0,2 y 0,3, respectivamente. a) ;Cual es la probabilidad de obtener
solamente individuos del tipo A en muestras de tamafio 1,2,3,...,n? b) ;Cuales
serian las probabilidades de obtener solamente individuos ,q{.lﬂ no fuesen de los
Eggi:li ni A; en una muestra de tamano n? ¢) ;Cual es la probabilidad de
I una muestra que conten i ipo €n
muestras de tamano 1,%,3,4,5 .t. .%an’?l § T atpreianiin d6 CRre e

Capitulo 5

La distribucion
de probabilidad normal

Las distribuciones de frecuencias teoricas del ultimo capitulo eran todas discretas. Sus
variables tomaban valores que variaban a intervalos enteros (variables meristicas). Asi, el
nimero de insectos infectados por muestra era 0, 1 6 2 pero no podria tomar un valor
intermedio entre éstos. Igualmente, el nimero de células de levadura por cuadrado de
hemocitémetro es una variable meristica y requiere una funcion de probabilidad discreta

para describirla. Sin embargo, la mayoria de las variables encontradas en binlngi? son
continuas (como los pesos de nifios recién nacidos o las longitudes del fémur de afidos

utilizados como ejemplos en los capitulos 2y 3). Este capitulo trata mas ampliamente de

las distribuciones de variables continuas.
La primera seccion (5.1) introduce distribuciones es contl
En la seccién 5.2 presentamos una forma de deducir la mds comiin de estas dlstrxbpclnges,
examinamos sus propiedades.

Sl s N en la seccion 5.3
la distribucién de probabilidad normal, ¥ la distribucion normal. En la

En la seccién 5.4 se presentan algunas aplicaciones de | v ars
seccion 5.5 se cita una técnica grafica para senalar desviaciones de 1a

e imadam ormales, asi
estimar la media y desviacion tipica en distribuciones aprﬂm:? : -b::i:n:s de frﬂc:.lem
como algunas de las razones de desviacion de la normalidad en distri

cias observadas.

de frecuencias de variables continuas.

5.1 Distribuciones de frecuencias de variables continuas A
: ey :dad teorica o funcion de ensidad
Para variables continuas la distribucion de probabiliéar como se indica en la figura 5.1.

Probabilidad puede representarse por una curva continua, do de la variable. Por densi

La altura de Ia curva da la densidad para un valor determ | eie Y (como se indica en
entendemos la concentracion relativa de variantes * s hl:g‘;*gnﬁjeﬁendn la ordenada la
la figura 2.1). Noétese que el eje Y es la abscisa €n 2
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comparar la distribucion de frecuencias tedrica cqp I

frecuencia / 0 12 denﬂg?id;?}f; dos en sus clases correspondientes, i indica Por
observada es ::;es:esanﬂ 1a figura 5.1. Las funciones de densidad de pfnl?abllidad s¢ definep,
B v:mcalﬂfs;r:mﬂm esperada de observaciones entre dos limites de clase (ling,
de z_nodn que'la :t centada por el drea bajo la curva entre estos limites. Por lo tantg g
-:nemca!ﬁ} :ifﬂ ]Tiurva % frecuencias esperadas (1,0 6 n, dependiendo de
e b mtc:IIcufanu frecuencias esperadas relativas o absolutas).

se han de frecuencias de observaciones de una variable copy;.

 ctrihucion

Cuando se hace una distribuci cuen _
nua. la eleccion de limites de clase es arbitraria porque todos los valores de una Variable
mnTtEaﬁricamente posibles. En una distribucion continua no se puede evaluar que |,

probabilidad de la variable sea exactamente igual a un determinado valor como 3 6 35

Solamente puede estimarse la frecuencia de observaciones que estan entre dos limijge;
Esto se debe a que el drea de la curva correspondiente 2 cualquier punto a lo largo de ),

es una infinitesimal. Asi, para calcular las frecuencias esperadas para una distribucigy

continua tendremos que calcular las proporciones del darea bajo la curva entre los limites
de clase. En las secciones 5.3 y 5.4 veremos cémo se hace esto en la distribucion de

frecuencias normal. )

Las distribuciones de frecuencias continuas pueden comenzar y LErminar en puntos
finitos 2 lo largo del eje Y, como se presenta en la figura 5.1, o pueden extenderse
indefinidamente hacia uno o ambos extremos de la curva, como en las figuras 6.11 y 53
La idea de un drea bajo una curva cuando uno o los dos extremos tiende a infinito puede
turbar a los no instruidos en cdlculo. Sin embargo, afortunadamente esto no es un gran
obstaculo conceptual, ya que en todos los casos que nos encontraremos, el extremo de |z
curva se aproximari al eje Y lo bastante rdpidamente como para que la porcion del drea
después de un cierto punto sea, para todos los efectos practicos, cero y las frecuencias que
representa sean infinitesimales.

Podemos ajustar distribuciones de frecuencias continuas a varias series de datos meristi-
cos como, por ejemplo, el nimero de dientes en un organismo. En tales casos tenemos
razén para creer que las variables biolGgicas subyacentes que causan diferencias en los

Fig. 5.1. Distribucion de probabilidad de una variable continua. (Para explict
cion ver texto.)
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Jgmeros de la estructura son realmente continuas

cariable discreta. » =
Ahora pasaremos a discutir la funcién de densidad de

stica, la distribucion de frecuencias normal Probabilidad mds importante en

cilﬂdf
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varias maneras de deducir la distribucién no . ,
;!::el ementales. La mayor parte de éstas requiereTr:l!iiEn{;f;;::E:i ; Plﬂfnr de suposicio.
de nuestros lectores. Por lo tanto, utilizaremos una aproximacion am“ I‘H que f-‘lptrap!m
que hemos encontrado de v;lnr heuristico. PN atitive
Vamos a considerar una distribucién binomial de la fo '

tiende a infinito. ;Qué tipo de situacion bioldgica M::Eadil:h;:::l:piur d::t l?bqufék
pinomial? Un ejemplo pudiera ser el caso en que muchos factorss cooperan ;diti:lu:-n;
en la produccion de un efecto biolégico. El siguiente caso hipotético posiblemente no esté
demasiado alejado de la realidad. La intensidad de pigmentacion de la piel en un animal
serd debida a la suma de muchos factores, algunos genéticos, otros ambientales. Como
hipotesis simplificadora vamos a establecer que cada factor puede hallarse en dos estados
solamente: presente o ausente. Cuando el factor estd presente aporta una unidad de
pigmentacion al color de la piel, pero cuando estd ausente no aporta nada a la pigmenta-
cion. Cada factor, independientemente de su naturaleza u origen, tiene idéntico efecto y
los efectos son aditivos; si de los cinco posibles factores tres estin presentes en un
individuo, la intensidad de pigmentacion seria tres unidades, siendo la suma de tres
aportaciones de una unidad cada una. Una hipotesis final: cada factor tiene igual probabi- V
lidad de estar presente o ausente en un determinado individuo. Asi,p = PIF] =05 esla
probabilidad de que el factor esté presente, mientras ¢ = FIf] = 0,5, es la probabilidad de

que el factor esté ausente.
Con un factor solo (k = 1), el desarrollo del binomio (p +q)" produciria dos clases de |[

pigmentacion entre los animales, es decir:

clases de pigmentacion (espacio de probabilidad)

LF, Lol
{05, 05} frecuenciasesperadas
{1, 0 } intensidad de pigmentacion

L2 mitad de los animales tendria intensidad 1. = ' o W
Presentes en la poblacion (se supone que los factores ¢ ISP representada por el
uno de otro), la distribucién de intensidades dﬂ-l’wnm g

desarrollo del binomio (p + q)* -
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: 2 Histograma basado en las frecuencias nt!ativ_as t:SPET_Hd“S que¢ resultan
Fig. §.2. Hstog 10 g} eje Y mide el numero de factores

del binomio (0,3 + 0.5)

de pigmentacion F. (Para

-1

Usn cuarto de los individuos tendria intensidad de pigmentacion 2, lamitad 1,y el cuan,

restante 0.

El numero de clases en el binomio aumenta con el namero de factores. Las distriby.

ciones de frecuencias son simétricas y las frecuencias ggpergdas o los extremos se hage
progresivamente menores al aumentar K. La dls:_tnhucion binomial para & = 10 se repre.
grificamente como un histograma en la figura 5.2 (en vez de por un diagrams ¢
barras como deberia trazarse). Observamos que se aproxima al contorno acampanado

habitual de la distribucion normal (figuras 3.3 'y 3.4). Si fuéramos a desarrollar la expre

sion para & = 20, nuestro histograma se aproximaria tanto a una distribucion de frecuen.

cias normal que no podriamos mostrar la diferencia entre ellos en un gratico del tamafio

de esta pagina. Al principio de este proceso hicimos yarias suposiciones restrictivas severs

por razon de simplicidad. ;Qué ocurre cuando éstas se eliminan? Cuando p # q, la distn-
bucion también se aproxima a la normalidad cuando & tiende a infinito. Esto es dificil de

ver intuitivamente porque cuando p #¢ el histograma es al principio asimeétrico. Mo

obstante, puede demostrarse que cuando &, p y q son tales que Apq = 3, la distribucion

normal se aproximard estrechamente. En una situacion mads realista se permitirian factore

que se hallan en mds de dos estados, uno que hace una gran aportacion, un segund

estado una menor aportacion, y asi sucesivamente. Sin embargo, también puede demos

trarse que ¢l polinomio (p+q +r+ - -+ 2)* se aproxima a la distribucion normal cuanie

k tiende a inﬁn:itn. Pueden estar presentes diferentes factores con diferentes frecuencias)

pueden tener diferentes efectos cuantitativos. Siempre que €stos sean aditivos e indepen-
mmﬂ alcanza la normalidad cuando & tiende a infinito. _

| La omision de estas mlnmm hace que las hipotesis conduzcan a una distribucwon

. wm::;ﬂmmh situaciones biologicas. Por lo tanto, no e wrpmﬂi
: 'Vm 5 o hldﬂllm se dmﬂbu?’an aproximadamente segun la ley nom®

By l;'.““' condiciones que te-ndcn_an a producir distribuciones de fretuﬂﬂ“:

TR si hay muchos factores que son simples o compuestos; 2) si estos factorss =

pieseftan con independencia; 3) si los factores son independientes en efecto, e ﬂw’:

kw y 4)si mmmll a la varianza. Todavia no estames &
veremos sobre esto ﬁ“_ ﬂ:lml'hﬂom‘?. menciona solamente para compkt

" dmmbucidn de probabilidad normal
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Fig. 5.3. llustracion de como los cambios en los dos paraimetros de I distribu-
cion normal afectan a la forma y posicion de lascurvas A y=4. 0= 1. B u=
53, 0=1.C.u=8.0=05
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Fig. 5.4. Areas bajo la funcion de densidad

cion de distribucion
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i u L] ®
PR, . no sepan cdlculo (e incluso parg los u :
cion normal g que , PRy TSN que $7) la inteoracts
e "03 forma alternativa de la distribucion nor INtegracion ya se ha
n

. . ¥ " i ¥ . (] : s s
ui(‘ln de distribucion ac umulativa tedrica de | funcidn de L t;l, distribucion
¢ C

53 PrnpiEd.ﬂdES de la dist realizado en

densidad de probabilidad normal puede representarse Dor normal (fun.

Realmente la funcion de X

. : < al). indicada en la figura S 4. Da la frecuencia total de dHSIdad tle+pttmhabiiidud nox-
RS 1 ¥ — )t/ 200 l?:mllluii'-r punto a lo largo de la abscisa, Por 1o tanto u:i e EBALIVO hasta
7z = o5 g— (¥Y—n)*/2 (5.1 :1 mbahilidﬂd -d..;- que urﬁmiub‘suwu;itﬁn sed inferior a up ‘-'ELIET uf:l?;::d?,“;:d; d}imclmnmlﬂ la
coura 5.4 senala que la_irf;ri.ue ncia total hasta la media es 50,00 % y la frec or ejemplo, la
En ella Z indica la altura de la ordenada dc: 'Ia curva, que EF'PTZSETIH lﬂ_densi{?ad de Jo qnto igual :Hrliﬂi:;lﬁt:'iﬁ;‘?::m‘:lﬂiﬂ Purl irjebaju df’ la media es 1587 o Er:;:tl!lt;:z!:gm
items. Es la variable dependiente en la expresion, siendo Iun_uc:;:; E, :1‘+'-'ﬂnablﬂ'f Y. Hay dog e hallan gra 1;..11 i N 1f_n_a mf:a '-'El'll(:‘:ﬂ] desde un punto tal como -0, hasta
constantes en la ecuacion: =, que es aproximadamente i E haciendo 1/v/2r igu que cob s dae l; ordenada, La mE;Ihﬂi?d?Eu? ulativa, y leyendo entonces I frecuencia
0.39894. v e, la base de los logaritmos nepenanos o naturales cuyo valor se APTOXima 4 115;3? ?ﬁ} s e cunlr:;rse rsstundnli o2 be l;:!l{e una observacion esté entre dos puntos
2,71823. En una funcion de densidad de prnbabt!ld;d normal hay d:{:s parametros, |, art_utrarllﬂﬁgﬁm o e di ﬂn:i abilidad de que dicha observacion esté por de-
n-;edja paramétrica p y la desviacion tipica parametrica o, que determina la Situacion y bajo de‘ pun e b bl':'l R © que una observacion esté por debajo del
forma de la distribucion. Asi, no hay solo una distribucion normal como P}ldlera parece; punto inierior probabilidad de que una observacion esté por debajo del punto
a los no iniciados que se encuentran la misma figura acampanada en los 'llbrus de texto
elementales: mas bien hay una infinidad de tales curvas, ya que €SlOS parametros pueden TABLA 5.1

tomar una infinidad de valores. Esto se hace patente por las tres curvas normales de |
figura 5.3 que representan las mismas frecuencias totales. Las curvas B y C tienen idénti.

cas medias pero diferentes desviaciones tipicas. Puesto que la desviacion tipica de la curva moscas domésticas dispuestas por orden de magnitud; g =455, ¢° = 1521. 0 = 390
C es solamente la mitad que la de la curva B ofrece un aspecto mucho mas estrecho. distribucion aproximadamente normal. Columna 3. Produccion total de léch;: anunlif ﬂ::
En teoria. una distribucién normal se extiende desde el infinito negativo al infinito cientos de libras) de 100 vacas Jersey de dosafios,dispuesta por orden de magnitud; i =
positivo a lo largo del eje de la variable (designado como Y, aunque es frecuentemente |z 66.61, 0° = 124,4779, 0 = 11,597, distribucion fuertemente alejada de la normalidad.
abscisa). Esto significa que una variable distribuida segun la ley normal puede tomar

Poblaciones de longitudes tjel ala y rendimientos de leche
Columna 1. Numero de fila. Columna 2. Longitudes (en mm X 107") de 100 alas de

S : Mm@ @l m @ @|o @ @[m @ \ (n (& @
cualquier valor, sea grande o pequefio, aunque los valores mas distantes de la media en =l == —_— -
mads o menos tres veces la desviacion tipica son bastante improbables, siendo muy escasas Olfs 360 5L | 21 42 58 41 il (Ol pall s dlcn b | Bkeatd i

. » : ' . -~ iy " ) ‘ 5 23 v 17
sus frecuencias relativas esperadas. Esto puede observarse en la expresion (5.1). Cuando } 02 37 8l 92 ~42 (88 | 42-.45., L8] 2 41 67 | B2 40 76
= g - 2 2 : AR , 03 38 A5l 23 42 58 43 45 6l 63 47 68 | 83 49 /b
sea muy grande o muy pequeno, el término (Y — u)° /20 se hara necesariamente mu 94 o ;4 = ot |rad s rle th Gt AT AR s S Al
grande. Por consiguiente ¢ elevado a la potencia negativa de ese término serd muy peque :4;: E :: - ‘:i prill I gty ey s
fo y por esta razon Z sera muy bajo. ' 06 30 53 | 96 43 58 | 46 45 62 [ 66 47 69 | 86 50 8
La curva es simétrica en torno a la media. Por lo tanto la media, mediana y moda de'la o dp . gd |l or 43 w8 | 47 4n 63 || 67 .47, B0 | BT W&
distribucién normal estin todas en el mismo punto. En una distribucion de frecuencias 08 40 =75 | 28 43 58 | 48 45 62 | 68 47 69 | B {rﬂ :‘j
- . » » - # . : . ' - " ir i [ t ' ’
normal los siguientes porcentajes de items estdn dentro de los limites indicados: 00 40 55 | 29 43 58 | 49 45 62| 60 & nt: ;:, > &
' , 10 40 56 | 30 43 58 | 50 45 63 |70 48 O 80 i
Kt o contiene el 68,26 % de los items ] a7 48 70 | M 51 B
+9 * : 11 41 56 | 31 43 58 | 51 40 O3 L 42 e o ) RS
K £ 2o contiene el 95,46 % de los items 3 : o a6 63 | 72 48 T |92 0
+3 : Hld 12 41 56 32 44 &Y | 9= d.. — : 03 51 87
K x 30 contiene el 99,73 % de los items 13 41 57 | 33 44 59 | 53 46 04 | W & Ll I 51 88
i 5 . % H ‘ > -
Reciprocamente, 4 41 57 | 34 44 59 | 54 46 B i :: : ;?, 52 88
. 15 5 35 60 | 565 . 40 90 LURICES 52 89
50 % de los items estin entre u + 0.6740 e : 4 081 | 50 4 Sl B AT B
& F T = e
95 % de los items estdn entre u + 1,9600 7 43 &7 7 44 80 | 67 45 ~% | :'é
99 % de los items estdn entre pu + 2 5760 18 42 57 | 38 44 60 | 58 46 OO :'ﬂ
Estas s 19 42 57 [ 30 44 60 | 59 4O Ei. g
- EI"’M“““ s¢ presentan en la figura 54, ;Como se han calculado estos P?“’”;m 0 49 57 |40 24 61 | 60 4 T | ——
Jes? El cdleulo directo de cualquier porcion del drea bajo la curva normal requier® Fuente: Columna 2 - Datos adaptados de Sokal ¥ Hunle X

integracion de la funcion

presentada como expresion (5.1). Afortunadamente, pard aque d¢l Gobierno canadiense.
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80 Myl 12 djstrbeC“j” de probabilidad normal
: bservar que la probabilidag 81
: : la figura 5.4 podemos O | | ad de g,
erior. Por ejemplo, en : ' a una distanci: : © U,
;ﬁewacién esté entre la media 3’_0':}"0 P ugt?g?;ufd; 3413 wid desvigey: TABLA 5-2
e : diaes 0,5 S A R s ' : distribuciones .
ca por debajo de la media , tabl ara registrar distribuciones de frecuencia : S -
tlIJIi:en Funr:iﬁn de distribucion normal esta fl;abulﬂdﬂ en la tab all, Areas de |, Cup Talie § del experimento 5.1 s de desviantes tipicas (Y; = u)/o en las
Normal. v para comodidad en cdlculos posteriores ¢ ha restado 0,5 de todas las epgpy, " e
ormal, . - : : . el - TR
Por lo tanto, esta tabla registra la proporcion del area entre la media y cualquier Dury, Longitudes del ala Rendimiento de leche

superior a ella en un niimero determinado de desviaciones tipicas. Asi por ejlemplo, g e Variantes

: ta o Di erior a la med; : : Variantes :
entre la media y el punto 0,5 demacmqu tipicas lsup 5 1 ;ﬂ E,,S 0.1915 del i que se e
total de la curva. Del mismo modo, el drea entre la media y ¢l pun u___64 deﬁ*’iaciunﬂ hallan f hallar f
tipicas sobre la media es 0,4959 de la curva. Un lpuntﬂ a 4,0 desviaciones tipicas de | ENcTE EAOS entre estos
media incluye 0,499968 del irea entre €l v la media. No nl?stante‘ puesto que |3 distnhu‘. - limites limites
cién normal se extiende desde el infinito negativo al positivo, es necesario atravesar yy, —+0 — @
distancia infinita desde la media para alcanzar cnmpletmne‘nte la mitad del dreq bajo 1 pye 30 W o
curva. El manejo de la tabla de dreas de la curva normal se ilustra en la préxima SeCcion
Un experimento de muestreo dara una idea de la distribucion de los items bajg unz _21e ~2}o il ol
curva nurrnal. 36, 37
—2q —20 _— =
Experimento 5.1. Extraer muestras de dos pnhiacipnes. La primera es una distribuciop g 38, 39
frecuencias aproximadamente normal de 100 longitudes del ala de moscas domésticas, |, —1io —lfg — @ —
segunda poblacion se desvia fuertemente de la normalidad. Es una distribucion de fre. 40, 41 51-55
cuencias de la produccion anual de leche total de 100 vacas Jersey. Ambas poblaciones ¢ —2 i -
presentan en la tabla 5.1. Extraer muestras de ellas repetidamente para simular el mues. 42, 43 £ 56-61
treo de una poblacion infinita. Obtener muestras de 35 items de cada una de las dos —io 5
poblaciones. Esto se hace obteniendo dos juegos de 35 numeros al azar de dos cifras de 44, 45 - 66.61 62-66
tabla de nimeros aleatorios (tabla I) con la cual se familiarizo en el experimento 4.]. p =45, B
Anotar los numeros aleatorios en grupos de cinco y copiar a continuacion de ellos el valor 46, 47 lo 67-72
de Y (para cada longitud del ala o produccion de leche) correspondiente al namero io
aleatorio. Mas abajo se presenta un ejemplo de tales grupos de cinco numeros y los 48, 49 4 73117
calculos necesarios, utilizando las longitudes del ala de moscas domésticas como ejemplo. 4
Estas muestras ¥ los calculos efectuados para cada una se utilizardn en capitulos subsi: 50, 51 1ia 18:68
guientes. Por lo tanto, deben guardarse los datos. 3o
52, 53 9 84-88
20 ¢
R9-04
PLCY. — ' 20 54, 55 2a
‘ Longitud 95-08
aleatorio Y 5
+eo ke
————-—"—-_—-_——_——
16 41 Y . T iabl na mues-
09 46 . : 35 variantes pard cada vanable C'f’m“ e
09 = En este experimento consideramos las Puesto que la verdadera media ¥ desviacion
26 i tra Ginica, sin separarlas en grupos de cinco. cidas. se puede calcular la expresion
21 49 tipica (u y o) de las dos distribucmqes son lcnnfim em' longitud del ala de una mosca
il (Y- u)/o para cada variante Y;. ASI, Pml ap
Y = 227 doméstica muestreada anteriormente, se calcula
IV = 10413 (41 — 45,9) _ _ 11538
P = 451‘4 3 w ’
==~ AR e ey g 1

,_.__‘
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ra longitud del ala es 1,1538 desviaiciﬂnes ftfpicas inferioy
hlacion. La desviacion de la media medida en Unidades
iacion tipificada. Los argumentos de la tabla IT que eXpre

idades de o se denominan desviaciones tipicas MOMgjes

aCErlu

Esto significa que la pnme
verdadera media de la po
desviacion tipica se llama des

. a de la media en un b T - »
san d:s;ar;:; 35 variantes en una distribucion de frecuencias, a continuacién h
Agrupa s

mismo para los rendimientos de leche. Puesto que se C?Q“‘?‘Eli _mf‘-':hﬂ}f desviacion tipics
paramétricas, no es necesario calcular separadmente cada des lauﬂnfsmn que basta g7,
tar los limites de clase en términos dE: la‘van_a_ble real asi como en forma de desviacigy
tipica. Los limites de clase para tal dfstnbucmn de frecuencias se presentan en I gy,
52 Combinar los resultados del propio fnue_s}reo con los de los compafieros de clase
estudiar el porcentaje de items de la distribucion que se hallan a una, d'DS y tres. desviacio.
nes tipicas a cada lado de la media. Obs‘en_far las marcad-ﬂs_ diferencias de distribuciay
entre las longitudes del ala de moscas domésticas y los rendimientos de la leche,

54 Aplicaciones de la distribucion normal

La distribucion normal de frecuencias es la mas ampliamente utilizada en estadistica, y 4
veces recurriremos a ella en una variedad de situaciones. De momento podemos subdividir
sus aplicaciones como sigue.

l. A veces hay que saber si una muestra determinada se distribuye segun la ley normal
antes de poder aplicarle una cierta prueba. Para comprobar si una muestra determinada
sigue la ley normal, hay que calcular las frecuencias esperadas para una curva normal de la
misma media y desviacion tipica, valiéndose de la tabla de areas de la curva nommal. En

este libro solamente emplearemos métodos grificos aproximados para probar la normali
dad. Estos se destacan en la proxima seccion.

2. Conociendo si una muestra se distribuye segiin la ley normal se pueden confirmar o
rechazar ciertas hipotesis fundamentales acerca de la naturaleza de los factores que afec:
tan al fendmeno estudiado. Esto estd relacionado con las condiciones que contribuyen ala
normalidad en una distribucion de frecuencias, discutidas en la seccién 5.2. Asf, si encon-
tramos que una determinada variable estd normalmente distribuida, no tenemos motivo
para rechazar la hipotesis de que los factores causales que afectan a la variable sean
aditivos ¢ independientes y de igual varianza. Por otra parte, cuando encontramos desvie
ciones de la normalidad, esto puede indicar que ciertas fuerzas, tales como la seleccion
afectan a la variable en estudio. Por ejemplo, la bimodalidad puéde indicar una mezcla &
Muestras de dos poblaciones. La asimetria de los datos de rendimientos de leche pued

reflejar el hecho de que éstos fuesen registros de vacas seleccionadas y las vacas de esci%
produccion no se incluyeran en el registro,

3. Sisu : ” 2
i dﬂprlzf:]n;sin t:::; una distribucién dada es normal, podemos hacer predicciones ¥

ﬁ.i#;pln g apﬁmn.hlpﬂtesis basadas en esta suposicion. Més abajo se presentd %%
recordaran los d : \ '
Cuadro 3.2. La media atos de pesos de nifios varones chinos recién nacidos ilustrados en¢l

| de esta muestra de 9 465 : : nzas, }
T e pesos de recién nacidos es 109,9 onz#
_ desviacion tipica 13,593 onzas. Al extraer muestras al azar de las actas de naci o0

» ;eudl es la probabilidad de obtener un peso de 151 onzas 0
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g N A | P » . Y
o7 Este peso €s considerablemente superior g 1a media de nuest
f 51-1099 = 41,1 onzas, Sin e; I

ferencia | nbargo, no pode
iferencl a Aif : o POdemos consult; : s
j‘ 13 curva normal con una diferencia en onzas. Debe Itar la tabla de dreas
L

e AT maos H'pfﬁ{*ﬂr la di[cre“; . :

| q desviac *a para ¢ : cia, es deci
4ividirla por la dLSVH‘:w:_n, tL1pica para convertirla en ung desviacion tipificada, Al dividi Ir.
diferencia por la desviacion tipica obtenemos 41 1/ . 4 idir la

13593 =302 E ienifi
r [, Mo, Bsto significa que u
: e . : 3
oso de nacimiento de 151 onzas es 3,02 desvia S tipicas mayor que la cllm:diu

P 1 " 201 - .
endo que los pesos de nacimiento sigan la ley normal, podemos consultar la tabla

Supﬂﬂl : : .
de dreas de la curva normal (tabla II), donde €ncontramos un valor de () 4987 para 3.02
del drea de la curva se halla entre la

desviaciones tipicas. Esto quiere decir que el 49 87 o
desviaciones tipicas. A la inversa, 00013 6

media y un punto que dista de ella 3,02
3 . s [
02 desviaciones tipicas sobre la media. Asi, suponiendo

4 muestra, siendo la

cione

0.13 % del area esta mas alla de 3

yna distribucion normal de pesos .‘fll nacer, solamente 0,13 % 6 13 de los 10 000 ninos
tepndria un peso de 151 onzas o mas c'ffsranfe de la media. Es bastante improbable que un
solo item muestreado de esa poblacion se desviara tanto de la media, v si se hubiese
obtenido una muestra al azar de un peso de los registros de una poblacion no especificada,
pudiéramos por ello justificarnos al dudar si la observacion proviene en realidad de la
poblacion que nosotros conocemos.

La probabilidad anterior se ha calculado de una cola de la distribucién. Hemos hallado
la probabilidad de que un individuo sea 3,02 desviaciones tipicas mayor que la media. Si
no tenemos conocimiento previo de que el individuo sea mas pesado o mas ligero que la
media, sino que estamos interesados simplemente por lo que difiere de la media de la
poblacion, una cuestion apropiada seria: suponiendo que el individuo pertenezca a la
poblacion, ;cudl es la probabilidad de observar un peso de nacimiento de un individuo tan
alejado de la media en una u otra direccion? Esa probabilidad debe calcularse utilizando
ambas colas de la distribucion. La probabilidad anterior puede simplemente duplicarse
puesto que la curva normal es simétrica. Asi, 2 X 0,0013 = 0,0026. Esta también es tan
pequefia que podriamos concluir que un peso al nacer tan alejado como 151 onzas es
improbable que se haya originado de la poblacion representada por nuestra muestra de
nifnos varones chinos. i ST TR

De este ejemplo podemos averiguar un detalle mas importante. Nuestra h{Pﬂf;m.'}*’
sido que los pesos al nacer siguen la ley normal. Sin embargfh '-’{' exsmel de _I“ ?'S,t" N
de frecuencias del cuadro 3.2 muestra claramente que la distribucion e g ESI?'E'
chindose hacia la derecha. Aunque hay ocho clases sobre la clase media, sdolmnent;ia 33;'
seis por debajo de ésta. A la vista de esta asimetria, las conclusiones Tcr;iaenleuzlgliuladu
la distribucién no corresponderian necesariamente a la #gt{nda S sobre la media
que 0,13 % de los items se hallarian mis all de 3,02 desviaciones t:’:&;ﬂ items (14 + 5
lo cual corresponde a 151 onzas. En realidad nuestra muestra conti

- % z ] el mi u
* 1) después de la clase 147,5 onzas cuyo limite superior &2 lSl,bf: nnzasu 2.0':;51 deﬁlnns
que el peso al nacer para un solo individuo muestreado. Sin emDbargo, ems

: erado de la
7465 de Ia muestra, es aproximadamente el 0,21 %, mas del 0,13 % esp

_ om ¢so nico tan
distribucion normal. Aunque a pesar de ello seria !mprﬂb:sbal; ﬂn::';:f:lfpz’: el;s de normali-
frande como 151 onzas en la muestra, las conclusiones basacas

‘i na prueba determi-
d pudieran ser erroeneas si la pruhabilidad exacta f um!::f:l:dismg;nu !plutstrai hipote-
"4da. Nuestras conclusiones estadisticas solamente SO

%5 sobre |os datos.
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5.5 Desviaciones de la normalidad y métodos graficos

En muchos casos una distribucion de frecuencias observada se desufiaré evidentemente de
ls normalidad. Subrayaremos dos tipos de desviacion de la normalidad. Uno es la dising.
Irig que es otra forma de denominar la asimetria; disime:trf‘:a §ig:njﬁca que un extremg g,
la curva se alarga mas que el otro, En tales curvas no coincidiran la media y la median,
Las curvas se denominan torcidas a la derecha o a la izquierda dependiendo de que g
alargue una u otra cola. El otro tipo de desviacion de la 'nn_rmalidad es la curtosis
apuntamiento de una curva. Una curva Jeprocurfica tiene mas items cerca de la mediy ,
en las colas, con menos items en las regiones intermedias, que una distribucién normal g
la misma media y varianza. Una curva platicurtica tiene menos items cerca de la media y
en las colas que la curva normal pero tiene mas items en las regiones intermedias, Up.
distribucion bimodal es una distribucion platicurtica extrema.
Se han desarrollado métodos graficos que examinan la forma de una distribucigy
observada para desviaciones de la nommalidad. Estos metodos permiten ademas estimacio.
nes de la media v desviacion tipica de la distribucion sin calculo.
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Porcentaje acumulativo en escala lineal
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Porcentaje acumulativo en escala probabilistica

Fig. 5.5. Transformacién de porcentajes acumulativos en escala de probabi
lidad normal. |
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Fz‘ 3.6. Ejemplos de algunas distri

(Para explicacion ver cuadro 3.5
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CUADRO 5.1 — 2 -

d de una distribucion de frecuencias y estimacion del

ara normalida Al :
Prueba grifica p plicacion del papel probabilistico aritmético,

la media y desviacion tipica. A

: _ ; o ol cuadr 3
Pesos de varones chinos recien nacidos en onzas, del cuadro 3.2,

La distribucion de probabilidad NOrmg,

(1) (2) (9) (4) (5)
Marca Limite Frecuencias Frecuenclas
de clase  superior urmmn:'um-u.t gcumulativas en h
y de clase / ) porcentaje
b 63,0 2 /. 002
“‘7|¢rl ;.1‘!1' Iy 'y “{lh
750 79.5 KL b (0,560
3.0 K7 .;rl 38D 442 1.0
01,6 06,5 888 1320 13,9
y ¢ 5
UURE 03,5 17249 3049 42,2
107 5 1115 2240 YA AL
115,5 119,5 2007 7200 77,
24,0 127, 243 K520 001
et ® *i .
131,5 15,5 (41 0170 06,4
1305 143.,5 201 037 04,0
| 1475 151,56 74 0445 00,74
155,50 150,50 14 U450 09,01
I 163,05 167 5 0 HELIE RS
171,56 175,5 1 0465 100,0
UG

Ltapas del caleulo
1. Preparar una distribucion de frecuencias como se indica en las columnas (1), (2)

y (3).

2. Formar una distribucion de frecuencias acumulativas como Se

indica en la co-

lumna (4). Se obtiene por suma sucesiva de las frecuencias. Fin la columna (5) s
expresan las frecuencias acumulativas como porcentajes de) tamano total de la
muestra n, que en este ejemplo es 9.465, Por lo tanto, son log valores de 1a
columna (4) divididos por 9.465.

3. Representar graficamente ¢l limite superior de cada clase a lo largo de la abscisd
(en escala lineal) frente al tanto por ciento de frecuencia acumulativa €n la
ordenada (en escala probabilistica) en papel probabilistico normal (ver Higurd
5.7). Se ajusta 4 ojo una linea recta a los puntos, preferiblemente valiéndose d¢
una regla de plastico transparente la cual permite que se vean todos los puntos
conforme se traza la linea. Una vez dibujada la linea, la mayor parte de los pﬂ-!'-';
deberiin distribuirse sobre los puntos entre las frecuencias acumulativas del 25 s
al 75 % Esto es asi porque una diferencia de un solo item puede HUP“‘}”
cambios apreciables en los porcentajes de los extremos. Observamos que ae
frecuencias superiores se desvian a la derecha de la linea recta. EStO €5 tipico
los datos que son sesgados a la derecha (véase figura 5.6D).

8 Jistribucion de probabilidad normal

T grifica permite la estimacion ripida de " 87
muestra. La media se aproxima por una estimacion graf;
(o mas normal sea la distribucibn, mis mbxim:lailﬂralu_:a de lg mediana, Cugn.
mediana se estima bajando una perpendicular dtsflmudl-ana estard la mtdi;;, Le
50 % de la ordenada con la curva de frecuencig a'-: W interseccibn de| punto
(véase hgura 5.7). La media estimada, 1107 Gmf“mula[wa_ hasta la abscisa
media calculada, 109.9 onzas, | A% €5 bastante proxima a |y

ACion tipica de Ung

s Una estimacion de la desviacion tipica se obtiene by
. _ . |
res desde las intersecciones de los puntos 159 % y Ldﬂt:u%p::}m;idmullms simila-
tiva. respectivamente. Estos puntos encierran 1a Puréiﬁn dcnu; W i
representada por A t 0. Midiendo la diferenciz entre estas p::p::::':: I11:'Tmnl
ulares y

dividiendo por 2, obtenemos una estimacion de la desviaci
eiemplo el valor estimado es s = 13,6 ya que la diferencia s 2
por 2. Esta es una justa aproximacion al valor calculado de 13

On tipica. En este
7,2 onzas divididas
59 onzas.
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porcentajes. La pendiente de la ::urva_acumulatig refleja ¥05 cambios en altyy, de |
distribucion de frecuencias en la que esta basada. Asi, la penc!wnte del segmento me dio da
la curva normal acumulativa corresponde a la altura relativamente mayor de |, Eur:
normal en torno a su media. En las figuras 5.4 y 5.5 la ordenada e;ta en escala lineg) Ut:
escala posible es la escala de probabilidad normal (con frecuencia llamada SimPlEmem:
escala probabilistica), que puede originarse Pﬂjaﬂdﬂ I3'E"'l3"*-"'“i"‘3'-'I3""3'5 desde la cury, aon.
mulativa normal, correspondientes 2 determinados porcentajes en la ordenads, hasta |
sbscisa (como se observa en la figura 5.5). La escala representada por la abscisa Wfﬂpen;
la no linearidad de la curva scumulativa normal. Reduce la escala en tormo a la megi, yl;
ensancha en los porcentajes acumulativos bajos y aitf:rs‘ Esta escala puede hallarse ep, pépﬂ
milimetrado probabilistico normal o aritmetico (o simplemente papel probabilisticg), que
ralmente se puede conseguir. Usualmente este p;fpel tiene e! margen largo gradyag,
en escala probabilistica, mientras el margen corto estd en escala lineal. Notese que ng j,
antos 0% ni 100 % en la ordenada. Esto no es posible ya que la distribucién normg] 5
axtiende del infinito negativo al positivo, y por muy larga que hiciésemos nuestra line;
nunca alcanzariamos los valores limitantes de 0 % y 100 %. Si representamos graficaments
una distribucién normal acumulativa con la ordenada en escala probabilistica normal
corresponderd exactamente a una linea recta. La figura 5.6A muestra dicha grifica trazs.
da en papel probabilistico. El cuadro 5.1 muestra como utilizar papel probabilistico para
examinar una distribucién de frecuencias con respecto a normalidad v como obtene;
estimaciones graficas de su media y desviacion tipica. El método es mas eficaz par
musstras medianamente grandes (n>>50); no permite la representacion grafica de la
Gltima frecuencia acumulativa, 100 %, puesto que corresponde a una distancia infinita de
la media. Si interesa representar todas las observaciones, se pueden llevar al eje de ordena
das, en lugar de las frecuencias acumulativas F, la cantidad F' — 7 expresada como porcen-
tzje de n
La figura 5.6 muestra una serie de distribuciones de frecuencias que se desvian diferen-
temente de la normalidad. Estin representadas grificamente como distribuciones de fre
cuencias ordinarias con la densidad en una escala lineal (la ordenada no se indica) v como
distribuciones acumulativas en papel probabilistico. Son dtiles como pauta cuando s
examina la distribucion de datos en papel probabilistico.

Ejercicios 5

5.1 Realizar las operaciones siguientes con los datos del ejercicio 2.4. a) Si aun no ¥
ha hecho, hacer una distribucion de frecuencias de los datos y representarla grafr
camente en forma de histograma. b) Calcular las frecuencias esperadas paré cads
clase basadas en una distribucion normal con p =Y y0=s ¢) Represent
grificamente las frecuencias esperadas en un histograma y compararlas con 1
observadas. d) Comentar ¢l grado de concordancia entre frecuencias observadas ¥
esperadas, =
m“"}“ las operaciones indicadas en el ejercicio 5.1 con los datos trﬂﬂ!f“““'d

en el ejercicio 2.6. e
Supbngase que la longitud del pétalo de una poblacion de plantas de 13 EFP’E‘? 4
w e normalmente con una media de 1 = 3,2 cm y una desviacion tp

12 Jistribucion de probabilidad normal

" 1
n

de 0 = 1,8. ;Qué proporcién de 15 poblaci¢
longitud a2) mayor que 4.5 ¢m, b) Mmayo =
LUCION a) = 0,2353,b) = 0 7845 y cj:—r.
Hacer un analisis grafico de |os datos de
3.3, utilizando papel probabilistico. Adems:

bilistico con la abscisa en unidades loparisoa: r los datos en
[ - B a E
dos analisis. Ogaritmicas. Com Papel proba

dos con parémetrﬂa Ly = 28,6, O4 =48
individuos al azar. ;Cual es la probabilidag de obt
individuos sean menores que 20 para los do e

5  Ogas
de que al menos uno de los individuos ses caracteres? ;Cuil es la probabilidad

mayor que 30 para el caricter B7

Valiendose de la informacic :
on dada en el cuadro 3.2, jcuil es la probabilidad de

vo? Cuil es esta probabili-
n segin la ley normal?

obtener un individuo con un peso de nacimiento negati
dad si suponemos que los pesos de nacimiento se distribuye




Capftulo ¢

Estimacion y contraste de hipdtesis

En este capitulo ofrecemos respuesta a dos cuestiones estadisticas fundamentales que
cada bidlogo debe responder repetidamente en el curso de su trabajo: 1) ghasta que punto
son fiables los resultados que hemos obtenido? y 2) ;hasta qué punto es probable que las
diferencias entre los resultados observados y los esperados en base a una hipétesis, se hayan
producido solamente por azar? La primera cuestion, acerca de la fiabilidad, se soluciona
por medio del establecimiento de Iimites de confianza para los estadisticos de muestra. La
segunda cuestion introduce el contraste de hipotesis, Ambos temas pertenecen al campo
de la inferencia estadistica. La materia de este capitulo es fundamental para la compren
sion de cualquiera de los siguientes.

En la seccion 6.1 consideramos en primer lugar la forma de la distribucion de medias ¥
su varianza. En la seccion 6.2 examinamos las distribuciones y varianzas de otros estadisti
cos. Esto nos lleva a la materia general de errores tipicos, que son estadisticos que miden
la fiabilidad de una estimacion. Los limites de confianza acotan nuestras estimaciones d¢
pardmetros de poblacion. En la seccion 6.3 desarrollamos la idea de limite de confianzd ¥
mostramos su aplicacion a muestras en que se conoce la verdadera desviacion tipica. Sit
embargo, usualmente tratamos con muestras pequefias distribuidas aproximadamente ¢
gn la ley normal con desviaciones tipicas desconocidas, en cuyo caso debe utilizarse la
distribucion 1. En la seccion 6.4 presentamos la distribucion . En la seccion 6.5 se sefiald
la aplicacion de 1 al cdlculo de limites de confianza para estadisticos de muestras peque
fias con desviaciones tipicas de poblacion desconocidas. En la seccion 6.6 se explica 0t
distribucion importante (ji-cuadrado) y a continuacion se aplica a la fijacion de limites de
confianza para la var lanza (seccion 6.7), La teoria de contraste de hipotesis se present® ¥
» mcibn P B aplica a varios casos que muestran las distribuciones f 0 ““““w
(seccion 6.9). Finalmente, la seccion 6.10 ilustra sobre contraste de hipOtesis pard varid
a5 por medio de la distribucion ji-cuadrado.

c imacion Y contraste de hipétesis
5
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6l pistribucion ¥ varianza de medias

estro estudio de la distribucion Y vananza de medias con un experimento

Hpﬂfmfﬂm 6.1. En el experimento 5.1 se pidi6 qUE se conservaran las medias de las

Gete muestras de 5 lunglluc:::s: d‘cl ala de moscas dﬂmésticas y las siete medias similares de
los rendimientos de lcche._ ﬂd*—“‘ﬂﬂ‘ COger estas medias de cada estudiante de una clase,
eunirlas con 10s resultados del muestreo de clases previas, y construir una distribucion de
frecuencias de estas medias. Para cada variable podemos obtener también la media de las
qete medias, que €S una_medla de una muestra de 35 items. Ahora haremos de nuevo una
ﬁaslributifm de frecuencias de esta medias, aunque se requiere un niimero considerable de

muestreadores para acu!nul;y un nimero PR oo rblede
distribucion de frecuencias significativas.

Fn latabla 6.1 se presenta una distribucion de frecuencias de 1 400 medias de muestras
de 5 longitudes del ala de moscas domésticas. Por el momento consideremos solamente las

TABLA 6.1

Distribucion de frecuencias de las medias de 1400 muestras
al azar de 5 longitudes del ala de moscas domésticas. (Datos
de la tabla 5.1.) Las marcas de clase se han elegido para que
den intervalos de % oy a cada lado de la media parametn-

ca M.
(1) (2) (3)
Marca de clase ~ Marca de clase
Y (en unidades
fenmm X 107" ) de oy )

30,832 —~3} 1‘1
40,704 —21 o
41,576 -2 i
42,448 =3 hs
43 320 ~] 5 i
44,192 "; 996

45,064 N -
= 45.5 : 254
M ""5.,1.]_"45‘93{,' :; 3:;1
46,505 l: 121

47,680 ' 61
48,552 A 23
49,424 2 6
50,206 St 1
51,168 3 T
1410

___.——-—'-——_-.-—
- e - l.?""

778 °r

¥ = 45,480 $ = L
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columnas (1) y (3). Realmente estas muestras no han sido obtenidas por alumpg de
bioestadistica sino por un computador digital, permitiéndonos reunir estos vajoe :
muy poco tiempo. Al pie de la tabla se d;.a ’supmedm y desviacion tipica. Estos Valores g,
representan graficamente en papel probabilistico en la figura 6.1. Nétese que I distrib,
cion aparece completamente normal al igual que la de las qledlas basadas en 200 Muestrs,
de 35 longitudes del ala sefialadas en la figura 6.2. Esto ilustra un teorema impurtamg
Las medias de muestras de una poblacion normalmente distribuida estan por sf Mismas
normalmente distribuidas independientemente del tamafio n de la muestra, As; Plles
observamos que las medias de las muestras de longitudes del ala se distribuyen nnnna];
mente tanto si estan basadas en 5 lecturas individuales como en 35.

[gualmente las distribuciones de las medias de los rendimientos de leche (figuras 6.3y
6.4), fuertemente sesgados, parecen acercarse a las distribuciones normales. Sin embargo
las medias basadas en cinco rendimientos de leche (figura 6.3) no concuerdan tanto con I::
distribucion casi normal como las medias de 35 items (figura 6.4). Esto ilustra otro
teorema de fundamental importancia en estadistica. Las medias de las muestras extraidas
de una poblacion de cualquier distribucion se aproximaran a la normal al aumentar el
tamaio de la muestra. !Est_e teorema, rigurosamente planteado (para el muestreo de pobla-
Efr:;:nt:u\i:;;nzrae Sii“l;;taé)l; se conoce como el teorema cen_rra{ a'e!_{fmfre. La importancia

que nos permite utilizar la distribucién normal para hacer

inferencias estadisticas sobre las medias de ] - :
: : poblaciones en las cuales los ite
distribuidos normalmente en su totalidad. O
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Longitudes del ala de moscas domésticas en unidades de oy

Fig. 6.2. Analisis grafico de las medias de 200 muestras al azar de 35 longitu-
des del ala de moscas domeésticas.
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Fig. 6.3. Analisis grafico de las m

edias de 1400 muestras al azar de
mientos de leche.
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§

94 sti
| E 95
. . o las desviaciones tipicas de las med;
5 00,9+ Notese 4 nores que las basad: as de muestras basadas en 35 ite
o 99, ~gderﬁb1ﬂmeme menores que 1as basadas en 5 items. Esto es también intuit: ms son
= mlfg Las medias basadas en muestras grandes deberian aproxi i mtun.twamgm,-_-
A o or tanto variaran mucho menos que las medias basad: e & ol e
= irica Y P _ de | St , asadas en muestras pequeias. Por
95 | 1o tanto; 12 Yarianas e las medias es parcialmente funcién del tamafio de las
& go |- las medias. También es funcion de la var ; muestras en
= a0 qllf 50 pasarn _ : a varianza de los items en las muestra
= I , rabla anterior, las medias de los rendimi - i
5 80 Asi, en la 1 o mientos de leche tienen una desviacion
5 intyll B tipica mucho mayor que 135 medias de las lungl?qug del ala basadas en tamafio de
o350 | muestra comparable, 51?113_&"1‘3"[5 POINLE la desviacién tipica de los rendimientos de
8 ;ﬂ - leche indwtd_uales (11,1597) es considerablemente superior a la de las longitudes del ala
=2 F ‘mdividuales (3,90). o
'; 10 F [os estadistiCOS matematicos han calculado ?1 valor E'_speradn de la varianza de medias.
= 5 | S entiende por valor g*Speradﬂ e_l valor medio obtenido por muestreo infinitamente
2 cepetido. Asi, si se extrajesen rependam_ente muestras de 2 medias procedentes de n 1tems
=l r » s calculase la varianza de estas @ medias cada vez, el valor medio de estas varianzas seria
2 1 valor esperado. Para 1a varianza de medias basadas en n items el valor esperado es
2 01 ;
P sy (g [ I e s W - - e _— 161]
u.' 3
==g=egh 1t E =3 4 ¥y
Rendimientos de leche en unidades de Oy Consecuentemente la desviacion tipica esperada de medias es
Fig. 6.4. Anilisis grafico de las medias de 200 muestras al azar de 35 rendi- a (6.2)
: O = —— T3
mientos de leche. ¥
En esta formula queda claro que la desviacion tipica de medias das t'u%ci:ﬁntde la i;ivizﬂ;
| "  a | ma
: _ _ _ tivica de items asi como del tamafio de muestra de las medias. Cuanto
Otro factnr}de importancia es que el rango de las medias es considerablemente menor tai:mﬁn de muestra. menor serd la desviacion tipica de las medias. De hecho, al aumentar
que el de los items originales. Asi las medias de la longitud del ala varfan de 39,4 2 51,6 sl de ues;:ra hasta un nimero muy grande, la desviacion tipica de las medias se
en muestras de 5 y de 43,9 a 47,4 en muestras de 35, mientras las longitudes individuales anula. Esto es muy razonable. Los tamanos de muestra muy grandes, promediando mu-
del ala varian de 36 a 55. Las medias de rendimientos de leche varian de 54,22 89,0 en ' s e M de medias menos variables que las basadas
uestras de 5 y d : ORI chas observaciones, producirian estimaciones de i
IIEHESs ot O y Gf 61,9 a 71,3 en muestras de 35, mientras los rendimientos de leche e11 U0 Pocos ftems
:qdmdyale*s estan comprendidos entre 51 y 98. No s6lo presentan las medias menos Gl et : N assttiage poblacién, naturalmente no coNOCEMOS ;u
dispersion que los items en los que estin basadas (fend facil d render §1 5 : A SR una estimacion de muestreo 5, de
ianes Un ' ; _ o nomeno 1dacl € Cﬂmp mﬂdm parametrlca SN0 que sﬂlamente pudﬂmﬂﬂ ﬂbtﬂnﬁr tras dE tﬂlﬂﬂﬂﬂ "
P poco ), sino que el rango de la distribucion de las medias disminuye al aumentar esta filt; , AR tuviésemos numerosas mues —
el tamafio de la muestra en la cual se basan ultima. Ademas, seria merubable Ll Thebiis de medias. Por lo tanto, ordinaria-
Las dif : 3 de las que calcular directamente la desviacion tipica d¢ : muestra (nica
dist 51, iferencias en los rangos se reflejan en la diferente desviacion tipica de est® mente tenemos que estimar la desviacion tipica de medias 3 Py G400
stribu ' it . : <tribu- :
_ ciones. _SI calculamos las desviaciones tipicas de las medias en las cuatro distribu utilizando la expresion (6.2) sustituyendo s por g
ciones en estudio, obtenemos los valores siguientes: ’ bac: (6.3)
8 : |
EP ==
Desviaciones tipicas observadas v
de distribuciones de medias !
g e . |y muestra, obtenemos U quﬂ:uf ;:
L . l, a partir de la desviacion tipica de und sola | ssemo0S 3 obtener un conl
Longitudes del ala 1,778 0,584 desviacion tipica de medias que esperariamos = ;- s de la misma Jacida Come
endimientos de lec : L nite
leche 5,040 1,799 Medias basadas en muestras de igual taman® ¥
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TABLA 6.2

Medias, desviaciones tipicas y desviaciones tipicas
de medias (errores tipicos) de cinco muestras al
azar de 5y 35 longitudes del ala de moscas domés-
ticas v rendimientos de leche de vacas Jersey, res-

jvamente. (Datos de la tabla 5.1.) Los valores
paramétricos de los estadisticos se dan en la sexta

linea de cada categoria.

(1) (2) (%)
Y " iy
Longitudes del ala

455 1,005 0,490
45,6 4,200 1,435
ne=5 436 4,527 2,159
44 5 4,764 2,141
46,5 1,005 0,490
u = 455 o = 390 op = 1,744
4547 3512 0,644
45,00 3,850 0,651
now35 4574 3,576 0,604
45,20 4,19% 0,710
45,91 4,055 0,66
u =455 o = 3.90 oy = 0,650

Rendimientos de leche

:?,g 6,205 2,775

f 4,278 1,913

nowj 67 .6 16,072 7,188
65,0 14,195 6,345

62,2 5,215 2,332

u o= 66061 o = 11,160 ap = 4001
65420 11,003 1,860

L 64,971 11,22] 1,897
66,543 0 475 1,687

Esrimﬂcjd” y contraste de hipétesis
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46,8, sus desviaciones tipicas de 1,095 3 4827 s
?35 medias de 0,490 a 2,159. ¥ la estimacién de |4 desviaci6n tipica de

desviacion tipica de pnlralaf:’ibn (como en la segunda muestra o & anaies
¢l estimador de la desviacion tipica de medias estd igualmente 4 :jﬁlﬂ;;ﬂ::limdepkc}w).

trico. : :
Hay cierta diferencia entre la desviacion tipica de items y la de medias de muestreo. Si

estimamos una desviacion tipica de poblacién por medio de la desviacion tipica de una
muestra, la magnitud de la estimacién no cambiari al aumentar el tamafio de muestra.
Podemos esperar que la estimacién mejore y se aproxime a la desviacion tipica de la
poblacién. Sin embargo, su magnitud serd la misma si la muestra estd basada en 3, 30 6
3000 individuos. Esto puede verse claramente en la tabla 6.2. Los valores de s se aproxi-
man mis a o en las muestras basadas en n = 35 que en muestras de n = 5. Pero la
magnitud general es la misma en ambos ejemplos. Sin embargo, la desviacién tipica de
medias disminuye al aumentar el tamafio de muestra como se deduce de la expresion
(6.3). Asi, las medias basadas en 3 000 items tendrin una desviacion tipica solamente la

décima parte que la de medias basadas en 30 items. Esto es evidente segin

8 3 L)

V3000 V30 x V100 V30 X 10

Puesto que nuestras desviaciones tipicas de muestra presentan cnnr_idcrdblu variacion
(véase tabla 6.2), las estimaciones de las desviaciones tipicas de las medias varian también
en consecuencia. Una estimacién defectuosa de o daré lugar a una mala estimacion de 0y -

6.2 Distribuci6n y varianza de otros estadisticos

Lo mismo que hemos obtenido una media y una desvi !;;e:fﬂi:&om;mnl:ﬁn otrt

longitudes del ala imi de leche, podriamos mediana

y rendimientos de leche, : ficiente
m?di!ticos de cada muestra, tales como una mﬁl mmm distrib i::: ::l ﬁacwmit
Variacion. Tras repetido muestreo y célculo obtendriame m“;mqﬂm
Para estos estadfsticos y podriamos calcular sus deVisBRPS 00y estadisticos se

UIgunos casos, co ianza ' . 5 varianzas de
. como en las varianzas, sU T de las varianzas
by g oc en la figura 6.5, a cual muestra una distibucion de oVl oL g a s
: 00 muestras de longitudes del ala de o8 aracteristico

de ‘m‘i‘a Efumamnt: inclinada a la

WOxaL __ 4
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[0S erOres t-ipim5+ ‘e Dbtiene[} usualmente de ypg distribucion d
muestreo repetido, SINO QuE se estiman a partir de una sola mul:sTme s,
desviacion 11pica esperada del estadistico en caso de que se hubiesen {,rEPW‘SEntan la
imero de tales muestras. Se recordard que en la seccién previa hemﬂf ‘f“‘d“ un gran
modo el error t1picO de una distribucién de medias 2 partir de una sola m::s ltmadﬂ b
i El cuadro 6.1 presenta los errores tipicos de cuatro estadisticos cnmun:: IIISL I
aa (1) se encuentra el estadistico cuyo error tipico se des . En la colum-

az : _ _ cribe; la columna (2) muestra I;
formula para el error tipico estimado; la columna (3) da los grados de libertad en los :u:

osti basado el error tipico (su aplicacion se explica en la seccion 6.5): la columna (4)

ofrece: ODSEIVAZIDNIES SORIE E]. rango de aplicacion del error tipico. Las aplicaciones de
astos errores t1pIcos se aclararan en las secciones siguientes.

100 =

Frecuencia

| | ] ; | ; ! i | i e w— i 1 i
3.50 1141 19,02 26,62 34,23 41,83 40,44 57,04 64,65 __ CUADRO 6.1
SE

0

| i i 1 L i Jf | i | i T i ! i | [, £ »
. es tipicos de estadisticos usuales
Ps SoTEps =gl gESNGC-9T T 14 16 18 Errores tip

(n — 1)§°/a* (1) (2) (3) (4)
Fig. 6.5. Histograma de varianzas basadas en | 400 muestras de 5 longitudes
del ala de moscas domésticas de la tabla 5.1. La abscisa se da en términos de 5 R

= '|
y(n — 1}5'2/02- . 8 Sy \/s’

1 Y F = —= = —= = = n —1 Valido para cualquier poblacion

Estadistico  Estimador del error tipico gl Rangos de aplicacion

Vol Y 2 con varianza finita.

Las desviaciones tipicas de diversos estadisticos se conocen generalmente como errore: 2 Mediana Smea = (1,2533)s7 n—1 Muﬁﬁtriﬂs grandes de poblaciones
tipicos. A veces los principiantes se desconciertan por una distincion imaginada entr ROSIRMES: |
desviaciones tipicas y errores tipicos. El error tipico de un estadistico tal como la medi 3 § s, = (0,7071068) —= n — 1 Muestras de poblaciones normales.
(6 el CV), es la desviacion tipica de una distribucion de medias (o de coeficientes d n (n'>19)
varia_ciﬁl}) para muestras de un determinado tamafio n. Asi, los términos error tipicoy ., v : mr)z © 1 Muestras de poblaciones normales.
de:s'flacmn tipica se utilizan como sindnimos con la siguiente excepcion: no e€s habitual | A G o o \}1 Ep (i'rﬁ
utilizar error tipico como sinénimo de desviacién tipica de los items en una muestra® SR T4
poblacion. El error tipico o la desviacion tipica tienen que ser cualificados para hacef | sov ~ L}— n — 1 Utilizado cuando CV'< 13.
referencia a un estadistico determinado tal como la desviacion tipica del CV que € lo :}n . — ST e e

mismo que el_erfur tipico del CV. Convencionalmente, el término “‘error tipico™ uti]izad_ﬂ ;
sin minguna limitacion significa error tipico de la media. “‘Desviacion tipica’, usada st 6
restriccion significa generalmente desviacion tipica de los items en una muestra O poble 3 Introduccién a limites de confianza

cion. Asi, cuando se lea que en una tabla se muestran medias, desviaciones tipicas, error® < obtenido, tales como 1as medias o las

Los diversos estadisticos de muestra que hemo

tipicos, y coeficientes iacic o L i Sticas, : ion w 0 0, respectiva-
desviacinies e ded;gﬁ::ﬁt{:;t:;t;smdgmﬁ_ca‘que se Prese:l'ltan medﬁs a?imﬂﬁrilurﬂ | desviaciones tipicas, son estimadores de los ?la;am;lztm;ti: ﬁ?,ﬂﬂe :l Eo arimes igis
. ; p esviaciones tipicas de sus medias (= = mente, H iscutido la fiabilidad ¢¢ : :
tipicos de medias) asi como coefici ! “ $rin0s | - Hasta ahora no hemos discull : sesgados de los parame-
cientes e térmuin® | : ok madores no -
puede ser Gitil: de variacién. El siguiente resumen de deseamos saber si los estadisticos de muestra _siun;;ﬂ pseipshe ciemplo que ¥ esun
::F de poblacion, como se discutié £0 & gecgun gz;siaria hallar hasta qué punto €3 fiable
‘mador no sesgado de u no es suficiente. INOS . Gampre permanecen
iacion tioi - : casi siempre Perie
&s"'{‘“fﬁ“ tipica= 8 = V¥ y?/(n — 1) “na medida de p. Los verdaderos valores de lof mr:tadiﬂim muestral fjdndo-
esviacion tipica de un estadistico St *sconocidos y ordinariamente estimamos 13 fiabilid
= €rror tipico de un estadistico St = 8s ¢ limites de conf con ¢l caso infrecuente
Erfﬂflf i L= p i nianza. musammtnﬂl' _ y o
PICO = error tipico de una media 13 iniciar nuestra discusion de este asunto ocidas, # ¥ &

i vt . Sy Pt tricas son con
= desviacion tipica de una media = 8y % una pablacion cuya media y desviacion e parar
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“te. La media de una muestra de 7 items se 5@mhﬂliza_ por Y. El error tipj,
la media es o/y/n. Como hemos Visto, las medias estaran nﬂrmalfneme distri.
tanto. segiin la seccion 5.3, la region desde 1.960/+/n por debajo de y hag,
. ye el 95 % de las medias de muestreo de tamafio n. Oty
forma de establecer esto €s considerar la razon (Y — _u)/(ﬂ;’\/@. _Esta es la desviacigp
tipica de una media de muestreo respecto a lla -medla Pp{lrametnca. Pﬂuestn que estip
“ormalmente distribuidas, el 95 % de tales desviaciones tipicas se hallaran comprendida
entre —1.96 v + 1.96. Podemos expresar simbdlicamente este enunciado como sigue:

respectivame
esperado de

buidas. Por lo :
1 96a/+/n por encima de p inclu

[l pae s Rt o yigal & glo8
F'i-h 1,96 = ﬂ-if‘\./-]'_] — 1 |;

Esto significa que la probabilidad P de que las medias de muestreo Y difieran de la media

paramétrica ¢ en no mas de 1,96 errores tipicos o/x/n es igual a 0,95. La expresion entre
corchetes es una desigualdad, en la cual todos sus términos pueden multiplicarse por o/y/n

para dar
(—1960/Va < (¥ — p) < +1,960/Vn}

Podemos volver a escribir esta expresion como
{—1,960/Vn < (s — ¥) £ +1,960/Vn}

porque —a < b < a implica que 2 > —b > —a, que puede escribirse como — < -b<a.Y
finalmente podemos pasar —Y al otro lado de los signos de desigualdad lo mismo que en
una ecuacién podria pasarse al otro lado del signo igual. Esto da la expresion final
deseada:

1,960 1,960 6:4)
PiY — <p=<Y + - = (
0
(6.43)
P{Y — 1,960y < 4 < ¥ + 1,960y} = 0,95
ﬂmﬂﬂﬂ{

Esto guiere _decir que la probabilidad P de que el término Y — 1,960y sea igual &s
que la media paramétrica Ky que el término ¥ + 19607 sea igual o superior 4w ples
0,95. A los dos términos Y — 19607 v Y + 19607, Ly v L, r&s;:ectivamente’se
llama limites de confianza inferior y superior de la media al 95 %. o 5l
Otr? forma de establecer la interrelacion indicada por la expresion (5-43) & ‘qu
nbtuVlé_sel_nDS repetidamente muestras de un tamafio n de la poblacion y constriy . s

' ; 1 @ Ly se llama intervalo de confianza.
Si no se estd satisfecho al obtener ¢l mntervalo de confianza que contiene d la

verdad®
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7 s S€ Eﬂlcu]ﬂ .
7Y~ 2,5760//ny Ly =Y +2.5760/5/n como limites de conﬁaizlzsilfasl'ic::];]gll&gs.‘c"
rior,

_.ctivamente. En este caso, 99 de cada 100 interyal :
;ﬁ;w repetido contendrian a la verdadera media. EJ 1?:'1:; ifl[::f::]nf denhct::il?:szapm
nis amplio que el del 95 % (ya que hemos multiplicado por un coeficiente ma ;?
«odavia no se estuviese satisfecho con la fiabilidad de dicho limite de confianza, uyur)- Si
umentar multiplicando el error tipico de la media por 3,291 para obtener los lfm;t’::lm
-onfianza al 99,9 %. Este valor (6 3,890 para limites del 99,99 %) podria hallarse :
iterpolacion inversa en una tabla mas amplia de dreas de la curva normal. El nuggn
coeficiente haria ain mas amplio el intervalo. Obsérvese que es posible construir interva-
los de confianza que se espere contengan a u un porcentaje de veces crecientemente
superior. Primero se esperaria estar en lo cierto 95 veces de cada 100, luego 99 de cada
100 y finalmente 9 999 veces de cada 10 000. Pero conforme aumenta la confianza, la
afirmacion se hace mas imprecisa ya que el intervalo de confianza se extiende. Vamos a
examinar esto por medio de un ejemplo real.

Obtenemos una muestra de 35 longitudes del ala de moscas domésticas de la poblacion
de la tabla 5.1 de media y desviacién tipica conocidas (1 = 45.,5), (¢ = 3,90). Vamos a
suponer que la media de la muestra es 44.8. Podemos esperar que la desviacion tipica de

medias basadas en muestras de 35 items sea oy = o/y/n = 3,90/4/35 = 0,6592. Calcula-
mos los limites de confianza como sigue:

el limite inferior es L, = 44,8 — (1,960)(0,6592) = 43,51
el limite superior es [, = 44,8 + (1,960)(0,6592) = 46,09

Recordemos que este es un caso infrecuente en el cual conocemos la w:l'dﬂd.m mecly o8
- P‘?b]a‘:if‘“ (u=455)y por ello sabemos que los limites de ‘“’“ﬁ“."” defnlmﬂ -
Media. Esperamos que el 95 % de los intervalos de confianza Obtcmdm'mdlg' estos
<Petido incluyan a la media paramétrica. Podriamos incrementar la fiabilida 7e6ﬂillﬂ
limites recurriendo a intervalos de confianza al 99 %, reemplazando 1_350 Pt 2ﬁnir una
“APresion anterior y obteniendo L; =43,10 y Ly =46,50. Pwmjnrm menos
;Eaﬂ“f confianza en que nuestro intervalo cubra a la media, mnmd-delmlfmm
=405 acerca del verdadero valor de la media debido a h e a:lnp??.w %, podriamos

=413 . _
ton ahgf?a cOntienen a la media de la poblamt?n !

Exper; ala de
4 iiei:len?ﬂ 6.2. Para las siete muestras de 5 longitudes ﬁl.:lf:l i
Tentg 6_1“5“35 similares de rendimientos de lech® '::‘:?95 % de la media

Pirg g (€CciOn 6.1), calcular limites de

la mgddi: Muestra Y para la muestra total basada ! .

lomggy; > N las desviaciones tipicas de estas po Indicar cudntos,

et %t:aa 0 = 3,90, rendimientos de leche 0= ”'1519:1); y repdimien |
? Clases de 1imites de confianza (longitudes o

A los
tems. Basar
en 351 :




timacion y contra ;

y n = 35) eran correctos, es decir, contenian a la media paramétrica de |a POblacis
Reiine tus.resultados con los de otros miembros de la clase. n,

Hemos ensayado el experimento con un computador para las 200 muestras g, 35
longitudes del ala cada una, calculando limites de confianza de la media Paramétric,
utilizando el error tipico paramétrico de la media, oy = 0,6592. De las 200 parale],s il
ordenada trazadas en los intervalos de confianza, 194 (97,0 %) cortan a la media paramé.
trica de la poblacion.

Para reducir la amplitud del intervalo de confianza tenemos que reducir el error tipico
de 1a media. Puesto que o7 = o/y/n, esto solamente puede hacerse reduciendo Ia desvia.
cion tipica de los items o aumentando el tamanio de muestra. La primera de estas alterp,.
tivas frecuentemente no es accesible. Si muestreamos de una poblacion en |a naturaleza
ordinariamente no tenemos medio de reducir su desviacion tipica. Sin embargo, en mu:
chos procedimientos experimentales podemos reducir la varianza de los datos. Por ejem-
plo, si estudiamos el peso del corazon en ratas y encontramos que su varianza es muy
grande, es posible que fuésemos capaces de reducir esta varianza cogiendo ratas de ung
sola generacion, en las cuales la variacion de peso del corazon seria considerablemente
menor. Asi, controlando unz de las variables del experimento se reduce la varianza de Iz
variable respuesta, el peso del corazon. Del mismo modo, manteniendo constante |z
temperatura u otras variables ambientales en un procedimiento, frecuentemente podemos
reducir la varianza de nuestra variable respuesta y por tanto obtener estimaciones mis
precisas de parametros de poblacion.

Una forma mds habitual de reducir el error tipico es aumentando el tamafio de mues-
tra. Segln la expresion 6.2 es evidente que el error tipico disminuye al aumentar n; por
consiguiente, cuando n tiende a infinito, el error tipico y las longitudes de los intervalos
de confianza tienden a cero. Esto concuerda con lo que hemos visto antes: en las muestras
cuyo tamano tiende a infinito, la media muestral tenderia a la media paramétrica.

Debemos evitar un error habitual al expresar el significado de los limites de confianza
de un estadistico. Cuando hemos establecido limites inferior y superior (L y Lz, respec-
livamente) para un estadistico, queremos decir que la probabilidad de que este intervalo
cubra 2 la media es 0,95, 6 expresado de otro modo, que por término medio 95 de cada
100 intervalos de confianza obtenidos del mismo modo cubririan a la media. No podemos
afirmar que hay una probabilidad de 0,95 de que la verdadera media esté contenida
dentro de un par determinado de limites de confianza, aunque esto pueda parecer que
dice lo mismo. La Gltima afirmacién es incorrecta porque la verdadera media €s un
parametro; de aqui que sea un valor fijo y por lo tanto esté dentro o fuera del intervalo.
No puede estar dentro del intervalo dado el 95 % de las veces. Es importante pues
aprender la exposicion y el significado correcto de los limites de confianza.

Hasta ahora solamente hemos considerado medias basadas en muestras normalmen’®
distribuidas con desviaciones tipicas paramétricas conocidas. Sin embargo, podemos &%
tender los métodos recién aprendidos a muestras de poblaciones con desviaciones tipicas

desconocidas pero en las cuales se sepa que la poblacion sigue la ley normal y las muestrﬂ;
sean grandes, es decir n 2 100. En tales casos utilizamos la desviacion tipica de muest’®
para caloular el error tipico de la media.

No obstante, cuando las muestras son pequefias (1 < 100) y no conocemos 12 desvi¥
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s desviaciones Y — unde _]as medias de muestrep respecto de
- distribucion nn_n?'aal estan ::lm_'malr@ante distribuidas. Sj es
por I desviacion tipica parametnca,_{i" — W)/oy siguen estando normalmente distribui-
tas con f = Oy o= lLa sustraccion de la constante y a cada Y; es simplemente una
codificacion aditiva (seccion 3.8) y no alterard la forma de la distribucién de medias, que
. normal (seccion 6.1). Dividiendo cada desviacin por la constante oy la varianza se
reduce a la unidad, pero proporcionalmente lo mismo para la distribucién total, de modo

la media paramétrica de
tas desviaciones se dividen

99,9
99 |

90 |-
o0

0 -
VI
59 T s
40
30

Frecuencia

3

Porcentaje acumulativo

0,1+ —I_
U
e — ::(_*"'{T ;

“alculada para 1 400 muestras de S longitud

'presentada como un histograma y com Lh

Mulativa, La ordenada de la derecha “Pmﬂnl:iﬂ en escala probabilistici
ma, la de la izquierda la frecuencia acumula




(04 Estimacion y contraste de hfpdfﬁs,-'a
que no se alterasu forma y una distribucion previamente Igﬂrmal continia de igyg
Si, por otra parte, hubiésemos calculado la varianza s; de cada muestra y I g
cada media ¥; como (Y; — #)/s¥,. donde sy, representa el estimador del ery
de 1a media de la muestra 7, habriamos encontrado que la distribucion de las de
es mis abierta v aplanada que la distribucion normal. Esto se representa en la
que muestra s razén (¥; — 1)/sy, para las 1 400 muestras de cinco longitudes
moscas domésticas de la tabla 6.1. La nueva distribucion fluctia mas ampliamente que |y
distribucion normal correspondiente porque el denominador es el error tipico ge Miss
treo en lugar del parametrico,y unas veces serd menor y otras mayor que el esperado_ o,
aumento de variacion se reflejard en la mayor varianza de la razén (Y - u)/sy I.:
distribucion esperada de esta razon es la llamada distribucion r conocida tambign coms
distribucion “de Student” cuyo nombre se debe a2 W.S. Gosset que la describig po,
primera vez publicando bajo el seudonimo “Student . La distribucion ¢ es una funcis;
con una formuls matemdtica complicada que no es necesario presentar aqui.

La distribucién ¢ comparte con la normal las propiedades de que es simétrica y g
extiende del infinito negativo al positivo. Sin embargo, difiere de la normal en que adopty
diferentes formas dependiendo del niimero de grados de libertad. Por grados de libertad
nos referimos a la cantidad # — 1, donde n es el tamafio de muestra en el cual = ks
basado una varianza. Se recordard que esta cantidad n — 1 es el divisor de una suma ds
cuadrados para obtener un estimador no sesgado de la varianza. El numero de grados de
libertad pertinente a una distribucion de Student determinada es el mismo que el de ks
desviacion tipica en la razon (Y — u)/s¥. Los grados de libertad (abreviado g/ o a veces g}
pueden vanar desde 1 a infinito. Una distribucion r para g/ = 1 es la que mas marcads-
mente se desvia de la normal. Conforme aumenta el nimero de grados de libertad, ks
distribucion de Student se aproxima a la forma de la distribucion normal (u=0,0=1)
cada vez mds, y en una grifica del tamafio de esta pagina una distribucidn ¢ de g/ =30
esencialmente indistinguible de una distribucion normal. Con g/ = =° la distribucion [ & la
distribucion normal. Asi podemos pensar en la distribucion 7 como el caso general.
considerando la normal como un caso particular de la distribucion de Student con g/ ==

Mody

5’.‘13%
OF tipigy
Siiacignﬁ
figura 64
del ala d,

. -
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. 6.7 presenta distribuciones 1 para 1 y 2 graq
Lfi :_;ﬁ?i@n de frecuencias normal. grados de libertad Comparadas con una

Hemos podidn utilizar una sola tabla para las dreas de la

: o . : curva normal codi
sumento en unidades de idesvlatmn Lipica. Sin embargo, como las dm:)ﬁmdn el
f{ﬁmn en su forma para diferentes grados de libertad. seré necesar - uciones f
| paﬁdﬂ correspondiente-en estructura a la tabla de areas o una tabla ¢
se .

e 8.1 are
ot de gi. Esto supondria juegos de tablas muy complicados y icils e P

tanto, 185 tablas ¢ ;ﬂ;i‘l’;{“g”“alﬂ S¢ preparan dife:iamemmte,

+artad v probabilidad como argumentos, v los valores corre ‘
djn!:i:nr; L:aspprt}babilidades infiican_el porcentaje del area en m?;n:uﬂl:]it:umz
L derecha € izquierda de la media) mas :illzi del valor indicado de r. Asi, buscando el valor
.ritico de  a und probabilidad P = 0,05 y gl = 3, encontramos ¢ = 2,571 en la tabla IIL
i:'ﬂmg ista es una tabla de c_lns colas, la probabilidad de 0,05 significa que habrd 0,025
12 drea en cada cola a partir de un valor ¢ de £ 2,571. Se recordari que ¢l valor corres-
condiente para infinitos grados de libertad (para la curva normal) es 1,960, En la tabla T
solo se presentan las probabilidades generalmente utilizadas. Se deben familiarizar com-
detamente con la busqueda de valores de r en esta tabla. Es una de las tablas de consulta
mas importantes. Un simbolismo completamente convencional es £, que representa el
lor ¢ de la tabla para v grados de libertad y proporcion @ en las dos colas (a/2 en cada
ana), el cual es equivalente al valor r para la probabilidad acumulativa de 1 — (a/2). Pana
familiarizarse con la tabla prociirese buscar algunos de estos valores. Por ejemplo, asegiire-
2 de que tg'ﬁm, fﬁﬁlﬂl: fnlu:[m], v tq.ﬁiﬂ] cnrreswnden 4 :.365 3,3‘” - :.?64 ¥ l.gﬁ‘l
respectivamente. ‘

Utilizaremos ahora la distribucion  para fijar limites de confianza a medias de muestras

pequefias.

de manejar. Por
L2 tabla I presenta grados

65 Limites de confianza basados en estadisticos de muestreo

Una vez conocida la distribucién ¢ podemos ahora fijar limites dc ?ﬂﬁ?ﬂ.ﬂl . étrica
de muestras de una distribucion de frecuencias normal, cuya dmmﬂ “Emf‘? zﬂt:n.,_ﬂl?
s desconocida. Los limites se calculan como Ly =Y~ tf'i'_uirlﬁtjl’it;s d-c

pana limites de confianza de probabilidad P =1 — @ e PT la expresion 6.4a como
%5 % utilizamos valores de fo0s(s—1] - Podemos volver a escrioit .

-] - 6.5

P{L!.'E-FEL'!}=P{?*—L;..n£rﬂﬂﬂy+ltl-—ﬂ'r} 1 —a (63)
cuadro .x expresion. Por medio de un
=i ﬁlmpmmuunejemphdcapmiﬁmmﬁ“&hmmfm

“Xperimento de muestreo podemos convencemos 8¢ ¥ T oo msimente
ﬁﬂﬁm_d,mmlmd,mmd,m
"R desconocida.

o
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CUADRO 6.2

.
Limites de confianza para .

| Longitudes del fémur de hembras apomicticas de afidos de los cuadros 2 | v3.1 ¥
= 4.004;s= 0,366, n = 25. :

e

@ es |y
tad:

Valores para la(,1y de una tabla t de dos colas (tabla IIl), donde 1 _
proporcion que expresa el grado de confianza y n — 1 son los grados de liber

h 4
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Longitud del ala
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15 1
14 1
131

e ——

| ————

——
——

——

——
——

——

———————

——
——

100

l Lo,0s24) = 2,064 Lo 010200 = 2,797

Los limites de confianza del 95 % para la media de poblacion, u, vienen dados por
las ecuaciones:

8
L (limite inferior) = ¥ —to,05tn—1) 5

_ 4004 — (2,054 %,’3%) — 4004 — 0,151
= 3,853
|
L5 (limite superior)= Y 4o.05(n_ o2
| 2 P 0,06[n—1] T
= 4,004 + 0,151
="4155
Los limites de confianza del 99 % son:
L] — Y

3
—to,01[24) =7
n

0,366

= 4,004 — (2,797 Wf}) = 4,004 — 0,205

= 3,799

Experimento 6.3. Repetir los calculos
6.3), pero basar los errores ti picos de las
cada muestra y utilizar el valor apropia

y procedimientos del experimento 6.2 (Sﬂcﬂ
medias en las desviaciones tipicas calculadasP

do en lugar de una desviacion tipica normal.

La figura 6.8

' §
; presenta limites de confianza del 95 % de 200 medias de muestreo d¢ 3.
longitudes

del ala de moscas domésticas, calculados con ¢ y sy en vez de con la U™

(en unidades de 0,1 mm)

Numero de pruebas

— -
o =3 0D
i Il '.I
————

(]
JLL

150 AN

————
| ————

——

Il
Il

Longitud del ala
(en unidades de O,1 mm)

L N
e = S
i Ll E

—

= =

Numero de pruebas

Fig. 6.8. Intervalos de confianza al 95 % de medias de 200 muestras de 35

longitudes del ala de moscas domesticas, ba_s.adas en errores tipicos de muestreo

sy7. La linea continua horizontal es la media paramétrica u. La ordenada repre-
senta la variable.

normal y 0. Observamos que 191 (95,5 %) de los 200 intervalos de confianza cortan a la
media paramétrica. * sti

Podemos utilizar la misma técnica para fijar li'rnite':-'. de 'cnnﬁanza a cuaﬂr;rﬂzitaﬂd:'iﬁ;
sempre que siga la distribucion normal. Esto se aplicard de rfI}-a nﬂlriamaifes de confianza al
los estadisticos del cuadro 6.1. Asi, por ajemp[m PﬁdE"?FZ “aée los cuadros 2.1y 3.1.
coeficiente de variacion de las longitudes del femur de andos

Estos se calculan como

i — 1 — a
n. Como el emor

= F"_-‘\E_-"' P

del coeficiente de variacio

donde : : 3 trico :
Jnde CVp simboliza el valor paramet 4o aproxims 4amente  C1

::lpmn del coeficiente de variacion correspon
“eremos como sigue:

100(0,3656) _ ¢13
= 7 4,004

100s

—

B

—
o

cv
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L, = CV — t ssr2018¢0y
= 9,13 — (2,064)(1,29)
= 0,13 — 2,66
= 6,47
L = CV 4 L gsp08¢y
= 9,13 4 2,66
= 11,79

Cuando el tamafio de muestra es muy grande o cuando o es conocida, la distribucidn e
efectivamente normal. Sin embargo, en vez de acudir a la tabla de areas de la cury
normal, de ordinario utilizaremos simplemente l.[., la distribucion ¢ con infinitos grados
de libertad.

Aunque los limites de confianza son una medida util de la fiabilidad de un estadistico,
ordinariamente no se expresan en publicaciones cientificas, citando en su lugar el estadis
tico * su error tipico. Asi, frecuentemente se veran encabezamientos de columna tales
como “Media * E.S.”. Esto indica que el lector es libre de utilizar el error tipico para fijar
limites de confianza si le interesa. Segln el estudio de la distribucion ¢ deberia quedar
claro que no es posible fijar limites de confianza a un estadistico sin conocer el tamano de
muestra n en que estd basado, que es necesario para calcular los grados de libertad. Asi, &
sumamente lamentable la citacion ocasional de media y errores tipicos sin expresar tam
bién el tamafio muestral n.

Es importante expresar un estadistico y su error tipico con un nimero suficiente d¢
cifras decimales. La siguiente regla empirica sirve de ayuda. Dividir el error tipico por
tres, sefialar el lugar decimal del primer digito distinto de cero del cociente; expresar ¢l
estadistico con ese nimero de lugares decimales significativos y poner un decimal mds
para el error tipico. Esta regla es bastante sencilla como lo demuestra un ejemplo. Si la
media y el error tipico de una muestra se calculan como 2,354 + 0,363, dividimos 0,363
por 3 lo que da 0,121. Por tanto la media deberia expresarse con una cifra decimal y el
error tipico con dos. Asi expresamos este resultado como 2.4 + 0,36. En cambio, § la
misma media tuviera un error tipico de 0,243, al dividir éste por 3 habria dado 0,081 e

primer digito distinto de cero habria estado en el segundo lugar decimal. Por lo tanto 1
media deberia haberse dado como 2,35 + 0.243.

6.6 La distribuci6n ji-cuadrado

3
Otra distribucion continua de gran importancia en estad{stica es la distribucion de X

(Iéase ji-cuadrado). Necesitamos aprenderla ahora en relacion con la distribucion ¥ 1M1

de confianza de varianzas,

h

, y contraste de hipétesis
109

Fig. 6.9. Curvas de frecuencia de la distribucion xl para 1, 2, 3y 6 grados de
libertad.

La distribucion ji-cuadr:'fldn es una fl}nciﬁn ::le d?midaq de pll;lu{t;?btﬂ;j:{:diﬁcl:ligﬁ m\:}u;s:
varian desde cero hasta el infinito positivo. Asi. a dlferencla {?e istri st
la funcion se aproxima asintoticamente al eje horizontal sélo en l; cola ETE dﬂ 3
curva, no en ambas colas. La funcion que describe la dis._tnb_aucu?{l X: € comp Wﬂh: yuna
se expondrd aqui. Como en ¢, no hay solamente una distribucién X’ émzsq;lu;ciﬁi el
distribucion para cada nimero de grados de libertad. Por lo tan:in* S
nimero de grados de libertad ». La figura 6.9 muestra funciones :;3 } B;Sl R r:I::rvas s
dad de las distribuciones x> para 1, 2,3 y 6 grados de libertad. INOtese 4 o mds 0 menos
marcadamente inclinadas hacia la derecha, en forma de L al principio, pe
acercdndose a la simetria para grados de libertad superiores.

Podemos generar una distribucion x* de una poblacion dola  la operacion (¥; —wo.
les. Se recordard que tipificamos una variable Y; 5“",‘#"““}_.0 _ u)/o. Imaginemos ahora
Vamos a simbolizar una variable tipificada por ¥ A mfn ol con media ¢ ¥ desviacion
Muestras repetidas de n variantes Y; de una poblacion nur en Y, como hemos definido
lipica 0. Para cada muestra transformamos cada varlﬂdf:ﬂ u;ﬂm e distribuirdn como una
™S arriba. Las cantidades 3- Y;* calculadas pard SCE oo mog volver a escrbif 3
¥ con n grados de libertad. Utilizando la definicion sy
V¥ como

de desviaciones L1picas norma-

(6.6)

zﬂ:(i’;-—nlj_}.im-—ul‘

:
ﬂ'l a
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Cuzndo sustituimos la media paramétrica y por una media de muestreo ep esta exp,
sion. se convierte en

Ly w-vy

(63

que es simplemente la suma de cuadrados de la variable dividida por una constans, L
varianza paramétrica. Otra forma comin de presentar esta expresion es i

(n — 1)8°
2 (6.%)

o

en la cual se ha reemplazado sirﬁplemente el numerador de la expresién 6.7 por n —
veces la varianza de muestreo, que naturalmente es la suma de cuadrados.

Si fuésemos a muestrear repetidamente n items de una poblacion normalmente disty.
buida. l2 expresion (6.8) calculada para cada muestra daria lugar a una distribucién
con n — 1 grados de libertad. Nétese que aunque tenemos muestras de n items, hemos
perdido un grado de libertad porque ahora estamos utilizando una media de muestreo e
lugar de la media paramétrica. La figura 6.5, una distribucién de muestreo de varianzas
tiene una segunda escala en la abscisa, que es la primera escala multiplicada porl:
constante (n — 1)/c°. Esta escala convierte las varianzas de muestreo s° de la primen
escala en la expresion (6.8). Puesto que la segunda escala es proporcional a 5%, la distribu-
cion de la varianza de muestreo servird para representar una distribucion de muestreo qus
aproxima ¥ . La distribucién es marcadamente inclinada hacia la derecha como se esperz
ria en una distribucion x*.

Las tablas ¥° convencionales, como se demuestra en la tabla IV, dan los niveles dz
probabilidad ordinariamente requeridos y los grados de libertad como argumentos, y l2 ¥’
correspondiente z la probabilidad y a los g/ como funciones. Cada ji-cuadrado en la tablz
IV es el valor de x* a partir del cual el drea bajo la distribucién x* para » grados ¢
libertad representa la probabilidad indicada. Lo mismo que hemos utilizado subindices
parz indicar la proporcién acumulativa del drea asi como los grados de libertad represent
dos por un valor determinado de ¢, los utilizaremos para x> como sigue: Xal! indica ¢
valor x* 2 la derecha del cual se halla la proporcién @ del drea bajo una distribucion X'
para » grados de libertad. J

Vamos a aprender como se utiliza la tabla IV. Al observar la distribucién de X
notamos que el 90 % de todos los valores de y%; estaria a la derecha de 0,211, P¢°
solamente el 5% de los valores serian superiores a 5,991. Los estadisticos matematic®”
han demostrado que el valor esperado de % (la media de una distribucion X ) es igi2! ®
sus grados de libertad . Asi el valor esperado de una distribucién % es 5. Cuand®
examinamos valores del 50 % (las medianas) en la tabla »2 , observamos que generalmer™
son inferiores al valor esperado (las medias). Asi, para 5%, el punto 50 % es 4,351. Est°
demuestra la asimetria de la distribucién x° , estando la media a la derecha de la mediz®™
En la proxima seccion se verd la primera aplicacion de la distribucion x* . Sin embargo: ©
més amplia utilidad se verd en relacion con el capitulo 13.

v
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6.7 _ : :

-5n anteror hemos visto que la razén (n — )2 /? se a: |
2 E:jums de libertad. Nos aprovechamos de este hecho al ﬁjar'iliﬂnhu}e como x* con i
=3

mites de confianzs 4 las
.,g;iﬂﬂ? ¢ lugar podemos hacer Ia siguiente afirmacién sobre 1 ragsn (n-1)¢/5

in — 1)s 3

2
< E:(n.l:t--i'_'

e

[ 2
P -“Lx;]- (a/2)) m—1] e — T

sibn es similar a la encontrada en la seccién 6.3 ¢ implica que Iz probabilidad P

gxpre > : S e
e e et 1 1551
Pi(n — )8/ samn-11 < 62 < (0 — De/xti-wma-1} = 1—a (69)
romo (n — 1)s* =Y y?, podemos simplificar la expresion (6.9) 2
P{Zy'*‘/ Xornin-1] < 0* < Ty /xa-wmiz-11} =1 —a (6.10)

Esia todavia parece una expresion complicada pero significa sﬂnc[!}_aj:rlentg que si m
fimos la suma de cuadrados 2_y* por los dos valores de x'=-1 que limitan | —a del irea
is1a distribucién x%.—11, los dos cocientes encierran el verdadero valor de la vananza 7

son una probabilidad de P=1 — . e
Un gjemplo numérico real aclarara esto. Supongamos que tenemos una ;lliﬂit;i e
bngitudes del ala de moscas domésticas con una varianza de muestreo des* = 13,52.5i

dzseamos fijar limites de confianza del 95 % para la varianza paramétrica, hallamos el

ralor numérico de la expresién (6.10) para la varianza ie ?use:tat; mtﬁmfms !:'.
2 suma de cuadrados para esta muestra: 4 X 1352 = 00 e o a5 %, en

‘ﬂm I’. 2 xil;.ﬂTf}['I: . CDmD s¢ ’ . h
e ﬂﬁfﬂ iﬂi 0,3{;5. Estos valores de ° abarcan entre ellos el 95 % del drea bajo

s = on
aurva y* . Corresponden a 11,143 y 0,484, respectivamente, y los limites de la expresio
(6.10) s convierten entonces en

5, = ‘ﬁsm;“#
Ly =54,08/11,143 y L, =54
0
Ll =4 85 Y L1=lll-74
debemos olvidar que la varianza d¢

.
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CUADRO 6.3 e —— SR SSaa

Limites de confianza para o° . Método de intervalos de confianza imparciales g,

minima amplitud.
Longitudes del fémur de hembras apomicticas de afidos de los cuadros 2.1y 3 1.,

= 25; 5 =0,1337.
Los factores de la tabla VII para v = n — 1 = 24 gl y coeficiente de confianza (] -
)= 0,95 son
fi = 0,5943 f» = 1,8763
v para un coeficiente de confianza de 0,99 son
fi = 0,5139 fa = 2,3513

Los limites de confianza del 95 % para la varianza de la poblacion, vienen dados por
las ecuaciones

L = (limite inferior) fis® = 0,5943(0,1337) = 0,07946
L, = (limite superior) fus*® = 1,8763(0,1337) = 0,2509
Los limites de confianza del 99 % son
Ly = fi#* = 0,5139(0,1337) = 0,06871
L: = f* = 23513(0,1337) = 0,3144

M

El método descrito mds arriba se denomina método de colas iguales porque en cad:
cola se sitlia el mismo valor de probabilidad (por ejemplo, 2 % %). Puede demostrarse que
en vista de la asimetria de la distribucién de varianzas, este método no produce los
mte:valns de confianza mds cortos posibles. Puede desearse que el intervalo de confianz
sea “el méds corto” en el sentido de que la razén L, /L, sea lo mds pequefia posible. E
cuadro 6.3 muestra como obtener estos intervalos de confianza imparciales mds reducidos
para o° utilizando la tabla VII, basada en el método de Tate y Klett (1959). Esta tabla &
l(n ~ _l)fxg{--l_] , donde p es un valor ajustado de a/2 6 1 — (a/2) designada para produw
05 mas cortos intervalos de confianza imparciales. El cdlculo es muy simple.

6.8 Introduccién al contraste de hip6tesis

]I.: aplu;ac?&n mas fm:uentf de la estadistica en investigacion biologica es probar -
ipdtesis cientificas. Los métodos estadisticos son importantes en biologia Porq""': psita
mm;nmu los rfnfltzdm de experimentos no estdn bien definidos, y por tanto s¢ 1

pruebas estad isticas para confirmar decisiones entre hipétesis alternativas. Uns Pm%’
md.fltmd:xamm una serie de datos de muestreo, y sobre la base de una dmﬁb“ﬂ’:
ﬂpundar Ml:: datos segln una hipitesis determinada, lleva a la decision de mg“;:
Iumdﬂm hlp_éom Y aceptar una alternativa. La naturaleza de las pruebas - de

y las hipotesis, pero es comfin a todas ellas la misma filosofia Fmﬂl

4n y contraste de hipétesis
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;gntrﬂlﬂg da a continuacion porque es fundamenty] para g:lﬁ dewmdl!nemhm
3 jtulos qu€ siguen en este libro. mprender cada ung de los
s

rfa refrescar la memoria sobre la muestra de 17
;;:,]ﬂ 14 eran hemliij(a! y ?lma‘:hméai:tm datos fue:on :ni:maleg dxm A, de
| distribucioén binomial presen en la seccié <N TESpecto 2 sy
joste 2 : esta tabla sacamos la conclusién d : 4*'2 sic0 anili'mu muestra en Ja
ub;,:,.s.De , € que Illapfmmde

ucion fuese 1:1 (p@ = g =0,5), la probabilidad de obtener e
,ﬁmg y 3 hembras sera 0,005188, lo que hace muy improbabll:umm con 14
;mlim obtenerse solo por azar. Vimos que es convencional incluir to(?: I..;l:.:l resultado
s—_— decir, todos los que se alejan alin mds del resultado Wumltadm
stesis po = 44 = 0,5. Incluyendo todos los resultado "
hip0 . 5 peores la probabilidad e
1006363, un valor todavia muy pequefio. El cilculo anterior estd basado en la idea de
m prueba de una cola, en el cual sélo estamos interesados en las desviaciones de la
soporcion de sexos 1 : 1 que muestran una preponderancia de hembras. Si no tenemos
pejuicio sobre la direccion de las desviaciones de lo esperado, debemos calcular la proba-
idad de obtener una muestra tan divergente de lo esperado como 14 hembras y 3
machos en una y otra direccion. Esto requiere la probabilidad de obtener una muestra de
j hembras y 14 machos (y todas las muestras pcom)odeobmulnmbmy;?
mho'.l(y todas las muestras penfe:s). Eﬂa pl:ueba es_dc dos colas y como la distribucién
uw duplicamos la prqt!abmdad ducutlda previamente para dar 0,012726.

[Qué significa esta probabilidad? Nuestra hipGtesis es que pg = 4g = 0,5. Vamos a
lmar a esta hipotesis Ho, la hipotesis nula, que es la que se contrasta. Se le llama
EPOW nula porque supone que no hay diferencia real entre el verdadero valor de p en

poblacion de la cual hemos muestreado y el valor hipotético de p = 0.5; por gjemplo,
'“l“f?mnte pensamos que la Gnica razbn de mmwwmm
f_“:g"mﬂ de sexos 1 : 1 es por causa de error de muestreo. ﬁhmt::ﬂmﬁ“qg
=05 es cierta, entonces aproximadamente 13 muestras entre 1000 serin tan desviantes
“”1 qu¢ Esta en una u otra direccién solo por azar. Asi, s completamente posible que
Wobable logrado por azar una muestra de 14 hembras ¥ 3 machos, pero no s muy
%loéﬂqueunmcmtandemanmmlmm |

;11,3%& las veces. Si efeﬂhmeﬁuobm;d

s decisiones. Podemos decidir que mlﬁﬁ' | orecisamente
Proporcion de sexoses1: 1)y quehmuitlmbtenﬂiwﬂ""“
la cola de la distribucién, 6 podemos decidir que Uié
demasiado improbable para justificar 12
decidir que la
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: ones correctas, aceptar una hipdtesis nula cierta y rechazar upg ;.
::51{;5 fﬁm(feffﬁ;z tipos de errores, tipo I, rechazar una hipotesis nula cierts, ; !E;f;}l
aceptaf una hipétEEiS nula falsa. . ) _ '

Antes de realizar una prueba tenemos que‘c’femdu queé magnitud de error g, tip |
(rechazo de una hip6tesis cierta) vamos a permitir. Incluso cuando extraemos MUestry, g,
una poblacion de parametros conocidos, siempre habrd algunas muestras que por Cam
dad sean muy desviantes. Las mas desviantes de éstas es p_rubabl? que nos induzcap , E’ﬂ.’ﬁ;
haciéndonos creer que nuestra hipotesis fo €S falsa. Si permitimos que un 5 g, lu
muestras nos lleven a un error del tipo I, entonces rechazaremos 5 de cada 100 MUuestrs
de la poblacion, decidiendo que éstas no son de la poblacion dada. En la distribucigy que
se estudia, esto significa que rechazariamos todas las muestras de 17 animales que tuyie,
sen 13 de un sexo y 4 del otro. Esto puede verse recurriendo a la columna (3) de I tably
63, donde se muestran las frecuencias esperadas de los diversos resultados segyp |,
hipotesis po = g3 = 0,5. Esta tabla es una ampliacion de la tabla 43 anterior, que
presentaba solamente una cola de esta distribucion. Efectivamente, obtendriamos y;
error tipo | ligeramente menor del 5 % si sumdsemos las frecuencias relativas esperadas ¢
ambas colas, empezando por la clase de 13 de un sexo y 4 del otro. Segin la tabla 63
puede verse gue la frecuencia relativa esperada en las dos colas serd 2 X 0,0245209 =
0,0490418. En una distribucion de frecuencias discreta, tal como la binomial, no pods.
mos calcular exactamente errores del 5 % como en una distribucion continua, en la cual
podemos medir exactamente el 5 % del area. Si nos decidimos por un error aproximado
del 1 %, rechazariamos la hipétesis pg = g4 para todas las muestras de 17 animales que
tuviesen 14 6 mas de un sexo (en la tabla 6.3 vemos que la f. en las colas esigualal
0.0063629 = 0,0127258). Asi, cuanto mds pequefio sea el error de tipo I que estamos
dispuestos a tolerar, mds desviante tiene que ser una muestra para que rechacemos k

hipétesis nula Hy. De modo natural puede que se tienda a tener un error lo mds pequefio
posible. Puede decidirse trabajar con un error de tipo I sumamente pequefio, tal como
0,1 % o incluso 0,01 %, aceptando la hipétesis nula a no ser que la muestra sea extremadz
mente desviante. La dificultad de esta aproximacién es que a pesar de precaver contra ur
error del primer tipo, se pudiera caer en un error del segundo tipo (tipo II) aceptando :
hipétesis nula cuando en realidad no es cierta y si lo es una hipétesis alternativa 1.
Luego veremos como sucede esto. ,
Primero vamos a aprender alguna terminologia mas. El error de tipo I se expresa mé
frecuentemente como una probabilidad y se simboliza por a. Cuando se expresa como uf
porcentaje se conoce también como nivel de significacion. Asi, un error de tipo 1460~
0,05 corresponde 2 un nivel de significacion del 5 % para una prueba determinada. &%
do en una distribucién de frecuencias separamos dreas proporcionales a a, el error &
tl'p('.:! I, Ia porcién de la abscisa bajo el drea que se ha separado se llama region de ﬂ:’{-’hazﬂ;
region critica de una prueba, y la porcién de la abscisa que llevaria a la aceptacion dﬂd:
hipotesis nula se denomina region de aceptacion. La figura 6.10A es un diagram? de
barras que indica la distribucién esperada de resultados en el ejemplo de Pmpoménﬂn
sexos, dada H,. Las lineas discontinuas separan aproximadamente las regiones de rech
del 1 %, de la regién de aceptacion del 99 %. | bili

Ahora vamos a echar una ojeada mds detenida al error de tipo 1I. Este es la prov? la

dad de aceptar la hipétesis nula cuando en realidad es falsa, Si se intenta evalU'

TABLA 6.3

Frecuencias relativas esperadas para m
segin dos hipotesis. Distribucion binomial

y contraste de hipétesis

ues

tras de 17 animales

(1)
o9

( 2)

ey

-

oag

I:Itj J

Jf;:ﬂ:‘. =q:1. = ]

= Hi: pq ; Yo = i
= oM i ke e I
17 0 0,0000076 P A

b 0,0010150

16 1 0,0001297 00088
15 - 0,0010376 ;’,‘,ﬁ:';‘:
14 & 00051880 ”.l.lhﬁ"'fl:
13 4 0,0181580 0.1500752
12 S 0,0472107 0,1962677
10 7 0,1483765 01542104
9 8 0,1854706 00063815
8 Y 0,1854706 0,0481607
7 10 0,1483765 0,0192763
6 11 0,0044214 0,0061334
5 12 I’}:Oﬁ‘.’ 107 'f.lif_ 015339
4 13 0,0181580 (,0002049
3 14 0,0051880 0,000042
2 15 0,0010376 00000042
1 16 0,0001297 0,0000002
0 17 0,0000076 0,0000000
Total 1,0000002 (0, 9009999

probabilidad de error de tipo 11, inmediatamente aparece un problema. i la hip6tesis nula

(4)

—_—
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Ho es falsa, alguna otra hipotesis H; debe ser cierta. Pero a no ser que se pueda especificar
Hy, no se easlt:; en condifiones de calcular el error de tipo "'. Ut Mo “r:ﬁﬁ::lt:-
mmediatamente. Supongamos que en nuestro caso de proporcion de ubx::!i t:nz hipétesis
mente dos posibilidades razonables, 1) nuestra hipotesis Hf" Pe= A D | a favor de
iternativa Hy: pe = 2g, la cual formula que la proporcion de seXos 8- S s
hembras, de modo que pe = $y43=4%- AtioIE t:nﬂnf:f; o hallar las probabili-
“speradas para la distribucion binomial (pe + ¢d) = (8 T impm) pmmmﬁamnta en
dades de Jog diversos resultados segiin esta hipdtesis. Estas $¢ i
h.r'E"ra 6.10B y en la tabla 6.3 se tabulan y comparan cof -
distribucign anterior.
_.a;'“pqngamgg que nos hemos decidido por un erm 6.1
cﬁnnmmﬂm igua] au) como se muestra en la ﬁguﬂa;n
de dceptariamos la H, para todas las muestras ke I;sq:wm
Pq:". €X0. Aproximadamente el 99 % de “’d?
da 'ﬂu&m si Ho no es ciertay H, silo s’
Por ]'.lﬂpétu’i: H, también podriamos obtener
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Fig. 6.10. Distribuciones esperadas de resultados cuando se extraen muestras

de dos poblaciones hipotéticas. A. Ho:p9=q3= }.B.H,: p9=2q3= 1. Las

lineas discontinuas separan las regiones criticas de la region de aceptacion en la

distribucién de la figura A. El error del tipol « es aproximadamente
igual a 0,01,

representado 13 veces o menos en muestras de 17. Tenemos que calcular qué proporeio”
de la curva que representa la hipétesis A, coincidird en parte con la regién de aceptaci®
de la distribucién que representa la hip6tesis Hy. En este caso hallamos que 0,8695 d}- "
distribucion que representa H; se superpone con la region de aceptacion de Ho (V62
figura 6.10B). Asi, si realmente H, es cierta (y correspondientemente Ho falsa). ﬂf‘l’u‘
riamos errbneamente la hip6tesis nula 86,95 % de las veces. Este porcentaje corresponde ;
la proporcién de muestras de /; que estd entre los Ifmites de las regiones de aceptﬂf‘:"“
de Ho. Esta proporcion se llama §, el error de tipo I1 expresado como proporcion- EE;“.
ejemplo f§ es bastante grande. Naturalmente, una muestra de 17 animales es poco 5 H
toria para discriminar entre las dos hipGtesis. Aunque el 99 % de las muestras segul

ntraste de hipotesis
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4 en la regifln de .:}CEP[HCIDH‘ el 37 % ‘ID haria chﬁn H,. Una sola Fiiiagt |
gerl de aceptacion no nos permitiria llegar a una decisig fa que caiga

jon : o
en B8 rcﬁiﬂdn de fiabilidad. Si la muestra tuviese 14 hembras - mén entre las hipétesis con

| 5, concluirf
af ;][ﬂ Era . a : amos que H
orrecta. Si tuviese 3 hembras o menos, podriamos concluir que ni H, nj !—(fl, em;

imarse Hy a Ho (como en Hi:pg = 0,55 :
otgs, Al aprOXIMERS N = Y99, por ejemplo), las dos distriby.
c;ﬂf[::s i mperpundrlﬂn cada vez mas y la magnitud de f aum ; 8 distribu
ci0

entaria, haciendo meno
w ® . - 1 . L ‘ 5

| : —as
e i la discriminacion entre las hipGtesis. Por el contrario, si /1y representase po =

79, las distribuciones estarian mucho mds separadas y se reduciria el error de tipo I1.
Luego claramente la magnitud ditl g depegde, entre otras cosas, de los parimetros de la
ipotesis alternativa H, y no puede especificarse si no se conocen estos (iltimos

Cuando se establece la hlpnt}esm alternativa como en el ejemplo anterior (H,: po =
194), 12 magnitud del error de tipo I, @,que Eﬂtam?s dispuestos a tolerar, determinari la
magnitud del error de tipo I'l, B. Cua.qtn mas pequeia sea la region critica @ en la distribu.
qon segun flo, mayor serd la region de aceptacion 1 — a en esta distribucion. Sin
:mbargo, cuanto mayor sea 1 — a, mayor serd su solapamiento con la distribucion que
epresenta Hy, y por tanto mayor sera f. Convéncete de esto en la figura 6.10. Moviendo
hacia fuera las lineas de trazos reducimos las regiones criticas que representan el error de
tipo 1, @, en el diagrama A. Pero al hacer esto, una parte mayor de la distribucion de H,
en el diagrama B quedara dentro de la region de aceptacion de la hipotesis nula. Asi, al
reducir & estamos aumentando [ y en cierto sentido malogrando nuestras propias inten-
cones. En la mayor parte de las aplicaciones, los cientificos desearian mantener pequeiios
los dos errores, puesto que no desean rechazar una hipétesis nula cuando es cierta ni
weptarla cuando otra hipétesis es correcta. Mds adelante veremos qué medidas pueden
tomarse para reducir § al mismo tiempo que « se mantiene constante a un nivel preesta-
blecido.

Aunque los niveles de significacion & pueden variarse a voluntad. los investigadores se
encuentran frecuentemente limitados porque para muchas pruebas no se han tabulado las
pobabilidades acumulativas de las distribuciones apropiadas, y por tanto deben valerse de
bs niveles de probabilidad publicados. Estos son ordinariamente 0,05, 0,01,y 0,001,
nque a veces se encuentran otros diferentes. Cuando se ha rechazado una hipotesis nula
“ Un nivel indicado de a, decimos que la muestra es significativamente diferente de la

Pblacion paramétrica o hipotética con probabilidad P < . Generalmente, valores de @

g " - . ’ : 'ﬁ:ﬂ'
‘Uperiores a () ' cticamente significativos. Un nivel de signi
I . 05 no se consideran estadistican gn 20 pruebas, un nivel del 1 %

o del 5.9 (P = 0 05) corresponde a un error de tipo I en
- : e % (P
E‘ 001) a un error en 100 s;fruebas. Los niveles de significacion n;#;mﬂe ??ta:lp{::d:n
mﬂ-Pll Casi siempre se juzgan significativos; 10s situados entre el 'ﬁc:cic‘in i 08
&I;Iderm significativos al arbitrio del investigador. Puesto que E:Enmw s ¢l adjetivo
wm.““ti‘i“ técnico particular (Ho rechazada a P <a) U T aicaciones cien-
| ‘Atvo solamente en este sentido; su utilizacion en articulos y con “‘.“mm d“: : il
cag deberiy j - ' te implicito este ’Emf 1
Parg i 114 impedirse a no ser que esté claramente ¥ o tencionado, marcs
do mm“ de“ﬁpﬁ"ﬂﬂ generales, sindGnimos tales cumn_uﬂpo‘}t;“n;
Ao ¥ Otros pueden servir para subrayar diferenciasy ¢ da por distribuciones

g : senta d
de m;:h‘;jhme un breve comentario de la hipotesis nula repre nula en el caso de propor

* dad asimétricas. Supongamos que “““‘“I hipd jormente. En 13
O de €X0s hubiera sido Hu:rpp? f’fi‘ , coma se ha di s

—
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6,108 se presenta la distribucion da._.* muestrja_s de ]_? crias dchSIE'H Publ_mi;(m* liﬁ_ ularamen1¢
asimétrica y por esta razon las regiones criticas tiencn qUE‘ ‘; '"’l{ 5‘? "11' ﬂPendn::_ntememt
Para una determinada prueba de dos colas podemos, bien sea dup ey _}djprﬂbubnlid;,d Pd.
una desviacion en la direccion del extremo mas prUHlTﬂ f}’ Cfﬂ}lp:frar J con a, el niye| 4,
significacion convencional, o bien comparar / con a/2, la mitad d‘ﬁl nivel de Significacg,
convencional. En este altimo caso el miximo valor de £ que se considers convenciony.
ignificativo es 0,025.

mc;;i:frzmﬂﬂ lo que hemos aprendido por medio de un segundo ejemplo, incluyend
esta vez una distribucion de frecuencias continua, las longitudes del ala de mogcys domés,
ticas distribuidas normalmente, de media paramétrica p = 45,5 y varianza ¢* = 152
Las medias basadas en muestras de 5 items extraidas de éstas, también estarin normal.
mente distribuidas como se ha demostrado en la tabla 6.1 y en la figura 6,]. Vamos ;
suponer-que alguien se presenta con una sola muestra de 5 IﬂﬂgitUQﬂs_del ala de moges
domésticas v se desea probar si podrian pertenecer a la poblacion indicada, La hiptesis
nula serd Ho:pu = 45,5 6 Ho:pp = po, donde p es la verdadera media de la poblacion de P
que se ha muestreado y po representa la media paramétrica hipotética de 455 p.
momento supondremos que no tenemos evidencia de que la varianza de nuestra muest
sea muy superior 6 inferior a la varianza paramétrica de las longitudes del ala de moscas
domeésticas. Si fuese asi, no seria légico suponer que nuestra muestra procede de Iz
poblacion indicada. Hay una prueba critica de hipotesis sobre la varianza de muestreo de
la que nos ocuparemos mds adelante. En la figura 6.11, la curva del centro representa l
distribucion esperada de medias de muestras de 5 longitudes del ala de moscas domésticas
de la poblacion indicada. A lo largo de la abscisa se delimitan las regiones de aceptacion y
critica para un error de tipo I, @ = 0,05, Los limites de las regiones criticas se calculan
como sigue (recuérdese que 1, es equivalente a la distribucién normal):

Ly = py — bomieyoy = 45,5 — (1,96)(1,744) = 42,08

La = po + lomimiop = 45,5 4 (1,06)(1,744) = 48,92

Asi, para medias menores que 42,08 o mayores que 48,92 considerarfamos improbable
que se hubiesen muestreado de esta poblacién. Por lo tanto, para estas medias rechazari¥
mos la hipGtesis nula. La prueba que presentamos es de dos colas porque no tenem
nociones @ priori sobre las posibles alternativas a nuestra hipGtesis nula, Si pudiésem®
suponer que la verdadera media de la poblacion de la cual se ha tomado la muest®
solamente puede ser igual o mayor que 45,5, Ia prueba seria de una cola. A

de la curva normal y nuestro conocimi ' ds Inb 08
ento de la varianza de 135
calcular 1a proporcion de la distribucion denotads por H, q

Parte con Ia region de aceptacion denota, :
unidades de | ' por Hy. Encontramos que 54,0 €8
‘s de medida de 4892, ¢f |imite superior d:la o ;c:::taci an de Ho:

macion contraste de hipdtesis
sl
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s o= 37 § R
lII M i I'-jr]. I{

-1-' '1” I.-'.J j-'m

Longitud del ala (en unidades de 0,1 mm)

Fig. 6.11. Distribucion esperada de medias de muestras de S longitudes de]

de moscas domésticas de poblaciones normales indicadas por i como e r'r:u:51

tra en las curvas anteriores, y oy = 1,744, La curva del centro rcpr:wntal!:

hipotesis nula, Ho: p = 45,5, las curvas de los lados representan hipOtesis alter-

nativas, 4 = 37 0 0 = 54, Las lineas verticales delimitan regiones t:n'li:-:us del
5 % para la hipotesis nula (2 % % en cada cola. sombreadas)

corresponde a 5,08/1,744 = 2910y unidades. En la tabla de dreas de la curva normal
(tabla IT) encontramos que 0,0018 del drea estard mads alld de 2910 en una cola de la
curva. Asi, segn esta hipotesis alternativa, 0,0018 de la distribucién de H; coincidird en
parte con la region de aceptacion de H,. Este es 8, el error de tipo 1l segiin esta hipotesis
dlternativa. Realmente esto no es del todo correcto. Ya que la cola izquierda de la
distribucién H, continGa hasta el infinito negativo, se sale de la region de aceptacién y
pasa a la region critica de la parte izquierda de H, . No obstante, esto representa solamen-
te una cantidad infinitesimal del drea de /; (el limite critico inferior de Hy , 42,08, dista

6,830y unidades de yy = 54) y puede ignorarse. |

Nuestra hipGtesis alternativa /, indicaba que u; es 8,5 unidades mayor que jio. Sin
embargo, como se ha dicho anteriormente, puede que no tengamos fundamento a priori
pira creer que la verdadera media de nuestra muestra sea mayor 0 menor que ji. Por esta

iz0n podemos suponer simplemente que se aparta 8,5 :;,nidﬂdii ” Tﬁgi:ii: ;::i.ﬁ_-i:
este caso ' la hipOtesis alternati <
debemos calcular de igual manera {3 para la hip — 54,0 6 37,0, 0 Hy:p= i,

~8,5. Asi, las hip6tesis alternativas se convierten en Hi: p : : £
donde p, wpreseﬁta 54 6 37, ?as medias paramétricas alternativas. Cum;’l l::ntil:u:? ::ri::r
%5 50n simétricas, B es el mismo para las dos hipotesis S P‘:: Iuas dos !;ipétesis
b tipo 11 para la hiptesis £/, es 0,0018, independientemente d’.«%i uestras llevarian a
iMernativag geq correcta. Si H, es realmente cierta, 18 de cada 10 'En la figura 6.11 se
"Ma aceptacion incorrecta de Hy, una proporcion de error g Sy 7

I
PEsentan estqg relaciones. ¥

Nos podeme i on te
: § preguntar, justamente, qué razon ten de po =
Hico alternativy de %a madija es 8,5 unidades de ““d“".h : rfad’ -

:‘;olmﬁ"“ eXtraordinario si tuviésemos cualquier | -
uui.i.demdﬂdm media lo mismo puede estar a 7,5 ;’l i + 7,5, encontramos que
by g 2 €ada lado de po. Si trazamos curvas pard l}:mn .
hl':l;:mm'd“ considerablemente estando ahora mas p

"HgNitud de f dependeri de lo distante que esté la media parun
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a de la hip6tesis nula. Segin se aproxima la medi
e 1a alternatiy
1asta un valor maximo de 1 — @, que es el drea ( Vaga|,
de aceptacion bajo la hipotesis nula. En este maximo las dos distribuciones 8 Fegiy
drian una sobre otra. La figura 6.12 representa el aumento de § cuando u > SUperpgp,
H, comenzando con la prueba ilustrada en la figura 6.11. Para Simpliﬁcal Sf “PTOXimy ,
distribuciones alternativas se presentan solamente para una cola. Asi verenr] 4 gratica, |,
que f no es un valor fijo sino que varia con la naturaleza de la hipotesis alte v ‘flﬂramente
Un concepto importante en relacion con el contraste de hipotesis es | S
prueba. Estaes 1 — f el compl d ili 4 eficiencia d
B, plemento de §, y es la probabilidad de rechaz € Ung
nula cxfandu en realidad es falsa y la hipotesis alternativa es correcta. Evid ar |a hipotess
cualquier prueba dada nos gustaria que 1 — [ fuese lo mas BTHH&E icentemente, pyy,
pequefio posible. Como generalmente no podemos especific posible y 6 lo mg
alternativa, tenemos que describir f# 6 1 — 3 para unal::u::mtil.nm'cluI.:l::1 e ipGtesi
Cuando 1 — [ se representa graficamente de est midac de valores alternatiyy
ficienci ste modo, el resultado se de i 5
eficiencia para la prueba que se considera. La figura 6.13 muestra | Sl D
para el ejemplo ya discutido de la longitud del ala de mo ra la curva de eficiencis
compararse con la figura 6.12 de la cual se deriva di g gomeaticas. Esta puad
i e TR S i eriva directamente. La figura 6.12 pone dE
FEA T Obser;a;nns quf lraa eﬁ:; 3 rePre;enta graficamente el complemento d:
_ e A iencia de s
saroxiianieds ok iGaa sltsoition & 12 hintes la prueba disminuye claramente
bt w2 a: potesis nula. El sentido comt
's: podemos tomar decisiones claras y firmes de si AL GONiEma, patn
una poblacién de media 45,5 6 60.0. La eficienci es de si nuestra muestra procede de
alternativa es que p; = 45,6 AL, iciencia es esencialmente 1. Pero si la hipotesi
inétesi My = 45,6, que difiere solamente en 0,1 d SrAROsE
hipdtesis nula, sera dificil decidir cuil de estas hipétesi ,1 del valor supuesto segin la
muy baja. as hipotesis es correcta y la eficiencia sera
Para mejorar la eficiencia d
S € una determin e
gmmwﬂa P bnict o i e hipétesi? 1 ada prueba (o disminucién de f) mientras s
e muestra. Si en lugar d nula establecida, debemos in !
e e muestrear 5 longitud crementar el tamafio
error diclt‘?“ dIE medias seria mucho mds ES%IEChES ?:l' SRR aon Diesiceado.3,
# H. . At By . # 1:
de rechazlgu hamman‘_mnﬂn ahora en 44,21 y 46,79 Spl‘ st ngignes criticas para identicc
reducido rm.u'.l'll?oIl continuado proporcionalmente j L-mlllﬂque las regiones de aceptacion ¥
zar la hip6tesis T[H: en valor absoluto. Previamerﬁe es, la region de aceptacion s hd
individ fula para una media de mu no podiamos, con confianza, rechd
Uos, una media tan alej estreo de 48.0. Ah
Y Por Io tanto, s rechenns i 12 €OmO 48,0 solamente apa gspuedpise kan 2
< 1a la hip6tesis. ;Qué ha ncun?‘g areceria 15 veces entre 100 000
ellas; si la hipétesis al . rtas como ante; {;1:] o g 17 Buestn 0 -
hipétesi ternativa Hy: p = 54,0 6 37.0 es co y menos solapamiento entr®
or error (error d rrecta, la probabilidad de qu¢ b
e tipo II) es infinitesimalment

siempre serd meno s¢ aproxim
e T, o, st i,
n tamafio de muestra de # = >

Esta comparaci
35 es 101 s¢ presenta en Iy

> mucho mayor que Dars ;1 — Sﬁﬁsl;ﬂ 6.13 donde la eficiencia para la prueba con RS
iciencia dumentisemos nuestro tamano de muestra 3%

de la media paramétric
media paramétrica, § aumenta I
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8 = 0,0604

#i=0lH

B o= ﬂ,ﬂﬁ?ﬁ)

8 = 0,5048

oy

gy = 45‘}\:}
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Longitud del ala (en unidades de 0,1 mm)

Fig. 6.12. Dj
. Diagrama para ilustrar incrementos €n el error de tipo 11, B, segun se
la Hu. €S decir Hy s€

dproxij el
ima la hipotesis alternativa H; a la hipotesis nu
verticales sefialan los

dproxi
Proxima a p. El sombreado representa f§. Las lineas
% en cada cola) para la hipotesis

limite
nuly L€ 128 regiones criticas del 5 % (2%
mhmplﬂlw la grifica las distribuciones alternativas se representan
mente para una cola. Datos idénticos a los de la figura 6.11.

Hay Otra
el forma mds de aumentar la eficiencia de un

lamafig
Lag difml.ﬁu Muestra, la eficiencia puede elevarse cam
aproxima
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a prueba. Si no podemos aumentar
biando la naturaleza de la prueba.
damente la misma hipotesis

Pleden qie o LeCRicas estadisti rastan o
isticas que cont :
erir i d real como en las pendientes de

dif;
Clrvag Sustancialm itu
de efio ente tanto en la magnl tes de eficiencia su

iencia. Las pruebas que mantienen nive

periores sobre



Estimacion y contraste de hipéteg;,

122
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|
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35 40 -‘Jﬂ
Longitud del ala (en unidades de 0.1 mm)
Fig. 6.13. Curvas de eficiencia para conirasie de Hp: u=455,H; 455 paran

— 5 (como en las figuras6.11 y 6.12) y paran= 35. (Para explicacion véase e}
texto.)

rangos considerables de hipdtesis alternativas, son claramente recomendables. Yz hemaos
mencionado las diversas pruebas no paramétricas que en afios recientes se han generaliza-
do crecientemente v han comenzado a sustituir a las pruebas estadisticas tradicionales
tales como la pruebhz ¢ y otras. Son comrientes no solamente porque son sencillas de
realizar, sino también porgue en muchos casos se ha demostrado que sus curvas de
eficiencia se ven menos afectadas por fallo de hipotesis que las de los métodos parametr:
cos. Sin embargo, también es cierto que las pruebas no paramétricas tienen una eficienciz
total mferior 2 las paramétricas cuando se cumplen todas las suposiciones de las pruebas
=

Vamos 2 considerar brevemente una prueba de una cola. La hipotesis nula es Hoio =
45,5 como zntes. En cambio la hipétesis alternativa supone que tenemos motivo par
creer que la media paramétrica de la poblacién de la cual se ha extraido la muestrs,
pt!_!ﬂs_lﬂnem: no podria ser menor que [, =45.5. Si es diferente de ese valor, solaments
podria ser superior a 45,5. Pudiéramos tener dos fundamentos para esta hipdtesis. Prime-
ro, pudi€éramos temr algnna causa bioldgica para tal opinién. Puede que nuestras moscas
ﬁ]eae_n " diminuta y cualquier otra poblacién de la cual podria haber proc=
dido nuestra muestra debe ser més grande. Una segunda razén pudiera ser que estuvies®
:ime} ﬂtﬂ;ﬂdos mlammte en una desviacion de diferencia. Por ejemplo, podemos Pf‘f’b’é
- hmm quimica en el alimento larval, destinada a aumentar la magni™
m Por lo tanto, esperariamos que py = o, y NO estamos intercs

de cierta droga como remedio i ‘ @

€ para el cincer, pudiéramos querer comparar la Ve
::rntt:a;n; tneune una tua media de mortalidad # (de cigz:r) con la Pﬂhméﬂ.mndj
ningiin 4, qinl;!am hipOtesis alternativa sera Hy: 0, < 6. Es decir, no nuslfﬂdw'w
Mn mywqmﬂpmqu-imtmdmpincfmtnhmﬂ ‘

macion ¥ contraste de hipotesis
£stl

4 MOSCaS dﬂmés:ticas (distribucion de medias de tamafiq de
4e rechazo estard en una cola de la curva sglam :
cerd como se muestra en la figura 6.14. Calculamos e] 1im; o de tipo 1 det
1.744) = 48 37. El LE‘:J?S €5 loz00=), que corresponde aﬁzﬂr =
; cola. Compdrese esta region critica, que rechaza Ia hinétec:
i{g nayores que 48 :3? , con las dos regiones criticas de la }P@it:asz.?ghqﬂzr;:;dﬂ h]:
otesi nula para medias inferiores 242,08 y superiores 24892 |4 hjp:;'nesi; almf:lm
olamente s cun:_s;d_era para una cola de Ia distribucion, y la curva de eficiencia del:
sruzha 10 €5 simétrica sino estirada con respecto a un lado de Ia distribuci6n solamente

jtos
regin
5% apare
- (1.645X

48 37
Longitud del ala (en unidades de 0,1 mm)

Fig. 6.14. Prueba de significacion de una cola para la distribucion de la figura
6.11. Ahora la linea vertical separa la region de rechazo al 5 % en una colade la
distribucién (el area correspondiente de la curva ha sido sombreada).

69 Pruebas de hipotesis simples que utilizan la distribucion 7

Pasaremos aplicar nuestro conocimiento recientemente adquirido del contraste de hipo-

52 un sencillo e i istribucion £

ncillo ejemplo que incluye a la distribucion £ _ e 2z :

m"“’ reglamentos del Estado ordenan que la dosis patron de un cierto ngrmgp mﬂ b“ﬂéﬁ

“beria ser de 600 unidades de actividad por centimetro cibico. TP
i Tas de este preparado y probamos la potencia de cada una.

. unidades por cm’ y Ia
i edi0 de unidades de actividad por muesira es B sy A

Prinery. . Mo expresada en uni;i.adcs
g, la de medias (el error tipico de la Ifiﬂdﬂ)- :; 50
m@?&"‘ s trata de la desviacion de una media d‘,';ﬁﬁ._. 3.542. A continuacion
e;%o‘- Por lo tanto calculamos sy = Sfﬁ= ”""mm la -

la desviacién (¥ - po)/sy. Hemos visto ante
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tipica estimada estara distribuidg g

a0 dividi una desviacion 3 giin |,
una ﬂesﬁ:?;lfzﬂﬂl:“?d]a;;;ns de libertad. Por lo tanto escribimos
distribuci
Y — no
t. - fﬁﬁ] lJI

8y

ue esta desviacion se distribuyese como una Variante ,

Obsérvese que en la expresion (6.11) hemﬂs esFrim fs. E:‘l la{: 21;(};(:-: parte de los lil?rus de
texto se encontrard esta razon idﬂﬂtlﬁifﬂ(.:la simplemente EnEfa];nI::EItu e!]l realidag |,
distribucion ¢ es una distribucién parametrica y teoricd quedg w57 n edﬂﬂ O €S aproyi.
mada pero nunca igualada por datos de muestr?ﬂ observa ﬂs.l sto puede parecer yp,
caracteristica secundaria, pero los lectores deberian estar completamente seguros de que
en cualquier contraste de hipdtesis de muestras, solamente estamos suponiendo que |,
distribucién de las variables examinadas sigue ciertas drlstr':buc‘:?nes de probabilidad tegri.
cas. Para ajustarse a la practica estadistica general, l':l c%lstrlbucmn t deberia tener re:fjm.gn_
). sirviendo ¢ como estadistico de muestreo. Como esto violari

te una letra griega (como 7), ) €5 der
la practica -j:iguz, preferimos utilizar el subindice s para indicar el valor de muestreo.

La prueba real es muy sencilla. Calculamos la expresion (6.1 1),

Esto indica que esperariamos g

5025 — 600 —T7,5

== = f =‘ﬁ.—-—1=9jl
b="—"3512 3,542 g

y la comparamos con los valores esperados de t para 9 grados cEe libertgd. Como Iz
Histribucion ? es simétrica, ignoraremos el signo de 7, y siempre lo introduciremos én la
tabla I bajo su valor positivo. Los dos valores a cada lado de #; son logsta) = 226y
tojern = 1,83. Estos son valores de ¢ para pruebas de dos cu!as. apropiados en este
ejemplo porque la hipétesis alternativa es que U + 600 es decir, puede ser menor 0
mayor. Parece que el nivel de significacién de nuestro valor de /; estd entre el 5 ‘% y 10 %
si la hipotesis nula es realmente cierta, la probabilidad de obtener una dﬂS‘:’l&Glﬁﬂ tan
grande o mayor que 7,5 estd entre 0,05 y 0,10. A niveles de significacion habituales est0
es insuficiente para declarar la media de muestreo significativamente diferente del patrl;ﬂ»
Por consiguiente, aceptamos la hipétesis nula. En lenguaje convencional presen:tar?mﬂ{“’
resultados del andlisis estadistico como sigue. “La media de muestreo no €s significativ®
mente diferente del patrén aceptado.” En una comunicacion cientifica e afirmacion
deberia respaldarse siempre por un valor de probabilidad, y la forma apropiada de preser
tar esto es escribir 0,10 > P > 0,05, que significa que la probabilidad de esta_dﬂ_ vwﬁmﬂ
estd entre 0,05 y 0,10. Otra forma de decir esto es que el valor de £, no €s significa
(frecuentemente abreviado como ns). e
~ Una costumbre frecuentemente encontrada es el uso de asteriscos después delm
M de la prueba de significacién, como en 1, = 2 ,86**. Generalmente los sim
representan los siguientes rangos de probabilidad:

se% - P {0.@1

 *=006>P>001, **=001>P>000l,

;‘maﬁfdn y contraste de hipétesis
Est!

§i €
. niﬁcﬂ
Pudiﬂl’

sheria resid ‘
Ficativamente poT debajo del patron. Est

do de los simbolos debe indicarse en ¢q44 Comunicacién o
4 argumentarseé queé €n un preparado biolégico i cient ifica,

ir en si la muestra difiere significativamente E{:emmré; del investigador no
un pa

tron, sing en il estd

hp[ﬂpﬂrﬂ -
¢ realizd exactamente de la misma manera saly

va de una cola estdn en la mitad de las probabilidade
rufeulp::-['i] = 2,26, el valor 0,05 anterior, y s de I‘“P
tro valor de f; observado, 2,12, “anificative

o=y

.
gei patron. : W T
ede sorprender que el mismo ejemplo, utili -
sﬁicaciénip lleve a dos conclusiones :ﬂferenteia:d;::&m:::;ﬁ:‘: pruebas -
Jdgunas de las cosas que se han oido sobre estadistica y estadisticos no mp;igm:lzrden
odo, correctas. La explicacion reside en el hecho de que los dos resultados son r:p uestas
s diferentes preguntas. Si examinamos si nuestra muestra es significativamente dﬁerentc
del patron en cualquier direccion, debemos concluir que no es suficientemente diferente
para que rechacemos la hipotesis nula. Si, por otra parte, no consideramos ¢l hecho de
que la verdadera media de muestreo u podria ser mayor que la standard establecida pq, la
diferencia encontrada por nosotros es claramente significativa. En este ejemplo queda
caro que en cualquier prueba estadistica debe expresarse clatamente si se ha realizado
unz prueba de una cola o de dos colas, en el caso de que la naturaleza del ejemplo fuese
tal que hubiese cualquier duda sobre la cuestién. Deberiamos sefialar también que esta
diferencia en los resultados no es necesariamente tipica. Se debe solamente a que el
resultado en este caso estd en un drea limitrofe entre clara significacién y no significacion.
Sila diferencia entre muestra y patrén hubiera sido de 10,5 unidades de actividad, la
muestra habria sido sin duda significativamente diferente del patron para la prueba de una
wla o de dos colas. :
La promulgacién de una media patron es generalmente insuficiente para el estableci-
MENo de un patrén riguroso para un producto. Si la varianza entre T TICEIRL 0
mﬁﬂ‘iﬂntemante grande, nunca ser4 posible establecer una diferencia s‘qmﬁczuﬂ entre :
media de muestreo y la patron. Este es un punto importante que dshecik gueSmEoene :
“mente claro. Recuérdese que el error tipico puede aumentar de dos maneras,

disminu
Y1do el tamaio de muestra o aumentando la dcsvim:iél_l tipica de los elementos repetiti

m{:'"b“’ son aspectos indeseables de cualquier procedimiento “p"ﬁ-:'m:l'm prueba
M‘r"mcba descrita mds arriba para el : biolégico mﬂ 51 de una desvia-
Cidn dcpa'“ la significacién de un estadistico, es decir, parala a grandes rasgos en ¢l
iz "quier estadistico de un pardmetro, el cual % N tadisticos sigan 1a ley de
fipy- ESta prueba se aplica siempre que s espere A% TR oy, g utliza
hdim-n, 1 normal. Cuando el error tipico sé “ﬁ“’" | es solo un mlt;:u :I'!

de Iy "c"-"ﬂ_ﬂ Sin embargo, cuando la d:mﬂbﬂdﬁﬂ | n ¢ con
Uistribucion 7, 14 mayoria de los estadisticos ‘?ﬁmhw




g
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CUADRO 6.4

IC traste de la significacién de un estadistico, es decir, la significacion de s
d:sﬁacliﬁn respecto de un parametro. Para estadisticos normalmente distribuidog

Etapas del calculo
1. Calcular ¢, como la siguiente razon,
St — St

8¢

donde St es un estadistico de muestreo, St,, es el valor parameétrico frente ?1 cual
se va a contrastar el estadistico de muestreo, y §g¢ €5 Su €rror tipico estimadg
obtenido en el cuadro 6.1, o en otra parte de este libro.

-

Las hipotesis pertinentes son
Hn:f;;f =5 iqf,, I!lf qu ;'rl-‘IE Iq!j-,
para una prueba de dos colas.

He: St = St, H,: St > St,

0
' Ha; St = St, Hy: St < St,
para una prueba de una cola.

En la prueba de dos colas, buscar el valor critico de (a1 , donde @ es el error
de tipo | pertinente v v los grados de libertad correspondiente al error tipico
utilizado (véase Cuadro 6.1). En la prueba de una cola buscar el valor critico de
| Loty Para un nivel de significacion de o,

M. Aceptar o rechazar la hipotesis apropiada en 2 basandose en el valor de f; en ]

comparado con los valores criticos de t en 3.
- =

—= —ee——e

de ljbeﬂail pertinentes desde 1 hasta infinito. Un ejemplo de ello es la prueba ¢ para s
significacion de un coeficiente de regresion que se presenta en la etapa 2 del cuadro 114

6.10 Contraste de la hipotesis Hy:g? = o2

El método del cuadro 6.4 solamente puede utilizarse si el estadistico estd normalmentt
distribuido. En la varianza esto no es asi. Como hemos visto en la seccion 6.6, 1as sumi‘:
de cuat?mdﬂs divididas por o* siguen la distribucion x*. Por lo tanto, para contrastat
hipGtesis de que una varianza de muestreo es diferente de una varianza parameélric
debemos emplear la distribucion y? . ha
‘ Vamos a utilizar como ejemplo el preparado biolégico de la seccion anterior. 5¢ ﬂ?s
dicho que la desviacion tipica era 11,2 basada en 10 muestras. Por lo tanto, 12 o I8
dabe_ haber sido 12544, Supongamos que el gobierno postula que la v | :
muestras del preparado no deberfa ser superior a 100,0. ;Es nuestra varianza de muestr™

i

3(:!'{1'” y contraste de hipotesis
gstim 5
7
T te superior a 1007 Recordando de |, .
o Cﬂ“vamﬂﬂ : : v 1 eXpresion (6.
Eﬁ?:[-:;uye'fﬂﬂm lu=1] » procederemos como sigue. En primer ]‘(‘Eﬂ?c[:ilu;ug” ~ 1) |? g
e dmos
X? = (n — 1)s2/q
= (9)125,44/100
= 11,290
2 rantidad ¥2 -
Natese que calculamos la cantidad X™ en lugar de x* para hacer hincapié de nuevo en que

—" obteniendo un esz.tadfsticu fle muestreo que compararemos con |
ameétrica. E1 uso de X ~ para designar e'l estadistico de mu
itribucion e estd ampliamente establemdp.’Siguiendg el
64 3 ,;.;,minuaci!ﬂn estah}ecemﬂs nuestras hip6tesis nula y alternativg que son Hy 0* <
2y H,:0* > 0o €s dcmré vamos a real}zar una prueba de una cola. Después se halla el
alor critico de x* como Xals] , donde « indica el error de tipo 1y v los grados de libertad
wrtinentes. La cantidad a representa la proporcion de la distribucion ¥* 4 la derecha del
alor dado, como se ha descrito en la seccion 6.6, y ahora se ve por que hemos utilizado el
imbolo & para esa porcion de la curva; corresponde al error de tipo I. Para 9 grados de
ihertad encontramos en la tabla IV que

a distribucion
estreo que se ajusta a ung

tsquema general del cuadro

Xﬁ,nn;!u = 16,919, xﬁ,m[u] = 14,684, Xosole) = 8,343

Observamos que la probabilidad de obtener un ¥ tan grande como 11,290 es pues
iuPerinr que 0,10 pero inferior que 0,50, suponiendo que la hipotesis nula sea cierta. Asi
Y* no es significativa al nivel 5 %: no tenemos fundamento para rechazar la hipétesis nula,
y debemos concluir que la varianza de las 10 muestras del preparado biolégico no pu?de
# superior a la standard permitido por el gobierno. Si hubiésemos decidido thy: si la
wranza es diferente de la standard, permitiéndole desviarse en cualquier tlimmén. la
lipitesis para esta prueba de dos colas habria sido Ho:0® = 05 y Hy:0" # 0o, ¥ un €rror
letipo 1 del 5 % habria dado para la prueba de dos colas los valores criticos siguientes:

.T(lfi,un[n] = 2,700, xﬁmﬂn] o= 191023

Est s iones criticas del
1.5 valores representan ji-cuadrados en los puntos que :;1:?;" mr;%;mﬂmym que

.'."]% en c_ada ml d . v . 2 U alnr dﬂxz '
9.0 'a cola de la distribucion x°. Un v 2 a esta poblacion.
= habria sido prueba de que la varianza de muestrc: :Em W:i;igén 4o Ia hipbtesis

ﬁuultaﬂm Valor de X? = 1] 290 habria llevado nuevament

*ﬁlftn | capitulo proximo veremos que hay otra prue
'u"ﬂ\‘-'nte 8 h.i pOtesis sobre varianzas de la presente Wéb’
"0bar | hc.q“”ﬂlente. pero que es sin embargo, una prue

8 gl IPOtesis de que dos varianzas de muestreo
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Ejercicios 6

Diferenciar entre errores de tipo I y de tipo II. ;Qué significa la potencis de up,

prueba estad {stica?

62  Puesto que es posible contrastar una hipotesis estadistica con cualquier tamaiig 4,

muestra, ;jpor qué se prefieren tamanos ma}rﬂres‘_?

Los limites de confianza al 95 % para u obtenidos en una determinada Muestr

han sido 4.91 y 5,67 g. (Es correcto decir que 95 veces de cada 100 la media g la

poblacién, u, se halla dentro del intervalo desde 4,91 hasta 5,67 g? §j no, ;cusl
seria la afirmacion correcta?

6.4 Fijar limites de confianza del 99 % para la media, mediana, coeficiente de Varia-
cion, y varianza de los datos de pesos de nacimiento dados en el cuadro 3)
SOLUCION. Los limites inferiores son 109,540, 109,060, 12,136 y 178 693
respectivamente. ‘

6.5  Fijar limites de confianza del 95 % a las medias de la tabla 6.2. ;Son todos esto;
limites correctos? (Es decir, ;contienen a u?)

6.6 En un estudio de llamadas de apareamiento en el sapo arboreo Hyla ewingi
Littlejohn (1965) encontrd que la duracion de la senal de llamada en una muestr;
de 39 observaciones de Tasmania tenia una media de 189 milisegundos v una
desviacion tipica de 32 milisegundos. Establecer intervalos de confianza del 95 %
para la media y la varianza.

6.7 En la seccion 4.3 se dio el coeficiente de dispersion como un indice de si los datos
s ajustan o no a una distribucion de Poisson. Como en una verdadera distribucion
de Poisson, la media, u, es igual a la varianza paramétrica, 02, el coeficiente de
dispersion es analogo a la expresion (6.8). Utilizando los datos de acaros del
cuadro 4.5, contrastar la hipotesis de que la verdadera varianza es igual a la media
de muestreo, en otras palabras, que hemos muestreado de una distribucion de
Poisson (en la cual el coeficiente de dispersion seria igual a la unidad). Notese que
en estos ejemplos la tabla ji-cuadrado no es adecuada, de modo que deben calcu-
larse valores criticos aproximados utilizando el método dado con la tabla IV. Enla
seccion 7.3 se presentara una prueba de significacion alternativa que evita este
problema. SOLUCION. (n — 1) X CD = 1308,30, X} 0s[588] ~ 645,708.

6.8 Utilizando el método descrito en el ejercicio 6.7, examinar el ajuste de la distribu-
cion observada a una distribucién de Poisson. contrastando la hipotesis de que el
""’fﬂaﬂ““ coeficiente de dispersion para los datos de la tabla 4.6 es igual a 2
unidad.

69  En el comportamiento clinocinético directo, relativo a la temperatura, los anim®
les tienden mas a menudo hacia el extremo caliente del gradiente que hacia el Iri
la direccion de la tendencia es al azar. En una simulacion de este comportamiento
eén un ordenador, se obtuvieron los siguientes resultados. La posicion media de un
gradiente de temperatura apareci6 en —1,352. La desviacion tipica fue 12,267 ¥"
- 5{.]0 individuos. El gradiente fue dividido en unidades: el cero en el medio del
gradiente, punto de partida de los animales; el signo menos corresponde al “'“mi
mo frio y el signo més al extremo maés caliente. Comprobar la hipotesis de gu¢ °
comportamiento clinocinético directo de los animales no resulta de una tendenc’
gregaria hacia el extremo frio o hacia el caliente, es decir comprobar la hipotes”
de que y, la posicibn media en el gradiente, era cero,

6.1

6.3

ion ¥ contraste de hipotesis

macC

stima 20
gn un estudio de medidas de los picos de Jos

6,10 1066) encﬂﬂtf‘ﬁr que .la lnngitgd FEEI pico de los
un coeficiente de varacion de 4 67 9

2] .. Partje |
{»J:;atui individuos s€ utilizaron. SOLUCION: pn = 32 andﬂ de estos datos, deducir
L =
.H:ﬂ’qlhn



Capitulg ;

P Introduccig,
al analisis de la varianz;

Ahora pasamos al estudio del andlisis de la varianza. Este método, desarrollado por R A
Fisher, es fundamental para toda la aplicacion de la estadistica a la biologia y especiat
mente al disefio experimental. Una manera de enfocar el analisis de la varianza es consid:
rarlo una prueba de si dos o mas medias de muestreo podrian haberse obtenido é
poblaciones con la misma media paramétrica, con respecto a una variable determinada
Alternativamente, podriamos concluir que estas medias difieren entre si hasta tal pun®
que debemos suponer que se han muestreado de poblaciones diferentes. En los casos
que solamente se trata de dos muestras, la distribucion ¢ ha sido utilizada tradicionalmes
te para probar diferencias significativas entre medias. Sin embargo, el analisis de la vanar
za es una prueba mds general que permite contrastar dos o muchas muestras, y por &
razon lo presentamos al principio para equipar al lector con el arma mads potente para £
arsenal estadistico. En la seccién 8.4 discutiremos la prueba ¢ para dos muestras como ¥
caso particular. _
En la seccién 7.1 abordaremos el tema en terreno familiar, el experimento dé muast:l:i
de las longitudes del ala de moscas domésticas. De estas muestras obtendremos =
estimadores independientes de la varianza de poblacién. En la seccion 7.2 nos des'mf:::;
para presentar otra distribucion continua mas, la distribucién F, necesaria pars la pla o
de significacion en el andlisis de la varianza. La seccién 7.3 es otra disgresion ﬁiﬁ
mostramos como puede utilizarse la recién aprendida distribucion F pard .Erngﬂ; on b
:‘::f;:;flﬂﬂﬂﬂsl?u;ﬂ:?:;;;mdi:nza. Ahora estamos preparados para la sizzl::; L prd®
Inamo someter las muestras a diferentes tratam g &

ma seccion (7.5) describe la descomposicién de sumas de cuadrados Y de(%fzd;’l_ﬂ
feﬁﬂ ‘a;] ‘;""H’f’ de varianza propiamente dicho. Las dos (ltimas secctﬂla‘:: los qu¢ ©
ﬂbnvoni € un modo més ordenado de los dos modelos cientificos ﬁ I ¢ratam®

| nte el andlisis de la varianza, el llamado modelo de efectos d€

(Modelo 1) y el modelo del componente de la varianza (Modelo 11).
130

roduccion al anélisis de la varianza
n

/
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: eccion 7.3, todo :
EXCepO . S]Uﬂ detalles r:if:t'EI CEPHUIP ¢S ampliamene lebrico, F :
Jeraremos practicos del cilculo, Ng obstante 9. En el capitulo §
v €5 necesario un '
conocy-

. de la materia ‘
ento completo ¢ lo & del capitulo 7 pary resolver ejemp]
|y varianza €n el capitulo o. P10s reales de andlisis de

71 Las varianzas de muestreo v sus medias

shordamos el analisis de la varianza por medio del

lgs Jongitudes del ala de moscas domésticas (experimento 5. y bla S
-ombinabamos siete muestras de 5 longitudes de] 4l - ft;rlnm}r n:u (B l ), en el cual
tabla 7.1 hemos reproducido una de estas muestras. Las siete muestras ;:'?5 de :115. En la
grupos, e alistan verticalmente en la mitad superior de la tabla. Antes dc”;{?u[ Iam;{d‘us
mis ampliamente la tabla 7.1 debemos familiarizarnos con 14 terminolo ﬂ Ed:‘d ;qu o
anadidos para abordar este tipo de problema. Denominamos a nuestras mguesfm;m 0 Im.":j
veces s¢ denominan clases y por otros términos mis que veremos después. En f:;ﬂf}:m:
problema de analisis de varianza tendremos dos o mds muestras o grupus; wmejant]cs
utilizaremos el simbolo a para el nimero de grupos. Asi, en el ejemplo actuala = 7. (‘adi
grupo 0 muestra esta basado en n items, como antes; en la tabla 7.1, n = 5. El niimero
total de items de la tabla es a veces n, que en este caso corresponde a 7 X 5 6 35.

Las sumas de los items de cada grupo se presentan en la fila bajo la Ifnea horizontal que
separa. En un analisis de varianza, los signos sumatorios ya no pueden ser tan sencillos
como anteriormente. Podemos sumar los items de un grupo solamente o los ftems de la
tabla entera. Por lo tanto, tenemos que utilizar superindices con el simbolo sumatorio, De
dcuerdo con nuestra costumbre de utilizar la notacion mas sencilla posible, cuando no sea
probable que esto nos induzca a error, utilizaremos )f: Y para indicar la suma de los items
de un grupo y Z“Y para indicar la suma de todos los items de la tabla. La suma de los
llems de cada grupo se expone en la primera fila bajo la linea horizontal. La media de
tada grupo, simbolizada por Y, se halla en la proxima fila y se calcula sgncﬂimngntg COmO
LY/n. Las dos filas restantes en esa parte de la tabla 7.1 presentan y Y yy v, para
“ada grupo por separado. Estas son las cantidades ya familiares, suma de los ¥ cuadrado
Y Suma de cuadrados de Y.

dE[[}E la suma de cuadraf:lns de cada grupo podemos obtener una e
_,2 poblacién de longitudes del ala de moscas domésticas. Asi, en €l primergr POy,

=292 Por o tanto, nuestra estimacion de la varianza de la poblacion es

ExXpenimento de muestreo familiar de

estimacion de la vari'gnza

e Zy!l) = 29,2/4 =173
ﬂ —_

UNa ggpim . i
“Simacion bastante baja. Como tenemos una suma

obg 0 ‘ blacion
S obtener u imacion de la varianza de poblac!
;I:mme. es 16 na estimacion R
u * -
w“f““—‘dm de estas diferentes estimaciones de vananzas

. Ponderada. Realmente en este ejemplo

(21 -
Tacion de la varianza estd basada en muestid
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' tisfactorigs tanto
U *ual da resultados igualmente g4 :
m[{(}d ) Ia gEnETHL la Lliﬂ tra difETEHtES. en los que es ﬂﬂﬂ'ﬂ'ﬂrm
rmu s de mues
la f0 de tamafio 1 ponderadg de cualquier
s dar ara Casos caleular una media ponders 4
= carimo mo p srmula general para
o0 [f'lfr U CO f{}l’mu B
> S 3 & Qo , media PO es la siguie -
132 B S S A A istico St wSt, (7.1)
s | 53 T . 8 = {5
= | 83 A B g 56 S5 s
> ~ =1
=% =05 '
: S 8 w;. En
3 2 derado por el factor g
8 | © diando m estad ‘zﬂ‘m{ﬁt;plica POr sus grados de ]'be?rf’): 2. Asi,
B S = tan prome estreo s; se m 2 ), va que (n; — L)si Y
5 . es anza de mu : (201 irY inador
4 - - A cfe (250 cada resultado una F;lrln) es la suma de las sumas de ] grupo. Por consiguiente,
> 3 E ~ ’ como ion (7. ertad de cada :
s | £3 *« . 9 B a de los grados de b
o S ~ LA, - == 7 ~
£ =) S 3 st s LU edia es 81,2 +107,2 _ 4488 SHEN
a gl A e ls varianza m + 45,2 4 98,8 + 81, 28
P 3 = Al 5 <5 29,2 + 12,0 + 75,2 2’8 itudes del ala
S 3 S = ianza paramétrica de las lm,:?jienlﬂﬁ de va-
; S ' ; ion de 15,21, la vanal:t_? estimaciones mdﬂ’; varianza intra-
Imac > € : en :
& B 169 viol . idad es una estim timacion, basaflﬂ_ (pos o simplem tulos previos
~ L~ canti i ta estim ntragr capl
2 i | upos, 5y la expr in de qu ianza me
S R | fnipos. Notese (LUE _uEl varianza de gmpﬂiii%’éﬂﬂﬂﬁ ESe ;alctl::l:mdﬂ Hoz m!umm:;dgol’“r
E QW s o NCFom 5 'Iﬂigﬁbamus el t IR e variﬂﬂz? jacion den s, separa
E o - = - > | Shmﬂ tﬂdﬂﬂ IEIS estnnaﬂlﬂn;:agﬂs que mldEHblaé:a::z'mw entre ETI-IPU e
i
E = o “ultado de sumas de Cuaeden calcular tam laci6n tratamos ]E:dr?sticus
= 22| a x5 X *IEMos mas abajo, se pu ianza de la pob jones. Los est la
z FIREF| I F £ % "Eremos m i6n de la varianza ¢ observacio Calculo de
= L= - - mmghmﬂ]‘ﬂfﬁﬂ- timacion de siete 1 ﬁtuhdﬂ Ml’ﬂ]
i N  Para obtener una segunda es n una muestra dela tabla 7.1, i e ¢ G0 o lis-
g = I - o vis, Y, como si fuese ior derecha siete medias; e este simbo
2~ Y s oSy, T G os sjete sTupos, ¥, la parte super jemplo, hay siet Notese que tificar esta
il | e SSEET A2 1€ resultan ge expuner.tlﬂn i{ias En este eje a de las medmds'ebe,{mnﬂs iden idad
) S | dos de las m 0%, la sum rrecto . Lacan
sl M2 de cyadrq SHera , e co d -
=5 s * g i @ medigs, Calculamos Pr“nie r %%mplemmem po 1 hasta el grupo g ¥
E 3| = =232 E § Z g 0 e5 up anto_ chapucero. Para edias desde el gru pos, calcl'ﬂ'a.‘laﬁoy’ L
E 'E | CﬂmD Z] 1 diﬂ tﬂtal dﬁ Ias 4 y la mﬂdm L.a d‘ ? ?)1.
= — 1= c — o £ e ‘ g aﬂll =
23 = T s o Qk'uhda tinuacion es Y, la o ¥ =2 317 : =459 ia total, 3( 4. La
=t L oo < LAY pairhe IEN e - edias ) ¢ l]am 14 72
- g TNFSEF 7 LY. 13 g 2 de las siete m ia param 0 de 1a meC al a &
g ¥ 5, PI0Ximgqis mb tante cercana a la r_nﬂde grupo "eq’ic;t?‘l. Qe ‘”umﬁdh’“mmaz*
ey oo on O% Presenty lasdesvmcmnﬂﬂ la can dos aplicas obtenemo Dividimo |
s 3 FET| 2= 8 & B _ imer lugar cuadra edias 00 a - 1)
= R = " &st0 "eCesitamos en pr suma de de las PO PRl |
8 .2 Sl g “leulo habitual para la cuadrados ¢ ue: 3. (¥
E"E > [[EF)IIE =~ 25417. De la suma dﬂhnal como SBUE
E — — ' - venc
- & s gy g la forma con
L]
E & O o
b=
= i
= 273 z 8 -
| - b
| 5 g i E lEﬂ l-ﬁ B = Pl =B
L
| E 2
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1 — 1 porque la suma de cuadrados se basa en a itemg
'-’P = 25417/6 = 4,2362. Hemos visto en e] cap
q al azar de una sola poblacion

pora — 1 en lugar de 7
la varianza de las medias §
sion (6.1), que cuando se muestre

(.medim‘ "

tulg 6, exp,

iy J.
0e = —
x n
y por tanto
o= = Nos

Asi, podemos estimar una varianza de items multiplicando la varianza de |as medias por
tamafio de muestra en que estan basadas las medias (suponiendo que hayamos muestread;
de una sola poblacion). Cuando hacemos esto para nuestro ejemplo actual obtenen: -
= 5 X 4,2362 = 21,181. Esta es una segunda estimacion de la varianza paramétricz |5 )
No es tan proxima al valor correcto como la estimacion previa basada en la varianzg meg;
intragrupos, pero esto es de esperar ya que estd basada en 7 “‘observaciones” solamen
Necesitamos un nombre que describa esta varianza para distinguirla tanto de la varam
de las medias de la cual se ha calculado como de la varianza intragrupos con la cual ¢
comparard. La denominaremos varianza entre grupos; es n veces la varianza de las medi
y es un estimador independiente de la varianza paramétrica o de las longitudes del als &
moscas domesticas.En esta etapa puede no quedar claro por qué las dos estimaciones &
o° que hemos obtenido, la varianza intragrupos y la varianza entre grupos, son indepes
dientes. Rogamos se admita que en verdad lo son. Aunque esto no es de ningun modo ux
prueba de independencia, obsérvese que en este ejemplo las dos estimaciones son realmez

TABLA 7.2

Datos ordenados para el analisis de la varianza simple
ae Fhﬁﬁmiﬁ“ sencilla, de forma completamente alea-

tona.
agrupos

1 2 g % ! a

1 Yil rﬂ }’il . . Y;;I s » rn]

= 2 Yia Yoo Yar Yie Yas

5 3 Yia Yo it ¥a Yas

= J };_il 1;:.'1 };lj - i’:i }::”
n ﬁl };!n };:'I'n " iiﬂ . }:' gl

» " " =

S#maa Y ;:}’, Y, ) U ;:1’1 coe Zh

Medias ¥ ¥, Y, o Meps 9 L
_—___________________.———"
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. ) ' -
 diferentes, siendo 16,029 para la varianza 'ntragrupos y 21,181 para la varianz
; za entre

grupos: : h
" Vamos 3 TEVER lg ﬂque hemos hecho hasta ahora, expresindolo de un modo m4
grdeﬂﬂdﬂ* La tabla /.2 Tepresenta una tabla generalizada para datos como los de I:

uestras de longitudes del ala de moscas domésticas. Cada longitud del alg individual se

epresenta PoT Y, con sulinndu:es que mdu:anlsu Posicion en la tabla de datos. La longitud
jel ala de la mosca J de la muestra o grupo i se expresa por Yij- Asi se observard que el
primer gublndlﬂ:ﬂ camb 12 con cada ‘Fﬂlumna representando un grupo de la tabla, v el
wqundo subindice cambia con cada fila representando un ftem '

. individual. Utilizando esta
qotacion podemos calcular la varianza de la muestra 1 como

1 =T
e 12(1,11'" 1)1

J=1

|3 varianza intragrupos, que es la varianza media de las muestras, se calcula como

1 i=q jmy
aln — 1) ; J_Zl(yﬂ — 3t

Observese la doble suma. Significa que ponemos en primer lugar 1 = | (siendo i el indice
del T exterior), cuando comenzamos por el primer grupo. Sumamos las desviaciones
cuadriticas de todos los items respecto de la media del primer grupo, variando el indiv.::e;
del T interior desde 1 hasta n en el proceso. Después volvemos a la suma exterior,
ponemos i = 2, sumamos las desviaciones cuadraticas para el grupo 2 desdej = | hasta/ =
n. Este proceso se continta hasta que i, el indice del 2 exterinr,'s_e [leva hasta a. En otras
palabras, sumamos en primer lugar todas las desviaciones cuadraticas dentro dF un grupo
v afiadimos esta suma a las sumas similares de todos los demds grupos. La varianza entre

2rupos se calcula como

e Y. - 7)

a— 1

1=

_ : rianza de la poblacion, jqué
Ahora que tenemos dos estimadores independientes de lavark il 1 parim:tm.

: - ismo
{1¥Mos con ellos? Podriamos querer hallar si en raalnd:fd_estﬂ?linezl] 'E‘E la probabilidad
‘12 probar esta hipotesis necesitamos una prueba estadistica g

' ' rueba utiliza la
cd[F Que las dos varianzas de muestra sean de la misma poblacion. Esta p
S Plcisy que se considera a continuacion.

7 .=

2 1a distribucién F

Vamos 5 Planear ot imento de muestreo. E
ped; otro experim

¥MOS que se realice. Supongase que se estd muest scas domé
"Ormalme nte distribuilda: { alpcimu las longitudes del ala de mo

o, por lo cual no

dg una Fﬂblﬂ(:ﬁﬂ
= sticas de media U

——

i
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cedimiento de muestreo consiste en muestrf::ar primero M it
seguido por el muestreo de ny items y calculo de gy 'y

. ﬂriam y

| 0 éntre e
Los tamafios de muestra 71 ¥ 12 pueden ser iguales 0 1 31 PEro son fjjo Par,
0S ~

, . e -
lquier experimento de muestreo. Asi, por ejemplo, [:;ud mm?ls muestrear g, "

;;uﬂ l'qgudr::; del ala para la primera muestra (1) y 6 para la segunda (n; ). Ung “Eun”’cj

ongl 10

ha obtenido cada par de valores, calculamos

ﬂ

y varianza 0”. El pro

L]

4
calcular su yarianza s, .

F, =

t?:?u\ s

Esta razon serd proxima a | porque estas varianzas son estimaciones t:lua1 la mzimnz} Cantidag
Su valor real dependerd de las magnitudes relativas de las varianzas 7 vy 53. Si tomam,
repetidamente muesiras de tamanos n, Y "13 cah::ulandn !as_razc:rnes Fg de sus Varianzg
de hecho la media de estas razones se aproximara a (ny — 1)/(ny — 3?, que es proximo
1.0. cuando s, es grande. La distribucion esperada de este estadistico se denomin
distribucion F en honor de R. A. Fisher. Esta es otra distribucion descrita por un;
funcion matematica complicada de la que no es necesario que nos ocupemos ahora. A
diferencia de las distribuciones ¢ y X*, la forma de la distribucion F estd determinada por

dos valores para »y y vy grados de libertad. Asi, para cada combinacion posible de valores |

vy, ¥4, variando cada v desde 1 hasta infinito, existe una distribucic";m F difere'nte. Recuér
dese que la distribucion F es una distribucion de probabilidad teorica lo mismo que ks
distribuciones ¢ y %°. Las razones de varianzas basadas en las varianzas de muestreo,
si/s3 . son estadisticos de muestreo que pueden seguir o no la distribucion F. Por lo tanto,
hemos distinguido la razon de varianzas de muestreo llamdndola Fy, de acuerdo con
nuestra costumbre cominmente aceptada de escoger simbolos diferentes para estadisticos
de muestreo y distribuciones de probabilidad (tales como ¢ y X? paraty Yo

Hemos discutido la generacion de una distribuciéon / tomando repetidamente dos
muestras de la misma distribucion normal. También podriamos haberla nriginﬂt!ﬂ por
muestreo de dos distribuciones normales distintas que difieren en su media, pero idénticas
en sus varianzas paramétricas, es decir, con jy # j, pero o7 = o3 . Asi obtenemos i

distribucion F tanto si las muestras proceden de la misma poblacién normal como e )

diferentes, siempre que sus varianzas sean idénticas.

La figura 7.1 presenta varias distribuciones F tipicas. Para muy pocos grados de li!JEl[‘
tad la distribucion tiene forma de U pero se hace gibosa y fuertemente inclinada llﬁcmd:
derecha al aumentar ambos grados de libertad. La tabla V presenta la distribucio® :
probabilidad acumulativa de F para tres valores de probabilidad seleccionados. ]-;?”almm
de la tabla representan Fajn.») , donde a es la proporcion de la distribucion F ?n-
derecha del valor dado de F (en una cola) y vy, v, son los grados de libertad penenﬂc';h
tes al numerador y al denominador de la razon de varianzas, respectivamente. La ta0%

esta ordenada de modo que por la parte superior se lee vy, los grados de libertad Pmﬂ::i
cientes a la varianza superior ( numerador) y a lo largo del'margen izquierdo ¢ & p:;ﬁ’
E_*;:udsc dei::;bertad pertenecientes a la varianza inferior (denominador). En cads m;ﬂ“i’
tud, de : Pm de grados de libertad registramos tres valores de F, decrecientes EP—: 0,00
Cm; m- or ejﬂmplo._una distribucién F con vy = 6,v; = 24 es2,51part aFf- 25}
queremos decir que 0,05 del drea bajo la curva se halla a la derecha .

h 4

) al anédlisis de la varianza

roducclO’ o
09|\~ fu. w
0.8 ~F s, 2y
Fig. 7.1. Tres distribuciones F tipicas.
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24 grados de
o imucion F para 6 ¥ en una
Fig. 7.2, Curva de frecuencia de la distribucion r:;jén critica del 5%

a
'ad, respectivamente, En F = 2,51 se separd o
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e 3 » 0.01 del drea bajo la curva estd a la derect,. |
La figura 7.2 ilustra esto. hnlmnf:llrlt_ | e i Tl recha de g
267, Asf, § tuviésemos una hipotesis nuli fo- 0 2 d Nipotesis altery,
2 r;'i' > o? . utilizariamos un test / de una cola, como se muestra en la figurg 7 5
I;&.hﬂfﬂ podemos contrastar las dos varianzas obtenidas en el experimento (e Muestry
: L_l

de la seccion 7.1 y tabla 7.1. |.a varianza entre grupos basada en 7 medias ery 21,180 v

vy

& - | i H. . Wi M . F i I

varianza dentro de los 7 grupos de 5 individuos era 16,029, Nuestra hip6tesis nuly L.,i;ua
i ‘ . R . TRl i i A 04 - R 1 L

lus dos varianzas estiman la misma varianza parametrica, la_hipotesis alternatiyy en ur

andlisis de varianza es siempre que la varianza p.arumc'btric:l estimada por la variangg Chitre
Rrupos es superior 4 la est imnd.u por la varianza |{1tr::1g|1|pt1s. En la seccion 7.4 g explicars
o] fundamento de esta hipotesis alternativa restrictiva que conduce a una prueba de yp,
cola. Calculamos la razon de varianzas Fg = si/s3 = 21,181/16,029 = 1,32, Antes de que
podamos inspeccionar la tabla /7 tenemos que conocer los grudnls de libertad pertinene,
para esta raz6n de varianzas. En un andlisis de la varianza posterior aprenderemos oy,
las sencillas para grados de libertad, pero de momento vamos a razonarlo entre nosofro
La varianza superior (entre grupos) estaba basada en la varianza de 7 medias; por lo tap
habria 6 grados de libertad. La varianza inferior se basaba en un promedio de 7 varianzys
cada una de ellas basada en § individuos dando 4 grados de libertad por varianza; 7 X 4 -
28 grados de libertad. Asi la varianza superior tiene 6 grados de libertad y la inferior 2§
Si confrontamos la tabla V para vy = 6, v, = 24, los argumentos mds proximos en ls
tabla, encontramos que Fomp:g = 2,51, Para /' = 1,32, que corresponde al valor F,
realmente obtenido, @ es claramente mayor que 0,05. Asi, podemos esperar que mis del
5 % de todas las razones de varianza de muestras basadas en 6 y 28 grados de libertad,
respectivamente, tengan valores /g mayores que 1,32, No tenemos pruebas para rechaza
la hipOtesis nula y concluimos que las dos varianzas de muestreo estiman la misms
varianza paramétrica. Esto corresponde claramente a lo que en cualquier caso sabiamos
por nuestro experimento de muestreo, Como las siete muestras se tomaron de la misma
poblacion, el estimador que utiliza la varianza de sus medias se espera que produzca otr
estimador de la varianza paramétrica de la longitud del ala de moscas domésticas.

Siempre que la hipGtesis alternativa sea que las dos varianzas paramétricas son desigus
les (en lugar de la hipOtesis restrictiva Hy: 01> 03), la varianza de muestreo s podria &
tanto menor como mayor que 3. Esto conduce a una prueba de dos colas y en estos
Casos un error de tipo I del § % significa que en cada cola de la curva se hallardn regioné
criticas del 2 % %.

A veces es necesario obtener valores F° para & > 0.5 (es decir, en la mitad izquierds de

l:bdirtribucibn F). Puesto que, como hemos dicho hace poco, estos valores rara V&7 “
abulan, pueden obtenerse por una regla sencilla:

1)
F alnn) = '1" {
P » F"""”ﬂlﬂl
O 6iemplo, Fous =262, s
% " 02. Si queremos obtener F (el valor de P
Y 24 grados de libertad, respectivamente, a la derecha del ::L::l“::i:alla el 95 % del 4r¢?

h , ;
distribucion /), tenemos que buscar primero  J = 4,53, Entonces  Fowi¥

¢ ¢l reciproco de 4,53 on Fpa”
-_ + que corresponde a 0,221, Asf istribucion I P*
3y 24 grados de libertad estd a la derecha de 0312 IM" o b s i
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CUADRO 71 —_\
ntraste de significacion de las diferencias entre dos varianzas

upcr\'i"““”i“' en dias, de la cucaracha Blattella yagq cuando se mantiene s;
' - ‘NE S com.

an' ugu:l.
[lembras iy =4y Pi =85 dias $i' = 3.0
Machos ng = 10 Vo =48 dfag 52 = 0,9

S S
e . E———
== —

—
S _ R — ]
—

Hy: 0y = g4t Hi: a2 o gy

Fuenle: Datos moditicados de Willis v Lewis ( 1957).

La hipotesis alternativa es que las dos varianzas son diferentes. No tenemos funda-
mento para suponer que un sexo sea mas variable que el otro. A la vista de la

ipotesis alternativa €sta es una prueba de dos colas. Puesto que en la tabla V y en
E:mchus otras tablas solamente se expone ampliamente la cola derecha de la distribu-
lion F, caleulamos Fg como la razdn de la varianza mayor sobre la menor:

! 36

&
1 |
S e B
F,

3= = 1,00
Debido a que la prueba es de dos colas, buscamos el valor critico de Fazinml
donde a ¢s el error de tipo I aceptado, vy = ny ~ 1 y vy = ny - |, los grados de
libertad para la varianza superior e inferior, respectivamente. El que busquemos
Fapitnml 0 Fa/2pmn) depende de que la muestra | o la muestra 2 tenga la
varnianza mayor y esté situada en el numerador.

En la tabla V encontramos F.oswe =403y Fopy = 3,18 Como ésta
s una prueba de dos colas, duplicamos estas probabilidades. Asi, el valor F de 4,03
'epresenta una probabilidad de a = 0,05, ya que el drea de la cola derecha duf
=0,025 estd equilibrada por un drea similar a la izquierda de Fosont =
= 1/F.oup0 = 0,248. Por lo tanto, suponiendo que la hipotesis nula “ﬂ_"“&'r‘“
Probabilidad de observar un valor £ mayor que 4,00 y menor que 1/4,00 =0, i::
0.10 > P >0,05. Hablando estrictamente, las dos varianzas de muestreo. nua -
"nificativamente diferentes, los dos sexos eran igualmente variables en Fumilnnivcl
Uracién de supervivencia. Sin embargo, el resultado es lo bastante p rb:m;:l varian:
® Significacion del § % como para hacernos sospechar que posiblemen :nt o con la
 luesen en realidad diferentes. Seria deseable repetir este experim

‘Peranza de que saliesen resultados mas decisivos.

;e sy - distribuc
idoy Na razon de varianzas con una | .
dblu'dﬂ libertgd del numerador son n — 1, 108 grad;l dmimdﬂr s consideran infinitos
23 de muestreo; los grados de libertad del deno
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q un namero infinito de (tems podemos obtener |, verd
a,

dera varianza paramétrica de una poblacion. Por ‘Iﬂ tanto al d: 'd}r "': "'“.If'"_ QL' X por
de libertad, obtenemos un valor Fyconn ~ 1 e=gl, rESpectivamente y

| grlﬂdu; F,:/p lﬂ Fi;-*;r Podemos convencernos de esto examinando las tablyg g }’):ili
ﬁnﬁnﬂibln x* (tabla IV) encontramos que I'JJ-"EEI\';',J = 1'“-30?- ])ivtd iﬂl]tin este valo
por 10 g/, obtenemos 1,8307. En la tabla /- ( tnbla }EFLQ’QI‘I-’H‘I?‘[US, PAFR 10, 1y
w que Fogpow = 183 Asi, los dos ezstndlstu::us de signilicacion estin estrechameny,
relacionados y, al carecer de una tabla x°, pudrmmu§ arreglarnos con una tably f s0la.
mente, utilizando los valores de v/« en lugar de xfo).

Antes de volver al andlisis de la varianza, primero aplicaremos nuestro recién adquirido
conocimiento de la distribucion F para contrastar una hipGtesis acerca de dos varjyny,

muestrales.

porque solamente basandonos ¢

7.3 Lahipotesis H,:o? = of

En la tabla 7.1 se presenta un contraste de la hipGtesis nula de que dos poblaciones
normales representadas por dos muestras tienen la misma varianza. Como se verd mis
adelante, la aceptacion de esta hipGtesis nula es un prerrequisito para algunas pruebas que
levan a una decision de si las medias de dos muestras vienen de la misma poblacion. No
obstante, esta prueba es de interés por derecho propio. Repetidas veces serd necesario
probar 5i dos muestras tienen la misma varianza. En genética podemos encontrarnos con
la necesidad de conocer si una generacion filial es mds variable para un caricter que la
gnmhr:iﬁn paterna. En sistemdtica nos gustaria descubrir si dos poblaciones locales son
igualmente variables. En biologia experimental querriamos demostrar bajo cudl de dos

procedimientos experimentales serin mis variables las lecturas. En general seria prefert

ble el ;
€l procedimiento menos variable; si ambos fuesen igualmente variables, el investigador

seguiria el que fuese mds sencillo o MEnos costoso de emprender,

74 Wmmeﬂh&mm

Ahora modificaremo
e 50 st grpor s e
misma poblacié

a tabla 7.1, discutid nos
s d ] - 0s en la seccion 7.1, Supongdl
e ésticas no representaban muestras al azar de la

| siguiente experimento, Cada muestra se habid

ilisis de la varianza
i6n al andlisis ¢
ipiroduee 141

mos los efectos siguientes resultantes del tratamiento del med;
10

disminuye la longitud media del ala de ypg muestra -
- disminuye la longitud media del ala de yng Mustes :" f;! unidades,
- no cambia la longitud media del ala de yna muc;itru n 2 unidades,
-aumenta la longitud media del ala de ung muulﬁ en | unid
aumenta la longitud media del ala de una muestra en | uz!d?l.
6 — aumenta la longitud media del ala de una muyestrs an'¢ Un:;jdL
7 — (control) no cambia la longitud media del ala de yns mut:sl::{* es.

supongd
Medio

N o Wl D e

smbolizaremos el efecto de tral_am iento 1 como a;. (Notese (que este empleo de a no est4
<acionado con Su UsO cOmMO 5!mbulu para error de tipo I). Lamentablemente hay mds
imbolos necesarios en estadistica que letras en los alfabetos griego y romano. Asf a,
oma los valores siguientes para los efectos de tratamiento anteriores;

o = =0 ay = |

ag = —. ap = 1

Xy = U ﬂn=5
ay = ()

Notese que }i&; = (); esto es, la suma de los efectos se anula. Esta es una propiedad
wnveniente que generalmente se da como cierta, pero es innecesaria para nuestro argu-
mento. Ahora podemos modificar la tabla 7.1 sumando los valores apropiados de @; 4
“la muestra. En la muestra 1 el valor de a; es —5: por tanto la primera Inng:tud del ala,
We era 41 (véase tabla 7.1), se convierte ahora en 36, la segunda longitud del ala,
imieriormente 44, se convierte en 39, y asi sucesivamente. Para la segunda muestra a; es
2 transformando 1a primera longitud del ala de 48 a 46. Donde a; sea 0, las !“"f““ﬁ::
EE: il no varian; donde @, sea positivo, se incrementan €n la magmll_ld mdu:t ?';mna
ores transformados pueden examinarse en la tabla 7.3, la cual se dispone

énticg 4 |
dtabla 7.1
Ahora repe ' * im lculamos la suma de cuadrados
) ero calculamo
Imos nuestros calculos previos. Pr ¢ este valor con la suma

de Ig :
Primera muestra y encontramos que es 29,2, Si comparamo s dos valores son

e
“Wadrados de |y primera muestra en la tabla 7.1, se ﬂﬂf:“;‘;}“aq;: ;I:fmdradn! de cada

¢
Hmmm' lguulmnnle todos los demds valores de }:y"'. o El efecto de sumar &3
%0, Son idénticos g sus valores previos, ;Por qué ocurre esto’ S amtanio P
flla.lqﬁ:rpo € simplemente el de una codificacion ndﬁuwa.
gy go o PO+ En el apéndice A1.2 vimos que las codificac
dif t: ::‘ﬂl:lradns ni varianzas. Por consiguiente, no 5o e e
[7 Misma que antes sino que la varanz 617/6 = 16,77V,
llua”ig' Ahora yamos :ll calcular la va:lianza de las mcdiﬁfj’“::c;gﬂ‘adi antes, 4,236.
E“'Moun lor mucho mayor que el de la varianzs " mm:::wn de o obtenemos la
“Utigy, mnlupl.icﬂl'!ml por n = S para obtener und ﬂ:s ni siquiera pré:ﬂiml a una

e log Brupos, que ahora es 83,848 y ya no

suma de cuadrados
ente cada atinda siendo
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< gl andlisis de la varianza e
S - 2 int
s % o x N TABLA 7.
> Te) ::_'... ™ o .
; - I‘ .I,r. Iy patos de la tabla 7.3 ordenados del mismo modo queen la tablg 72
-u " = *E'-‘.r -
33 e e T
S5 ) 1 £ 3 - ;
g 88 s ' | s ok MRl e — SRS
v 0 1 | ] Yii + a 2+ ag Yo 4oy, Yo+ a AT P
E T 2 }’” + x| }rﬂ' + a3 l-ﬂ + y }ﬂ + oy - ]'-ﬂ. + (i
3| %3 =, g3 | Yuta “To clate fata - Y 1 o
o ™~ -E i H . - : . : . : F :
: E E | l_'l— ‘; J }_-” _*_ oy 24 ‘!" 3 ]], + (4§ }” '!‘I'.'l'i T "!'ﬂ’..,
ﬂ' L=y = I =) :' L] :
-u . ™ =] ’ ’ F » -
;g E E ‘lﬂ 3 § 1 ]'rlu '!' x| .‘Vu" EI- g 1'1" + . 1'" + ai I“ + el
Q ® b e -
83 o i e " 'y by 2, 41
< | 33 O Sumas 2 tnm  Zhtna | ZHARn o 2 bRar - A
- = Y- I um_ Y2 4 ay ?l'i'ﬂ":l --*rl'}'“" « + o
o S ;- oo Med o+ a
-: L} L " - .If las — o — e —— —
o o R B
= T x A eh
= bl - T =
Y
E S i : I las nuevas varianzas y encontramos que F,
‘E © FEBIZ| S 5T s wimacion de o* . Repetimos la prueba /' con | mas proximo valor critico de
O 2] w3 b SR = §3,848/16,029 = 5,23, que es mucho mayor que el mas p = 769
) = ' ' Qg bservado es mayor que Fompz = 3,
= B fonnan = 41. De hecho, ¢l g 04854 la varianza entre grupos, se ha hecho
o > BReae | g wwo o o Chramente, 1a varianza superior, que fEP"ESE“La b? ue las dos varianzas representen la
I Yol ol el T ] I= v o . B i~ 1
= | S R T e ‘Wnificativamente mayor. Es sumamente Improoaoie g
B MSTa varianza paramétrica. jo de la tabla 7.4, que
- e
— o - X . 3 or medlﬂ
S o @ | © g~ w &g Ué ha ocurrido? Podemos i s fﬂcﬂmem;n!:tu que la tabla 7.2 representa la
v = B O i = o 1§ TR '
= S BN b 23 S eenta simbélicamente a la tabla 7.3 del mismo dido una constante @, y que esta
= R libla 7.1 da grupo se le ha afadido senay Enla
= L. Observamos que a cada grup @ v las medias de estos grupos en &;
o S 3 N | "sante cambia las sumas de los grupos en ne; y o
= = = = - |r~.n I & . :
- T|F FFEER | Z o s g %tion 7.1 calculibamos la varianza intragrupos com
2, N’
a #
— — i=0 1=n 1 2
e |sln|c 2323 S get & w a(n — 1) a1 j=1 7
|2 - - ica mds porque acada ¥y ¥
<~ 19 | o RPN e} AMOs repetir esto, nuestra formu b
1HE 7 ¥F¥SEL | & ez | 3 o "Sumado ahorg ;. Por lo tanto escribimos |
'_E = ] . s’ o
e —
- 2
- iy == ) - ai)]
:“: E - gl g Bl R ey :n- "l"p,. I."i:l- F"l 2,., - 1 {Zﬂ JZ" [(}Ej + 'ﬂi) — (E +
- -“g A SR R ek oo iRy a(n — 1) {5155 o. la segunda
% | s 0 los corchetes al °M:m' antes, lo que
~ & 8 Wb, dd“?‘"ﬂllamus los paréntesis d““tmldixpreﬂ'én exlm”"’mm.nni pese a los
g I Miﬁu . S1gno Vv las &; se anulan, dgjl“du al varanza mw
- " Mestry o) : jor de que la
,- *log g YDservacion anterio
- s 2 el tryy
- = B ip dMmiento.
".::. E ':I'ﬂ --;-i e .'ﬁ Illr:i:
C
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[ 4 varianza de las medias se ha calculado previamente por la formula

(=

=1

Y):

e

Sin embargo, en la tabla 7.4 vemos queé la nueva media total es igual a

]1i=o = | | =_i=u}_"- Eitﬂ =F 2
5;;1 (5 + ad ﬂ’-:;l l_F_ﬂfgl & i

Cuando sustituimos los nuevos valores para las medias de grupo y la megi, total |
formula aparece como b

1 1=0 - e
—— L [Ft+a) = F +a)
gue a su vez da
1 i=ag
g 2 (= Y) + (a; — &)

Elevando al cuadrado la expresion entre corchetes, obtenemos los términos

t=gq

] > %-F)

1=a

> (Y, — ¥)(a: — a)

=]

2
ﬂ'—li

:
a

1 t=g
1 Z (ﬂl' i i &)2
- Ag=]

El primero de estos términos lo reconocemos inmediatamente como la anterior varianz
de las medias, 5%-:. El segundo es una cantidad nueva pero es familiar por su aspecto
general. Es sin duda una varianza o al menos una cantidad andloga a una varianza.
tercera expresion es nueva. Es la llamada covarianza que todavia no nos hemos encont
do. Ahora no nos ocuparemos de ella excepto para decir que en casos tales com? e
presente, donde la magnitud de los efectos de tratamiento &; es independiente del2 Fy?

la cual se suman, el valor esperado de esta cantidad es cero; por lo tanto 1o contribuiri*
la nueva varianza de las medias.

controles, habriamos obtenido,

del ala. Esas son las diferencias encontrad
' _ as en la tabla 7.1, con muestréo &
Elnm Pﬂbhtﬁl:l. Pm: casualidad algunas de estas medias son mayores y algunas m:ﬂf"
nuestra planificacion del experimento no podfamos predecir qué medias e mmﬂiil'fr
serian pequefias y cuales serian grandes. Por consiguiente, al planificar nu 0 o

Cos estros ,diot'-
no teniamos modo de emparejar grandes efectos de tratamiento, como el del

'Y

;]!E

de cero- .2 :
ndo término de la expresion anterior es clarament

e tratamiento. Es andlogo a una varianza pero
.4 basado en una val_'iable aleatoria sino mas bien en
dos en gran parté bajo nuestro control. Variando la

elegl 2ntos podemos modificar mas o menos a voluntad

tratilz llamaremos poT tanto, el componente aditivo dep

Etmﬂ los valores de @; se disponen de modo que a =

émino central como

1

distinto
El seg!

€ anadido como resultado de
108 efgctﬂﬁ d

10 puede llamarse asi, v que
tratamientos deliberadamente
magnitud y naturaleza de los
‘ la cantidad andloga a la varian.
ido a los efectos de tratamiento,
0, podemos volver a escribir el

En el andlisis de la varianza multiplicamos la varianza de las medias por n para estimar
ls varianza paramétrica de los items. Como se sabe, a la cantidad asi obtenida la llamare-
mos varianza de los grupos. Cuando hacemos esto para el caso en que estdn presentes
sfectos de tratamiento obtenemos

s n
n(ﬁ:+ﬂ_ 12&*) = §? a—l):at
Asi vemos que el estimador de la varianza paramétrica de la poblacion se incrementa en la
cantidad
N < s
a—lza

ratamiento. Encontramos

1ue s n veces el componente aditivo debido a los efectos de t ser compati-

guz 4 razén de varianzas F ; es significativamente m
¢ con la hipétesis nula. Ahora es evidente el porg

"z6n e varianzas esperando hallar F aproximadamente &
'nemos en realidad

. claro que 1
métrica, queda
5'#;' s ko  los fectos d¢

formula deliberadamente Pre | componente adit

thim" sensible a la presencia de

o
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. tener la primera vision clara de la utilidaq g and]

s de tratamiento aditivos, es dec; 151
3 e probar si hay efectos % €8 decir, g 4
varianza. Nos permite prove plemente muestras al azar de la misma pubtaci]'ungr”m
4 cada grupo por separado han conducidy , unﬂ 0 iy,

: uedan considera Cam
suficiente de estas medias cOMO para que y4 noPp IS€ muestrag dg |, Rling
lacion. Si eso es cierto, estard presen b

te un componente aditivo debido 3 jo, efe
s €lecty
tratamiento y puede detectarse por una p b

rueba F en la prueba de significacion ggf , -
de la varianza. En este estudio generalmente no nos interesa la magnitud de N,
e

a— 1

tratamientos que

sino que estamos interesados en la magnitud de los diferentes valores de @, Ep py.
los efectos de diferentes formulaciones del medio en la longityg de}_,:.;-
&k

gjemplo estos son e "
Si en lugar de longitud del ala de moscas domésticas estuviésemos midiendo preyy,
sanguinea en muestras de ratas, y los diferentes grupos se hubiesen sometido 3 difmn:
drogas o diferentes dosis de la misma droga, las cantidades representarian los efectos ;
las drogas en la presion sanguinea, que es claramente el tema de interés para ¢l invms;:
dor. También podemos estar interesados en el estudio de diferencias del tipo a, - a, g,
m h&mﬁme'd;dc dl:;wdr;;cim;l de las dife;encias entre los efectosde d““f?ﬁ!
alesqu o dos cualesquiera. Pero vamos un poco por delante &
nuestro argumento.

@Cu:b el mal:ns d:uI:l ?a:i;l;zahimplica efectos de tratamiento del tipo recién estude
. Io denominamos analisis varianza modelo I. Mas adelante en este capitub
(m 7.6), sz definird claramente el modelo 1. Hay otro modelo denomindo andliss &
E:’m?m modelo 11 en el cual los efectos aditivos para cada grupo no son tratamient
g sino que son efectos al azar. Con esto queremos decir que no hemos planeado
m Mm;muc el tmtamfenm para ningin grupo sino que los efectos reales
ada grupo son al azar y s6lo parcialmente bajo nuestro control. Supongamos que las s

muestras de moscas domésticas e : '
bastbras 0sC de la tabla 7.3 representasen la descendencia d¢ %
fifer im' nadas al azar de una poblaci6n, cultivadas en un medio uniforme. Habr
o hﬂmﬂm“‘“mm hembras y sus siete camadas reflejarian esto, La naturs
e ﬁm'h'- 5 & erencias es dudosa e imprevisible. Antes de que las midamos realmés
% hay modo de conocer si la camada | tendria alas miés largas que la 2, ni hay mods

de controlar este experimentc ,
Como has ::,;,m para que la camada | desarrolle de hecho alas mds l4r2%
prfwc i podemos asegurar, los factores genéticos para la Iungiu;d ::ﬁ'

en ¢ = . p

No ha#**
ia PFW
M

estariamos en condiciones de interpretarlas

--“.i aue #l bvis 7 M‘.'u‘.zi!l"""‘ﬂ“ﬁliﬂ'lidﬁ u‘1dﬂh‘r
s que ol loe 2, por ejemplo. $in embargo nos hml::::lrfmol pos

| andlisis de la varianz,

je la varianza de los efectos aditivos. Asi ¢
ﬂ'ddﬂ yn lote, podriamos esperar que la varianz, 4,
habia S moscas por botella. Perg oy,

o gemplo 10S EnferesarfarnUs por el componente aditiy
jas genéticas entre las hembras, 0 de |

shora echaremos una ojeada ripida a la formulacisp 4 brai
. ¢l caso del modelo II. En la tabla 7.3 la segunds fily Eelara
igfos muestra no mlamentie @; sino también 4;, que es ¢ 5fm‘;0|
4q efecto de grupo aleatorio. Utilizaremos una letra maytiscul; 0q
» una variable. El algebra para calcular las dos estimaciones duc ipacs

js misma que en el rf*t‘udeln I, excepto que imaginamos ; 2
isbla 7.4. La estimacion de la varianza entre medias mpm{il:;a;:gﬁ“;?mr Ajenla

1=aq

| i=a _ > 1 § 2 i=a
L5 @-P+— T (4 -Ap + =% (- Py, - 1)

1= =

£l primer término es la varianza de las medias s¥ como antes, y ¢l dltimo término es la
wvarianza entre las medias de grupo y los efectos aleatorios A, cuyo valor eq:emd;ﬁ
eero (como ant?rinrrnente) porque los efectos aleatorios son independientes de la magni-
tud‘ de las medias. El término intermedio es una verdadera varianza va que A, es una
mln aleatoria. Lo simbolizamos por 5% y lo denominamos componente aditivo de la
wranza entre grupos. Representaria el componente aditivo de la varianza entre hembras
0 entre Io_te.:s de medio, dependiendo de cual de los disefios antes discutidos recordemos.
La existencia de este componente aditivo de la varianza se demuestra por la prueba F. Si
los grupos son muestras al azar podemos esperar que F se aproxime 3 0° /o” = 1, pero con
‘ncomponente aditivo de varianza la razon esperada es

o -+ noy

a'-

| i~

mu]f 113;& 04 . ¢l valor paramétrico de 5% . estd multiplicado por , ya que tenemos que
IPlicar por n la varianza de las medias para obtener un estimador independiente de la

por dtr d° la poblacién. En un modelo I no nos interesamos por la ani’md de A; m
Cilerencias tales como A, — A, sino que nos interesa 3 magnitud de 0} y S
resa como el porcentaje

"enitud relativa con respecto a o*, que generalmente £ :‘xp+ ,oi_podfnmm

mﬂ +54). Puesto que la varianza entre grupos estima

1
n (varianza entre grupos — varianza intragrupos)

l =
.'{[uwuz)-a’]-;"“’" -
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2 - i
para el ejemplo que nos ocupd sfl = (83,848 — 16,029) = 13,56. Este

aditivo de la varianza entre grupos es

100 X 13,56
16,020 + 13,56

CO
l'ﬂpunmm:

1356
= 29,589

de la suma de las varianzas entre © intragrupos. El modelo Il se discutira fﬂfmﬂlmemf X
# r 4 a
final de este capitulo (seccion 7.7); los métodos para estimar componentes de Variang, ,

tratarin con detalle en el proximo capitulo.

7.5 Descomposicion de la suma de cuadrados total y los grados de libertad

Hasta ahora hemos ignorado otra varianza queé puede calcularse a partir de los datos de |.
tabla 7.1. Si eliminamos la clasificacion en grupos, podemos considerar que los datos 4;
moscas domésticas son una muestra unica de an = 35 longitudes del ala y calcular 13 me.
dia y varianza de estos items de manera convencional. Las diversas cantidades necesariy
para este cdlculo se exponen en la tiltima columna de la derecha en las tablas 7.1 y73
encabezada como Calculo de la suma de cuadrados total. Obtenemos una media de ¥
= 45 34 para la muestra de la tabla 7.1, que es por supuesto, la misma que la cantidad
calculada previamente a partir de las siete medias de grupo. La suma de cuadrados de los
35 {tems es 575,886, que da una varianza de 16,938 cuando se divide por 34 grados de
libertad. Repitiendo estos cdlculos para los datos de la tabla 7.3 obtenemos Y = 4534 (k
misma que en la tabla 7.1 porque " &; =0) y s = 27,997, que es considerablemente
mayor que la correspondiente varianza de la tabla 7.1. La varianza total calculada a partr
de los an items es otro estimador de o” . En el primer caso es un buen estimador, pero ¢n
la segunda muestra (tabla 7.3), en que estan presentes componentes aditivos debidos a los
efectos del tratamiento o componentes aditivos de varianza, es un estimador pobre dela
varianza de la poblacion.

No obstante, el objeto de calcular la varianza total en un analisis de la varianza no &
para utilizarla como otro estimador mds de 0* sino para facilitar el cdlculo. Esto ¢ ¥
mejor cuando disponemos nuestros resultados en una tabla de andlisis de la varan
mnvanch@, como se muestra en la tabla 7.5. Esta tabla estd dividida en cuatro colum
nas. La primera identifica el origen de la variacion como entre grupos, intragruposy totd
(grupos reunidos para formar una sola muestra). La columna encabezada por g.l.da 1os
%:::d? ﬂ’: libertad por los que deben dividirse las sumas de cuadrados pertinentes ? ffiz
vﬂ;: o e'f:tr:““:;' para obtener la varianza. El nimero de grados de libertad [l?ﬂé: g
e eE ml:ﬂj fs If.as —dl. el de la variacion intragrupos es a(n — 1), yderadﬂfﬂ ;
variam fﬂpectivment'e N ’tus columnas siguientes muestran las sumas de culﬂ B Y
andlisis de vars o otese que las sumas de cuadrados introducidas en 8

vananza son la suma de cuadrados entre grupos, la suma de cuadrados intré:
Pos, y la suma de cuadrados de la muestra total de an itey ue lasvarian’®
10 se denominan como tales en el andlici € an items. Se observa q o llame"
medias cuadriticas, ya que andlisis de la varianza, sino que generalmente st
centidides na nun've ;‘ én un modelo I no estiman una varianza de poblacio §o
rdaderas medias de cuadrados, porque las sumas de cuadrd

n al andlisis de la varianza

I
Jntfﬂd 6610
TABLA 7.3 149
Tabla de analisis de la varianza para los dat
(1) 3 .
{Ar |
) f.jj 0 —
. . e Sum /
Origen de la variacion as ‘
K. [ de f-‘“ﬂdradm Cu"ll:d'lﬂ:!’
i = o . S I‘r;"ﬂci:ht:‘»:l;'l
Y — i: Entre grupos 6 _i“r;'“w; 'j. L.
= r Intragrupos 2% P 1181
¥ : 16.029
y—Y Total 9, S 12
bl .IT"\""-h III'..rl”_'i"n;

| | *%0spechado, el método que hemos utilizado para obtener las sumas

jiiden por los grados de libertad y no por el tamafio de la muestra. Las sumas de

adrados y medias cuadraticas se abrevian frecuentemente como S.C y M.C respectiva
¢ «e ¥ IV , L .

mente. ; =
L5 sumas de cuadrados y medias cuadraticas de la tabla 7.5 son las mismas que las

shtenidas previamente, salvo minimos errores de redondeo. Hay que sefialar. no obstante
sna propiedad importante de las sumas de cuadrados. Se han obtenido una independiente:
~ente de otra, pero cuando sumamos la S.C. entre grupos y la 5.C. intragrupos obtene-
q0s la S.C total. Las sumas de cuadrados son aditivas. Otra forma de decir esto es que
wdemos descomponer la suma de cuadrados total en una parte debida a variacion entre
supos y otra debida a variacion intragrupos. Obsérvese que los grados de libertad también
on aditivos v que el total de 34 g/ puede descomponerse en 6 g L entre grupos y 8¢l
ntragrupos. Por tanto, si conocemos dos de las sumas de cuadrados cualesquiera (y sus
sudos de libertad correspondientes) podemos calcular la tercera y completar nuestro
dlisis de la varianza. Hay que hacer notar que las medias cuadraticas no son aditivas.
Esto es obvio ya que generalmente (a + b)/(c +d) #a/c + b/d

Utilizaremos la foérmula de cilculo de la suma de cuadrados ( Expresifm‘ 3_-?J para
' d"“}”ﬂfﬂf porqué estas sumas de cuadrados son aditivas. Aunque €s un dES}’IEElﬁI‘I FI]EE-
iriica, se pone aqui en vez de en el apéndice porque estas formulas nos llevardn también 2

ls formulas de c3 ' : ticis de la varianza. Como puede haber:
s de calculo propiamente dichas del andlisis de el T

étodo mucho mas

E ‘ . A £ -4 . # "
Eri?lcedm'eﬂtﬂ de calculo mds rapido; en la practica empleamos un m
ilo. La suma de cuadrados de las medias en notacién simplificada es
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edias respecto de la media total, primero g re
la de calculo [expresion (3.7 ¥ de;pues S¢ escribe cag
yrmu i ' .
la fnm_l .onstituyentes. La reunion de denominadores fyer, do
Sus varigntes ct U

: obtener la suma de cuadrag

: : inal deseada. Para 0! OS de |
atmlms, da 11'; EDE“UIL; por 1, como anteriormente se ha hecho. Estq da loy
[tiplicamos 1 O-L-me

L B 2 b _]__ a mn '
S.C.grupos =1 X S-Cmedias = =2 (Z 1) = (Z 3 })

lamos la suma de cuadrados intragrupos.

ﬂ]’dené

esviacion de las :

signos suml
gmpﬂﬂ. mu

9

-

A continuacion calcu

ey s T b gl e
_fir-1(2y)
La suma de cuadrados total representa
§Comi= LY. (Y- V)
- ii}’z_ﬂ%(ii F)ﬂ

Ahora copiamos las férmulas para estas sumas de cuadrados, ligeramente reordenads
como sigue:

o %i (i }r)z - ul'n (i Zﬂ: }r):
e (z Y)’ +Y 3y
S.Crotay = 2520 SRR (i >Y)

Sumando la expresion de la S.C grupos 180 18 5.C. i tragrupos Obtenemos una cantids®

que es idéntica a la recién desarrollada como S.C y lica pora¥*
L. . stracion expll
las sumas de cuadrados son aditivas. totar- Esta demo

No v. ' :
o e VM;;ealmr finguna demostracion sino simplemente establecer que 105 ta] 0
libertad espondientes a las sumas de cuadrados son también aditivos.

11a¢ se descompone en los grados de libertad correspondientes a 12 vans

mﬁ"i"’d: :'OI:: i::: la variacion de los ftems dentro de los EIupos. Sl
“HUnuar vamos a revisar el significado de las tres medias cuadraticas

B
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TABLA 7.6

Tabla de analisis de la varianza para Jos datos de |3 tabla 73

(1) g
(%) (3) 2
[-;.‘

: Mers § ~
Origen de la variacion  g,| d ey : Medias
€ Cuadrados cuadriticgs

il = PR, ¥ _ Mc
y—-7r Entre grupos 6 503,086 4 &

T fat g dy 45

} } ntragrupos - 448 800 16,0194

v — % Total a4 U51,.886 -'-"1'1'

- | Rl [}

dlisis de la varia[?za_ La .M__C. total es un esladfstim de dispersion de los 35 (an ) items
.1 torno @ Su media, la media total 45,34. Describe la varianza de la muestra total debida
. todas y a cada una de lgs_causas y estima ¢” cuando no hay efectos de tratamiento
ditivos ni componentes aditivos de varianza entre grupos. La M.C. intragrupos, conocida
qmbién como la media cuadratica de los errores o individual, da la dispersion media de
s 5 (n) items de cada grupo en torno a las medias de grupo. Si los a grupos fuesen
muestras al azar de una poblacion homogénea ordinaria, la M.C. intragrupos estimaria o” .
s M.C. entre grupos estd basada en la varianza de las medias de grupo, la cual describe la
fispersion de las 7 (a) medias de grupo en torno a la media total. Si los grupos son
nuestras al azar de una poblacion homogénea, la varianza esperada de su media serd a /n.
Por lo tanto, a fin de obtener las tres varianzas del mismo orden de magnitud, multiplica-
mos la varianza de las medias por n para obtener la varianza entre grupos. Si no hay
tfectos aditivos de tratamiento ni componentes aditivos de varianza, la M.C. entre grupos
ssunestimador de o . De lo contrario es un estimador de

il ¥
% Y o’ 0 g> + Noy
a— 1

der son independientes de la presen-

Las relaci itivi de apren
iones de aditividad que acabamos de ap riamos demostrar esto

i efectos aditivos de tratamiento o efectos aleatorios. Pod e ol andlisi O
a]g?bmmmﬁﬂtﬁi pero es mas sencillo examinar 1a tabla 7.6, que e . S s
fnza de la tabla 7.3, en la cual se han sumado cada muestra &; 0‘;;; A
"Nidad sigue conservandose, aunque los valores pard S.C. entragrEpess

Uerentes de los de la tabla 7.5 = jacion de

g 4 forma de considerar la'descumpusicién de la variacion e:»:i estu::;;: gz::;]erar la

lo Medias en un caso particular. Refiriéndonos 4 la tabla ‘?'S Pjeﬂhcién respecto de

mnmf' del ala del primer individuo del 7, grupo. 44¢ o
Media de grupo es

Yo — Yy =4l— 45,4 = ~4.4
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total es

1 2 desviacion de la media de grupo respecto de la media total e
esvi

Y. — V =454 — 4534 = 0,06

la desviacion de la longitud del ala individual respecto de la media total es
y la desviac

Yn— V =41 — 4534 = —4,34

ivas. La desviacion del item respecto de Ia media 4,
< Q¢

o v la de la media de grupo respecto de la media total, suman la d.f_‘sviacit}n total 4o
b : ecto de la media_total. Estas desviaciones S€eéxpresan a]gebrmca_mente como (}
ne% :_SF? _N=(Y - Y). Elevando al cuadrado y sumando estas desviaciones pay 4,

{tems resultara

Notese que estas desviaciones son adit

2 y—Tr+ar(F-T)=3 (¥ P

Antes de elevar al cuadrado, las desviaciones estaban en la relu-:.;ifrn a2+ b = c Despuis

1 " S l.! = .
de elevar al cuadrado esperariamos que estuviesen en la fonna_‘ a” +b* + 2ab=c*. ;Qui
ha ocurrido con el término doble producto correspondiente a 2ab? Este es

S W-NT¥ -0 =23(T-P) > (¥ - )]

n
un término de tipo covarianza que siempre es cero, ya queY_ (Y — Y) = 0 para cada uno
de los a grupos (demostracion en el apéndice Al.1).
En los margenes izquierdos de las tablas que dan los resultados del analisis de varianz
(tgtbla 1.5 y 7.6) identificamos las desviaciones representadas por cada nivel de variacion.
Notese que las desviaciones se suman correctamente: la desviacion entre grupos mas l2

d:s?iaciﬁn_imra upos es igual a la desviacion total de los items en el andlisis de k
vamanza, (¥ - Y)+ (Y- V)=(Y - 9.

76 Anilisis de la varianza modelo |
Un punto importante *
el cdlculo mﬂﬂlﬁﬂt: \€ner en cuenta es que Ia disposicion basica de los datos, asi €™

0y la prueba de significacion, en la mayor parte de os cas

€5 igual para los dog
modelos modelos. Los fines del anlisis de |a varianza difieren par® 1% &

m . : TLl'LHf: es lo .
s minada longitud del ala adquiera el valor que prezema"?' La tg;‘:e:jaﬂtlemunadque
| ongitud de

Ja primera muestra de moscas se registra como 43 unidades. ;¢

osta lectura? ; - (L0mo podemos
incipio, no sabiendo nada mas acerca de esta mosca particular :
rca de la longitud de su ala, es la medis total » uestra mejor

sicion 46 * : de la poblacion
ahemos que €S 2 45,5. Sin embargo, tenemos informacién adicional con respﬂc}ctaa '-;Utﬂ 1
~osca. Es un miembro del grupo 1, el cual se ha sometido 2 un tratamiento que dismi;ua

- |a media del grupo en-S tfqldades. Por lo tantu,_ @1 = -3y esperariamos que nuest
"o a0 ¥ea (el tercer individuo del grupo 1) midiese 455 _ 5 — * ro
pdividu _ _ 2 ; >0 =35 =405 unidades, Pero
o0 realidad mide 43 umdad‘es._ que es 2,5 unidades superior al valor esperado. ;A qué
-mos atribuir esta desviacion? Es la variacién individual de las moscas dentrc'; dequn
supo debida 2 la variafu:a de los individuos en la poblacion (o = 15,21). Todos los
sfectos genéticos y mnblentales_que hacen diferente una mosca doméstica de otra entran
e juiego para producir esta varianza. Por medio de experimentos cuidadosamente planea-
is podriamos averiguar algo acerca de la causa de esta varianza y atribuirla a ciertos
yctores genéticos O ambientales especificos. Ademds podriamos ser capaces de eliminar
narte de la varianza. Por ejemplo, utilizando solamente parientes carnales (hermanos y
hermanas) en una botella de cultivo cualquiera, reduciriamos la variacion genética en los
ndividuos, e indudablemente la varianza intragrupos seria mas pequefia. Sin embargo, s
mposible tratar de eliminar completamente toda la varianza. Aunque pudiésemos elimi-
nr toda la varianza genética, habria, no obstante, varianza ambiental, y atn en el caso
mas improbable en que pudiésemos hacer desaparecer ambas, quedaria el error de medida,
& modo que nunca obtendriamos exactamente la misma lectura ni siquiera en la misma
msca particular. La M.C. intragrupos queda siempre como una parte residual de la
uturaleza de las cosas, diferente de un experimento a otro. Es por esto que la varianza
H;ﬂragrupus se denomina también varianza de los errores o media cuadratica de los errores.
i:’ﬂi unerror en el sentido de que se haya cometido una equivocacion, sino en el Entl:};ﬂ
m_qm Ff?pnrcu?na una medida de la variacion con lg que se tiene que contar al tratar te
mar diferencias significativas entre grupos. La varianza de los errores estd compuesta
esviaciones individuales para cada individuo, simbolizada por € . ol companee s

‘Ori0 de la variante individual que ocupa el lugar j en el grupo que ocupa el lugar i. En
garj en el grup ' :
0, €13 = 2,5, puesto qﬁe el val[::tr eal observado es 2,5 unidades superior 5

Wt esperado 40.5. 1icic de varianza modelo
Lo L €Xpresaremos mas formalmente esta relacion. En un andlisis esuﬂ debidas a los

UDonemog : : : . si las hay, g
tiectog de| que las diferencias entre las medias de grupo | objeto del andlisis de la
€s

s 0€
ﬂplica[

En PT

tratamiento fijo determinado por el investigador. E da variante
estimar las verdaderas diferencias entre 1as medias de grupo- oo

Puede descomponerse como sigue:

Wividy,)

(7.3)
Yij = u T @ + €
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senta una variable independiente, O™
; )

i=TF....sM€G repre 2 :
dﬂl‘ldﬂf: ]'. L= gﬂ-{ -11‘0 Ty \';ianza u.; =0 & Pﬂl‘ lﬂ IHH[G, una dEIEIH]ina

=2 desviacion fija a. d
: de Ia poblacion, 4, una ces Jja a;dela
la med:jai;?:t‘la] 4, y una desviacion aleatoria €; del ind ividuo
grupo i respecio de lg:nﬂ octo de <y valor esperado, que es (1 + ;). R?QUerdese que ta
el Jugar j del grupo ! TeSP El valor esperado (media) de ]os ko

itivos 0 negativos. L Valore; 4,
: ¢; pueden ser posi - Stri a poblac - de
a; como & P varianza es la varnaniza PMEIHCE de | P 100, 0°. Para que g

ticic de ]a varianza, la distribucion de Eﬁ dEhE Sey

= 1

02 lane.
E:.,'[UFE
Media g

mg:ai.n t::c de a varianza modelo | examinamos diferencias del tipo a, — q, e

. _ probando la presencia de un componente aditivo debidg 4 .
itmu: Esfmmﬁutliamus que este ngmponente estd presente, fEChﬂZf&n}ns !a hipﬁlﬁ?j;
nula de que los grupos proceden de la misma pnblacmq y aceptamos lﬂ‘hlpﬂtﬁﬁl.‘f alternat;
va de gue al menos parte de las medias de grupo son dﬂerthes entre m,_lu que indica gy,
al menos algunos de los valores de a; son diferentes en magmtud: A cuntmuacmn‘_, general
mente gueremos comprobar cudles de los valnras'd? a; son dﬂergntes entre si. Esto ¢
hace por medio de pruebas de significacion, con hipdtesis alternativas tales como #,:q,

>a, o Hy: (@ +@) >a;. Es decir, estos comprueban si la media del grupo |

significativamente mayor que la media del grupo 2, o bien si la media del grupo 3 &
menor que &l promedio de las medias de los grupos 1y 2.

A continuacion siguen algunos ejemplos de andlisis de la varianza modelo [ en diverss
disciplinas biolégicas. Un experimento en el que ensayamos los efectos de diferentes
drogas en lotes de animales conduce a un andlisis de varianza modelo I. Estamos interesz-
dos en los resultados de los tratamientos v las diferencias entre ellos. Los tratamientos
son fijos y determinados por el investigador. Esto se verifica también cuando examinamos
los efectos de diferentes dosis de un determinado factor, una sustancia quimica, o k
cantidad de luz 2 gue ha sido expuesta una planta o las temperaturas a que se han
mantenido botellas de cultivo de insectos. El tratamiento no tiene que ser completament:
conocido y manipulado por el investigador; con tal de que sea fijo y repetible, se aplicar:
e_l lmdehl. 5i hubiésemos querido comparar los pesos de nacimiento de los nifios chino:
en el hm_pllal de Malaya con los pesos de nifios chinos nacidos en un hospital del cont
Reuie chm?, también habria sido un anilisis de varianza modelo 1. Los efectos del trat&
?mntol SCTIAN 0 este caso “continente respecto a Malaya”, que resumen toda una sere e

g T mms y ambientales, algunos conocidos por nusgtrﬂs, PEWE
mm“‘m“i onocidos. No obs;mte, éste es un tratamiento definido que po

_ y ademis m:;tﬂ decir, si lo deseamos, podemos muestrear de nueve

) ejemplo SEER 0 en Malaya como en el continente chino.
oy, d’ m dﬂ'h varianza modelo | seria un estudio de pesos corpordlés
anmales de dlffttm edad. Los tratamientos serian las edades, 4ué ¥
unia diferencia significativa en peso entre las edades, podria” zs
cuestion de i hay una diferencia de la edad 2 a la 3 o solamen®®
g 10 andlisis de varianza modelo I son el resultad® it ucl

cion
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(7.4)

dei= e _,a,j="n, €; representa una variable independiente normal
jo odia €7 = Q y varianza ¢ = 0", Y A; representa una variable no
; 'mdepeﬂdieme de todos los valores de €, con media A; =0y var
d;. encial s qUe en lugar de efectos de tratamiento fijosq,
-

imente distribuida
rmalmente distribyi-

: - s
'aNza 0% | La diferen-
, ahora consideramos efectos

Jeatorios Ai, QUE diﬁﬂl’? ge UI}ETUPGQIH otro. Como los efectos son aleatorios, es initil

mar 1a magnitud de dichos etectos €alorios para un grupo cualquiera, o las diferen
c}:ﬁ de un grupo a u'.:!r’crn::w32 pero podemos estimar su varianza, ?1 componente adit'wﬂﬁde la
rianza entre grupos 04 Cffmpf_‘?bamﬂﬂ SU presencia y estimamos su magnitud s , asi
omo su porcentaje de cunt’nbucmn-a la' variacion en un analisis de la varianza modelo I1.

slzunos ejemplos aclararan las aplicaciones del analms'de varianza modelo I1. Suponga-
05 que queremos determinar el -::nnltemcin en DNA de células hepiticas de rata. Cogemos
-inco ratas y hacemos tres preparaciones de cada uno de los cinco higados obtenidos. La
mpestra de lecturas sera de @ = 5 grupos con n = 3 lecturas por grupo. Probablemente las
snco ratas se han extraido al azar de la colonia disponible al investigador. Deben ser
Jiferentes en varios aspectos, genetica y ambientalmente; pero no tenemos informacion
precisa acerca de la naturaleza de estas diferencias. Por tanto, siaveriguamos que la rata 2
tene ligeramente mds DNA en sus células hepiticas que la rata 3, poco podemos hacer
2on esta informacion porque es improbable que tengamos ninguna base para lleva{a hasta
¢l fin este problema. Sin embargo, estaremos interesados en estimar la varianza de las tres

golicas dentro de un higado cualquiera y la varianza entre las cinco ratas; es decir, jhay

- 2 " . Ij-
nrianza o& entre ratas ademas de la varianza o~ esperada basindose en las tres rq:rla
mente suja solo de diferencias en

s’ La varianza entre las tres replicas probable . : I
licnica y posiblemente de diferencias en cuntenidﬂ de DH - d;fezz:esﬁp:ﬂﬂ:é:'
higado (improbable en un homogenado). La varianza aditiva entri:lr ado relativo de
pudiera deberse a diferencias en ploidfa o fenomenos relacmnadns,d ‘E:'a A i
Wtiacion entre ratas e “intrarratas” (= entre preparaciones) nos COnC P

: r tivamente mas
. _ _ - - reparaciones y rela
sstudios de este tipo. Si hubiese poca varianza entre 1as Piuﬂes v mas ratas. Por otra parte,

"Wiacion entre las ratas, necesitariamos menos PrRPA3CIOTE "o L ros ratas y mis
% I2 varianza entre ratas es proporcionalmente menor. utilizar

PEparaciones por rata. -
En un estudio del grado de variacion del pigment® €85 Ho oo racia
mﬁ“‘-- dmos querer estudiar diferentes familias dentro i e

- 12 van : ili
Cailps:: ¥ hermanas dentro de caduﬂnfzg’nlll;nﬁm aditivo de varianz entre f“"f‘l.m'

Egpe itica del error y probariamos . _
lﬂtuf - S un componente aditivo de varnanza 0?1 1:'3 I3 pitL Estariamos espeﬂll

amilias que determinan el grado de pigmen yaranza
Tente Nteresados en las proporciones relativas de las dos
W“m’m importante informacion genética.
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anza entre familias fuese mayor que

mos que la van la *~’i:lri;g|m._;1 %
e

; {ed raria -
q genelica espe :
l:::mﬁanﬂs y hermanas dentro de una famd lha[i T
Los ejemplos anteriores ilustran los dos tip prende

. a modelo II, que es mds probable que s.urjan s Trﬂbﬂjtis. Piolégicos Ung
i Wmnlz blema general del disefio de un experimento y la magnitud def eryg, - *
ncupildﬂ dF;;eﬂrentes niveles de replicacion, tales Cﬂfﬂﬂ el CITOT €ntre réplicas dunl'n[-iﬂl'
le::liia:dE rata, error entre lotes, experimentos, y ﬂﬂlbﬂlffﬂswam ente. Los otros s, “‘f';fr-;-:
2 la variacion entre e intrafamilias, entre ¢ mtrahgml Tdﬁi enre € intrapoblaciones , .
cucesivamente, ocupdndose del problema general de la relacion:entre variacion Benétieg ,

fenotipica.

EI H"'ﬂ]!'_t

Ejercicios 7

71  En un estudio que compara la composicion quimica de la orina de chimpaneés |
gorilas (Gastler, Firschein, y Dobzhansky, 1956) se obtuvieron los siguientes resul
tados. Para 37 chimpancés la varianza de la cantidad de acido glutimico en mil.
gramos por miligramos de creatinina fue 0,01069. Un estudio similar basado e
seis gorilas dio una varianza de 0,12442. ;Hay una diferencia significativa enre |y
variabilidad en chimpances y gorilas? SOLUCION. Fy = 11,639, Fomssy
22 .90.

7.2 Los datos siguientes proceden de un experimento realizado por Sewal Wrigh
Cruzo conejos gigantes polacos y flamencos y obtuvo 27 conejos F . Se cruzaron

estos y se obtuvieron 112 conejos F,. Hemos obtenido los siguientes datos de
longitud del fémur de estos conejos

n Y 8
Fy 27 83,39 1,65
F, 112 80,5 3 81

(Hay un grado de variabilidad si

| gnificativamente r en las longitudes del
fémur entre los conejos de I F, mayo g

enético hi : que entre los conejos de la Fy ? ;Qué fenomen
genético bien conocido viene lust i i 5

7.3 Demuestra L _ rado por estos datos?
v E " " - =
Sigue: =q(F) i ?D?TE]: yepresentar el valor de una variante individual come

entre paréntesis en un analj ) 7 (Y” - Yi). iQué estima cada uno de los términos

os d : =
del valor de udc : 18bla 7.3, haganse tablas que representen la descomposici”

primera tabla m;;::}ﬂnln €N sus tres componentes, ¥, (¥; — Y), (Y; - i1
tabla todag | pucs de 35 valores, todos iguales a la media total. E? i"'
eterminada columna serian iguales ® ®

de esa coly i iltima 130
desui mna y la media total. Y la ultma
ESViaciones de cady Vvariante individual respecto de su m Edl;;f:
§ de uno de los componentes it 408
Cular la media y sumas de cuadrados pard ©

Capftulo 8

Analisis de la varianza de
clasificacidn simple

Y2 estamos preparados para estudiar casos reales de andlisis de varianza en diversas aplica-
cones y modelos. El presente capitulo trata del tipo mas sencillo de andlisis de varianza,
el analisis de varianza de clasificacion simple. Esto significa que los grupos de muestras se
casifican por un solo criterio. Las dos interpretaciones de las siete muestras de longitudes
del ala de moscas domésticas estudiadas en el capitulo anterior, diferentes furmula:;mnes
del medio (modelo I), y progenies de diferentes hembras (modelo II), representarian un
criterio Gnico de clasificacion. Otros ejemplos serian diferentes temperaturas a las que se
han criado grupos de animales o diferentes suelos en los que se han cultivado muestras de
plantas, :

En la seccién 8.1 comenzaremos por establecer las formulas basicas -y
andlisis de 1a varianza, basadas en los topicos incluidosen el capitulo anterior. La mmt:ca;
% un ejemplo del caso ordinario con tamafios de muestra iguales. !lustrarenj{fs o8 )
por medio de un andlisis de la varianza modelo 1. Puesto que los mc?lm bas{cﬂ]:il;ustm-
m’“ de la varianza, son los mismos en los dos modelos, no es "eﬁﬂ;ﬁmﬁ: l:xponc Jas
“n con un modelo I1, Este Gltimo modelo se destaca en la seccion © 'quifﬂmms, ya
“mplicaciones de cilculo secundarias que resultan de tamanos de muestre

_ ecesariamente el mismo
que todos los grupos en el analisis de la vananza no han de tfnﬁ;:lﬁ para un modelo 11, la

“alo de muestreo, Se e n ademds algunos cdlculos espe . e bontities
o aci6n de mmPDnent:;}g:ela varianza, Las formulas resultan p:ﬂ;“;f;“uﬁe aplicarse
Pira el caso de dos muestras (seccion 8.4). En el modelo I de este

nificativo,

th et & #
Prueba t matemadticamente equivalente. ue es Sig

Cuando i 5 _ lo | se ha encontrado qué | deseable
levang 4 In andlisis de la varianza modelo . de la misma poblacion, ;Sn difﬂ:bﬁﬂ'

la conclusion de que las medias no son ¢¢ ¢ de medias i
31 las medias de dive:lsas maneras para descubrir fl“éi:: onificativamente dife-

sig
['“':mm i, ¥ las medias pueden separarse en ETUPO” quemﬁltiples se incluyen en 1as
LEMe §i. Las llamadas pruebas de comparaciones

sicas de cdlculo para el
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Anélisis dé la varianza de c!asfffcacfdn |
-E:i'mp:;.
ata de las llamadas comparaciones planifjcy

imera Ir - . A8, diees
6. La primer gunda seccion de pruebas a posteriori que g, ;r Qisep,
e 0DO .
sultado de su andlists. o

ma de cuadrados y los grados de libertad totg),
ertenecen a variacion entre grupos =

variacion intragrupos- Lo mas sencillo es calcular la suma de cygz i
enecen a a de cuadrados intragrupos para obtenerla por Iz 'susua,;_f:
5.C grupos- ESt8 regla no se aplica 3 los computadores digitales; ep g, |

4: J. 4

cular sumas de cuadrados intragrupos no es de importancia, pero |3 ¢y,
las siguientes formulas de calculo para estag g,

S Il-llil:ii-y

Estas formulas suponen el mismo tamafio de muestreo n para cada grupo y en la seccior
%3 s modificaran para tamanos de muestras diferentes. No obstante, en su forma actu
bastan m aclarar algunos puntos generales acerca de los procedimientos de cdlculoce
En primer lugar observamos que el segundo término restado en cada suma de cuadrados
¢s idéntico, Este término representa la suma de todas las variantes en el andlisis de b
varianza (la suma total), elevada al cuadrado y dividida por el nimero total de variante
e i
AR . de correccion (abreviado 7.C.).
Emﬁﬂ&mlﬁem de cuadrados total es simple. Es la suma de tod?;;';i
qum g i la tabla de andlisis de varianza. Asi, la suma de 593'1 :
simplemente la fér }ﬂm}“ﬂddﬂ una sola muestra no estmctura_da de an Htems,
{6rmula familiar de la suma de cuadrados de la expresion (3.7)-

r..m- e Sions -
, primer tﬁ._ m la suma de cuadrados entre grupos se obtiene elevando al Cliﬂdfl“

ishs de la varianza de clasificacion simple
:1is
Andi!

— 159
oI Para hallar este termino de correccion Sumar

i 1 l-- I o I X : .
l-‘-(f"ff fﬂﬂdmdﬂ gsta suma, v dividirla por el numero de ite odos los ttems de g serte

:ﬂuf d, ms ‘n q”t_f e bﬂ.ﬂ

un andlisis de la varianza de clasificacion g
ustraremo> simple, con tamar
st : oS de muestras

s, por Medi ded U ciep !*?1 de modelo 1. El cilculo hasta Ia primers by
;ﬂﬂ‘mciﬂﬂ lﬂlflug’aif; b?é?;i} :5u'n ‘:;‘:ﬁ‘;’ P;TH];UE dos modelos. Asi el cdleulo E:r:u:d(rlt
: ; is de la vari 0
lelﬂu P“:;a servir | vananza modelo Il con igual tamafio de
" Los datos son de un experimento de fisiologia vegetal. Registran 1a longitud *
i ~pdificadas, de secciones de guisante desarrolladas en cultivo de teiidos cfn“ umfla;
Wniﬂ. El fin dEl ‘E){pEI'UTIEnt.D i Cﬁﬂlfﬂﬁlﬂrl' los efectos de la adicion d: d:::}:'::
icares € el crecimiento, meﬁrdﬂﬁ por la longitud. Se utilizaron cuatro grupos experi-
entales, representando tres azucares _dfferemes y una mezcla de azicares, mas un control
s azicar. Para cada tratamiento se hicieron diez observaciones (repeticiones). El término
«ratamiento” ya implica un analisis de varianza modelo 1. Esti claro que los cinco grupos
20 representarn muestras al azar de todas las condiciones experimentales posibles, sino que
wan sido deliberadamente planeados para probar los efectos de ciertos aziicares en la
locidad de crecimiento. Estamos interesados en el efecto de los azicares en la longitud,
y nuestra hipotesis nula serd que no hay componente aditivo debido a los efectos del
samiento entre los cinco grupos; es decir, se supone que las medias de poblacion son
todas iguales.

£l cileulo se representa en el cuadro 8.1. Después de haberse calculado las cantidades
412 1 hasta Ia 7 se introducen en una tabla de anilisis de la varianza, como s¢ muesira en
! cuadro. Primero se presentan las formulas generales para esta tabla, seguidas por una
ubla ocupada por el ejemplo especifico. Habiendo cinco tratamientos observamos 4
mados de libertad entre grupos y 45 g.l intragrupos, que representan 5 veces (10-1)
gados de libertad. Encontramos que la media cuadratica entre grupos € considerable-
mente mayor que la media cuadrdtica del error, provocando la sospecha de que esté
presente un componente aditivo debido a los efectos del tratamiento. Sila M.Cgrupos €5

22l 0 menor que la M.C.trq, NO NOS mMolestamos en continuar cox el anilisis, puesto

%2 1o tendriamos pruebas de la presencia de un componente aditivo de la varianza. Nos

pdemos preguntar como seria posible que 1a M.Cgrupos fuese menor QUE la M.C. ;;::c
recordarse que los dos son estimadores in ependientes. Si no hay compo
bable que el estimador de la varianza entre

::: de la varianza entre grupos, es tan pro o
%a menor como que sea mayor que la varianza ntragrTE tam-
bidg eXpresiones para los valores esperados de las medias S::nﬁ[:.’li;tgzx! que
‘Ehanm 8 primera tabla de andlisis de la varianza del cuadro 8.1.

“Prendido en el capitulo anterior para un modelo I los del cuadro

Pusde . . de _

parecer que llev numero innecesario tidad

:LED o “mﬂrloqu' a g:sspl::a asegurar que la sumd de cuadrados del error, G20

| ‘:Mtfa exactitud. , )

aigy o 2 relativamente grande, los valores CF nterpolacion armonica).
“Mmonica en la tabln‘?'r(véase nota al pie de la tabla I €7 E2¢
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Andlisis de la varianza de Clasificacjg, Sim..
160 ple
____ CUADROS.I- ficacién simple, con tamanos de muestry iE—uEle-\"
Miﬁjdﬂhummdedn icac S. ‘
n de diferent€s azficares en la longitud, ep Unidade. . |
El efecto ¢ Iﬂ] 31?3 |14 = mm), de secciones de guisantes crecidas en gy, “*|
micrometro ocu ::ncia &e suxina: 1= 10 (réplicas por grupo). Este es yp andlici, ﬂ
tejidos ¥ en Pre S de
: elo I |
o yarianes 7 Tratamientos (@ = J5) e ]
ey e |
| Adicion de |
- i) C10 lucosa al Adicisn l
: Adicion de Adicion de gluco n ge|
Observaciones, !l 1% + fruc Macaroy
. osaal [ructosaa 1 uctosa arosg 4
o HEmpro. Eoagel termn s I al 1 % 2% |
replicas = == - b I
| 75 51 o = 62
9 67 58 bl _f*' 66
3 70 60 2 o5 65
s s 59 5 bl 63
6 7l 60 56 56 62
7 67 60 61 o8 65
8 67 57 60 97 65
4 76 59 57 57 62
10 68 61 58 59 67
Ty 701 593 582 580 641
¢ 70.1 59.3 58.2 58.0 64.1

Fuente: Datos de W. Purves.

Calculos preliminares
a n
1. Sumatotal =) 3 ¥ =701 + 593 + --- 4 641 = 3097

2. Suma de los cuadrados de las observaciones = i}“: ¥ 8
=75 4+ 672+ ... + 682+ 572+ .. + 672 = 19313l

15(6)

3. Suma de Jos cuadrados de las sumas de grupo dividida por n

v

= H(701* + 503* + ... 4 6417) = 2[1 920 055) = 192 905,50

4. Suma total elevada al cuad E total =
término de correccién rado y dividida por el tamafio de muestreo

rC ".,lﬂ(f:i y)‘= (3007)?

o X 10 5
5. 8.C101a1m Ei ¥ — op

o0

= 1 . a1 872
intidad 2 - cantidad 4= 193 5] - 19 828,18 = 13225

| < de 18 varianza de clasificacion Simple
'.'l.TI’.Sf:
0 8.1 (continuacion)
CUADR s
| ) : L(}_, }')—r".r'
1 5. S.Cgrupo®
I| = l..';in“ddd 3 cantidad 4 192 905 30
= §.C. S0 i,
lu" §.C.intragrupos 3-Corotal {"-'-'U'I"'H
= cantidad 5 - cantidad 6 = 1 327 &

P i

¥ - ¥ Total

12 tablﬂ de analisis de la varianza se VONSITUYE Como sigue
e e — gl
ariacion gl S.C - - M.
L}r-ffn de la variac it ; ) ' "t"r'f”' f'g esperada
= 1
f .C o= ‘
I 7 — 7 Entre grupos a— | 6 0 RS
rj — j. - - ]
M.C intragrupos |
y — Y Intragrupos aln — 1) 7 '
aln — |
an — | D

| —

sustituyendo los valores calculados en la tabla anterior obtendremos la siguiente

- ———

Tabla de analisis de la varianza

s g - in
9%). Los diferentes tratamientos de aziicares tienen sl

- "_‘:“‘-Cimientu de las secciones de guisanie.
Véase
L &5 decir.

¢l método para determinar que m
Sire 5.

o) jlisis de :
mepiones 8.5 y 8.6 pard e [ﬂlliiﬂﬂ;iz :;na:;.niﬁc:nvmcm: diferentes
]

Origen de la variacion gl S M.C. f ‘
F-F :
entre grupos gy t . o
(entre tratamientos) 4 1077,32 260,35 '
e
intragrupos B 24550 5 40
(error, réplicas)
¥~ ¥ Total 49 132282 e
ry =y ! = 5"57
Foposieas = 2,58 Footiam = Hil Fopmis.on
- 1)
.- : icativo (P €001}, |
fﬂﬂfhl.l'fﬂﬂaj_ -~ Hay un componente a{jnw{? alla.!;l:::;;iéi?:i yupﬂ‘!“ﬂ“lmtn‘
debido a los efectos del tratamiento en 12 media cua duda un efecto significativo

15 varianza modelo

e

l|“-l."'-"'l--n..._ = -———__.____.—l-l—

4_.—4



Andlisis de 12 varianza de clasificacigp, Sitm
Ple

te para presentar un registro Comp|e

» mneﬂ . N
- dado aqui ! : | _ 0 gs
0 MNoOs S s

mparacion de la razon de varianzas ob servada F, = 4933
de F. Laco P*ﬁm conservativo (la F tabulada inmediata oo, =
= 383, d whr = para rechazar la hipdtesis nula. La probabiligag g, "
nos convenc lo hacen, por azar es casi int'iniiesimalmeme ;ﬁ
afecto aditivo de tratamiento, inhibiendo aué;jj:-

secuencia la longitud de las secciones d-

.
E i

¥ o

Jos cinco grupos
fia. Sin duda Jos: |
mente &l crecEnEnia ¥

i s on condiciones de decir s cada tratamiento es diferepy, -

etapa no eslamo _ ; esd i
aﬂE":?lus aziicares son diferentes del control, pero no diferentes entre si. Estas Driishs.

aziicares producen U

reduciendo en con BUises.

: lisis modelo I. pero aplazaremos su discusign ha..
mpletar un analisis N hag
son necesanas pard Eﬂ

83 Diferenten

Estz vez utidizaremos como sjemplo un analisis de varianza modelo II. Recuérdese gy
hastz Iz prueba de significacion F incluida, los calculos son exactamente los mismos tant;
s 2l andlisis de la varianza es modelo I como si es modelo II. Indicaremos la etapa ¢!
célculo en Iz que habria una divergencia de operaciones dependiendo del modelo.

En Iz tabla 8.1 se presenta &l ejemplo. Se refiere a una serie de medidas morfologicas é:
l2 anchurz del escudo (placa dorsal) de muestras de larvas de garrapata, obtemidas de
cuatro diferentes individuos huéspedes del conejo norteamericano de cola de algodor
Estos cuatro huéspedes se obtuvieron al azar de una localidad. No sabemos nada acerca é:
ﬂs_un';mﬁ i su constitucion genética. Representan una muestra al azar de la poblacion
df individuos huéspedes de la localidad dada. No estariamos en condiciones de interpreta
diferencias entre larvas de ningiin huésped, ya que no sabemos nada de los origenes de s
conzjos. No obstante, los bidlogos de poblaciones se interesan por estos analisis porgu
SSiEcEn st ‘“F.“’“‘ a las siguientes cuestiones. (Son las varianzas de las medias de 10f
:ﬁﬁ“ h"::” ‘“:;‘ !‘“é@egﬂi mayores que las esperadas, basindose en las varianf.&_i:
mmw“m E“l'h uespedes’ P'nden:tus calcular la varianza media de la athura dt.'-
ity - *:; uésped. Este ra nuestro término “error’”” en el andlisis de l_-
i MD’W’ Ms la mcdj{t:ua{lratica_ entre grupos observada y \Fﬂm?;:
¥o de la varianza? | 2 M:mm:l; 1 varianza. {Qué representaria tal componente 0
huésped cualquiers) dritica intrahuéspedes (es decir, de las larvas 0

= .+ vepresenta diferencias genéticas entre las larvas y diferencias en ™

EXpeniencias ambientales i1
: ies de estas larvas. La varianza aditiva entre huéspedes demuest’

us

I “n puede deberse a diferencias genéticas ent® ™
s una familia de garrapatas, o al menos una pubtaciﬂﬂ cuy®

otros m:w entee si de lo que lo estén con las larvas de garrapts
vista de I eleccion 4 F1emplo el interés esti en Jas magnitudes de las varianz2*

Er

-

&zar de los b

€ste es un caso claro de andlisis de 1a V2o

|g varianza de clasificacién simple

i 06
1,131‘15’5 163
giA s s para un anilisis de la varianza de clasificacian <
n "
patos !fditf. ntes. Anchura del escudo (placa dorsal) de larvas d:l]:PiE. con tamafios de
: « en muestras de 4 conejos america Barrapata Haemaphy-
- rispalusIrs e : nos de cola de algodé _
=i Tﬂ'n:;s Este €s un analisis de la varianza modelo 11 on. Medidas en
.il'l ﬂ}fl 4 :
o — Huespedes (a = 4)
..-F'-_-'-.-'-__'__ -
! ~ 3 .
— il 35 3ol 354 276
;TIJ :;:Fﬁ' Syl ) __.:_;_1
$60 S8 362 342
368 376 352 72
3 9 Sl 3id
360 542 372 260
374 SO0 362
32 SH L 544
344 342
St SN
351
345
B
53 2078 3544 4619 2168
a S 10 13 6
SFt 1108040 1257272 1642121 784536
Fuente: Datos de P. A. Thomas.
Tabla de analisis de la varianza
Objeto de la variacion gl SC. MC F
e = = - “e
¥ — ¥ Entre grupos (entre huéspedes) 3 1808 602, 5,20
"= ¥ Intragrupos (error;entre larvas %3 4775 14,5
_ en un huésped) i
Y~ ¥ Total 36 559
A Fapn =289 Fapm = 4,44
L2 = P (: D ul
g - - “f~all { 0.01‘ ﬂﬂm
i anza significativo (P < Y.

“ipadeg — Hay un componente aditivo de 12 vari
Para la anchura del escudo en larvas de garrapata.

E

e i

#—

R
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‘ ifi ianza de clasificacién «
Andlisis de la varianza de c!as;fmam{jn 5 lisis de la varla asificacion simple
i | cuadro 8.1, except ] = la formula. Por lo tant l L
- uadro 8.1, EXCEpLo que e] gy ] ado en 1a : anto utilizame
. q provisto en € ¢ o Mbolg = .. - gpropHd 0 aritmet ic 1OS un n medio
£l cilculo sigue el 'Esg:;::ﬂ gue los tamafios de muestreo difieren para cada EFUE lien ;rlﬁﬁgwnte ii. l]a media aritmetica de los valores de S q::g: NO obstante, gste no es
ihi hora i . 0, L. i€ § :
que escrlb.lﬁ*?: p hzaﬁlﬂ e] 7 se realizan como antes. Solamente el Paso 3 S Ly imp
PHS-EI'S 1, 2.y e. e Este s Qg 1 = a I
modificarse ap,mablem‘?" + d d Ng = a 1 2 ng— Zj“_‘,
0, cada una dividi a a
3. Suma de los cuadrados de las sumas de grup ida por g tamag, o 5, (8.1)
muestreo jo ordinariamente prox; a 7 :
que &8 U1 e iguales, ¢ Pd-mm[}_d ! PEIO siempre menor, 4 menos
2 5 - JMafios de muestreo sean ig , CUando ny = i1, En este ejemplo s que los
(ﬁ' }r)- {‘?QTS}E {35“)‘ ! | (-168)- = i E
"i Z B oo R 10 = s v = 6 -—4;89091
S ; -nu-“-.';"Ll([SﬂL10+13+ﬁ}—b—'?m'+132+ﬁ: 0,000
4 — 3+ 104+13+¢6 )T %
- 5% y 1 % se muestran debajo de la tabla de angigis g, . : S
Los valores riticos de £ a : ' - Sl esiones para las medias cuadriticas esperad
. 2 _respectivamente). Deberia confirma n las expr _ ; _ Speradas presentadas en la tah il
varianza en la tabla 8.1 (2,89 y 4,44 P IS€ por ugg EE o varianza, estd claro cémo se obtienen el la de andlisis

mismo en la tabla V. Obsérvese que no se da el argumento v, = 33. Por lo tanto. ¢ debe componente de varianza entre grupos 7 y

2
interpolar entre los argumentos qué representan 30_3.; 40 grgdns de lilrlr?rtad, respectivs. Izl: yarianza deil:l;r;:t ;I Qe Piz;?;sé?it;t; ;Dizmlﬂ;? céliti Sbtenemus son _simplemex_]te estima-
mente. Los valores presentados se han calculado utﬂmgndn lﬂtEI'EDIElEIDﬂ armonica, S ciones ¥ por . ety )/.; YS' . mponente ad-nwo de varianza 5% se
embargo, una vez mas, no ha sido necesario efectuar tal interpolacion. El valor conserys; estima cumt.; é . -g_rul:jﬂs - -l_n!:;a : lffgpre que los laman:::a de muestreo sean
vode F. Fapan,es292y45] paraa= 0,05 y a = 0,01, respectivamente. E| valy jiferentes, €l AENOMINACOT S¢ CONVIEILE €N 7p. En este ejemplo (602,7 — 114.5)/9.009 =
observado de F es 5,26, considerablemente superior al interpolado asi como al valy 4,190. Frecuentemente no nos interesan muc_hn los valores absolutos de estos compo-
conservativo de Fg oy . Por consiguiente rechazamos la hipotesis nula (Ho: 0% =0)deque | nentes de la varianza, sino sus mﬂg_ﬂltudes relativas. Cm} ezste f in los SUMamos y expresa-
no hay componente aditivo de la varianza entre grupos y que las dos medias cuadriticss | ™08 cada uno como un porcentaje de esta suma. Asi 5° + 53 = 1145 + 54,190 =

;| 2 [v) - -
estimen la misma varianza. Aceptamos en cambio la hipotesis alternativa de la existenci iﬁg,ﬁ?ﬂ y ‘: Y ,5-4v ;?:c%?n’g'n? 3: riﬂcln:’il:;;m 5”m:1~ fespz'?t“’ﬂmfﬂiﬂ- Se Enf:uEnt*ra
de un componente aditivo de varianza 0% . relativamente mas variacion intragrup en un huesped) que entre grupos (hués-

;Cudl es el significado biologico de esta conelusion? Por una u otra razon las garrapatas pedes).
de diferentes huéspedes difieren mds entre si que las garrapatas de un huésped cualquier:
Esto puede deberse a cierta influencia modificadora de los huéspedes sobre las garrapatzs | 34 Dog grupos
(diferencias biologicas en la sangre, diferencias en la piel, diferencias en el medio ambient:
del huésped; todas ellas bastante improbables en este caso) o puede deberse a diferencis Una prueba frecuente en estadistica es establecer la significacion de la diferencia entre dos
gencticas entre las garrapatas. Posiblemente las de cada huésped representen los descen | medias. Esto puede hacerse ficilmente por medio de un andlisis de la varianza para dos
dientes de una sola pareja de padres y las diferencias de las garrapatas entre huésped®t | #upos. El cuadro 8.2 muestra este procedimiento para un andlisis de la varianza modelo L.
representen diferencias genéticas entre familias; o la seleccion haya actuado diferenteme? ¢l tas0 ordinario, |
te en 5::: PObl?f:mnes c!e garrapatas en cada huésped, o los huéspedes hayan emigrado & El elemplo del cuadro 8.2 se refiere al inicio de la madurez rEpm_ducm-a en la pulga t:e
:,ﬂ:u,: J:lu :E:dgﬂﬁhfereme% areas Eﬂqgfﬁficas en las que las garrapatas difieren € 3: :f”ﬂ- 9ﬂpﬁnt'a longispina. Este se mide como Ia-edad media (erf dI.ES} al r.:;l;ﬂf!:; i:; E?:
las diferencias Eené{* pere dwer'{“ posibilidades, a la vista de la biologia del organis Produccion. Cada variante de la tabla es en realidad un promedio y un po i e

icas entre familias parece la mas bl alisis podria ser que estos promedios no estuviesen basados en tamanos e M

Hasta este punto los cdleulo SRR razonapie. . delo! Ruales. S; q P : 5 tenemos que pl‘ﬂﬂ’-‘dﬂ en el

Si éste hubiese sido mod | s hiabrian sido idénticos en un andlisis de varianza moc® t In embargo, no se nos ha dado esta informacion ¥ cable. Las dos series
‘ modelo 1, la conclusion habria sido que hay un efecto de tratame’ ' | "PUssto de que cada lectura de la tabla sea una variante igualmente Tiape: -

significativo en vey de .
n : : s | T . _ el . :
completar los cileyjos componente aditivo de Ja varianza. Sin embargo, ahora deber ef‘f“ﬂﬂtﬂn diferentes cruzamientos genéticos y las siete rep

: i = . o erivad . i -
estimacion de] PropIos de un andlisis de varianza modelo 11. Estos inclui" 40s del mismo cruzamiento genético. Este ejemplo es Cid media al
o8 dos miveles, ¢ 20itivo de varianza y el cilculo del porcentaje de varis™” qa:;-h “uestion a responder es sig la serie | difiere de la ser I.,E;g m:il inicio de
¢ fomo tamario de muestreo n, (i demo* hre:mo dela reproduccion. El examen de 10s datos revela q:f-.;:n’:l?“r AIItO SNCOLLAT
| DI 0% + oY parg a0 ! CIeT€ entre grupos en este ejemplo, 10 PO duccién es muy similar para las dos series. Nos SO ) i lizaremos una

L ¢l
“uoos Esperada. Es obvio que ningin valor individV! d W fon Significativamente diferentes. No obstante, de 1€




Andlisis de la varianza de C"ag”fﬂacmn

CUADRO 8.2

ia de medias entre dos grupos.

o de la reproduccion en Daphnia I
de hembras aproximadamen
adas de cruzamientos geneticos diferentes

lones por serie. Este es un analisis

ﬂ CDH[EnjEndE
€ la Varian,,

Simp),

—ny

ngf-?ﬂffla (caq

modelo |
Series (a = 2)
f 11
7,2 8,8
7,1 ()
0,1 Y
7.2 76
73 74
7,2 6,7
7.5 7,2
]
Y 52,6 52,4
g 7,5143 7,5571
n
I¥: 308,28 402,23

——

Fuente: Datos de Ordway desde Banta (1939).

nalisis de la varianza de clasificacion simple, para dos grupos con iguales tamaios

Prueba 1 de iz pip,

i — —_—

T e

lesis de
€On lgual 11 Iimites gy ﬁﬂﬂﬂ;‘un:gﬁ' et
|4 Emm'mqﬂﬁ las varian

dos muestra 4o ja
bar por el métodq gef W::*gl; En

, Beccihn 1.3,

de muestra.
Tabla de andlisis de la varianza
Origen de la variacion gl _S C. M.E.__ 2 Fy
}: ~ ¥ Entre grupos (series) I 0,00643 0,00643 0,014l
= ¥ Intragrupos (error:
clones dentro de una serie) 12 5,48571 0,45714
¥ =¥ Total 13 540214
peee ey o Fﬂ.ﬂﬁ[l.l:] = 475 =
Conclusion, - i
las dos series mCo:;]n F s q: | F s.881,12) » S€ acepta la hipo6tesis nula. Las mﬂd.”.'s ¢t
en la edad media 4] Significativamente diferentes; es decir, las dos series no difiére"
- “d1a al comienzo de |3 reproduccion,

las de muestreo proceden de una poblacio?
la diferencia entre dos medias.

%as de las poblaciones de las que s !1“" X
©as0 de duda acerca de esta hipotesi

(ral-
i ;:UIIIF'”'

b 4
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ADRO 8.2 (continuacion)

cU |
La fﬁ.rmUla ﬂp[ﬂplﬂda p;rﬂ Ir_gt €S una de lﬂﬂ siEUiEn[E‘i'
. (8.2), cuando los tamafios de S .
cesion (8.2 ORI muestra son

np :

Emgi;rs:;if’" (8.3), cuando los tamanos de mues
ate del tamano): &L = 2(n — 1).

mEExprESi'f’" (8.4), cuando ambos ny, y n, son diferentes

b iy .
4 son idénticos {mdependienw

PETO grandes (> 30)). gl

No hemos calculado las varianzas, pero podemos transformar 1a formula en una
hasada en Sumas de cuadrados, que se obtienen en un Paso del calculo anterior a las

cantidades provistas.

=T’1-Yz—'(#l—m)

Y i+ 2yl
nin — 1)

Contrastamos la hipotesis nula de que uy — g, = 0. l;m l0/ a0 Bt B
cantidad por cero en este ejemplo y obtenemos yi = 3,029y y3 = 2457

Luego

7,5143 — 7,5571 —0,0428  —0,0428
= e =I — — = - = -01118‘4
V(3,020 + 2,457)/7 X 6 V5486/42  0,3614

Los grados de libertad para este ejemplo son 2(n — 1) = 2 X 6 = 12. El valor
aitico de Loz = 2,179. Como el valor absoluto de nuestro 7, observado es

menor que el valor critico ¢, las medias no son significativaante diferentes, que es
el mismo resultado que se ha obtenido por el andlisis de la varianza.

L,

Limites de confianza de la diferencia entre dos medias
L = (E‘ - E) - t'ﬂ[’]s?l-?l

lh= (%~ %) + tamsy, _y,

. NS e al
En este caso Y ! { = NN Y= 0,3614 t
1 — Y, = — 0,0428, flomsii) 3 : : t. Por
L‘Omg s¢ ha 1:::1111::1.11:1d<:1r1 anteriormente c:;mn el denominador de la prueba
‘Onsiguiente

i = —0,0428 — (2,18)(0,3614) = —0,8307
L= —0,0428 + (2,18)(0,3614) = 0,7451 o cero (ninguna diferencia)

Los 1imiteg de confianza del 95 % contienen el p‘unﬂ ha encontrado que no €rd

i er diferencia ¥ 2
fign ficatiyg, perar, ya que la di
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uede decir si es significatiy.
rse por ahora, no s€ p _ . iva |5 _
prueba. Como P;?é;:iia_ Estﬂ depende de la magnitud de la media Cuadriticy 4 ;Bermuﬂ
]T{j["

absoluta de una
que representa la
Los calculos para Z:
jguales

cuadro 8.1. Con 1gudies
miento de cdlculo mas directo QU %
se directamente por 12 siguiente formuia:

n 1 - r
Ly _31) (526 — 529) _
QAL oon = £>: = E - 0,00643

- 1 iES'
varianza intraser _ n. Seri :
:ic de la varianza no se exponen. Serian los myjs
andlisis de 1a MO que o,

tamanos de muestra y solamente dos grupos hay otro

e el ordinario. La cantidad 6, 8.C.op 0 pilee: gau i
ir.

Hay solamente | grado de libertad entre los dos grupos. El valor critico Fﬁ,m“.m o
debajo de la tabla de andlisis de la varianza, pero no es rezflmente MECEsario consultar], Bl
axamen de las medias cuadraticas en el analisis de la varianza muestra que la M ¢

es mucho menor que la M.Cin¢ras POT lo tanto el valor de £ estda muy por dEhajﬁr'&:ﬁ

unidad y de ningin modo puede existir un componente aditivo debido a los efectos |
tratamiento entre las series. En los casos en que M-C-grupus S M C*intraw Uﬂualmente i
nos molestamos en calcular F, porque el analisis de varianza no podria ser de Maner;
alguna significativo.

Hay otro método para resolver un andlisis de la varianza modelo I para dos muestrs
Este es una prueba r de las diferencias entre dos medias. Esta prueba ¢ es el métod
tradicional para resolver dicho problema y ya puede resultar familiar como una relacigy
previa con el trabajo estadistico. No tiene ventaja positiva en cuanto a facilidad de cilculg
ni comprension, y como se vera mas adelante es matematicamente equivalente al andlisis
de la varianza del cuadro 8.2. Se presenta aqui principalmente con el fin de completar
Pareceria demasiada ruptura con la tradicién no presentar la “la prueba 7 en un texto de
bioestadistica.

_En la :s?cciﬁn 6.4 nos hemos informado sobre la distribucién ¢ y hemos visto que unz
distribucion rde n — | gl podria obtenerse a partir de una distribucion del término (Y;
— W)/sy, en que sﬁ_tienen n — 1 grados de libertad e Y est4 normalmente distribuida. E
numerador de este término representa una desviacién de una media de muestreo respecto

de una media parametrica y el denominador un error tipico para tal desviacion. Ahor
vemos que la expresion

{, = (E_‘E)'_'(F-I_PE)
[("1 = 1)st + (ny — 1)s3] [y + na (8.0)
o= G ] ()

también i |
5€ 'dllﬂ'ib“?ﬂ CoOmo I3 L.ﬂ expfﬁﬂiﬁﬂ (3_2) PHIECE Eﬂmp]iﬂﬂdﬂ, pﬂfﬂ rﬂﬂh’ﬂﬂﬂtf

tiene la misma egt |
£ mﬂtllfﬂ - & -, .
cion, esta vez no que el término mis sinple para ¢. El numerador es und dfT{;

simple diferencig ;TTO:M ola media de muestreo y 1a media paramétrica, sino entre "
de las Pﬂhlachmmedm de muestreo, Y, e Y,, vy la verdadera diferencia Ll aa:n
hipotesis nyla a;l Lﬁpr;lentad“ Por estas medias. En una prueba de ¢ "i;
m&dg ¢ 1as dos muestras vienen de la misma poblacion: €3 d“ﬂj
Paramétrica, Agf |, diferencia iy — 1, se espera que ¢4 a3

v

Je |2 varianza de clasificacion Simple
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tant0: contrastamos 1::.8&_3};‘*'13::113“ de la diferencia v, _ 7 re

sion (8.2) esu T i 2 ec

pof l;inudﬂr de la EKP'EH parfe izquier;ueézjlr tipico, el error Lipico de&E S:ti?zrde il

Jeno gias SY1- Y d eXpresion. que eciz encia entre
9§ que esta entre cp

Jos !neponderﬂd dealas{;arllﬂl:liaﬂ (Ilf I;sldus Mmuestras, s y 53 calculada 4 lr:fhem e

med'ﬂfm 7.1. El termino El fﬂ tEfEC - ]E’ CTTor U1pico es la formuyla ge mlcummﬁi:ﬂﬂ;ﬂ o

oCl V4 [””1] gue es el factor porel que dﬂb? multiplicarse |4 varianzg med.as acil de

(1m . cgmrertlflﬂ en una varianza de 1;11 diferencia de medias. La angl 4 intragry

s P .n de una varianza de muestreo s* por 1/n para t - L4 analogia con Ia

%; deberia ser obvia.

cueba esbozada aqui supone iguales varianzas en las dos
:n un supuesto de los andlisis de la varianza realizados hasta ahora. aun
AN0ra, aunque

) tﬂ]’ﬂhiﬂ : L p .
hecho hincapié en esto. Para dos varianzas solamente_|5 igualdad puede probar

rocedimiento del cuadro 7.1.
amarios de muestra son iguales en una prueba de dos mue

= stras, la expre-
4n(8.2) se simplifica hasta P
5 -

s (?1 —?2) =1 (#1“‘#2]
G+

4 es la formula aplicada en el ejemplo del cuadro 8.2. Cuando los tamafios de muestra
on diferentes pero muy grandes, de modo que las diferencias entre n; y n; — 1 son
relativamente insignificantes, la expr esion (8.2) se reduce a la mas sencilla

s

(8.3)

(Y, — Xo) — (s — o)

s . 8
1 2
— + | —
NaAes i

t, = (8.4)

Enel apéndice A1.4 se expone la simplificacion de la expresion {8.2_) hasta las expresiones
83)y (8.4). Los grados de libertad correspondientes a las expresiones (8.2) y (8.4) son
m+ny — 2;y para la expresion (8.3) g.L es 2(n — 1). _ | -
En el cuadro 8.2 se muestra la prueba de significacion para las dlfgrepcm-_s entre mgrms*
liizando la prueba ¢. Esta prueba es de dos colas porque nuesira hipdtesis alternativa es
iy # p,. Los resultados de esta prueba son idénticosa los del andlisis de la var%ar::;a.
&l mismo cuadro: las dos medias no son significativamente diferentes. Hemos mencio
2 anteriormente ltados son en realidad matematicamente idénticos.
que estos dos resulta | . | cuadrado el valor
odemos demostrar esto del modo mis sencillo posible elevando 3

olbtins ol Hjh lisis de la varianza correspon-
'®Nido para ¢ que deberia ser idéntico al valor £y df’lz af‘;‘;l -fl]. Dentro del error de

1t Puesto que ¢ = — 0,1184 en el cuadro 8.2, s = 0,0141). Por qué

(8 : F
tondegq éste es igual al F obtenido en ol analisis de la vanaﬂﬂ“{.] = (Y ~ u)/s fi.do]%df

cede ‘ ue
b :i? asi” Expondremos dos razones de esto. Hemos vlft; :ldia .: por tanto iy =
de Y 26 de varianzas. 1
numerador ¢S

Nimero de : . lanza
grados de libertad de la vanan raz
HPME’" Sin embargo, esta expresion puede considerarse como und

: 1
o libertad. E
I es claramente una varianza con ¥ grados d

d*“‘-"lhimu:h:;
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 Es una desviacion simple al Fuadradp, que represents i
en Jugar de cero grados de libertad (ya que es ypj dmi:ﬁuma i
: 0 de una media de muestreo). Una suma de cuadrados }, Cidn gy,

mdadmll'gli‘th?i :s}; la vez una varianza. Asi t* es una razon de vVarianzas: ;
ffdt‘?f’ji 1;“: _como hemos vi:.tu mas an‘ih_ﬂ. En el ?péndice Al.S de
br;icimente que los valores de #? y F; obtenidos en el cuadro 8.2
m?rsa;mbﬁﬂ podemos demostrar la relacion entre £ y F en las tablas est
tabla V encontramos que Fwn = 496. Este valor se supone

2o . La raiz cuadrada de 4,96 es 2,227 y cuando buscamos 1 g5y
encontramos que es 2,228, que estd dentro del error de redondeo acept
anterior. Como f se aproxima a la distribucion normal al tender a infinito
libertad, Faps se acerca a la distribucion del cuadrado de la desviante ng
— 00

La relacion entre * y F conduce a otra relacion. Acabamos de averiguar que Cuando
=1, Fpug =10 .De la seccion 7.2 sabemos que Xt1 vy = Er i -Por I 0y,
cuando vy = 1 y v = =, xt1 = Fu.«1 = =). Esto puede demostrarse por las tab!a;:,n[]{{'
V y I, respectivamente. ~

EEIJ EC]'fiE

08 alo.
SON Cantidyg,. b

€S idéy

ad fSliCag_ ]:'nl
que e iglla}z

€n la tably
able dej Valgy
SUS grados g,
rn]H]EuQndﬂ;

xosn = 3.841
F,mu,m] = 384

t.ﬁ[ul = 1.960 fﬂ{.[m] = 3.8416
La prueba ¢ para las diferencias entre dos medias es util cuando queremos fijar limites
g:]“;;“;fm a leaﬂdaifdﬂ-ﬂmm* El cuadro 8.2 muestra como calcular limites dejcunfianzz
tipico y gf:ézs de hm Eﬂtfﬂilas medias de serie en el ejemplo de Daphnia E erro
(8.3) u (8.4). No nos so aﬁﬂpm”s dependen de que se elija para 7, la expresion (8.)
diferencia incly | prende descubr_u que en este caso los limites de confianzadel
; yen el valor de cero, variando desde — 0,8307 hasta + 0,7451. Esto debe

Podemos interpretar estq d‘q.u € una diferencia no es significativamente diferente de cero

iciendo que no podemos exclui dero
. xcluir el cero como el verdaden
entre las medias de las dos series.

Sady f_.n'i'
amEn.
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.a diferencia slgniflf:HlWﬂ En'edad entre las do
0 habihabidﬂ tal diferencia, no serian posibles Otras p

: Pﬂfﬂ aun

: | que
hublfjd je secciones de guisante dados en el cuadrg g in embargg,

jong

; . :

", entre Jos cinco trataryller‘lllﬂs (basados en 4 Bfﬂdusn:iffﬂ,r:ﬂ :dn}a iiferﬁncia signifi-
ati¥ medias o sON todas iguales, no sabemos cygles difieren entre of ; Unque sabemos
e o prueba entre pares y grupos de medias, A - - £S10 nos condyce
ﬂterﬂ:; rrente a los 4 tratamientos experimentales que

Or e '
ripr :::;plﬂf POdriamos probar el
nien ent an los azy; fiad
Eﬂzuestiéﬂ 4 contrastar seria, ;afecta la adicion de az( e o

. " | cares a la longity :
; guisantﬁ? Podriamos probar también las diferencias entre lo ngitud de las secciones
¢
s Und P

% ) , s § tratam;j e’
ueba logica podria ser aziicares puros (glucosa, amientos de azica-
giicares ME

S Series genéticas
Niebas, §

fructos:
sclados (glucosa al 1,%, fructosa al 1 %), S4 Y sacarosa) frente 2
Un punto importante sobre estas pruebas es que se disefian

¢ de los resultados del EKPEILmen.:jﬂ' Il)eherian Planearse antes de que el experimento se
12y realizado de hecho y obtenido Es resultados. Estasicumparaciunes se¢ denominan
planificadas © comparac fﬂ”Ei a priori. Estas pruebas se aplican con independencia de los
esultados del analisis comp eto preluvf]:nar de la varianza. Por el contrario, después de
nberse realizado el experimento podriamos querer comparar ciertas medias que observa-
705 que son notablemente diferentes. Por ejemplo, la sacarosa con una media de 64,]
sarece haber tenido menor efecto de inhibicion del crecimiento que la fructosa con una
=edia de 58,2. Pudiéramos por tanto querer comprobar si hay en realidad una diferencia
sgnificativa entre los efectos de la fructosa y la sacarosa. Estas comparaciones, que se
soponen como resultado del experimento efectuado, se denominan no planificadas o
wmparaciones a posteriori. Estas pruebas solamente se realizan si el andlisis de la varianza
slobal preliminar es significativo. Incluyen pruebas de comparacion entre todos los pares
d medias posibles. Cuando hay a medias, puede naturalmente haber a(a — 1)/2 posibles
wmparaciones entre pares de medias. La razon de que hagamos esta distincion entre
comparaciones a priori y a posteriori, es que las pruebas de significacion ap:mpiadaﬁ para
lss dos comparaciones son diferentes. Un sencillo ejemplo andlogo explicard por queé esto
31,

Vamos a suponer que hemos muestreado de una poblacion de hombres de altura
iproximadamente normal. Hemos calculado su media y desviacion tipicd. Si de 'LS‘“
poblacion muestreamos dos hombres a la vez, podemos predecir la d!ferﬂntlﬂ entre ellos
bssindonos en la teoria estadistica ordinaria. Algunos hombres seran muy mﬂm:n};
olros relativamente diferentes. Sus diferencias estardn normalmente distribuidas con

| ird capitulo
Media de 0 y una varianza esperada de 20° , por razones que s¢ descubrirdn en un cap

; . : areja de hom-
Posterior (seccion 12 Asi. si obtenem an diferencia entre una parej
) B enemos una gr N Sic
2). Asi, si ob - & cente de desviaciones tipicas mayor

e extraidos al azar, tendrd que ser un numero su

y eligen independientemen.
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Ple

obabilidad en la cual se basa AUESLIO contraste ¢, i
o una muestra grande de una distribucion p Oritig Ilputﬁih
s, v que si tomamos deliberadamente i, dl_v_d&s ol
4n ser en gran manera significativamep;, d:f ;na ds
E”!n

istribucion de pr
erlos, la distr] |

EH:J es vilida. Es obvio _que en u :
g?i*eﬁﬁn on 5 a 7 desviaciones npn‘:[

i mmparami:-]s_.a F[’: I:IE:ma poblacion.
| nezca ‘
entre si, aunque perte medias que difieren mucho entre si como resultagy %
gy

cnm ﬂramﬂs § -

Cuando . 5 Jnlisis de la varianza, hacemos exactamente lo mismo que 4 e,
tratamiento € 1 distribucion de frecuencias de alturag Sitine el
Moy

= y El ma’s bajn d'e l # -
h{::;mhrf' g;f;sﬂs?n}signiﬁcalivamEnte diferentes entre si, n0 podemos utilizar |, distriy,
fiérfrns:dinariﬂ de probabilidad en la que $¢ . vatitnay, fiig qii:

tenemos que utilizar pruebas de significacion especiales. E'stas' Jpruebas 4 pOsterig; :
discutirin en la proxima seccion. Esta se ocupa de la realizacion de pruebgs , Prio

: i a5 antes de la realizacion del experimento.
aquellas comparacioncs plamfir:ad ion planificada es sum
cer una comparacion p 1 amente sencilla y Vielye

eneral para ha -
3 elsfarr?:laafiumda con la regla de obtencion de la suma de cuadrados para cualqyier Serie
de la seccion 8.1). Para comparar Kk grupos de tamadi

de s (discutida al final o
cua]ir:il:a n;, se eleva al cuadrado la suma de ca*_da grupo, se divide por su tamas, i
muestreo n;, ¥ se suman los k cocientes asi obtenidos. De la suma de estos cociene;

resta un término de correccién, que serd la suma total de todos los grupos de eq;

comparacion, elevada al cuadrado y dividida por el nimero de items de esta suma totg] 5,
la comparacion incluye a todos los grupos en el anilisis de la varianza, el término g
correccion sera el T.C general del estudio. En cambio si la comparacion incluye solamep.

te algunos de los grupos del andlisis de la varianza, el 7.C. sera diferente, restringiéndos:
solamente a estos grupos.

TABLA K2

Medias, sumas de grupo, y tamafios de muestreo, de los datos del cuadro 8.1. Longitud é
secciones de guisantes desarrollados en cultivo de tejidos (en unidades del micrometro

ocular).

= - Glucosa al 1_56 -
cosa ructosa }: acarosa
i al2% el2% fructosaal 1 % al2% %5
. b 53 58,2 58,0 64,0  (61,94= 1)
':r 7?; 593 552 580 641 3007

e R S

por medio de un ejemplo. La tabla 8.2 rﬁ‘g’ﬂraﬁ
de muestra del experimento de las seccion® tre
que habia diferencias altamente !iB“iﬁmmﬁ Hiltﬂf
los controles son diferentes en los cuatro ratam
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Aﬂgﬁsfs
o . 173
on de q
que rgpreﬁefltﬂf;"ﬂdé‘;‘n nuna ﬂ:u“rﬁzr-dl:ﬂefd Por lo tante dos grupos el
(08 upo “gzlicares . 2396 y up tamarig dcp s PO Control
el g: jente calculamos muestreo de 40. po,
ol
C (control respecto a azucares)
S
-a1)2 - (593 + 582 + 580 + 641)2 (7 =07 { =
= ﬁ}%—)— <= 40 = M 982 + 580 + (41)2
= T ——L
; 2 097)2
h ‘("'f[_]# 3 10 =0 832,32

este caso €l término de correccion es el mismo que para el angjisic de la vari
e inclu_}iﬂ a todos los grupos del estudio. El resultadg es una suma de cuad;:a;im;:
; comparacion entre estos d'ﬂs grupos. Puesto que una comparacion entre dos gn]: 0§
i 1ol amente un grs:dn de 1ll:te!'tad, la suma de cuadrados es 2] mismo tiempo una meﬁiia
adritica. Esta media cuadratica se contrasta con la media Cuadratica del error del

ilisis de la varianza, para dar la siguiente comparacion:

En

7 =MC'. (control frente a aziicares) 839 32
M*C-intra ﬂ,"‘“j

F 0,05[1.45] = 41]5,

= 152,44

Fﬂ,ﬂ1[1.451 = 7,23,

Esta comparacion es altamente significativa, mostrando que la adicion de azGcares retarda

sgnificativamente el crecimiento de las secciones de guisante.
A continuacion probamos si la mezcla de azucares es significativamente diferente de los

azicares puros. Utilizando la misma técnica calculamos

5C (azicares mezclados respecto a aziicares puros)
(593 + 582 + 580 + 641)°

_ (580)? , (593 + 582 + 641)°
1) T 30 40
_ (580)2 , (1816)2  (2396)* _ 1813

100 7 30 40
Aui el T.C. es diferente, baséndose en la suma de los aziicares solamente. La prueba

Tadistica apropiada es
. 48,13
R - M.C. (aziicares mezclados respecto a azucares puros) - _5_;; =882
l-b L |
M-C-intrl -
| en el parraio
'E:;r;l Significativo a la vista de los valores criticos de Faluel dados
I,
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s. Esta med;i N
qce entre los tres azucares 2 Cuadrigi.. .
458 &Itlif;ﬂﬂpr‘;lﬁf: qTeaisstc;'i Il;asada en tres medias. Asl calculamos A g 5
grados de 110€ ad,
(593)* , (582)° (641)*  (1816):
S.C (entre azucares puros) = ~q1p o . 10 30~ = 19687
S.C. (entre azucares puros) _ 196,87 3
M.C. (entre azucares P“mﬂ) = gl 9 = Y8435
M.C. (entre azucares puros) _ 98435 _ i
Fs= M.Clintra 0,20 i
Este F; es altamente significativo puesto que incluso Fonpo = 5.18.

la adicion de los tres azlcares retarda el crecimiento de lag Secciones
de guisante, que los azucares mezclados afectan a las secciones de forma diferente regye,,
to de los aziicares puros, y que los azucares puros son mgn}f icativamente diferentes ey,
si, probablemente debido a que la sacarosa tiene una me;dm mucho mayor. No podemos
probar la sacarosa frente a los otros dos, porque esta seria una Prue‘oa a posteriori que g
nos propondria después de haber visto los resultados. Para realizar esta prueba necesi,
mos los métodos de la proxima seccion.

Sin embargo, nuestras pruebas a priori podrian haber sido muy diferentes, dependiends
por completo de nuestras hipétesis iniciales. Asi, podriamos haber probado inicialmente
el control respecto a los aziicares, seguido por disacaridos (sacarosa) respecto a monosaci
ridos (glucosa, fructosa, glucosa + fructosa), seguido por mezclados frente a monosacir:
dos puros y finalmente por glucosa frente a fructosa.

El tipo y nimero de pruebas a priori vienen determinados por las hipotesis sobre los
datos. No obstante, hay ciertas restricciones. Naturalmente no seria correcto decidir 2
priori que uno desearia comparar cada media frente a cada otra media [a(a — 1)
comparaciones|. Para a grupos la suma de los grados de libertad de las diferentes pruebas:
priori no deberia exceder de 2 — 1. Ademis, es deseable estructurar las pruebas de td
manera que cada una de ellas pruebe una relacion independiente entre las medias (como
fﬁad]:fe:rl}: T EILEJBmIJlo amfffiﬂf)- Por ejemplo, si ya hubiésemos hallado que Ia‘meplﬂ
puesto que la ;gmﬁt::z;ﬁpfsfe{lflmﬂﬂ no Pﬂ_-"bar. si .!ﬁs rr!itdias uno, dos y tres diferian

Piliin e oxius pruega: s: sqgl:lnda implica significacion de la primera. ol
obtenido hasta zhora, basad i independientes, las tres sumas de cuadrados que he s

» basadas en 1,1 y 2 g/ respectivamente, en conjunto totalizan

suma de cuad : iy ju |
grados de lﬂ!cri:?fi Af?;m tratamientos del andlisis de la varianza primitivo basado &N

Concluimos que

gl

: s mezclados respecto g az = 1 :
7Y i - a aziicares puros) = 1331;; 3
'

S.C. (entre lratnmientm)
= 1077,32

v

iﬂ} d S P,D Sl _ 4
.ujdrﬂdzs ide 12 diferencia entre los controles y |q
jadra nezclados Y los azucares puros, y la tercera_ | .

jplicar podemos presentar todos estos resultados ¢
: SEtal como se expone €n la tabla 8.3.

ailisis de la varianza del cuadro 8.1, con la suma

de a : "= de cuadra .
Hh]:lestﬂmpuﬂsta en comparaciones planificadas. dos entre tratamien-
(08,

— - T,
Origen de la variacion S.C. g.l M.C -
tamientos , 1077,32 1 260 3. r Qe e
Trz‘nn!rnl respecto a azucares 83232 1 h‘.:;-.r"i-i 1‘1?:"1“. ‘
\(ezclados respecto a azlicares puros 413 ; 4;'1:; J:f-i
: 3 p e ; i N
Entre azucares puros 1906, 5¢ 2 8,44 |_-.l{ [ree
AR - E - ¥
[ntra =45,50 45 5,46
1322,82 49

Total

i6 Comparaciones entre medias: pruebas a posteriori

§i un andlisis de la varianza de clasificacion simple es significativo, quiere decir natural-
mente que

ﬂ:{-cgrupus

2 Fu [a—1,a(n—1)] (35)
M.C. intra

| mm—

(omo M‘Csrupus/MC it S Cgrupos/l(d — | W.C.intral, podemos volver a escribir la
“Xpresion (8.5) como

8.6
S'C*grupus = (a — 1) M.Cintea Fale—t.0a-0) 84

* : ignificativo,
o “emplo, en el cuadro 8.1, en el que el andlisis de la varanza € significats

tupos = 1077,32. Sustituyendo en la expresion (8.6) obtenemos

- S
1077,32 > (5 — 1)(5,46) (2,58) = 56,35 para &= 0.0

g eba de sig ;
dr:rub lanto, s posible calcular un valor critico de S.C Pt "i:f pdn;n global seria ver st
"andlisls de la varianza. Asi _otro modo de calcular la significa




	DSC00001
	DSC00002
	DSC00003
	DSC00004
	DSC00005
	DSC00006
	DSC00007
	DSC00008
	DSC00009
	DSC00010
	DSC00011
	DSC00012
	DSC00013
	DSC00014
	DSC00015
	DSC00016
	DSC00017
	DSC00018
	DSC00019
	DSC00020
	DSC00021
	DSC00022
	DSC00023
	DSC00024
	DSC00025
	DSC00026
	DSC00027
	DSC00028
	DSC00029
	DSC00030
	DSC00031
	DSC00032
	DSC00033
	DSC00034
	DSC00035
	DSC00036
	DSC00037
	DSC00038
	DSC00039
	DSC00040
	DSC00041
	DSC00042
	DSC00043
	DSC00044
	DSC00045
	DSC00046
	DSC00047
	DSC00048
	DSC00049
	DSC00050
	DSC00051
	DSC00052
	DSC00053
	DSC00054
	DSC00055
	DSC00056
	DSC00057
	DSC00058
	DSC00059
	DSC00060
	DSC00061
	DSC00062
	DSC00063
	DSC00064
	DSC00065
	DSC00066
	DSC00067
	DSC00068
	DSC00069
	DSC00070
	DSC00071
	DSC00072
	DSC00073
	DSC00074
	DSC00075
	DSC00076
	DSC00077
	DSC00078
	DSC00079
	DSC00080
	DSC00081
	DSC00082
	DSC00083
	DSC00084
	DSC00085
	DSC00086
	DSC00087
	DSC00088
	DSC00089
	DSC00090
	DSC00091
	DSC00092
	DSC00093
	DSC00094
	DSC00095
	DSC00096

