APENDICE II.

Nota sobre probabilidad (1938)

La nota que sigue, «Un conjunto de axiomas independientes para la
probabilidad», se publico por vez primera en Mind, N. S., 1938, paginas 275 v sigs.
Es breve, pero, por desgracia, esta bastante mal escrita: era mi primera publicacion en
idioma inglés, y, ademas, no pude corregir las pruebas (me encontraba por entonces
en Nueva Zelanda).

El texto introductorio de la nota —que es lo Unico que se reproduce aqui—
enuncia claramente (y creo que era la primera vez que se hacia) que habria de
construirse la teoria matematica de la probabilidad como un sistema «formal»: es
decir, un sistema susceptible de recibir miltiples interpretaciones, y entre ellas, por
eiemplo, 1) la interpretacion dasica, 2) la frecuencial, y 3) la ldgica (que ahora se
llama, a veces, interpretacion «<semantica).

Una de las razones por las que queria desarrollar una teoria formal que fuese
independiente de la interpretacién concreta que se eligiese, era que esperaba hacer
patente posteriormente que lo que habia llamado en mi libro «grado de
cormoboracion)! (o de «confimaciéon», o de «aceptabilidad») no era una
«probabilidad», esto es, que sus propiedades eran incompatibles con el calculo de
probabilidades forma] (cf. el apéndice *ix, y, de mi Postscript, los apartados *27 a
*32).

Otro de los motivos que tenia para escribir esta nota consistia en mi intencion de
mostrar que lo que en el libro habia llamado «probabilidad I6gica» era la
interpretacién légica de cierta «probabilidad absoluta»: o sea, de una probabilidad p
(x, y) enla que y fuese tautoldgica. Puesto que —con los simbolos que empleo en la
nota— cabe escribir una tautologia asi, no—(x y no-r), o bien z, podemos definir la
probabilidad absoluta de x (que se puede escribir «p (x) 0 «pa(x)») a base de la
relativa del modo siguiente:

pX) =p (x,zz),0pa(x) = p (x, zz) = p (x,¥¥)

En la nota se da una definicion parecida.

Cuando la escribi no conocia el libro de Kolmogorov Foundations of Probability,
aun cuando se habia publicado primeramente en aleman en 1933. Kolmogorov se
encaminaba a metas semejantes, pero su sistema es menos «formal» que el mio, y de
ahi que pueda recibir menos interpretaciones. La diferencia principal es la siguiente:
él interpreta los argumentos del funtor probabilitario como conjuntos, y supone —por
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tanto— que tienen miembrros (0 «elementos»); pero en mi sistema no se asume nada
andalogo: en mi teoria no se hace suposicion alguna acerca de tales argumentos (a los
que llamo «elementos»), excepto la de que sus probabilidades se comportan del
modo exigido por los axiomas. Sin embargo, el sistema de Kolmogorov puede
considerarse como una de las interpretaciones posibles del mio (véanse mis
observaciones sobre el particular en el apéndice *iv).

El sistema de axiomas que presenté al final de la nota era algo torpe, y poco
después de su publicacion lo reemplacé por otro mas sencillo y mas elegante. Tanto
uno como otro estaban formulados a partir del producto (0 conyuncion) y el
complemento (0 negacién), como ha ocumido con los demas sistemas que be
desarollado posteriormentel™: en aquella época no habia logrado dedudir la ley
distributiva de otras mas sencillas (tales como la asociativa), y, por ello, tenia que
enunciarla como axioma; ahora bien, la ley distributiva resulta sumamente torpe
cuando se la escribe a base del producto y el complemento. Por esta razdén he omitido
el final de la nota, y con él mi antiguo sistema de axiomas; en su lugar enunciaré
ahora de nuevo mi otro sistema, mas sencillo (cf. Brit. Journal Phil. Sc., loc. cit.), que
—como €l sistema antiguo— esta basado sobre la probabilidad absoluta (desde luego,
puede deducirsele del que doy en el apéndice *Iv, que se basa en la probabilidad
relativa): lo hago en un orden correspondiente al que tenia el de la antigua nota:

Al p(xy) = p (yx) (Conmutacién)
A2 P ((xy) 2) =P x (y2)) (Asociacion)
A3 p () =p () (autologia)
A4 Existen al menos unx y un y tales que

px)=py) (Existencia)
Bl p(X)=p(xy) (Monotonia)
B2 p ) =py)+pky) (Complemento)
B3 Para todox existe un y tal que

Py)=pk),ypky)=pxp ) (Multiplicacién)

Doy a continuacién mi antigua nota de 1938, con ligeras correcciones de estilo.
Un conjunto de axiomas independientes para la probabilidad

Desde el punto de vista formal de la «axiomatica» cabe describir la probabilidad
como un funtor diadico! (esto es, una funcién numérica de dos argumentos que no
es necesario que tengan, a su vez, valores numericos) cuyos argumentos son nombres
variables o constantes (que pueden interpretarse, por eemplo, como nombres de
predicados o de enunciados!!], seguin sea la interpretacion que se €lija). Si queremos
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admitir para ambos argumentos las mismas reglas de sustitucion y la misma
interpretacion, entonces se puede denotar el funtor mencionado con

«p (X1, X2)»

lo cual puede leerse, «la probabilidad x1 con respecto a x;».

Es conveniente construir un sistema de axiomas, s1, en el que «p(x, X)» aparezca
como Vvariable primitiva (no definida), y que esté constituido de tal suerte que admita
indiferentemente cualquiera de las interpretaciones que se han propuesto. Las tres que
se han debatido mas ampliamente son: 1) la definicién clésical?! de probabilidad
como razdn de los casos favorables a los igualmente posibles; la teoria frecuencial?),
que define la probabilidad como frecuencia relativa de cierta clase de
acontecimientos dentro de otra clase determinada, y 3) la teorfa I6gical®, que la
define como el grado de relacién légica entre enunciados (que se hace igual a 1 si x;
es consecuencia légica de x1, e igual a 0 si la negacién de x; es consecuencia ldgica
de x3).

Cuando se construye semejante sistema s;, capaz de ser interpretado de una
cualquiera de las formas mencionadas (y de algunas otras también), es aconsejable
introducir —valiéndose de un grupo especial de axiomas (véase mas abajo el grupo
A)— ciertas funciones no definidas de los argumentos: por gemplo, la conyuncidon
(«x1, Y X2», que simbolizamos aqui con «x1x;») y la negacion («no-x;», que simbolizo
por « ;). De este modo se puede expresar simbdlicamente una idea tal como «x; y
no x1» mediante «x3 71», y SU negacion por « r171» —si se adopta 3), esto es, la
tercera interpretacion, ha de considerarse «x; z» como el nombre de un enunciado
gue es la conyuncién del enunciado cuyo nombre es «x;» y de su negacion.

Suponiendo que se hayan formulado del modo apropiado las reglas de sustitucion,
puede demostrarse que para cualesquiera xi, X Y X3,

p (x1, T272) = plX1, T3T3).

Asi pues, el valor de p (x1, =272) depende exclusivamente de la Unica variable
verdadera, x;; esto justifical®! la siguiente definicién explicita de un nuevo funtor,
monddico, «pa(x; )», que puedo llamar «probabilidad absoluta»;

pa(xy) =p (xy, T272) Df;

(Se tiene un efemplo de interpretacion de «pa(x1)» en el sentido de 3) —o sea, dela
interpretacion l6gica— con el concepto de «probabilidad lIégica» que he empleado en
anteriores publicaciones'®!.)

Ahora bien, es posible realizar paso a paso toda la construccion empezando por el
otro extremo: en lugar de introducir «p (x; Xp)» como concepto primitivo (funtor
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primitivo) de un sistema axiomatico s;, y definir explicitamente «pa(x;)», podemos
construir otro sistema de axiomas s, en el que aparezca «pa(x;)» como variable

primitiva (no definida), y en el que pasemos después a definir expliciamente
«p (x7 X2)» a partir de «pa(*1)«, del modo siguiente:

pa (x1x2)
pa (x2)

Los fdormulas que en s; se adoptan como axiomas (y también Df;) se convierten ahora
en teoremas de S;: es decir, pueden deducirse mediante el nuevo sistema de axiomas
5.

Cabe mostrar que los dos métodos descritos —la eleccidn de s; y Dfy, por un
lado, y lades;, y Df;, por el oto— no son igualmente convenientes desde el punto de

vista de la axiomatica formal: el sequndo es superior al primero en ciertos aspectos,
de los cuales el mas importante es el de que es posible formular en s, un axioma de

unicidad mas exigente que el comespondiente de s; (i no se restringe la generalidad
de este Ultimo sistema); lo cual se debe a que si pa(x,) = 0, el valor de p (x; x7) se
hace indeterminadol™!.

Incluyo un sistema de axiomas independientes, s,, del tipo descrito mas arriba (es
facil construir valiéndose de él un sistema s;); el cual, combinado con la definicion
Df,, basta para deducir la teoria matematica de la probabilidad. Los axiomas pueden

dividirse en dos grupos: el A esta formado por las propiedades yuncionales —
conyuncién y negacion— del argumento, y es practicamente una adaptacion del
sistema de postulados para la llamada «élgebra de la 16gical’}»; y el B presenta los
axiomas propios de la medida de la probabilidad. Unos y otros son:

(Aqui se encontraba —con diversas errata»— el complicado sistema de axiomas
que he reemplazado luego por el més sencillo que doy arribal ™2,

Christchurch, N. Z., 20 de noviembre de 1937.

P (x1, %) = (Dfy)
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APENDICE III.

Sobre el empleo heuristico de la definicion
clasica de probabilidad, especialmente para
la deduccion del teorema general de
multiplicacion

La definicion clasica de la probabilidad como nimero de casos favorables
dividido por el de casos igualmente posibles tiene considerable valor heuristico. Su
inconveniente principal reside en que, si bien es aplicable a dados homogéneos o
simétricos, por ejemplo, no lo es a dados cargados: dicho de otro modo, en que no
admite que los casos posibles tengan distintos pesos. Pero en algunas situaciones
especiales hay modos y maneras de superar tal dificultad; y en ellas precisamente
tiene su valor heuristico la antigua definicién: toda definicién satisfactoria ha de estar
de acuerdo con la antigua siempre que pueda dominarse la dificultad de la asignacion
de pesos —y, por tanto, a fortiori, cuando la definicion antigua sea aplicable.

1) La definicién clasica sera aplicable en todos los casos en que conjeturemos
estar frente a pesos iguales —o posibilidades iguales—, y, por ello, frente a iguales
probabilidades.

2) Sera aplicable en todos los casos en que podamos transformar el problema de
Modo que se obtengan iguales pesos, posibilidades o probabilidades.

3) También lo serd, con leves modificaciones, siempre que podamos asignar una
funcidn de ponderacién a las diversas posibilidades.

4) Serd aplicable, o tendra valor heuristico, en la mayoria de los casos en que una
simplificacién excesiva que opere con posibilidades iguales lleve a una solucion
proxima a las probabilidades cero o uno.

5) Tendra gran valor heuristico en casos en que puedan introducirse pesos en
forma de probabilidades. Tomemos, por ejemplo, el sencillo problema siguiente:
hemos de calcular la probabilidad de sacar un nimero par con un dado cuando no se
cuentan las tiradas en que sale el nimero seis, sino que se considera que «no ha
habido tirada». La definicién clasica conduce, desde luego, a 2/5. Supongamos ahora
que el dado esté cargado, y que se nos den las probabilidades (desiguales) de los
diversos lados, p(l), p(2), ..., p(6); alin es posible calcular la probabilidad pedida, que
seraigual a

243



p()+p(@) _p@+p@)
P +pR+pB) +p@+pB)  1p(6)

Es decir, podemos modificar la definicién clasica de suerte que nos dé la sencilla
regla siguiente:

Dadas las probabilidades de todos los casos posibles (y mutuamente excluyentes),
la probabilidad pedida es igual a la suma de las probabilidades de todos los casos
favorables (mutuamente excluyentes) dividida por la de aquellas probabilidades.

Es evidente que podemos expresar también esta regla como sigue, para casos
mutuamente excluyentes o no:

La probabilidad pedida es siempre igual a la probabilidad de la disyuncién de
todos los casos favorables (mutuamente excluyentes o no), dividida por la
probabilidad de la disyuncién de todos los casos posibles (mutuamente excluyentes o
no).

6) Cabe emplear las reglas dadas para una deduccién heuristica de la definicion
de probabilidad relativa y del teorema general de multiplicacion.

Pues, simbolicemos «par» por «o» y «distinto de seis» por «b»; entonces, el
problema que habiamos planteado de determinar la probabilidad de que salga par si
no tenemos en cuenta las tiradas en que sale seis, es, sin duda, el mismo que el de
determinar p (a, b): es decir, la probabilidad de a supuesto b, 0 sea, la probabilidad de
encontrar un o entrelos b.

El célculo puede llevarse a cabo del modo siguiente: En lugar de escribir «p(2) +
p(4)» podemos escribir, con mayor generalidad, «p (@b)»: o sea, la probabilidad de
que salga un nimero par distinto de seis; y en vez de escribir «<p(1) + p(2) + ... +
p(5)» —o, lo que es lo mismo, «1 — p(6)»— podemos poner «p (b)»: esto es, la
probabilidad de que salga un ndmero distinto de seis. No cabe duda de que estos
calculos son enteramente generales; y suponiendo p(b) = 0, llegamos a la formula

(1) p(a b)=p(ab)/pb)
0 a esta otra (mas general, ya que sigue teniendo sentido aunque sea p(b) = 0),
(2) p(ab)=p(a b)p(b)

Este es el teorema general de multiplicacién para la probabilidad absoluta de un
producto ab.
Sustituyendo «b» por «bc», obtenemos a partir de (2)1:

p (abc) —p (a, be) p (bc)
y, por tanto —al aplicar (2) a p (bc)—:
p(@bc)=p(a bc)p (b, p ()
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0 bien, suponiendop (¢) # 0,

p(@abc)/p(c)=p(a bc)p (b, 0.
Pero, teniendo en cuenta (1), esta Uitima igualdad equivale a

(3) p(ab, ) =p(a, bd) p (b, 0.

Que es el teorema general de multiplicacién para la probabilidad relativa de un
producto ab.

7) Es posible formalizar con facilidad la deduccion que hemos esbozado, pero la
demostracion formalizada tendra que partir de un sistema de axiomas en lugar de
hacerlo de una definicién. Pues el empleo heuristico que hemos hecho de la
definicién clasica ha consistido en introducir posibilidades ponderadas —que es
practicamente lo mismo que probabilidades— en el definiens clasico; mas el
resultado de tal modificacion ya no puede considerarse como una definicion
auténtica, puesto que tiene que fijar unas relaciones entre probabilidades distintas, y
equivale, por eso, a la construccion de un sistera axiomatico. Si queremos formalizar
nuestra deduccion —que utiliza implicitamente las leyes de la asociacion y de la
adicién de probabilidades— hemos de introducir reglas para estas operaciones en
nuestro sistema de axiomas: tenemos un ejemplo en el sistema para probabilidades
absolutas que he presentado en el apéndice *i1.

Si formalizamos del modo dicho nuestra deduccion de (3), solamente podremos
llegar a este teorema imponiendo la condicion «supuesto que sea p (bc) # 0», como es
obvio teniendo en cuenta la deduccién heuristica.

Pero (3) puede tener sentido aun sin este requiisito si es que podemos construir un
sisterna axiomatico en el que p (a, b) tenga sentido en general, incluso si p (b) = 0. Es
evidente que no podriamos deducir (3) del modo bosquejado en una teoria de este
tipo, pero podriamos adoptar (3) como axioma y considerar la deduccién mencionada
—véase también la fdrmula (1) del antiguo apéndice 11— como una justificacion
heuristica de su adopcion: asi hemos hecho en el sistema que se describe en el
apéndice siguiente (*iv).
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APENDICE H\.

Teoria formal de la probabilidad

Teniendo en cuenta que un enunciado probabilitario tal como «p (g, b) = r» puede
ser interpretado de muchas maneras distintas, me ha parecido conveniente construir
un sistema puramente «formal», «abstracto» o «autdnomo, en el sentido de que sus
«elementos» (re- presentados por «a», «b», ...) puedan interpretarse de muchos
modos diferentes, de modo que no estemos atados a ninguna de estas
interpretaciones. La primera vez que propuse un sistema formal de este tipo lo hice en
una nota publicada en Mind en 1938 (incluida aqui en el apéndice *i1); desde aquella

fecha he construido varios sistemas simplificados! L.

Hay tres caracteristicas que distinguen una teoria de este tipo de las demas: I) es
una teoria formal, es decir, no supone una interpretacion en particular, aunque
permite —por lo menos— todas las interpretaciones conocidas; 1l) es autonoma, o
sea, se adhiere al principio de que solo es posible deducir conclusiones probabilitarias
de premisas probabilitarias: dicho de otro modo, al principio de que el calculo de
probabilidades es un método de transformar unas probabilidades en otras, y III) es
simétrica: esto es, se halla construida de tal modo que siempre que exista una
probabilidad p (a, b) —es decir, una probabilidad de a supuesto b— existe también
una probabilidad p (b, ¢), y ello incluso en el caso de que la probabilidad absoluta de
b —p (b)— seaigual a cero, 0 sea, incluso cuando p(b, @a) — O.

Por extrano que parezca, no parece haber existido hasta el momento teoria alguna
de esta indole, si dejamos a un lado mis propios intentos anteriores en este campo.
Otros autores han pretendido construir teorias «abstractas» o «formales» —asi
Kolmogorov—, pero siempre han asumido una interpretacion mas o menos
especifica: por ejemplo, han supuesto que en una ecuacion como

p@b)=r

los «elementos» a y b son enunciados, o sistemas de enunciados; o bien quea y b son
conjuntos, o sistemas de conjuntos; o tal vez propiedades, o clases finitas (agregados)
de cosas.

Kolmogorov escribel?!: «La teoria de la probabilidad puede y debe desarollarse
como una disciplina matematica, a partir de axiomas, exactamente del mismo modo
gue la geometria y el algebra»; y alude a «la introduccion de conceptos geométricos
basicos en los Fundamentos de la geometria, de Hilbert» y a otros sistemas abstractos
parecidos.
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Y, sin embargo, supone que en «p (a, b)» —utilizo mi propia simbologia, no la
suya—a Yy b son conjuntos: con lo cual excluye, entre otras, la interpretacion l6gica
segun la cual a y b serian enunciados (0 «proposicioness, si se prefiere). Dice, con
mucha razdn, que «carece de importancia qué es lo que representan los miembros del
conjunto»; pero esta advertencia no basta para determinar el caracter formal de la
teoria que busca, ya que en ciertas interpretaciones a y b no tienen miembros, ni nada
que pudiera corresponderse con éstos.

Todo lo cual tiene graves consecuencias en lo que se refiere a la construccion real
del sistema axiomatico mismo.

Los que interpretan los elementos a y b como enunciados o proposiciones
suponen, como es muy natural, que el calculo de composicién de enunciados (el
calculo proposicional) se cumple para ellos. Y, analogamente, Kolmogorov supone
gue las operaciones de adicién, multiplicacién y complementacién de conjuntos son
validas para dichos elementos, puesto que los interpreta como conjuntos.

Mas concretamente: se presupone siempre (a menudo sélo de un modo tacito) que
ciertas leyes algebraicas, tales como la de la asociacion

(a) (ab) c=a (bc)
la ley de conmutacién

(b) ab = ba
o la ley de indempotencia

(@) a = aa
se cumplen para los elementos del sistema: es decir, para los argumentos de la
funciénp(..., ...).

Una vez hecha esta suposicion —ya tacita, ya explicitamente— se establecen
otros axiomas o postulados para la probabilidad relativa,

p(a, b)

0 sea, para la probabilidad de a dada la informacion b; o bien para la probabilidad
absoluta

p(a)

esto es, para la probabilidad de a (sin que esté dada informacidn alguna, o solamente
tautoldgica).

Pero este procedimiento es muy capaz de hacer que permanezca oculto el hecho
—tan sorprendente y de tanta importancia— de que basten algunos de los axiomas o
postulados que se adoptan para la probabilidad relativa p (a, b), para garantizar que
los elementos cumplan todas las leyes del algebra booleana. Por ejemplo, las dos
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formulas siguientes (cf. el apéndice precedente, *in):

(d) p(ab)=p(a b)p (b)
(e) p(ab, c)=p(a bcp (b, ¢)

entrafian cierta forma de ley de la asociacién; de ellas, la primera, (d), da origen
también a una especie de definicién de la probabilidad relativa a base de la absoluta:

(d) Sip (b) # 0, entoncesp (a, b) =p (@b) /p (b),

mientras que la segunda, que es la cormespondiente a las probabilidades relativas, es la
«ley general de multiplicacion», perfectamente conocida.

Como hemos dicho, las dos fdrmulas (d) y (e) entrafian —sin necesidad de ningdn
otro supuesto (excepto la posibilidad de sustituir probabilidades iguales)— la forma
siguiente de la ley de la asociacion:

(f) p ((ab) ¢) = p (a (bc)).

Pero este hecho!, tan interesante, pasa inadvertido si se introduce (f) al asumir la
identidad algebraica (a) —o sea, la ley de la asociacién— incluso previamente a todo
comienzo de desanollo del calculo de probabilidades: pues a partirde

(@) (ab) c = a (bc)
podemos obtener (f) sin mas que sustituir en la identidad

p (x)=p k).

Con lo cual no se para mientes en que (f) es deductible de (d) y (e); o, dicho de
otra forma, no se advierte que la asuncién de (a) es completamente innecesaria si
trabajamos con un sistema axiomatico que contenga —o impliqgue— (d) y (e); ni
tampoco que cuando asumimos (a) ademas de (d) y (e) nos impedimos averiguar qué
tipo de relaciones estan implicadas por nuestros axiomas o postulados; ahora bien,
una de las claves del método axiomatico es justamente averiguar tal cosa.

En consecuencia, tampoco se cae en la cuenta de que (d) y (e), aunque implican
(f) —esto es, una ecuacion a base de la probabilidad absoluta— no implican por si
solas ni (g) ni (h), que son las fdrmulas correspondientes a base de la probabilidad
relativa:

(d) p((@b)c,d)=p(a(bd), d)

() p(a, (bc)d) =p(a, b (cd)).

Para deducir estas férmulas —véase el apéndice *v, (41) a (62)— se requieren
muchas mas cosas ademas de (d) y (e): hecho que tiene un interés notable desde un
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punto de vista axiomatico.

He puesto este ejemplo para que se viera que Kolmogorov no llega a llevar a cabo
Su programa; y lo mismo ocurre con todos los demas sistemas que han llegado a mi
conocimiento. En mis propios sistemas de postulados para la probabilidad pueden
deducirse todos los teoremas del adlgebra de Boole; y ésta, a su vez, puede
interpretarse de muchas maneras: como un algebra de conjuntos, de predicados, de
enunciados (o proposiciones), etc.

Otro punto de considerable importancia es el problema de un sistema «simétrico.
Tal como hemos dicho mias arriba, es posible definir la probabilidad relativa a base de
la absoluta, del modo siguiente:

(d’) Sip () =0, entonces p(a, b) =p@b)/p (b).

Ahora bien, el antecedente «Si p (b) # 0» es ineludible, ya que la division por
Cero no es una operacion definida; por ello, la mayoria de las formulas de la
probabilidad relativa pueden expresarse —en los sistemas al uso— solo en forma
condicional, es decir, andlogamente a (d’). Por eiemplo, en casi todos los sistemas (g)
no es valida, y ha de ser reemplazada por otra férmula condicional mucho mas débil:

@) Si p(d # 0, entonces p ((ab) ¢, d) =p (a (bg), d.

y s menester también anteponer a (h) una condicion analoga.

Algunos autores no se han dado cuenta de esta cuestion (por gjemplo, Jeffreys, y
también Von Wright: este Ultimo utiliza condiciones que equivalen a b = 0, pero esto
no asegura que p (b) # 0, especialmente puesto que su sistema contiene un «axioma
de continuidad»); por tanto, sus sistemas no son coherentes en su estado actual,
aunque a veces puedan armreglarse. Otros se han percatado de lo que ocurre, pero
debido a ello sus sisternas son muy débiles (al menos comparados con €l mio): puede
ocurir en tales sistemas que

p@b)=r

sea una formula con sentido, pero que —simultaneamente y con idénticos elementos
—nolosea

pb,a=r

esto es, no esté definida convenientemente —o incluso no sea definible— debido a
serp (a) = 0.

Pero un sistema de este tipo no sélo es débil, sino que para muchos fines
interesantes es inadecuado: por ejemplo, no se puede aplicar del modo apropiado a
los enunciados cuya probabilidad absoluta es cero, aunque esta aplicacion es
sumamente importante: las leyes universales tienen, por ejemplo, segin podemos
asumir aqui (cf. los apéndices *vii y *viit), probabilidad cero. Si tornamos dos teorias

universales, s y t, tales que s sea deductible de t, deberiamos poder afirmar que
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(st=1

Pero si p (t) = 0 no podemos hacerlo en los sistemas probabilitarios
acostumbrados. Por parecidas razones, puede ocurrir que la expresion

p@

(en donde d son los datos que abogan en favor de la teoria t) no esté definida; ahora
bien, esta expresion es importantisima (es la «verosimilitud» de t sobre la base de los
datos d, segun Fsher; véase también el apéndice *ix).

Asi pues, se necesita un calculo de probabilidades en el que podamos operar con
argumentos segundos que tengan probabilidad absoluta igual a cero: por efemplo, es
indispensable para toda discusién seria de la teorla de la corroboracion o
confirmacion.

Esta es la razén por la que he tratado durante varios afios de construir un célculo
de probabilidades relativas en el que, siempre que

p@b=r
sea una formula bien formada, esto es, verdadera o falsa,

pb,a)=r

lo sea asimismo, incluso si p (a) = 0: sistema al que podemos aplicar el calificativo de
«simétrico». El primer sistema de este tipo que he publicado™! procede de 1955, y
resultd ser mucho mas sencillo de lo que habia esperado. Pero por entonces estaba
todavia preocupado con las peculiaridades que deberia poseer todo sistema de la
indole mencionada. Quiero decir lo siguiente: en todo sistema simétrico satisfactorio
son validas reglas como las que siguen,

p(a, bb) =1
Sip(bh, b) % 0, entonces p (a, b) = 1
Sip(aab) #0, entoncesp(a, b)=1

En los sistemas al uso estas formulas o bien no son vdlidas o se satisfacen (la
sequnda y la tercera) de un modo vacio, ya que en ellas aparecen segundos
argumentos de probabilidad absoluta nula. En aquella época creia, por tanto, que
algunas de ellas habian de proponerse como axiomas; pero posteriormente me he
dado cuenta de que cabia simplificar mi sistema axiomatico, y al hacerlo ha resultado
que estas formulas desusadas pueden deducirse de otras que tienen un aspecto
completamente «nomal». En mi trabajo «Philosophy of Science: A Personal
Report®l» he presentado por primera vez el sistema simplificado resultante: es el
mismo sistema de seis axiomas que expongo mas a fondo en el presente apéndice.
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Es un sistema sorprendentemente sencillo e intuitivo, y su alcance —que excede
con mucho al de cualquiera de los sistemas corrientes— se debe meramente al hecho
de que omito en todas las formulas, excepto una (el axioma C), toda condicién del
tipo, «si p (b) # O, entonces...» (en los sistemas habituales o aparecen tales
condiciones o deberian aparecer, para evitar incoherencias).

En este apéndice me propongo exponer primero el sistema axiomatico, con sus
demostraciones de compatibilidad y de independencia, y luego unas pocas
definiciones basadas en él, entre ellas las de un campo boreliano de probabilidades.

Primero el sistema axiomatico.

En nuestros postulados aparecen cuatro conceptos sin definir: 1) S, el universo del
discurso o sistema de elementos admisibles (los cuales se denotaran con mindsculas
en cursiva, «a», «b», «o», ..., etc.); 1) una funcidn numérica binaria de estos
elementos, que denotaremos por medio de «p (a, b)», etc.: esto es, la probabilidad de
a supuesto b; Ill) una operacién binaria de los elementos, denotada con «ab» y
llamada producto (o encuentro, o conyuncion) de a y b, y IV) el complemento del
elemento a, que sera denotado por «a».

A estos cuatro conceptos no definidos podemos afiadir un quinto, al que cabe
considerar, a nuestra eleccién, como definido 0 como no definido: es la «probabilidad
absoluta de a», que denotamos con «p (a)».

Cada concepto no definido se introduce por un postulado. Y para entender éstos
conviene tener presente que p (@, @) = 1 = p (b, b) para todos los elementos de S,
como puede demostrarse, naturalmente, por medio de los postulados.

Postulado 1. ElI nimero de elementos de S es, como maximo, infinito, pero
numerable.

Postulado 2. Si a y b pertenecena S, entonces p (a, b) es un nimero real, y se
cumplen los siguientes axiomas:

Hay elementos cydens,

Al (Existencia).
talesquep(@ b) Zp (c d
Sip(a ¢)=p (b, c)paratodocdeS,

A2 entonces p (d, a) = (Sustituibilidad).
=p(d, b) paratodod de S

A3 p(@ a=pb b (Reflexividad).

Postulado 3. Si a y b pertenecena’S, entonces ab pertenecea S; y si, ademas, ¢
también pertenece a S (y, por tanto, asimismo, bc), se cumplen los axiomas
siguientes:

251



Bl p(ab c)=pla 0 (Monotonia)

B2 p(ab,c)=p(a bc)p (b ) (Multiplicacion)

Postulado 4. Si a pertenece a S, entonces a también pertenece aS; y si, ademas, b
pertenece a S, se cumple el siguiente axioma:

p@b)+p@b)=a(b,Db)
C a menos que p (b, b) =p(c, b) (Complementacion)
para todo cdeS.

Con esto se termina el sistema «elemental» («elementalidad» referente a su
ampliacién para campos borelianos). Como hemos indicado, podemos afiadir ahora la
definicion de probabilidad absoluta como quinto postulado —que llamariamos
«postulado PA»— o bien podemos considerar esta definicion como explicita (en vez
de como un postulado).

Siay b pertenecenaS, (Definicion
sip@a=pb,c de
Postulado PA. ysip(a a=p(b o
para todo cdeS, probabilidad
entoncesp @ =p(@a, b) absoluta).

Demostraremos mas adelante que el sistema de postulados y axiomas que hemos
dado es compatible e independientel®!.

Vamos a hacer ahora algunos comentarios sobre el sistema de postulados.

Los seis axiomas —A1, A2, A3, B1, B2 y C— se emplean explicitamente en las
operaciones de deduccion de los teoremas. El resto (existencial) de los postulados
puede darse por supuesto, como se hacia en el trabajo en que presenté por vez
primera este sistemal”l.

Cabe remplazar estos seis axiomas por un sistema que sdlo contenga cuatro, pero
a costa de introducir una cuarta variable, «d», en los postulados 3 y 4: se tienen los
axiomas Al, A2 y los dos siguientes,

B+ Sip(a bc)p (b, c)=p(d, c)supuesto que p(a, ¢) = p (d, ¢),entoncesp (ab,
Q#p(dq
C+ Sip@b+p@E b#p(ccentoncesp(c,c)=p(d b

En este sistema, B+ equivale a la conyuncion de Bl y B2, y analogamente, C+ a
la de A3 y C8]. Se trata de un sistema muy breve que comparte muchas ventajas de
otros mas extensos: el producto y el complemento aparecen separadamente, de modo



gue todos los axiomas, excepto los que llevan la letra B, estan libres del producto, y
el complemento aparece una sola vez; pero personalmente yo prefiero el de seis
axiomas, con ser mas largo!l.

Podemos comentar ahora los diversos postulados y axiomas de nuestro sistema.

Cabe omitir el postulado 1 (que pertenece solamente a la teoria elemental), como
se observa teniendo en cuenta que, para demostrar su independencia, podemos
construir un sistema S que no sea numerable —se satisfacen todos los demas
postulados si interpretamos S como el conjunto de todas las sumas finitas de
subintervalos semi-abiertos, [x, y), del intervalo unidad, [0, 1), siendo x e y numeros
reales; podemos interpretar entonces p (@ como la longitud de dichos intervalos, y p
(a, b) comoigual ap (ab)/p (b) supuesto que p (b) =0, eigual a 1 supuestoqueb = 0:
en otro caso, seria lim p (ab)/p (b), supuesto que existiera este limite—. La finalidad
del postulado 1 es Unicamente la de caracterizar los sistemas elementales: en la
exposicion axiomatica del algebra booleana o de la l6gica de enunciados o de
proposiciones se asume a menudo un postulado de esta indole, y queremos poder
poner de manifiesto que en la teoria elemental, S es un algebra booleana (numerable).
(V&anse los puntos 8 a 10 del apéndice *vi1, que sefalan otro gjemplo.)

En el postulado 2 se necesita Al para estatuir que no todas las probabilidades son
iguales (digamos, iguales a 0 0 a 1). La funcidn que desempefa A2 es la de
permitimos demostrar «p (x, a) = p (x, b)» para todos los elementos a y b cuyas
probabilidades sean iguales supuesta cualquier condicion: cabe lograr lo mismo sin
A2, pero sdlo en el supuesto de quep (@) # 0 # p (b). Asi pues, A2 nos hace capaces
de ampliar la equivalencia probabilistica de a y b al segundo argumento, incluso en
los casos en que a 'y b tengan probabilidad absoluta nula.

Puede remplazarse A2 por la formula algo mas exigente

A2+ Sip(a a)=p(b c)=p(c b) entonces p(a b)=p(a ¢),paratodocdeS;

o por
B3 Sip(ab, c)=p(ba ¢, entonces p (¢, ab) = p (c, ba).

Es evidente que también podria remplazarsela por esta otra (que es mas sencilla,
pero mucho mas exigente):

B3+ p(a bg=pla cb).

Pero como B3+ pide mas de lo necesario —en realidad, bastaria con
p(a, (bc) (cb)) =p(a, (cb) (bc)), pese a ser mas débi— es algo engafiosa: al
adoptaria quedaria oculto el hecho de que puede demostrarse la ley de conmutacion
para el primer argumento con solo los demas axiomas. A2+ es preferible a las otras
formulas que hemos mencionado ahora, ya que evita emplear el producto de a y b



formulas que hemos mencionado ahora, ya que evita emplear el productode a y b
(cosa que también hace A2, con ser mucho mas débil).

Sin embargo, podemos sacar partido de las circunstancias que acabamos de
indicar para reducir al nUmero de axiomas a tres, a saber, Al, C+ y el axioma B que
enunciamos a continuacion y que combina B3+ y B+:

B Sip(abc=p(@ dp(b, c)supuestoquep(a c)=p@dpboyplad =
p (a, bc), entoncesp (a, cb) # p (a, d).

Aparte de exigir tal vez mas de lo que podria parecer conveniente, esté sistema de
tres axiomas tiene todas las ventajas del anteriormente mencionado con cuatro (con
Al, A2, B+ vy C+).

Como ya se ha sefialado, A3 se necesita para demostrar que p (a, @) = 1 para todo
elemento a de S; pero puede omitirsele si se refuerza C: es claro, teniendo en cuenta
C+, que A3 es superfluo si remplazamos en C las dos apariciones de «p (b, b)» por «p
(d, d)» (0 sdlo la segunda aparicién).

El postulado 3 pide la existencia de un producto (o encuentro, o interseccién) de
cualesquiera elementos a y b de S: caracteriza de un modo exhaustivo las propiedades
de dicho producto (tales como indempotencia, conmutacién y asociacion) por medio
de dos axiomas sencillos, de los que el primero es evidente intuitivamente y el
segundo ha sido discutido en el apéndice .

En mi opinidn, de todos nuestros axiomas, el B1 es el mas evidente desde un
punto de vista intuitivo. Es preferible tanto a A4’ como a B1’ (cf. la nota anterior 6),
que reunidos le pueden reemplazar: pues cabe tomar equivocadamente a A4’ por una
convencién, frente a B1; y B1' no caracteriza —como hace B1— un aspecto métrico
intuitivo de la probabilidad, sino el producto o conyuncién ab.

Como hace ver la fdrmula B anterior, puede combinarse el axioma B2 conBly
con A2+. Hay otras combinaciones posibles, entre ellas algunas en las que el
producto aparece sélo una vez: son muy complicadas, pero tienen la ventaja de que se
las puede dar una forma andloga a la de una definicion. Por ejemplo, si en el axioma
siguiente BD (que, como B, puede remplazar a A2, B1 y B2) introducimos el simbolo
«(a)» dos veces —una vez al comienzo y otra antes de «(Eb)»— y reemplazamos la
primera flecha (condicional) por una doble fliecha (bicondicional), obtenemos una de
las formas definicionales mentadas (téngase en cuenta que empleo aqui las
abreviaciones explicadas al comienzo del apéndice *v).

BDp(xy,a)=p(z a) — (Eb) (c) (d) (Ee) (EN) (Eg) (p(x, &) zp(z a)==p(x, b)p
a&p@cdzpbdzpl,d&p@ezplcespl,e)— pcdsp
bA)&p@@HN=pyh-=>pka=pxb==pxy)&PXx g zpCa<py
9~ p(ca=<p(za).



caracteriza dicho complemento por (una forma condicional debilitada de) algo que
parece ser una férmula evidente si se tiene en cuenta que 1=p(a, a), a saber:
«p (a, ¢) + p (&, ¢) = 1». Se necesita la condicidn que precede a esta férmula porque
en caso de que c sea, digamos, aa (el «elemento vacio»), obtenemos
p@ c)=1=p(3 ¢): de modo que en este caso limite la formula aparentemente
«evidente» falla.

Este postulado —o el axioma C— tiene el caracter de una definicién dep (@ b) a
partirdep (a, b) y p (a, a), como puede verse faciimente si lo escribimos del modo
siguiente;

() p@E b)=p(a a — p(a b) supuesto que haya un ctalquep (c,b) #p (a, a)
(I1) p(a b) = p(a, a),supuesto que no exista tal .

La férmula que vamos a dar ahora, CD, es andloga a BD y puede transformarse
en un bicondicional, exactamente lo mismo que ocurma con esta Ultima.

CD p@Ea=pa->bOGOPxat+tplazplbb->pla=pbb)

A mijuicio, el sistema formado por A, BD y CD es un poco preferible al de A1, B
y C+, no obstante la complejidad de BD.

Por fin, el postulado PA puede sustituirse por la sencilla definicién

la cual, sin embargo, utiliza la complementacion y el producto, y, por ello, presupone
los dos postulados 3 y 4 (deduciremos esta formula mas adelante, en el apéndice *v,

llamandola formula 75).

Puede demostrarse que nuestro sistema es compatible: podemos construir
sistemas S de elementos (con un nimero infinito de elementos distintos, pues si S es
finito la demostracion es trivial) y una funcidn p (a, b) tal que se demuestre que se
satisfacen todos los axiomas. También es posible demostrar que nuestro sistema
axiomatico es independiente. Debido a lo poco exigentes que son los axiomas, las
demostraciones son muy faciles.

Llegamos a una demostracion trivial de la compatibiidad de un S finito
asumiendo que S = {1, 0}: esto es, que S consta de dos elementos, 1y 0. Se admite
que el producto —o encuentro— y el complemento son, respectivamente, iguales al
producto y el complemento (con respecto al) aritméticos; definimosp (0, 1) =0,y en
todos los demas casos hacemos p (a, b) = 1, entonces quedan satisfechos todos los
axiomas.

Daremos dos interpretaciones finitas mas de S antes de entrar en una que sea
infinita numerable; las cuales no sélo satisfacen nuestro sistema axiomatico, sino —
por eiemplo— la siguiente asercion existencial:
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(E) Hay elementos a, by cde S, tales que
p(b)=1yp(a bc=0
Oftra asercion andloga seria:
(E’) Hay un elemento a de S, tal que
p@=p@a=p@a=0£p(@a =1

Nuestro primer eiemplo no satisface la asercion (E), como tampoco puede ocurrir
tal cosa en ninguno de los sistemas probabilitarios que conozco (excepto,
naturalmente, en algunos de mis propios sistemas).

El primer eiemplo que satisface nuestro sistema y (E) consta de cuatro elementos:
S = {0, 1, 2, 3}. Se define ab como el mas pequefo de los dos nmerosa y b, con la
excepcidn siguiente: 1.2 == 2.1 = 0. Definimostambién:a =3 —a; p@=p(@,3)=
0, siemprequeseaa=001,yp@=p(@ 3)=1semprequea=263;p(a,0)=1,
p(@ 1)=0amenosqueseaa=10da=3(y, eneste caso, p(a, 1) =1). Enlosdemas
casos, p (a, b) = p (ab)/p (b). Cabe identificar intuitivamente el elemento 1 con una
ley universal (de probabilidad absoluta nula), y el 2 con su negacién existencial. Con
objeto de satisfacer (E) hemosdetomara =2, b =3yc= 1.

Se pueden representar los gjemplos que acabamos de describir mediante las dos
«matrices» siguientes (método que, segln creo, fue introducido por Huntington en
1904):

ab 0 1 2 3 a p@ b 0 1 2 3

0 0 0 0 0 3 0 1 0 0 0

1 0 1 0 1 2 1 1 1 0 0

2 0 0 2 2 1 2 1 0 1 1

3 0 1 2 3 0 3 1 1 1 1

El sequndo ejemplo es una generalizacién del primero, con la que se hace patente
que puede ampliarse la aplicacion de la idea que subyace a éste, hasta abarcar un
nUmero de elementos superior a un nimero cualquiera dado —con tal de que dichos
elementos formen un dlgebra booleana (lo cual quiere decir que su nimero ha de ser
igual a 2")—. n puede considerarse que es el nimero de las zonas o clases
mutuamente excluyentes minimas en que esta dividido cierto universo del discurso;
podemos perfectamente hacer corresponder a cada una de estas clases una fraccién
positiva, 0 < r < 1, que serd su probabilidad absoluta, pero teniendo cuidado de quela
suma de todas éstas sea igual a 1; hacemos corresponder también a una cualquiera de
las sumas booleanas la suma aritmética de las probabilidades correspondientes, vy a
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suma de todas éstas sea igual a 1; hacemos corresponder también a una cualquiera de
las sumas booleanas la suma aritmética de las probabilidades correspondientes, vy a
uno de los complementos booleanos el complemento aritmético con respecto a 1.
Obsérvese que podemos asignar a una o varias de las zonas o dases mutuamente
excluyentes y minimas —pero no nulas— la probabilidad cero: si b es una de estas
clases —o zonas—, hacemosp (a, b) = 0 en caso de que seaab =0,yp(a, b)=1en
los demas casos; y, ademas, hacemos p (a, 0) = 1; mientras que en todos los casos
restantes ponemos p (a, b) = p (@b)/p (b).

Para mostrar que nuestio sistema es compatible incluso en el supuesto deque S
sea infinito numerable, podemos elegir la siguiente interpretacion (que tiene interés
por estar relacionada con la interpretacion frecuencial). Sea S la clase de las
fracciones racionales en representacion diadica, de modo que si a es un elemento de
S, podamos escribir en forma de sucesion, a = aj ay, ..., en la que aj sea 6 06 1.

Interpretamos ab como la sucesiénab = aibi,aby, ...,demodoque (ab); = aib;; y a
como estaotra,a =1-a; 1 - ay, ..., conlo que aj = 1 - a;. Para definir p (a, b)
introducimos una expresion auxiliar, A,, definida del modo siguiente:

A = Z a;
de suerte que tenemos

(AB), = Z a;b;:

definimos, ademas, una funcioén auxiliar, g:
g (an, by) = 1 siempre que B, =0

q (an, bn) = (AB),/B,,, sempreque B, # 0.

Podemos definir ahora, por fin,
p(a b)=limq (a,, by).

Este limite existe para todos los elementosa y b de S, y es sumamente facil hacer
patente que satisface todos nuestros axiomas. (Véanse los puntos 8 a 10 del apéndice
*vI, en que se da otro gfemplo).

Con lo cual hemos terminado con la compatibilidad de nuestros sistemas
axiomaticos.

Para hacer ver la independencia de A1 podemos hacerp (a, b) =1 paratodoay
todo b de S: entonces se satisfacen todos los axiomas, excepto Al.
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ha de ser no conmutativo; cabe definirlo, pues, como sigue: 1.2 = 2, y, en todos los
demas casos (incluyendo el de 2.1), ab es igual a min (a, b) —esto es, al menor de los
dos componentes a y b. Definimos también: 8 = 1 si y sélo sia =0, y, enlos demas
casos a =0; y, asimismo, p (0, 2) =0, mas en todos los casos restantes p (a, b) = 1.
Ahora puede hacerse ver con fadllidad quep (I, b) = p (2, b) paratodo b, mientras que
p(0,1)=1yp(0,2)=0: de suerte que no se satisface A2, pero si los demas
axiomas.

Podemos hacer intuitiva esta interpretacion escribiendo la matriz no conmutativa
del modo siguiente:

ab |0 1(f2]a

0 0fo0|0]|1 p(0,2)=0;
en todos los demas casos,

1 lof1]2]o0 pab)=1

2 |0J1({2(0

Vamos a poner en claro que A3 es independiente; como en la primera
demostracion de compatibilidad, tomamos S = {0, 1}, y los productos y
complementos ldgicos iguales a los aritméticos. Definimos p (1, 1) =1, y, en todos
los demas casos, p(a, b) = 0: A3 falla porque p (1,1)=p (0, 0) (mientras que se
satisfacen los demas

axiomas).

Para patentizar la independencia de Bl, podemos adoptar S={-1,0, +1};
admitimos, ademas, que ab es el producto artmético de a y b, asi como
a=-ayp(a b)=a.l - |b]). Entonces se satisfacen todos los axiomas, salvo B1, que
no se cumple para a = -1, b # +1 y ¢ = 0. Las matrices pueden escribirse asi:

ab -1 o w1 a p(a b) 10 | oH
-1 41 |o| -1 | # ' -1 0o | -1 ] o
0 o |of o 0 ‘ | 0 0 0 0
1 1 o w1 | 4 , | +1 0 | +1 | o

Este mismo ejemplo demuestra la independencia de A4’ (cf. la nota 6 anterior).
Un segundo ejemplo, con el que se hace ver que B1 es independiente (y también que
B1’ lo es), se basa en la siguiente matriz no conmutativa;
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ab |0 1(2]a

0 oli1lol2 p(0,2)=0;
———— en todos los demas casos,

_Ljojijrjo p@b)=1

2 |0J1([2]0

Bl dgadecumplirseparaa=0,b=1yc=2.

Para demostrar la independencia de B2 tomamos el mismo S que utilizamos con
respecto a A3, y definimos: p (0, 1) =0, y en los casos restantes p (a, b) = 2. B2 nose
cumple, yaque2 =p (1.1,1) #=p (1, 1.1) p (1, 1) = 4, pero los demas axiomas si.

(Podemos tener otro egfemplo que haga visible la independencia de B2 si
consideramos que este Ulimo axioma se necesita para  demostrar
«p (ba, ©) < p (a, €)», es decir, el dual de B1; esto nos sugiere que es posible adoptar
el segundo ejemplo de B1, sin mas que pasar el valorde 1.0deOal,yelde0.1dal
a 0; entonces B2 nosecumpleparaa = 1, b = 0 y ¢ = 2. (Véase también la nota *2 de
la pagina 299, ejemplo commespondiente a Al; y puede asimismo utilizarse el giemplo
para A2.)

Fnalmente, con objeto de poner de manifiesto que C es independiente, tormamos
de nuevo el ultimo C adoptado, pero suponemos que @ = a. Si hacemos ahora
p(0,1)=0, y en los casos restantes p(a, b)=1, entonces falla C, ya que
p (0, 1) #=p(1, 1), ala vez que se cumplen los demas axiomas.

De este modo se terminan las demostraciones de la independencia de los axiomas
operativos.

En cuanto a la parte no operativa de los postulados, hemos dado ya una
demostracion de la independencia del postulado 1 (al comentario).

En su parte no operativa, el postulado 2 exige que siempre quea y b pertenezcan
a S, p (a, b) sea un nUmero real. Para hacer ver la independencia de esta condicion —
a la que podemos referimos sucintamente llamandola «postulado 2»— consideramos,
en primer lugar, una interpretacion booleana no numérica de S. Con este fin,
interpretamos S como un algebra booleana no numérica y —como maximo—
numerable (tal como un conjunto de enunciados, en el que «a», «b», etc, sean
nombres de enunciados variables); estipulamos que « » denote, si x es un nimero, lo
mismo que «-x», y Si x es un elemento booleano (digamos, un enunciado), el
complemento booleano (negacion) de x; y determinamos que «xy», «X + y», «x = y»,
«X # y» Yy «x < y» tengan su sentido aritmético acostumbrado cuando x e y sean



mismo que «-x», y Si X es un elemento booleano (digamos, un enunciado), el
complemento booleano (negacion) de x; y determinamos que «xy», «X + y», «x = y»,
«X # y» y «x < y» tengan su sentido aritmético acostumbrado cuando x e y sean
numeros, y su sentido booleano perfectamente conocido siempre que x e y sean
elementos booleanos (si son enunciados, habria que interpretar «x < y» como «x
entrafia y»). Para demostrar la independencia del postulado 2 basta afadir meramente
un requisito mas: interpretamos «p (@, b)» como nuevo nombre del elemento
booleano a + A Entonces se viene abajo el postulado 2, mientras que A1, A2, A3y
todos los demas axiomas y postulados se convierten en teoremas muy conocidos del
4lgebra booleanalLl.

Las demostraciones de la independencia de las partes existenciales de los
postulados 3 y 4 son casi triviales. Introducimos primeramente un sistema auxiliar, S’
= {0, 1, 2, 3}, y definimos el producto, el complemento y la probabilidad absoluta por
medio de la matriz:

ab 0 1 2 3 a p@@

0 0 0 0 0 3 0
t

1 0 1 0 1 2 12

2 0 0 2 2 1 12
'7« r

3 0 1 2 3 | o 1

Se define la probabilidad relativa por
p(a b)=1siemprequepb)=0
p (a, b) = p (@b)/p (b) siempre que p (b) # 0.

Este sistema S' satisface todos nuestros axiomas y postulados. Para hacer patente
la independencia de la parte existencial del postulado 3 adoptamos ahora un'S que
esté confinado a los elementos 1y 2 de S', y no alteramos en nada lo demas: es
evidente que no se cumple el postulado 3, ya que el producto de los elementos 1y 2
no pertenece a S. Podemos demostrar de un modo semejante la independencia del
postulado 4, sin mas que reducir S a los elementos Oy 1 de S’ (podriamos elegir,
asimismo, 2 y 3, o cualquier combinacion formada con tres elementos de los cuatro
deS', exceptuada la consistenteen 1, 2 y 3).

La demostracién de la independencia del postulado PA es todavia mas trivial: sélo
necesitamos interpretar Sy p (a, b) en el sentido de nuestra primera demostracién de



Asi pues, hemos demostrado que cada una de las aserciones que hemos hecho en
nuestro sistema axiomatico es independiente. (No ha llegado a mi conocimiento que
se hayan publicado antes demostraciones de independencia para sistemas axiomaticos
de la probabilidad: supongo que la razon es que los sistemas conocidos no son
independientes, y eso en el supuesto de que sean satisfactorios por lo demas.)

La redundancia de los sistemas usuales se debe al hecho de que todos ellos
postulan, implicita o explicitamente, la validez de algunas o de todas las reglas del
algebra booleana para los elementos de S; pero —como demostraremos al final del
apéndice *v— todas estas reglas son deductibles de nuestro sistema si definimos la

equivalencia booleana, «a = b», por la férmula

(*) a=bsiysdlosip(a, c)=p (b, c)paratodoc perteneciente a S.

Puede preguntarse si resultaria superfluo alguno de nuestros axiomas si
postulasemos que ab fuera un producto booleano y a un complemento booleano, que
ambos obedecieran a todas las leyes del dlgebra booleana y que (*) fuese vdlida. A
ello hay que responder que ninguno se convertia en superfluo, excepto B1’;
solamente en el caso de que, ademas, postulasemos que en el segundo argumento de
la funcion p pudieran substituirse mutuamente dos elementos cualesquiera para los
gue cupiese demostrar la equivalencia booleana, se haria superfluo A2, cuya finalidad
es precisamente la misma que la de semejante postulado suplementario. Puede verse
gue nuestros axiomas continuarian sin ser superfluos advirtiendo que es posible
demostrar su independencia (excepto la de A2, desde luego), por medio de ejemplos
gue satisfagan al dlgebra booleana: asi he hecho para todos ellos, con la excepcion de
B1y C, para los que he presentado ejemplos mas sencillos; y doy a continuacién un
algebra booleana que manifiesta la independencia de B1 —y de A4'—: este ejemplo
es esencialmente el mismo que el tltimo presentado:

-1 -1 (o] -1 (0] 2 p(@=a;

pa,(0)=1;
0 0 |10l 0 |0 1 en todos los demas casos,

p(a b)=p@p (b) = abb
1 |-11{o0] 1 |2 0

2 10 (0 2 |2 -1

B1 queda violado,yaque2=p (1.2,1)>p (1,1)=1.
Para demostrar la independencia de C tomamos el mismo gjemplo, pero en el que
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sea p(a b)=0 siempre que ab=0=b (y sea p(a b)=1 en los demas casos); 0
podemos también adoptar el ejemplo de la pagina anterior, en el que se tenga
p(l)=p((2)=0,0bienp (1)=p (2)=1.

Cabe expresar el hecho de que nuestro sistema permanezca independiente incluso
si postulamos el algebra booleana y (*), diciendo que es «autdnomamente
independiente» (como es natural, si sustituimos nuestro axioma Bl por A4’y B1' —
vease la nota 6 anterior— deja de poseer esta caracteristica). Me parece que la
independencia auténoma es una propiedad interesante (y deseable) de los sistemas
axiomaticos para el clculo de probabilidades! 12,

Como conclusién, quiero definir un «sistema admisible» S y un «campo
boreliano de probabilidades» S, a base de las nociones «auténomas» —esto es,
probabilisticas— de nuestra teoria. El segundo sentido de S lo he expresado con un
término de Kolmogorov, al cual doy, sin embargo, un significado algo mas amplio
gue el suyo: estudiaré con cierto detalle la diferencia existente entre el modo de tratar
el asunto de Kolmogorov y €l mio, pues me parece que es reveladora.

Defino primeramente en términos probabilisticos qué es lo que quiero mentar
cuando digo que a es un superelemento de b (y mas amplio, o bien igual a 6), oque b
es un subelemento de o (y ldgicamente mas fuerte o igual que a). La definicion es
como sigue (véase también el apéndice *v, D3, pag. 331):

a es un superelemento de b, 0 b es un subelemento de a —con simbolos, a > b—
siysélosip (a, x) = p (b, x) para todo elemento x de S.

Ahora voy a definir lo que quiero decir con el elemento producto, o, de una
sucesion infinita, A = ay, a», ..., tal que todos sus miembros, ap,, sean elementos de S.

Ordenemos algunos de los elementos de S —0 quiza todos— en una sucesion
infinita A=ay, 3, ..., enla que se pemmita a todo elemento de S aparecer mas de una
vez. Por gempilo, si S consta sélo de los dos elementos 0y 1, tantoA=0,1,0, 1, ...,
comoB=0,0,0, ..., seran sucesiones infinitas de elementos de S en el sentido a que
ahora nos referimos; pero el caso mas importante, naturalmente, es el de una sucesion
infinita A tal que todos sus miembros (o casi todos) sean elementos diferentes de S;
que, por tanto, contendra un nimero infinito de elementos.

Un caso que tiene espedcial interés es el de una sucesion infinita decreciente (o,
mejor dicho, no creciente), 0 sea, una sucesion A=ay, a, ..., enlaqueay, = a 41 para
toda pareja de miembros consecutivos de ella.

Podemos definir ya el elemento producto (booleano, en vez de comrespondiente a
la teoria de conjuntos), a, de la sucesion infinita A = a1, ay, ..., como el mas amplio
de todos los elementos de S que sean subelementos de todo elemento a, perteneciente

a la sucesién A, O, en simbolos:
a = m ap Siy sOlo si a satisface las dos condiciones siguientes:

1) p (an, X) = p (a, X) para todos los elementos a, de Ay para todo elemento a de
S.
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a = m ap Siy sOlo si a satisface las dos condiciones siguientes:
1) p (an, x) = p (a, x) para todos los elementos a, de Ay para todo elemento a de

S.
1) p (8, x) = p (b, x) para todos los elementos x de Sy para todo elemento b de S
gue satisfaga la condicion p (a,, y) = p (b, y) para todos los elementos ap, y para todo

elemento a deS.

Con objeto de poner de manifiesto la diferencia existente entre nuestro elemento
producto (booleano), a, de A, y el producto —o encuentro— (intemo) de teoria de
conjuntos (ambién de A), vamos a limitar ahora nuestra discusién a ejemplos S que
satisfagan nuestros postulados 2 a 5 y cuyos elementosx, y, z,..., Sean conjuntos, de
suerte que xy sea su producto de teoria de conjuntos.

Nuestro eemplo principal, al cual me referiré como «el gemplo del semi-
intervalo omitido», es el siguiente:

S; es un sistema de ciertos subintervalos semiabiertos del intervalo universal u =
(0, 1], y contiene precisamente, a) la sucesion decreciente Atal que ap, = (0, %2 + 27",
y, ademas, b) los productos de teoria de conjuntos de dos cualesquiera de sus
elementos y los complementos de teoria de conjuntos de cualesquiera elementos
Suyos.

Asi pues, S; no contiene el «semi-intervalo» s = (0, Y], ni tampoco ningdn
subintervalo no vacio des.

Puesto que el semi-intervalo omitido, s = (0, %] es el producto de teoria de
conjuntos de la sucesion A, es evidente que no contiene semejante producto. Pero
contiene, en cambio, el «elemento producto» (booleano) de A, tal como lo hemos
definido: pues el intervalo vacio satisface de un modo trivial la condicion 1), y por ser
el intervalo mas amplio que la satisface, también satisface |l).

Es, asimismo, obvio que si afadimos a Sp, digamos, uno cualquiera de los
intervalos b; = (0, 1/8], b, = (0, 3/16], etc., el mayor de ellos sera el elemento

producto de A, en el sentido (booleano) de nuestra definicién, aun cuando ninguno
sera el producto de teoria de conjuntos de A.

Podria pensarse por un momento que, debido a la presencia de un elemento vacio
en todo S, cada S habria de contener —del mismo modo que S;— un elemento
producto (en el sentido de nuestra definicién) de cualquier A de S: pues, en caso de
gue no contenga un elemento mas amplio que satisfaga I), el elemento vacio podria
cumplir siempre ese papel. Pero puede verse que no ocurre asi por medio de un
giemplo, Sy, que contenga, ademas de los elementos de S;, los de la sucesidn

B=by, by, ..., en donde bn = (0, 2, — /2" *?] (y, ain mas: los productos de teoria

de conjuntos de dos elementos cualesquiera, y €l complemento de teoria de conjuntos
de cualquier elemento): se observa facimente que, aunque todo b, satisface la

condicion I) para el elemento producto de A, ninguno de ellos cumple la ), de suerte
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elemento producto en el sentido (booleano) que empleamos nosotros. Pero tanto S;
como todos los sistemas que se obtienen afadiendo a S; un ndmero finito de

intervalos nuevos (mas los productos y complementos), contendran un elemento
producto de A en nuestro sentido, si bien no en el de teoria de conjuntos —a menos,
ciertamente, que anadamos a el semi-intervalo omitido, s = (0, ¥2].

Es posible definir ahora como sigue un «sistema admisible S» y un «campo
boreliano de probabilidades S».

|) Se dice que un sistema S que satisface los postulados 2 a 4 es un sistema
admisible, si y sélo si S cumple —ademas de nuestro conjunto de postulados— la
siguiente condiicion definitoria:

Sea bA = apb, axb, ..., una sucesidn decreciente cualquiera de elementos de S

(decmos, en este caso, que A=ay, &,... «decrece con respecto a b»); entonces, si el
elemento producto ab de esta sucesién pertenece a S[*31,

limp (a, b)=p (@, b).

Il) Se dice que un sistema admisible S es un campo boreliano de probabilidades
siy sdlo sien S se encuentra un elemento producto de cualquier sucesion decreciente
(absoluta o relativamente) de elementos de S.

De estas dos definiciones, la I) cormesponde exactamente al llamado «axioma de
continuidad» de Kolmogorov, mientras que la Il) desempefa en nuestro sistema un
papel analogo a la definicién kolmogoroviana de campos borelianos de probabilidad.

Puede ponerse ahora de manifiesto que siempre que S sea un campo boreliano de
probabilidades en el sentido de Kolmogorov, también lo sera en el sentido que aqui
hemos definido, y la probabilidad sera una funcion de medida computablemente
aditiva de los conjuntos que constituyen los elementos de S.

Las definiciones de sistema admisible y de campo boreliano de probabilidades
estan estructuradas de tal modo que todos los sistemas S que satisfacen nuestros
postulados y que contienen no mas de un nimero finito de elementos diferentes son
sistemas admisibles y campos borelianos; y, por tanto, nuestras definiciones tienen
interés solamente en lo que se refiere a sistemas S que contengan un ndmero infinito
de elementos diferentes: estos sistemas infinitos pueden satisfacer o no una condicion
definitoria, o la otra, 0 ambas; o, dicho de otro modo, las condiciones mencionadas
no son redundantes —o sea, son independientes— para sistemas infinitos.

Valiéndose del gemplo, S; del semi-intervalo omitido —que hemos dado mas
amba— puede demostrarse ésta no redundancia con la maxima facilidad, en lo que se
refiere a |) —dada en la forma indicada en la nota 13 a pie de pagina—. Todo lo que
hay que hacer es definir la probabilidad, p (x), haciéndola igual a/ (x), es decir, a la
longitud del intervalo x: entonces queda transgredida nuestra primera definicién 1), ya
que lim p (@) = %2, mientras que el elemento productode A(enS)esp (@) = 0. Y el
giemplo S, viola la definicion 1), aun cuando satisface (de un modo vacio) la
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primera.

Si bien el primero de estos gjemplos asienta la independencia —o, con mayor
precision, la no superfluencia— de nuestra primera definicion (al transgredira), en la
forma que le hemos dado no hace lo mismo con la independencia del «axioma de
continuidad» de Kolmogorov, al cual es evidente que satisface: pues el semi-intervalo
omitido, s = (0,%2], esté en S 0 no, es el Unico producto de teoria de conjuntos de A,
de modo que para la teoria de conjuntos a = s es verdadera (pertenezcaonoa aS)y a
una con a=5s tenemos limp(a,) = p (a). Asi pues, se satisface el axioma de

Kolmogorov (incluso si omitimos la condicién p ( aa) # 0: cf. la nota 13).

En este orden de cosas conviene mencionar que, aunque Kolmogorov pretende
que su «axioma de continuidad» es independiente, en su libro no logra presentar
ninguna demostracion de tal cosa. Pero cabe reestructurar nuestra prueba de
independencia de suerte que se haga aplicable al axioma de Kolmogorov y a su
planteamiento dentro de la teoria de conjuntos: lo cual puede hacerse eligiendo —en
vez de nuestro S;— un sistema Ss de intervalos exactamente como el S;, pero que

esté basado en una sucesion C = ¢, &, ..., definida por medio de ¢, = (0, 27"], en
lugar de estarlo en la sucesion A = ay, a;, ... que tiene a, = (0, %2 + 27"]. Podemos

mostrar ahora la independencia del axioma de Kolmogorov definiendo las
probabilidades de los elementos de la sucesion C del modo que sigue:

p(c)=1(c)+7%=p@@n)

en donde / (cp) es la longitud del intervalo ¢,. Esta definicién es notablemente anti-
intuitiva, ya que —por ejemplo— asigna la probabilidad uno a cada uno de los dos
intervalos (0, ¥2]y (0, 1], y, por tanto, la probabilidad cero al intervalo (¥, 1]; y el
hecho de que viole el axioma de Kolmogorov (con lo cual establece su
independencia) esta estrechamente relacionado con aquel caracter anti-intuitivo: pues
lo viola por ser lim p (¢;) = 1/2 aun cuando p (¢) = 0. Debido al caracter mencionado,
la compatibilidad de este gjemplo dista mucho de ser evidente, de modo que surge la
necesidad de demostrarla si se quiere asentar la validez de la prueba de la
independencia del axioma de Kolmogorov.

Mas no ofrece dificultad demostrar tal compatibilidad si tenemos en cuenta
nuestra demostracion anterior de independencia —esto es, la de nuestra propia
definicién valiéndonos del eemplo S; . Pues las probabilidades p (a,) y p (c,) de los
dos elemplos S; y S3 coinciden; y como al hacerse corresponder las dos sucesiones A
y C podemos establecer una comespondencia biunivoca entre los elementos de S; y
S3, la compatibilidad del primer sisterna demuestra la del Ulimo.

No cabe duda de que cualquier eiemplo que demuestre la independencia del
axioma de Kolmogorov ha de ser igualmente anti-intuitivo, de modo que su
compatibilidad necesitara siempre ser demostrada por un método parecido al nuestro.
Dicho de otra forma: la demostracién de la independencia del axioma de Kolmogorov
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axioma de Kolmogorov ha de ser igualmente anti-intuitivo, de modo que su
compatibilidad necesitara siempre ser demostrada por un método parecido al nuestro.
Dicho de otra forma: la demostracién de la independencia del axioma de Kolmogorov
tendra que emplear un ejemplo que se encuentre basado, en lo esencial, en una
definicion (booleana) de producto como la nuestra, en lugar de estaro en una
definicién de teoria de conjuntos.

Aun cuando todo campo boreliano de probabilidades en el sentido de
Kolmogorov lo es también en el nuestro, no ocurre a la inversa. Pues podemos
construir un sistema, S;, que sea exactamente como S;, en el que también esté
omitido s = (a, 2] y que contenga, en su lugar, el intervalo abierto g = (a, ¥2), con
p (g) = Y; algo arbitrariamente, definimosahora =u -g =%, 1lyu-(g+ Y= ui
(en vez del punto ¥2). Se ve facimente que S es un campo boreliano en nuestro
sentido, con g como elemento producto de A; pero no en el sentido de Kolmogorov,
ya que no contiene el producto de teoria de conjuntos de A: luego nuestra definicién
permite una interpretacion por un sistema de conjuntos que no sea un sistema
boreliano, y en el que el producto y el complemento no sean exactamente el producto
y el complemento de teoria de conjuntos. Asi pues, nuestra definicion es mas amplia
que la de Kolmogorov.

Nuestras demostraciones de independencia de 1) y Il) arrojan alguna luz, segun
me parece, sobre la funcién que desempefian estas definiciones. 1) sirve para excluir
sistemas tales como el S; con objeto de asegurar que el producto (o limite) de una
sucesion decreciente es adecuado desde el punto de vista de la teoria de la medida: €l
limite de las medidas ha de ser igual a la medida del limite. Y el papel de ll) es el de
excluir sistemas tales como el S, que poseen sucesiones crecientes sin limites:

asegura que toda sucesion decreciente tiene en S un producto, y toda sucesion
creciente una suma.



APENDICE *V.

Deducciones dentro de la teoria formal de la probabilidad

Me propongo dar en este apéndice las deducciones mas importantes del sistema
de postulados que se ha expuesto en el apéndice *Iv. Voy a mostrar cdmo se obtienen
las leyes de los extremos superior e inferior, las de idempotencia, conmutacion,
asociacién y distribucién, asi como una definicion mas sencilla de la probabilidad
absoluta; e indicaré también de qué forma es deductible dentro de este sistema el
algebra booleana. En otro lugar se estudiara todo ello mas a fondo.

Emplearé una flecha, «... -...», como abreviacion de «si ..., entonces....», una
doble flecha,«... ©...» para «... si y sélo si ...», «&» en substitucién de «y», «(Ea)
...» enlugarde «existeenSunatalque...» y «(a)...» remplazando a «paratodo a
des,...».

Primeramente, enuncio de nuevo el postulado 2 y los seis axiomas operativos que
citaremos en las demostraciones (los demas postulados se utilizaran sdlo
implicitamente: incluso el postulado 2 se empleara nada mas que una vez, en la
demostracién de 5). Al leer los axiomas A3 y C debe tenerse en cuenta una relacion
gue demostraré pronto (véase la formula 23): p (a, a) = 1.

Postulado 2. Si a y b pertenecen a S, entonces p (a, b) s un numero real.

Al (Ec)(Ed) p(a b) = p(c d).

A2 (@Qp@d=plb ) - p(da=p(,Dh.
A3 p(@a=p(bb)

Bl p@@b,c=<p(a .

B2 p(ab, c) = p(a bc)p (b, o).

C p@azpba-p@Ea=pa+pga).

Procedo ahora a realizar las deducciones.

(1) p@a=pbb=k Abreviacion basada en A3
(2 p(@aa=pl@aa=plaa=k Bl,1
(3) p(@a)a a=paa aa)p(aa =k B2,1
@) K=<k 2,3
(5) 0<k=<1 B 4 (y postulado 2)
6) kzpl@ab)=k=k+p(hb) C1
(7) k#plab)=p(hb =0 6
8 p@bb=p@abbpdb B2
9 k=#plab)»0=p(abb)<plab) 7,8,B1
(10) kzplab)»0<pla b) 9
(11) k=p(ab)—»0=<p(ab) 5

(12) 0=sp(a b 11



(13) 0sp(@b 12

(14) k#p@ b -k=p(a b C1,13
(15) p(a b <ksl 14,5
(16) 0sp(@@b<k=l 12,15
(17) k=p(aa aa)=p(a aa) sk 1,B1,15
(18) k= p (a(aa), a (aa)) <p(aa@@a)s=<k 1,B1,15
(19) k= p(aa aa)=p(a a(@a)p(a aa) = k2 1,B2,17,18
(20) k= k? 19
(21) (Ea) (Eb)p (@, b)=0—-k=1 16, 20
(22) (Ea) (Eb)p(a b) =0 Al
(23) p(a a= k =1 1,21,22
(24) ( b) (Ea) p (b, a) # k Al,1
(25) (Ea)p@ a =0 71,24

Con esto hemos estatuido todas las leyes de los extremos superior e inferior: las
formulas (12) y (15), resumidas en (16), hacen ver que las probabilidades tienen por
extremos Oy 1; y las (23) y (25) ponen de manifiesto que ambos extremos son
accesibles.

(26) 0sp(a bg=<1 16

(27) p(@b,¢)<p(b,c) B2, 26
Esta es la segunda ley de monotonia, andloga a la B1.

(28) 1=p(baba)=plaba) =1 23,27, 15

(29) p(aba)=p(b a) B2,28

Esta Esta es una forma de la «ley de redundancia» (Cf. 29+, en la pagina
328). \olvdmonos ahora a la deduccion de las leyes «algebraicas»
(contrapuestas a las «<métricas»), o sea, a las que ordinariamente se toman del
algebra booleana.

(30) 1=p(abab)=plaab) =1 23,B1,15
(31) p(aa b)=p(a ab)p(a b) B2
(32) p(aa, b)=p(a b) 30,31

Esta es, pues, la ley de idempotencia, llamada algunas veces «ley de
tautologia». Deduzcamos ahora la ley de conmutacion.

(33) pla(be), afbe) =1 23
(34) p(bc a(ba)) =1 33,27, 15
(35) pbao)=1 34,Bl,15
(36) p(ba bc)=p(ab,c) 35,B2
(37) p((ba)b,c)=p(ab,c) 36, B2
(38) p(ba,c)=plab, ) 37, Bl
(39) p(ab,c)=p(ba, ) 38 (subst)
(40) p(ab,c)=p(ba,c) 38, 39

Con lo cual tenemos ya la ley de conmutacion para el primer argumento
(para extenderla al segundo tendriamos que emplear A2), que hemos
deducido a partir de (23) sin mas que emplear las dos leyes de monotonia



(Bly 27)y B2. Dediquémonos ahora a la deduccion de la ley de asociacion.

(41) p(@ab,d(@b)d)=1 35 (subst.)
(42) p(@ d(@b)c)=1=p(b d(@a@b)c) 41,B1, 15,27
(43) p(a (bc) ((ab) o) =1 42 (subst.)
(44) p(a(bg), (ab) c)=p(bc, (@b) ) 43,B2
(45) p(bc (@) c)=p(b, c(@)ao)p(c (@b c) B2
46) p(b,c(@b)c) =1 42 (subst)
(47) p(c@)a=1 23,27, 15
(48) pla(bo), (@b)c) =1 44 3 47

Esta es una forma preliminar de la ley que buscamos; de ella se sigue

(62) en virtud de A2+ (y de B2), pero siempre que es posible evito emplear
A2y A2+.

(49) p(a(b(cd), d)=p(cd b(ad)) p (b, ad) p (g d) 40, B2
(50) p(a(bc), d)=pl(c b(ad)p (b ad)p(a d) 40, B2
(51) p(a(bg), d)>pla(b(cd), d) 49,50, B1

Tenemos asi una especie de generalizacion débil de la primera ley de
monotonia, B1.

(52) p(a(b(cd)), (ab)(cd)) =1 48 (subst.)
(53) p((a (b (cd) (ab), cd) = p (ab, cd) 52,B2
(54) p(a(b(cd), cd)=plab, cd) 53,B1
(55) p(l@a(b(cd)) c d)=p((ab)c a) 54,B2
(56) p(a(b(cd), d)=pl(av)c d) 55,B1
(57) pla(bg, d)=p((ab)c d 51, 56
He aqui media ley de asociacion.
(58) p(bda d)=p(@)cad 57, 40
(59) p(@b)c d)=p(b(ca), d) 58 (subst.), 40
(60) p((bga d)=p(b(ca) d) 58, 59
(61) p((ab)c d)=pla(bo), d) 60 (subst.)
Y ésta es la segunda mitad de dicha ley.
(62) p((ab)c d)=pla(bc), d) 57, 61

Tenemos, con esto, la forma completa de la ley de asociacidon para el
primer argumento (véase, asimismo, la formula (g9), al comienzo del
apéndice*iv). La ley correspondiente al segundo argumento puede obtenerse
aplicando A2 (si se aplica B2 dos veces a cada miembro de (62) se llega
Unicamente a una forma condicional cuyo antecedente es «p (bc, d) = 0 —»).

\oy a ocupame ahora de generalizar el axioma de complementacién, C
(y seré un poco mas conciso en mis deducciones de ahora en adelante).

63) p(h,b)=0eoplch =1 7,23

64) pab)+p@Eb=1+p(hb) C, 23,63

Hemos obtenido una forma no condicional del principio de
complementacion, C, que voy ahora a generalizar.

Teniendo en cuenta que (64) esta incondicionado, y que «a» no aparece



en su segundo miembro, podemos colocar «c» en lugar de «a» y afimar:

(65) p(@ab)+p(@Eb)=plcb)+p(ab) 64

(66) p(a, bd)+p(a bd)=p(c bd)+p(c, bd) 65
Multiplicando por p (b, d), obtenemos

(67) p(ab, d)+ p(ab,d)=p(cb,d)+p(cb, d). B2, 66
gue es una generalizacion de (65). Por substitucion llegamos a

(68) plab,c)+p@b c)—p(cb c)+p(eb, ) 67
Teniendo en cuenta

(69) p(cb o)=p(c o), 7,B1,23,63
podemos escribir (68) mas sucintamente, por analogia con (64):

(70) p(ab, 0 +p(@. c)=p(b o) +p( o). 68, 69, 29

Que es una generalizacion de la forma incondicionada de C, o sea, de la
formula (64)!1,

(71) p(aa b)+p(aa b)=p (a b)+ p(hb) 70
(72) p(@a, b)=p(aa b)=p (b b) 40, 71, 32
(73) p(&a,b) +p(aa,b) =p(aa b) +p(aa, b)=1+p(h b) 64
(7 )p(Fb 1=p(aa,b) 72,73

De este modo se establece que podemos satisfacer la condicién del
postulado PA sihacemosb = aa; y obtenemos, de acuerdo con ello,

(75) p(@a)=p(a, aa)=pla, aa) abb a,ﬁ); 23,74,PA

esto es, una definicidbn de probabilidad absoluta en una forma mas
manejable.
Deducimos luego la ley general de adicion:

(76) p( a13 AQ=p@Ec)—p (@b A+p(& 0 70, 40
(77) p(ab, o= (a 0)—p@bo+p(s 0 76
(78) p (ab Q= @0 —pbo+plabc)+p(sc) 77,76,64,40
(79) p@b.o= (a o) +p(b.c)—p (@b c) 78, 64

Puede verse facilmente que se trata de una forma de dicha ley si se
recuerda que en nuestro sistema « @b » significa lo mismo que «a + b» en el
sentido booleano. Merece la pena mencionar que (79) tiene la forma usual:
es incondicionada y carece de la parte «+ p (¢ C)» tan desusada;
procedamos a generalizarla ain mas.

80) p(l—)(‘___, ad) =p (b, ad) + p(c, ad) — p (bc, ad) 9
1) p(ahé,d)=p(ab,d)+plac d)—pla(bo), d) 80,B2,40

Hemos llegado, efectivamente, a una generalizacion de (79).

Vamos a deducir ahora la ley de distribucion: puede obtenerse a partir de
(79), (81) y un lema muy sencillo, (84), al cual propongo llamar «lema de
distribucions», que es una generalizacion de (32) y (62):
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(82) p(a(bo), d)=pla (bc) d)p (bc, d) = p((aa) (bc), d) B2,32
83) p(((@ab)c d)=pla@b),cdp(c d)=p((ab)a)cd B2, 62,40
(84) p(a(bec), d)=p((ab)(ac), d) 82, 83, 62

Este es el «lema de distribucions.

85) p(ab @, d) =p(ab,d) +plac, &) — p ((ab)(ad), ) 79 (subst)
Podemos aplicar el «lema de distribucion» a esta Ultima formula y a (81),
con lo que tenemos:

(86) p@bhe,d)=p@b ac, d) 81, 85, 84

Henos, pues, con una forma de la primera ley de distribucion, que puede
aplicarse al primer miembro de la formula siguiente,

®7) b ba.0=p® b.ackp @ =p(a,c) B274
Llegamos asia

®8) p(ab ab, o =p@ o). 86, 87, 40

Puede advertirse que

(89) p (@b c)=plab,0), _ 68 (subst.)

(90) p(@c)=pbc)-=p@Ec—p(ho 64

Y, en consecuencia,

O @b éd—p @b ¢, d) 62, 89, 40

92) @b e d—p@bed 2091
Esta es la ley de asociacién para la suma booleana. Sustituyendo en (40)

los complementos de a y b, hallamos

93) p@ bo=pb a0 40, 90

que es la ley de conmutacion para la suma booleana. Del mismo modo
obtenemos

(94) p(a a.b)=p(ab) 30, 89, 90

que es la ley de idempotencia de la suma booleana. A partir de (87)
obtenemos:

(95) p(a,b)=p(abc ¢), 87,40, A2

(96) p(a b)p (b)=p(ab) 95,B2,75
La Uldma puede escribirse también:

(97) p(b) =0-p(a b)=p(@b) pb) 96

Esta Ulima formula hace patente que nuestro concepto generalizado de
probabilidad relativa coincide —para p (b) # 0— con el usual, y que nuestro
calculo es una generalizacidn del calculo acostumbrado. Y es posible
cerciorarse de que ésta es legitima, mediante los ejemplos que hemos dado
en el apéndice anterior, *IV, que muestran la compatibilidad de nuestro
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sisterna con la formula siguiente,
(E) (Ea)(Eb)(EC)p(a b)=1yp(a bc)=0

(que no tiene validez en muchas interpretaciones finitas de nuestro S,
pero es valida en sus interpretaciones infinitas normales).

Para demostrar que S ha de ser un algebra booleana en toda
interpretacion compatible (o coherente), paremos mientes en que

(98) (()p(a X)=p(b X)) = p (ay, 2)=p by, 2) B2
(99) (pl@x)=pbXx)—=py,az)=p(y, bz) 98, A2
Es digno de notarse que (99) necesita A2: no se sigue de 98,40y B2, ya
gue es posible que p (a, 2) = p (b, 2) = 0 (tal seria el caso, por gemplo, si
fuese a=2z# x1).
100 (@ (P@x)=pbx&pcx)=pdx)->placy =p 9, B2
(bd, y)
Valiéndose de (90), (100) y A2, puede ponerse ahora de manifiesto con
toda facilidad que siempre que se satisface la condicion

(*) p (a X) = p (b, x) paratodox perteneciente a S,

es posible sustituir algunas o todas las apariciones de los nombres del
elemento b en cualquier formula bien formada del calculo por un nombre
cualquiera del elemento a, y que en tal substitucibn no cambia el valor
veritativo de aquélla; o, dicho de otro modo, que la condicién (*¥) garantiza la
equivalencia en la sustitucion de a y b.

A la vista de este resultado, podemos definir la equivalencia booleana de
dos elementos, a'y b, del modo siguiente:
(D1) a=be (X)p@Ex)=pbx

Y de esta definicién llegamos inmediatamente a las fdrmulas
(A) a=a

(B) a=b—>b=a
(C) (@=&b=0)—a=c

a=>b — apuede remplazar a b en algunos
(D) o en todos los lugares de una férmula A2,90, 100.
cualquiera sin que tal cosa afecte a su valor veritativo.

Podemos introducir también una segunda definicion:
(D2 a=b+coa=be

Obtenemos, entonces,

(

(I) Siayb pertenecenas, entonces a + b pertenece a S (postulado 3, D2, D1, 90, 100).
(I1) Sia pertenece a S, entonces a pertenece a S (postulado 4)
() a+b=b+a 93,D2
(IV) @+b+c=a+b+09 92,D2
(V) ata=a 94,D2
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(v1) ab.}.a[—):a 88,D2
(VIl) (Ea)(Eb)a#b 25,74.90,D1.

Ahora bien, el sistema formado por (A) a (D2) y (I) a (vi) es un sistema
axiomatico del algebra booleana perfectamente conocido, que se debe a
Huntington!?); y es sabido que de él son deductibles todas las formulas validas de
dicho dlgebra.

Por tanto, S es un dlgebra booleana; y dado que cabe interpretar éste como una
l6gica deductiva, podemos afimnar que el calculo de probabilidades, en su
interpretacion Iogica, es una generalizacion legitima de la Iogica deductiva.

Mas en especial, podemos admitir que «a = b», definible por

(D4) azbe ab=b,

signifique, en interpretacion légica, «a se sigue de b» (0 «6 entrafia a»); y puede
demostrarse facilmente que

(+) azb-plab=1

Esta es una férmula importantel®], propuesta por muchos autores, pero que no tiene
validez, no obstante tal cosa, en la mayoria de los sistemas —supuesto que sean

compatibles—. Para que sea vdlida es preciso admitit4!
p(a aa)+p(aaa) =2,
aun cuando también tenemos
p@+aaa=1

Es decir, no han de aseverarse incondicionalmente en un sistema férmulas tales como
p(@+ab)=p(a b)+p(a b)(cf nuestro axioma C).

La formula inversa de (+), 0 sea, «p (a, b) = 1 — a = b» no debe ser demostrable,
desde luego, como hacen ver nuestros ejemplos segundo y tercero de la demostracion
de compatibilidad —cf., asimismo, la férmula (E) en las pags. 314 y 330—, por
tanto,«p (@, b) = 1» debe interpretarse como «al menos casi seguro»; o, en
interpretacion légica, como aa por lo menos casi se sigue de b».

Pero en nuesto sistema existen otras equivalencias validas, tales como

+ a>bs pla,ab) #0
+ a > b+ pla,ab) #1

Ninguna de ellas puede cumplirse en los sistemas al uso, en los que p (a, b) no
esta definido mas que cuando p (b) # 0. Parece estar bastante claro, pues, que los
sistemas acostumbrados de la teoria de la probabilidad se caracterizan de un modo
erroneo cuando se los llama generalizaciones de la ldgica: son formalmente
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inadecuados para este fin, ya que ni siquiera entrafnan el algebra booleana.

EI caracter formal de nuestro sistema hace posible interpretario, por ejemplo,
como una logica proposicional polivalente (con cuantos valores nos plazca elegir, ya
sean discretos, densos o continuos), 0 como un sistema de légica modal; y, en
realidad, podemos hacerlo de muchas maneras: por ejemplo, cabe definir «a implica
necesariamente b» por medio de «p (b, a ) # 0» —como se acaba de indicar— o bien
definir «a es légicamente necesario» por «p (a, 8) = 1». Incluso el problema de si un
enunciado necesario es necesariamente necesario tiene su lugar natural en la teoria
probabilitaria, ya que se encuentra unido estrechamente a la relacion entre los
enunciados probabilitarios primarios y secundarios, que desempefia un papel muy
importante en la teoria de la probabilidad (como se muestra en el apéndice *1x, punto
*13 de la «tercera nota»); esquematicamente: si escribimos « kx» en lugar de «x es
necesario (en el sentido de demostrable)», y «<h» en vez de «p (a, &) = 1», podemos
escribir algo parecido a

Fa-F«p(h, hh) =1»,

lo cual cabe considerar que significa: Fa entrafa que a es necesariamente necesario;
mas puesto que esto Ultimo quiere decir algo asi como

pla,a) =13 - F«p(«(a, d) = 1», « pla, @) = 1y) = 1»

hemos conseguido tener enunciados probabilitarios (secundarios) acerca de
enunciados probabilitarios (primarios).

Pero, como es natural, hay otros modos —y mejores— de interpretar la relacion
existente entre un enunciado de probabilidad primario y uno secundario. (Ciertas
interpretaciones nos impediran que los tratemos como si perteneciesen al mismo nivel
linguistico, o incluso al mismo lenguaje.)



APENDICE *VI.

Sobre desorden objetivo o aleatoriedad

Para una teoria objetiva de la probabilidad, y para su aplicacion a conceptos tales
como el de entropia (o desorden molecular), es esencial dar una caracterizacion
objetiva de desorden o aleatoriedad como un tipo de orden.

Pretendo indicar brevemente en este apéndice algunos de los problemas generales
que dicha caracterizacion puede ayudar a resolver, y el modo en que cabe abordarla.

1) Se supone que la distribucién de velocidades entre las moléculas de un gas en
equilibrio es (muy aproximadamente) aleatoria. Analogamente, la distribucion de las
nebulosas en el universo parece ser aleatoria, de suerte que la densidad media de ellas
es constante. También es aleatoria la caida de lluvia los domingos: en plazos muy
dilatados, cada dia de la semana recibe iguales cantidades de lluvia, y el hecho de que
haya llovido un miércoles puede no servimos para predecir si llovera o no el
domingo.

2) Tenemos ciertas contrastaciones estadisticas de aleatoriedad.

3) Podriamos describir la aleatoriedad diciendo que es la «ausencia de
reqularidad». Pero, como veremos mas adelante, esto nos sirve de poco: pues no cabe
someter a contraste la presencia o ausencia de regularidad en general, sino solamente
las de una regularidad concreta que se haya dado o propuesto. Asi pues, nuestras
contrastaciones de aleatoriedad nunca excluyen la presencia de toda regularidad:
podemos contrastar si existe 0 no una comelacién significativa entre la lluvia y los
domingos, o si cierta fdrmula dada para predecir la lluvia en domingo —tal como,
«por lo menos una vez cada tres semanas»— da buen resultado; pero, aunque es
posible rechazar esta formula teniendo en cuenta las contrastaciones a que sela han
sometido, éstas no pueden determinar si existe 0 no otra fdormula mejor.

4) En estas circunstancias, resulta tentador decir que la aleatoriedad o desorden no
es un tipo de orden que pueda describirse objetivamente, y que es menester
interpretarilo como nuestra falta de conocimiento del orden vigente —si es que lo hay
—. Amijuicio, hemos de resistir a esta tentacién, y, ademas, podemos elaborar una
teoria que nos permite realmente la construccién de tipos ideales de desorden (y,
naturalmente, asimismo, la de tipos ideales de orden, y de todos los grados
intermedios entre estos extremos).

5) El problema mas sencillo de este campo —y el que, seguin creo, he resuelto—
es el de la construccion de un tipo ideal unidimensional de desorden, o sea, una
sucesion idealmente desordenada.



El problema de construir una sucesion de esta indole surge inmediatamente en
una teoria frecuencial de la probabilidad que trabaje con sucesiones infinitas, como
puede verse por lo que sigue.

6) Segln Von Mises, una sucesion de ceros 'y de unos con equi-distribucion es
aleatoria cuando no admite ningun sisterna de jugar, es decir, ningUin sistema que nos
pemitiera seleccionar por adelantado una subsucesion en que la distribucion fuese
desigual. Desdé luego, Von Mises admite que cualquier sistema de jugar puede dar
buen resultado durante algun tiempo, «accidentalmente»: lo Unico que postula es que
fallara a largo plazo (o, con mas precision, en un nimero infinito de ensayos).

Por tanto, un colectivo de Von Mises puede ser enormemente regular en su
segmento inicial: con tal de que al final se hagan imegulares, la regla de este autor es
incapaz de exduir colectivos que empiecen con gran regularidad, digamos del modo
siguiente;

0011001100 11...

y asi sucesivamente durante los primeros quinientos millones de cifras.

7) Es obvio que no podemos someter a contraste este tipo de aleatoriedad
demorada; y también lo es que siempre que contrastamos la aleatoriedad de una
sucesion estamos pensando en otro tipo de dicha caracteristica: nos referimos a
sucesiones que desde el principio se comporten de una forma «razonablemente
aleatorizada».

Pero la expresion «desde el principio» da origen a un problema propio. ¢Est
aleatorizada la sucesién 0101107 Es evidente que es demasiado corta para que
digamos si 0 no; ahora bien, si se pretende que necesitamos una sucesion larga para
decidir una cuestidn de este tipo, parece entonces que nos desdecimos de lo que
habiamos afirmado antes, o sea, que nos retractamos de la expresion «desde el
principio».

8) La soluciéon de esta dificultad reside en construir una sucesion idealmente
aleatoria, 0 sea, una en la que cualquier segmento inicial —ya sea corto o largo— sea
todo lo aleatorio que su longitud permita; dicho de otra forma: una sucesién cuyo
grado n de aleatoriedad (es decir, su libertad-n de secuelas) aumente con su longitud
todo lo rapidamente que sea posible desde el punto de vista matematico.

En el apéndice Iv de este libro hemos mostrado como se construye una sucesion
de este tipo (véase, especialmente, la nota *1 del apéndice 1v, que hace referencia a
un trabajo alin no publicado del doctor L. R. B. Elton y de mi mismo).

9) El conjunto infinito de todas las sucesiones que se conforman con tal
descripcion puede ser llamado el tipo ideal de altemativas aleatorias con
equidistribucion.

10) Aungue lo Unico que se postula acerca de estas sucesiones es que sean
«fuertemente aleatorias» —en el sentido de que los segmentos iniciales finitos pasen
todas las contrastaciones de aleatoriedad— es facil poner de manifiesto que tienen
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limites frecuenciales, en el sentido que suelen pedir las teorias de la frecuencia. De
esta forma se resuelve de un modo sencillo uno de los problemas centrales del
capitulo sobre la probabilidad, la eliminacién del problema del limite: y ello gracias a
reducir el comportamiento que es propio de una sucesion limitada al que es propio de
sus segmentos finitos aleatorizados.

11) Es sumamente facil extender esta construccion en las dos direcciones
opuestas del caso unidimensional, sin mas que coordinar los elementos que dentro de
la serie de los puestos impares ocupan el primero, segundo, ..., lugar con los lugares
primero, segundo, ..., de la direccién positiva, y los que en la serie de los puestos
pares ocupan el primero, segundo, .. ., lugar con los puestos primero, segundo, ..., de
la direccién negativa. Y por otros métodos tan sabidos como éste, es posible extender
nuestra forma de construccion a las celdillas de un espacio n-dimensional.

12) Aunque otros tedricos de la frecuencia —especialmente Von Mises,
Copeland, Wald y Church— estaban interesados, principalmente, en definir
sucesiones aleatorias del modo mas exigente, para lo cual excluian «todos» los
sistemas de jugar en el sentido mas amplio posible de la palabra «todos» (0 sea, en el
sentido mas amplio compatible con una demostracion de que existan semejantes
sucesiones aleatorias), mi meta ha sido enteramente diversa. Desde un principio he
guerido responder a la objecion de que la aleatoriedad es compatible con cualquier
segmento inicial finito: he querido describir sucesiones que suran a partir de
sucesiones aleatorizadas finitas por un paso al infinito. Por este método he creido que
podia lograr dos cosas: aferrarme al tipo de sucesion que pasaria las contrastaciones
estadisticas de aleatoriedad y demostrar el teorema del limite. He conseguido ambos
objetivos valiéndome de la construccién dada en mi antiguo apéndice v, como acabo
de indicar en el paragrafo 8); pero, mientras tanto, he encontrado que para abordar la
probabilidad es preferible el «punto de vista de la teoria de la medida» a la
interpretacion frecuencial (véase mi PostScript, capitulo *i11), tanto por razones
matematicas como filoséficas (el punto decisivo estd relacionado con la
interpretacion de propensiones de la probabilidad, que debato a fondo en el
PostScript), por lo cual ya no pienso que tenga gran importancia eliminar el axioma
del limite de la teoria frecuencial. Pero puede seguirse haciendo: podemos estructurar
esta teoria desde sus comienzos sirviéndonos del tipo ideal de sucesiones aleatorias
que hemos construido en el apéndice Iv, y cabe que llamemos aleatoria a una
sucesion empirica en la medida en que las contrastaciones hagan ver su semejanza
estadistica con una sucesion ideal.

Las sucesiones admitidas por Von Mises, Copeland, Wald y Church no son
necesariamente de este tipo (como ya hemos hecho observar mas arriba); y, por otro
lado, es innegable que cualquier sucesiéon que se haya rechazado —en virtud de
contrastaciones estadisticas— como no aleatoria, puede convertirse posteriormente en
una sucesion aleatoria admisible en el sentido de estos autores.

13) Actualmente, al cabo de varios afos de haber resuelto los antiguos problemas
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de una forma que me hubiera satisfecho en 1934, ya no creo del todo en la
importancia de construir una teoria frecuencial que se encuentre libre de todas
aquellas dificuttades. Pero contintio creyendo en la importancia de que la aleatoriedad
o desorden pueda considerarse como un tipo de orden, y de que quepa construir
modelos objetivos de ella.



APENDICE *VII.

Probabilidad nula y estructura fina de la probabilidad y del contenido

Hemos distinguido netamente en el libro entre la idea de probabilidad de una
hipdtesis y su grado de corroboracion. Hemos afimnado que si decimos de una
hipdtesis que esta bien corroborada, con ello no afimmamos sino que ha sido sometida
a contrastaciones muy exigentes (tiene que tratarse, por ello, de una hipdtesis conun
grado de contrastabilidad elevado) y que hasta el momento ha salido sin dafo de
ellas. Hemos aseverado, asimismo, que el grado de corroboracion no puede seruna
probabilidad, ya que no puede satisfacer las leyes del cdlculo de probabilidades: pues
éstas piden que de dos hipdtesis dadas, la que sea ldgicamente de mas peso, 0 mas
informativa, o mas contrastable —y, por tanto, la que pueda corroborarse mejor—
sea siempre la menos probable (teniendo en cuenta los datos de que se disponga).
(V&anse, en particular, los apartados 82y 83.)

Asi pues, en general, un grado mas elevado de cormoboracion estara acompanado
por uno inferior de probabilidad; lo cual no sélo nos hace ver que hemos de distinguir
de un modo tajante entre probabilidad (en el sentido del calculo de probabilidades) y
grado de cormoboracién o confirmacion, sino también que la teoria probabilistica de
la induccion —o idea de una probabilidad inductiva— es insostenible.

En el texto se pone de manifiesto la imposibilidad citada (apartados 80, 81 y 83)
en la discusion gque se lleva a cabo de ciertas ideas de Reichenbach, Keynes y Kaila.
Uno de los resultados de este estudio es que la probabilidad de una ley universal
cualquiera (no tautoldgica) es cero en un universo infinito (ya lo sea por el nimero
de los objetos discemibles, ya por el de las regiones espacio-temporales).

(Otro resultado a que hemos llegado ha sido el de que no hemos de asumir de
modo no critico que los cientificos procuren nunca que sus teorias tengan un grado de
probabilidad muy elevado: tienen que elegir entre gran probabilidad y gran contenido
informativo, pues por razones Iégicas no pueden tener ambas cosas; y enfrentados
con la eleccién, hasta ahora han preferido siempre lo Gltimo —con tal de que la teoria
haya salido indemne de las contrastaciones.)

Con la palabra «probabilidad» me refiero ahora, bien a la probabilidad l6gica
absoluta de la ley universal, bien a su probabilidad relativa a unos datos
determinados: esto es, a un enunciado singular o0 a una conyuncion finita de éstos.
Asi pues, si a es la ley de que hablamos y b cualesquiera datos o pruebas empiricos,
afimno que

(1) p@=0
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y también que

(2) pab)=0

Vamos a discutir estas formulas en el presente apéndice.

(1) y (2) son equivalentes. Pues, como Jeffreys y Keynes han observado, si la
probabilidad «previa» (la probabilidad I6gica absoluta) de un enunciado a es cero, lo
mismo ha de serlo su probabilidad relativa a cualesquiera datos b finitos, ya que
podemos asumir que cuando b tiene este significado se cumple
p ) # 0, pues p (@) = 0 entrafa p (@b) =0,y comop (a, b) = p (ab)/p (b), obtenemos
(2) a partir de (1). Por otra parte, de (2) podemos llegar a (1): pues si aquella formula
es valida para unos datos b cualesquiera, por leves o «tautologicos» que sean, cabe
suponer que se cumple también para los datos nulos, es decir, para la tautologiat = b
y podemos definir p (@) comoiguala p (a, t).

Existen muchos argumentos en favor de (1) y (2). En primer lugar, se puede
considerar la definicion clasica de probabilidad como el nimero de posibilidades
favorables dividido por el de todas las posibilidades (iguales). Podemos deducir (2),
por ejemplo, si identificamos las posibilidades favorables con los datos favorables: es
evidente que, en este caso p (a, b) =0, ya que los datos favorables sdlo cabe que sean
finitos, mientras que las posibilidades existentes en un universo infinito han de ser,
sin duda alguna, infinitas. (En este razonamiento no nos apoyamos sobre la
«infinitud», ya que cualquier universo suficientemente grande nos dara el mismo
resultado, con el grado de aproximacidn que queramos; y sabemos que nuestro
universo es enormemente grande comparado con la cantidad de datos que estan a
nuestro alcance.)

Esta sencilla consideracion es quiza algo vaga, pero cabe fortalecera
considerablemente si lo que tratamos de deducir de la definicién clasica no es (2),
sino (1). Podemos, con tal objeto, interpretar el enunciado universal a como Si
entrafnase un producto infinito de enunciados singulares, cada uno de ellos dotado de
una probabilidad que, desde luego, tiene que ser menor que la unidad. En el caso mas
sencillo se puede interpretar el mismo a como semejante producto infinito: es decir,
podemos hacer a = «cualquier cosa que tenga la propiedad A», 0 —en simbolos—
«(x)Ax» (que puede leerse: «para cualquier valor de x que escojamos, x tiene la
propiedad A»1)): vy en este caso, pues, es posible interpretar a como el producto
infinito a = a1a;a3 ..., endonde a; = Ak{(siendo k; €l nombre del j-€simo individuo de
nuestro infinito universo del discurso).

Podemos introducir ahora el nombre «a"» para el producto de los n primeros
enunciados singulares, ala2 ... a,, de suerte que quepa escribir a asi:

3= lim 3
n— o
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y (véase la pag. 322)

.
(3) p(g=PiMma’ _ imd)

n— o n— o

Evidentemente, podemos interpretar a" como la asercién de que en la sucesion finita
de elementos k1 k3, ..., kn, todos ellos tienen la propiedad A. De este modo, es facil

aplicar la definicién clasica a la evaluacién de p (3"): existe solamente una
posibilidad favorable a la asercion a": la de que todos los n individuos k;, sin

excepcion, posean la propiedad A en lugar de la propiedad no A; pero el nimero total
de posibilidades es 2", ya que hemos de suponer que todo individuo k; pueda tener

una cualquier de las dos propiedades, A 0 no A. En consecuencia, la teoria clasica nos
da

(4°) p@)=172"

Pero, a partir de (3) y (49), obtenemos inmediatamente (1).

El razonamiento «clasico» que lleva a (4) no es adecuado del todo, aun cuando
creo que en lo esencial es correcto.

Su inadecuacién reside Unicamente en asumir que A y no A sean igualmente
probables: pues cabe objetar —correctamente, segin me parece— que, puesto que se
supone que a describe una ley de la Naturaleza, los distintos a; son enunciados

ejemplificadores, y, por ello, mas probables que sus negaciones, que son posibles
falsadores (cf. la nota *1 del apartado 28). Sin embargo, esta objecion se refiere a un
aspecto del argumento que es secundario: pues cualquiera que sea la probabilidad que
atribuyamos a A —salvo la unidad—, el producto infinito a tendra la probabilidad
cero (si suponemos que hay independencia, de lo cual nos ocuparemos mas adelante).
En realidad, nos hemos topado con un caso especialmente trivial de la ley de la
probabilidad uno o cero (que, aludiendo a la neurdfisiologia, podemos llamar
también «el principio de todo 0 nada»), que —en este caso— puede formularse asi: si
a es el producto infinito de a;, a3, ..., (endonde ap (@) = p (aj) y, ademas, cada a; sea

independiente de los demas), se cumple lo siguiente:

_limp@)

nN—oo

(4) p (@) =0,amenosquep(@=p@) =1

Pero es evidente que p (a) = 1 es inaceptable (no sdlo desde mi punto de vista,
sino, asimismo, desde el de mis contradictores inductivistas, que es obvio no pueden
aceptar la consecuencia de que la probabilidad de una ley universal no sea capaz de
aumentar debido a la experiencia): pues «todos los cisnes son negros» tendria la
probabilidad 1, exactamente igual que «todos los cisnes son blancos» (y



analogamente para todos los colores), de forma que «existe un cisne negro», «existe
un cisne blanco», etc., tendrian todos probabilidad nula, pese a su debilidad Iogica
intuitiva. Dicho de otro modo, p (a) = | equivaldria a afirnar por razones puramente
l6gicas que el universo esta vacio con probabilidad 1.

Asi pues, en virtud de (4) queda estatuida (1).

Aunque creo gque este argumento (incluyendo la suposicidén de independencia, que
discutiremos mas abajo) es incontestable, existen otros mas débiles, que no asumen la
independencia y llevan, sin embargo, a (1). Podemos razonar, por ejemplo, del modo
siguiente.

En nuestra deduccion habiamos supuesto que para todo k; es légicamente posible

que tenga la propiedad A, y, asimismo, que tenga la no A; y, de este modo, se llega
fundamentalmente a (4). Pero podria quiza asumirse que no hemos de considerar
como posibilidades fundamentales las propiedades posibles de todo individuo del
campo de n individuos, sino las posibles proporciones en que las propiedades Ay no
A pueden aparecer en una muestra de individuos; si ésta consta de n individuos, las
proporciones posibles con que puede darse Ason, 0, 1/n, ..., n/h; y si consideramos
como posibilidades fundamentales las apariciones de cualesquiera de estas
proporciones, Y las tratamos, pues, como igualmente probables («distribucion de
Laplace!?}»), hemos de remplazar (4) por

(5) p(@') =1/n;demodoquelimp @) = 0.

Aun cuando, desde el punto de vista de la deduccidon de (1), la fdrmula (5) es
mucho mas débil que (4°), con todo nos permite deducir (1): y ello sin que hayamos
de identificar los casos observados con los favorables o de suponer un nimero finito
de los primeros.

Oftra argumentacién muy parecida que conduce, asimismo, a (1) seria la siguiente.
Podemos parar mientes en el hecho de que toda ley universal, a, entrafia una
hipdtesis estadistica h. de la forma p (x, y) = 1» (y, por tanto, es, como maximo, tan
probable como ésta), y en que la probabilidad absoluta de h puede calcularse
valiéndose de la distribucion de Laplace, lo cual da el resuttado p (h) =0 (cf. el
apéndice tix, «Tercera nota», especialmente *13). Pero como a entrafa h, se sigue
que p (@) =0, es decir, se obtiene (1).

A mi entender, ésta es la demostracion que parece mas sencilla y convincente:
permite mantener (4) y (5), sih mas que suponer que se aplicaaa y (5) a h.

Hasta el momento, nuestras consideraciones se han basado en la definicién
clasica de la probabilidad. Pero llegamos al mismo resultado si en lugar de ello
adoptamos como fundamento la interpretacion légica del calculo de probabilidades
formal: entonces, el problema se convierte en uno de dependencia o independencia de
enunciados.

Si miramos a, de nuevo, como el producto I6gico de los enunciados singulares a;,
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a, ..., la Unica suposicién razonable parece ser la de que —en ausencia de toda

informacion (que no sea tautolégica)— hemos de considerar que todos estos
enunciados son mutuamente independientes, de suerte que a; pueda estar seguido por

aj 0 por su negacion, a, con las probabilidades
p(aaj)=p(a)
p@Ea)=p(@E) =1-p(a)

Cualquier otra suposicién equivaldria a postular ad hoc que se produjese algln
tipo de secuelas, o sea, a postular que hubiera algo asi como una conexion causal
entre a; y aj; pero es palmario que se trataria de una suposicion no ldgica, sino
sintética, que habria de formularse como hipdtesis: y que, por tanto, no puede formar
parte de una teoria puramente légica de la probabilidad.

Podemos expresar lo mismo de un modo algo diferente como sigue: cuando hay
una hipdtesis, digamos h, podemos tener, desde luego,

(6) p(a; aih) > p (a,h)

ya que h puede informamos de la existencia de cierto tipo de secuela; y, por
consiguiente, tendriamos también

(7) p(@a,h)>p@hp@;h,

ya que (7) es equivalente a (6). Pero, ya sea que h no exista 0 que sea tautoldgica, o
—dicho de otra forma— que nos ocupemos de probabilidades Idgicas absolutas,
habremos de remplazar (7) por

(8) p (@aj) = p (a)p (a)

cuyo significado es que a; y a; sonindependientes, y equivale a

9) p@, a)=p@).

Pero la suposicién de independencia mutua —juntamente conp (a;)) <1—llevaa
p (@) =0, como antes; es decir, a (1).

Asi pues, (8) —esto es, la asuncién de que los enunciados sin guiares a; sean
independientes entre si— conduce a (1); y ésta es, principalmente, la razén por la que
algunos autores han rechazado aquella férmula, directa o indirectamente.
Invariablemente, el argumento ha consistido en decir que (8) tiene que ser falsa, pues
si fuese verdadera no podriamos sacar ensefianzas de la experienda, o sea, que €l
conocimiento empirico seria imposible. Pero esto es inexacto; la experiencia nos
puede ensefar, aun cuando p (a) = p (a, b) = 0: por gemplo, a pesar de ello, C (a, b)
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—es decir, el grado de corroboracion de a por las contrastaciones b— puede
aumentar en virtud de nuevas contrastaciones. Por tanto, este argumento
«trascendental» no hiere en el blanco; o, en todo caso, no en miteorial!,

Pero consideremos ahora la tesis de que (8) sea falsa, 0 —expresado de otro modo
—que

p(aiaj) > p (@)p (a)
sea valida, y que, por consiguiente, lo sea
p(a;, a) > p (a)),
y esta otra
(+) p (@, a1a;...an-1) > p (@)

Esta tesis afirma que, una vez que hemos encontrado que cierto k; tiene la
propiedad A, aumenta la probabilidad de que otro k; tenga la misma propiedad; y alin
mas, si hemos encontrado la propiedad mentada en varios casos. Dicho con la
terminologia de Hume, (+) asevera «que los casos» (por ejemplo, k,) «de que no

tenemos experiencia, es probable que se parezcan a aquéllos de los que la tenemos».

Esta cita —excepto las palabras «es probable que» [y el modo del verbo
«parecer», en castellano (T.)]— esta tomada de la critica de la induccién hecha por
Humel®: la cual se aplica enteramente a (+) y a su fomulacién lingtiistica, que
hemos transcrito en cursiva: pues, segun arguye Hume, «indluso después de observar
que se da frecuentemente una conjuncion constante de objetos, carecemos de razones
para extraer inferencia alguna acerca de ninguin objeto que trascienda aquellos de
los que hemos tenido experiencia)». Si alguien sugiriese que nuestra experiencia nos
autoriza a sacar inferencias por las que pasemos de objetos observados a no
observados, dice Hume, «reiteraria mi pregunta de por qué a partir de dicha
experiencia formamos conclusion alguna que vaya mas alla de los casos de que
hemos tenido anteriormente experiencia». Dicho de otro modo: Hume sefala que
quedamos cogidos en una regresion infinita si apelamos a la experiencia a fin de
justificar una conclusion cualquiera acerca de casos no observados, ni siquiera las
conclusiones mas probables, afiade en su Abstract, pues leemos aqui: «Es evidente
gue Adan, con toda su ciencia, nunca hubiera sido capaz de demostrar que el curso de
la Naturaleza continuaria uniformemente el mismo. .. Digo mas, y sobre esto anado
que no podia ni tan siquiera probar, valido de ningUn argumento probable, que el
futuro se conformaria al pasado. Todos los argumentos probables constriyense en la
suposicion de que hay conformidad entre un futuro y un pasado, y de ahi que jamas
puedan probarlol®». Asi pues, (+) no puede justificarse por la experiencia; mas para
ser logicamente vdlida habria de tener el caracter de tautologia, que seria valida en
todo universo légicamente posible. Ahora bien; es obvio que éste no es el caso.



Por tanto, si (+) fuese verdadera, tendria el caracter légico de un principio a
priori de induccidn, y no el de una asercién analitica o légica. Pero tampoco basta tal
cosa como principio de induccion: pues (+) podria ser verdadera, pero p (@) = 0
seqguiria siendo valida. Tenemos un ejemplo de una teoria que acepta (+) como valida
a priori (aunque ésta, como hemos visto, tiene que ser sintética) y admite, al mismo
tiempo, p (@) = 0, en la de Carnapl”l.

Un principio de induccion probabilistico eficaz tendria que ser mas exigente
incluso que (+): habria de permitimos —por lo menos— concluir que, para unos
datos singulares apropiados, b, podamos obtener p (a, b) > 1/2; o, expresado
lingliisticamente: que por medio de los datos que acumulemos en su favor, s pueda
llegar a hacerse mas probable que su negacién. Ahora bien, sélo es posible tal cosa si
(1) esfalsa, es decir, sitenemos p (a) > 0.

Mediante un argumento que da Jeffreys en su Theory of Probability, § 1.618],
puede llegarse a una demostracion de (2) y una contrademostracion de (+) alin mas
directas. Este autor discute en el lugar citado una formula —que designa con (3)—
cuyo significado equivale a lo que podemos expresar con nuestro simbolismo del
modo siguiente: que, supuesto que p ([b;, @) = 1 para todo i < n (demodoquep (ab’)
= p (a)) ha de cumplirse la férmula
y esta otra

(10) p@b)=p@p®)=p@/p®)pEb)..pH, b""1)

En la discusién de ésta, Jeffreys dice (sigo empleando mis simbolos en lugar de
los suyos): «Asi pues, si se dispone de un nimero suficiente de verificaciones, ha de
ocurrir una de estas tres cosas: 1) la probabilidad de a teniendo en cuenta la
informacién disponible excede de 1; 2) dicha probabilidad es siempre 0; 3) p (b, b"

1) tenderd a 1». A esto afiade que el caso 1) es imposible (lo cual es una verdad
trivial), de suerte que sdlo quedan 2) y 3). Pues bien, mantengo que la suposicion de
gue se cumpla universalmente el caso 3) —por algunas obscuras razones logicas (y
serla menester que se cumpliese universalmente, y adn mas, a priori, para que

pudiera ser utilizado en la induccién)— puede refutarse faciimente: pues la Unica
condicion que se precisa para deducir (10) —apartede 0 <p (b)) <1—esladeque
exista algiin enunciado o tal que p (b, @) — 1. Mas para toda sucesién de enunciados
b;, esta condicidn puede satisfacerse siempre. Pues supongamos que los b (son
informes acerca de tiradas de una perra chica; entonces siempre sera posible construir
una ley universal, a, que entrane los informes de todas las n—1 tiradas observadas y

que nos permita predecir todas las tiradas siguientes (aunque, probablemente, de un
modo inexacto)®; asi pues, existe siempre la a pedida, y existe, asimismo, otra ley,
a’, que nos da los mismos n—1 primeros resultados, pero predice lo contrario quela a
para la tirada n-ésima. Seria paraddjico, por tanto, aceptar el caso (3) de Jeffreys, ya
que cuando n sea suficientemente grande obtendremos siempre una p (b, b"~%) muy
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préxima a 1, y, al mismo tiempo, también unap ( B, b"!) muy cercana a 1 (en virtud
de la otra ley, a’). Por consiguiente, el argumento de Jeffreys, que matematicamente
es imefutable, puede emplearse para demostrar su caso 2), que resulta coincidir con
mi propia férmula (2), tal y como la enuncié al comienzo de este apéndicel 19,

Podemos resumir nuestra critica de (+) del modo que sigue. Algunos creen que la
probabilidad de que la proxima cosa que nos encontremos sea roja aumentara, en
general, con el numero. de cosas rojas que hayamos visto anteriormente, y ello por
razones puramente légicas. Pero se trata de una creencia en algo magico, a saber, en
la magia del lenguaje humano: pues «rojo» no es mas que un predicado, y han de
existir siempre predicados Ay B que se apliquen simultdneamente a todas las cosas
observadas hasta el momento y lleven, sin embargo, a predicciones probabilisticas
con respecto a la proxima cosa que sean incompatibles entre si; es posible que estos
predicados no se encuentren en los lenguajes naturales, pero pueden siempre
construirse (por extraio que parezca, la creencia magica de que aqui hablamos se
encuentra entre los que construyen modelos artificiales de lenguaje, en vez de entre
los analistas de los lenguajes ordinarios). Asi, pues, cuando critico (+) estoy
defendiendo, desde luego, €l principio de la independencia (I6gica absoluta) de cada
ap respecto de cualquier combinacion de aj, a;, ...; es decir, mi critica equivale a
defender (4) y (1).

Existen también otras demostraciones de (1). Una de ellas se debe,
fundamentalmente, a una idea de Jeffreys y Wrinch1 que discutiré més a fondo en
el apéndice *vi11, pero cuyo nucleo principal es (con leves reajustes) el siguiente.

Sea e unexplicandum, 0 —con mas precisién— un conjunto de hechos singulares
o datos que tratamos de explicar valiéndonos de una ley universal. En general,
existir@ un ndmero infinito de explicaciones posibles (mutuamente excluyentes,
supuestos los datos e), y tales que la suma de sus probabilidades (supuesto €) no
puede exceder de la unidad. Pero esto quiere decir que la probabilidad de casi todas
ellas tiene que ser cero; a menos, ciertamente, que podamos ordenar todas las
posibles leyes en una sucesidn infinita y podamos atribuir a cada una una
probabilidad positiva de forma que su suma converja y no sea mayor que la unidad; y
quiere decir, ademas, que (en general) habra de atribuirse una probabilidad mayor a
las leyes que aparezcan primero en la sucesidn mencionada que a las posteriores.
Tenemos que asegurarnos, pues, que se cumple la importante condicion de
compatibilidad que sigue.

El método que adoptemos para ordenar las leyes no debe colocar jamas una ley
determinada delante de otra asimismo determinada si es posible demostrar que la
segunda tiene una probabilidad mayor que la primera.

Jeffreys y Wrinch tienen ciertas razones intuitivas para creer que puede
encontrarse un método de ordenar dichas leyes que satisfaga la condicidon de
compatibilidad: en efecto, han propuesto ordenar las teorias explicativas de acuerdo
con un grado decreciente de sencillez («postulado de sencillez»») 0 un grado creciente



de complejidad (en que ésta se mida por el nimero de parametros ajustables de la
ley). Pero puede hacerse ver —y asi haremos en el apéndice *vili— que este método
de ordenacién, y cualquier otro posible, viola la condicién de compatibilidad.

Asi pues, obtenemos p (a, ¢) = 0O para todas las hipdtesis explicativas,
cualesquiera que sean los datos e: es decir, obtenemos (2), y, por tanto,
indirectamente, (1).

(Un aspecto interesante de la Ultima demostracion es el de ser valida incluso en
un universo finito, con tal de que nuestras hipdtesis explicativas estén formuladas en
un lenguaje matematico que permita una infinidad de hipdtesis (mutuamente
exduyentes). Podemos construir, por ejemplo, el universo siguientel12: se colocan
pequefos discos 0 piezas del juego de damas en un tablero de ajedrez muy
prolongado en ambas direcciones, haciéndolo de acuerdo con la regla siguiente:
existe una funcibn —o curva— definida matematicamente, conocida por el que
coloca las piezas, pero no por nosotros, y los discos pueden depositarse solamente en
escaques que se encuentren sobre la curva; pero, por lo demas, se colocaran al azar.
Tenemos que observar la colocacién de los discos y encontrar una «teoria
explicativa», es decir, la curva matematica desconocida, si es posible, 0 una que sea
muy proxima a ella. Es evidente que habra una infinidad de posibles soluciones
matematicamente incompatibles, aun cuando algunas seran indiscemibles con
respecto a los discos colocados en el tablero; y cualquiera de ellas —como es natural
— puede quedar «refutada» por los discos que se coloquen después de haberse
propuesto. Aunque puede hacerse que el «universo» —el de las posiciones posibles—
sea finito, habra, sin embargo, una infinidad de teorias matematicas explicativas
incompatibles. Sé perfectamente, desde luego, que los instumentalisas u
operacionistas podran decir que las diferencias entre dos teorias que determinan las
mismas casillas «carecen de sentido»; pero —aparte de que este ejemplo no forma
parte de mi argumentacion, de suerte que no necesito realmente contestar a esta
objecion— debe advertirse lo siguiente: en muchos casos sera posible dar «sentido» a
estas diferencias «sin sentido» haciendo suficientemente apretada la red, esto es,
subdividiendo los escaques.)

En el apéndice *viil se encontrara una discusion detallada del hecho de que no es
posible satisfacer la condicién de compatibilidad que he planteado. Y voy a dejar ya
el problema de la validez de las férmulas (1) y (2) con objeto de pasar al estudio de
los problemas formales que surgen del hecho de que estas férmulas son validas, por
lo cual todas las teorias universales, cualquiera que sea su contenido, tienen
probabilidad nula.

No puede dudarse de que los contenidos o pesos logicos de dos teorias
universales pueden ser sumamente distintos. Consideremos las dos leyes, a; = «todos

los planetas se mueven en circunferencias» y a; = «todos los planetas se mueven en
elipses». Debido al hecho de que todas las circunferencias son elipses (de



excentricidad cero), entrafia a;, pero no viceversa: el contenido de al es bastante
mayor que el de a; (por supuesto, existen otras teorias, y ldgicamente mas exigentes

—o0 de mayor peso— que a,: por gemplo, «todos los planetas se mueven en
circunferencias concéntricas alrededor del sol»).
El que a; exceda desde el punto de vista del contenido a a;, tiene la maxima

importancia para todos nuestros problemas. Por ejemplo, ciertas contrastaciones de
a; —es decir, intentos de refutar a, descubriendo alguna desviacién de la circularidad

— no lo serian de a»; pero no pueden existir contrastaciones auténticas de a; que no
constituyan simultaneamente un intento de refutar a;. Asi pues, esta Ultima puede

someterse a contrastaciones mas exigentes que la primera, 0 sea que tiene un grado de
contrastabilidad mayor; y si sale indemne de tales contrastaciones alcanzara un grado
de corroboracion mas elevado que el que puede conseguir a;.

También entre dos teorias, a; Yy a;, tales que a; no entrafie [dgicamente a;, pueden
encontrarse relaciones parecidas, si es que a; entrafa una teoria de la cual a; esuna
buena aproximacion. (Asi, a; puede ser la dindmica newtoniana y a; las leyes de

Kepler, que no se siguen de la teoria de Newton, sino que meramente «se siguen con
una buena aproximacion»; véase también el apartado *15 de mi PostScript. También
en este caso la teorfa de Newton es mas contrastable, pues tiene mayor contenido)*3!,
Ahora bien; nuestra demostracion de (1) hace ver que no es posible expresar de
un modo directo estas diferencias de contenido y de contrastabilidad a base de la
probabilidad ldgica absoluta de las teorias a1 y a3, yaque p (a1) = p (@) = 0. Y si

definimos una medida del contenido, C (a), por C (a) = 1-p (a), segun se ha indicado
en el texto, obtenemos de nuevo C (aj) = C (a;), de modo que las diferencias de

contenido que nos interesan siguen sin ponerse de manifiesto por medio de semejante
medida (y, de parecida manera, no puede expresarse la diferencia entre un enunciado
contradictorio, aa, y una teoria universal, a, ya que
p(ad=p(@=0,yC(@a)=C()=114)

Todo esto no quiere decir que nos sea imposible expresar la diferencia de
contenido entre al y a3, en términos probabilitarios, al menos en algunos casos. Por

ejemplo, el que a; entrafie a,, pero no viceversa, da origena
p @, a)=0;p(a, a)=1
aun cuando tengamos al mismo tiempo que
p(a) =p(a)=0.
Asi, pues, se cumpliria

p (a1, a) < p(a, a)

lo cual indicaria que a; tiene mayor contenido.
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Cabe expresar el hecho de que existan estas diferencias de contenido y de
probabilidad Iégica absoluta —que no pueden traducirse de un modo inmediato en las
medidas cormespondientes— diciendo que hay una «estructura fina» del contenido, y
de la probabilidad I6gica, que nos puede permitir la discriminacién entre contenidos
—y probabilidades absolutas— mayores y menores incluso en casos en que las
medidas C(a) y p (@) sean demasiado toscas, y, por ello, insensibles a tales
diferencias. Podemos representar la estructura fina por medio de los simbolos « »-
(«es mayor») y «=» («es menor») en lugar de los simbolos acostumbrados «>» y «<»
(y podemos emplear también « >=» —o0 sea, «es mayor o igual»—y « ), y regular su
utilizacion por medio de las reglas siguientes:

(1) «C(@) = C(b)» —y, con ello, su equivalente «p (@) < p (b)»—puede
emplearse para enunciar gue el contenido de a es mayor que el de b —por lo menos
en el sentido de la estructura fina del contenido—. Hemos de suponer, pues, que C(a)
= C(b) entrana C(a) = C(b), y que esta féormula entrana, a su vez, C (a) = C(b), esto
es, la falsedad de C(a) < C(b); pero no se cumplen las relaciones de entrafiamiento
opuestas.

(2) C(a) = C(b) juntamente con C(a) =C (b) entrarian C (a) = C(b), pero C(a) =
C(b) es compatible con C(a) =C(b)y con C(a) <C(b) (y, naturalmente, también con
C(a) = C(b) y con C(a) =C(b)).

(3) C (a) > C(b) entrana siempre C(a) C (b).
(4) Parap (@) =p (b), etc., se cumplen las reglas comrespondientes.

Surge ahora el problema de determinar en qué casos podemos decir que Cla) >
C(b) aunque se tenga C(a) = C(b). Hay una serie de ellos que son bastante claros: por
ejemplo, aquéllos en que hay entranamiento unilateral de b por a; pero, de un modo
Mas general, propongo la regla siguiente.

Si para todos los universos finitos suficientemente grandes (esto es, para todos los
universos que tienen mas de N miembrros, siendo N suficientemente grande) tenemos
C(a) > C(b) —y, por tanto, y de acuerdo con la regla (3), tenemos C(a) =C(b)—,
entonces mantenemos que C(a) =C(b) en un universo infinito (incluso si se cumple
C(a) = C(b) para un universo infinito).

Parece que esta regla abarca la mayoria de los casos que ofrecen interés, si bien
quiza no todos >/,

Nuestra regla es aplicable al problema de a; = «todos los planetas se mueven en
circunferencias» y a2 = «todos los planetas se mueven en elipses», y lo mismo ocurre
cuando se comparan al y a2 con a3 — «todos los planetas se mueven en elipses de
excentricidad no nula»: pues p (&) > p (a1) se cumplira en todos los universos finitos

suficientemente grandes (digamos, de posibles observaciones), en el sencillo sentido
de que hay mas posibilidades compatibles con az que con aj.



La estructura fina del contenido y de la probabilidad que hemos discutido no
afecta solamente a los limites, 0 y 1, del intervalo probabilitario, sino —en principio
— a todas las probabilidades comprendidas entre estos valores. Pues, sean aj, y a;

leyes universalestalesquep (@) =0y p (a1) <P (a;), como antes; supongamos que
b no esta entrafiado por a1, por a;, ni por las negaciones de éstas, y que0<p (b) = r <
1; tenemos entonces,

p@vb)=p(@vb)=r
y, al mismo tiempo,
p(@ vb) <p(avb).
Tenemos, analogamente,
p@b)=p@b=r
y,alavez,
p@y) ~p (@ b),

yaque p (a;) = p (@), aun cuando —desde luego— p (a;) = p (a) = 1. Por tanto,
paratodob tal que p (b) = rpodemostenerunc talquep (c)) =p )y p(c1) #
(b),y,asimismo,un ¢ talquep (@) =p b))y p(c) =p (b).

La situacion que acabamos de debatir tiene mucha importancia para el modo en
gue se haya de tratar la sendillez o la dimensidn de una teoria: problema del que nos
ocuparemos ulteriormente en el proximo apéndice.



APENDICE *VIILI.

Contenido, sencillez y dimension

Como he indicado en el librolll, no tengo fe en la imposicién de cortapisas al
lenguaije cienttfico, o sea, en que se logre nada impidiendo que el cientifico emplee
con entera libertad, siempre que lo estime conveniente, ideas o predicados nuevos,
conceptos «ocultos» o cualquier otra cosa. Por esta razon, no puedo soportar los
diversos intentos recientes de introducir en la filosofia de la ciencia el método de los
calculos artificiales o «sistemas linguisticos» —que se supone son modelos de un
«lenguaije de la ciencia» simplificado—. No sdlo creo que tales tentativas han sido
inUtiles hasta el momento, sino que han contribuido incluso a engendrar la obscuridad
y la confusién que hoy prevalecen en la filosofia de la ciencia.

Hemos explicado sucintamente en el apartado 38 y en el apéndice | que, en caso
de que tuviésemos a nuestra disposicion enunciados (absolutamente) atomicos —o, lo
cual equivale a lo anterior, predicados (absolutamente) atdmicos—, podriamos
introducir el reciproco del nimero minimo de enunciados atdmicos que se necesitan
para refutar una teoria como medida del contenido de la misma. Pues, dado que el
grado de contenido de una teoria es el mismo que su grado de contrastabilidad o
refutabilidad, la teoria que sea refutable por medio de menor nimero de enunciados
atdmicos sera la mas facimente refutable o contrastable, y, por eso, la que tenga
mayor contenido. (En resumen: cuanto menor sea el nimero de enunciados atdmicos
necesarios para componer un posible falsador, mayor sera el contenido de la teoria.)

Pero no es mi deseo trabajar ni con unos enunciados atdmicos ficticios ni con un
sistema linguistico artificial en el que dispongamos de tales enunciados, pues me
parece obvio que en la ciencia no contamos con predicados atomicos «naturales».
Para ciertos lo6gicos antiguos, los predicados «hombre» y «mortal» han ofrecido, al
parecer, €l aspecto de ejemplos de algo asi como predicados atdmicos; y Carnap
emplea en los gemplos «azul» o «caliente», tal vez porque «hombres y «mortal» son
ideas muy complejas que —asi pueden pensar algunos— es posible definir
valiéndose de otras mas sencillas, del tipo de «azul» o «caliente». Pero es muy
caracteristico de los debates cientificos que ni estos predicados ni ningunos otros se
tratan como (absolutamente) atdmicos: segln el problema bajo consideracion, pueden
tratarse como sumamente complejos no solo «hombre» y «mortal», sino también
«azul» y «caliente»; asi, «azul» puede entenderse como el color del cielo, que seria
explicable a partir de la teoria atdmica; e incluso el término fenoménico «azul» puede
ser considerado (en determinados contextos) como definible —como un caracter de
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imagenes visuales que esta coordinado a ciertos estimulos fisioldgicos—. Las
discusiones cientifficas se caracterizan por producirse libremente; y el intento de
privarias de su libertad —atandolas al lecho de Procusto de un sistema linguistico
preestablecido— significaria, de lograrse, el fin de la ciencia.

Por estas razones, he rechazado anticipadamente la idea de emplear enunciados
atdmicos con el propdsito de medir el grado de contenido o sencillez de una teoria, y
he sugerido que podriamos utilizar, en lugar suyo, la idea de enunciados
relativamente atdmicos; y ademas, la de un campo de enunciados relativamente
atomicos con respecto a una teoria o conjunto de teorias (para cuya contrastacion son
pertinentes): al cual cabria interpretar como campo de aplicacion de la teoria o
conjunto de teorias mentados.

Si tomamos, una vez mas, el giemplo que ya hemos recogido en el apéndice
anterior, es decir, el de las dos teorias a; = «todos los planetas se mueven en

circunferencias» y a; = «todos los planetas se mueven en elipses», podemos adoptar

como campo el de todos los enunciados de la forma «en el instante x el planeta y
estaba en la posicién z», que seran nuestros enunciados relativamente atdmicos. Y si
suponemos que se sabe ya que la trayectoria del planeta es una curva plana, podemos
suponer que un papel cuadriculado representa dicho campo y marcar en él las
distintas posiciones, indicando en cada caso el instante y el nombre del planeta en
cuestion, de suerte que cada punto represente uno de los enunciados relativamente
atdmicos. (Desde luego, podemos realizar una representacion tridimensional
marcando la posicién con un alfiler cuya longitud represente el tiempo —medido a
partir de cierto instante que suponemos inicial— y haciendo que el color de la cabeza
del mismo indique el nombre del planeta de que se trate.)

Hemos explicado, principalmente en los apartados 40 a 46 y en mi antiguo
apéndice 1, que el nimero minimo de enunciados relativamente atdmicos que se
precisan para refutar una teoria determinada puede emplearse como medida de la
complegjidad de la misma. Y se puso de manifiesto que la sencillez formal de una
teoria podria medirse por la parvedad de sus parametros —con tal de que tal escasez
en parametros fuese resuttado de una reduccién «formal» de su nimero, en vez de
«material» (cf,, especialmente, los apartados 40, 44 y sigs., y €l apéndice 1).

Ahora bien, es evidente que todas estas comparaciones de sencillez de teorias —o
de sus contenidos— equivalen a comparaciones de la «estructura fina» de dichos
contenidos (en el sentido expuesto en el apéndice precedente), puesto que sus
probabilidades absolutas seran todas iguales (esto es, iguales a cero). Quiero ahora
hacer ver, en primer término, que, en realidad, puede interpretarse el nimero de
parametros de una teoria (con respecto a un campo de aplicacién) como medida de la
estructura fina de su contenido.

Sdlo preciso mostrar con este objeto que, para un universo finito suficientemente
grande, la teoria que tenga mayor nimero de parametros sera siempre mas probable
—en el sentido clasico— que la que lo tenga menor.



Lo cual puede ponerse de manifiesto del modo siguiente. En el caso de un campo
de aplicacién geométrico y continuo, nuestro universo de eventos posibles —cada
uno descrito por un enunciado relativamente atdmico— es, desde luego, infinito,
como hemos indicado en los apartados 38 y sigs. En esta situacién, podemos
comparar dos teorias con respecto a la dimensidn de las posibilidades que permiten
—esto es, de las que son favorables a cada una de ellas—, en lugar de hacerlo con
respecto al nimero de tales posibilidades; y la dimension de éstas resulta ser igual al
numero de parametros. Reemplazamos ahora el universo infinito de enunciados
relativamente atémicos por otro finito de los mismos (aunque muy grande), que
commesponderd al elemplo del tablero de ajedrez presentado en el apéndice anterior 2,
Es decir, suponemos que cada enunciado relativamente atdmico se refiere a un
cuadrado —cuyo lado e marca la posicion del planeta— en lugar de a un punto del
plano, y que las posiciones posibles no se solapan!; y, variando algo el ejemplo del
precedente apéndice, remplazamos las diversas curvas que acostumbran representar
geométricamente a nuestras teorias por «casi curvas» (de ancho aproximadamente
igual a ¢), esto es, por conjuntos —o cadenas— de cuadrados. El resultado de todo
esto es que el nimero de teorias posibles se convierte en finito.

Consideramos ahora la representacion de una teoria con d parametros, que en el
caso de continuidad quedaba representado por un continuo d-dimensional, cada uno
de cuyos puntos (acervos-d) representaba una curva. Vemos que es posible emplear
un procedimiento de esta indole, salvo que aquel continuo d-dimensional estara
remplazado por una formacién de «cubos» d-dimensionales (de arista ¢); cada uno de
éstos representa ahora una «casi curva», y, por ello, una de las posibilidades
favorables a nuestra teoria; y la formacion d-dimensional representara el conjunto de
«casi curvas» compatible con la teoria —o, favorable a ella.

Mas ahora podemos decir que la curva con menos parametros —es decir, el
conjunto de casi curvas que esta representado por una formacidn de menos
dimensiones— no solamente tendra menos de éstas, sino que contendra menor
nUmero de «cubos», esto es, de posibilidades favorables.

Asi pues, estamos justificados en la aplicacién de los resultados del apartado
anterior: si a; tiene menos parametros que a;,, podemos aseverar que —en un

universo suficientemente grande, pero finito— tendremos:

p(@) < p(@)
y, por tanto,

(*) p@) <p(@)

Pero como la fdrmula (*) sigue siendo vélida cuando suponemos que ¢ tiende a
cero (lo cual, en el limite, equivale a remplazar el universo finito por uno infinito),
llegaremos al siguiente teorema.



1) Si el nimero de parametros de a; es mas pequefio que el de ay, entonces el
supuesto de

p(a1) <p(@)

contradice las leyes del cdlculo de probabilidades.

Si escribimos «d. (a), 0 —mas sencillamente— «d (a)», para designar la
dimensién de la teoria a (con respecto al campo de aplicacién C), podemos formular
el teorema anterior como sigue:

(1) Sid(aj) > d(a)) entonces, p (a1) <p (&);

Yy, en consecuencia, «p (@) > p (a)» es incompatible con «d (a;) < d (a)».

Conviene recordar este teorema (que esta implicado por lo que se ha dichoen el
texto del libro) juntamente con las consideraciones siguientes. Una teoria a requiere
un minimo de d (@) + 1 enunciados relativamente atdmicos para su refutacién: sus
«falsadores mas débiles», como podemos llamarlos, consisten en la conyuncién de
d(a) + 1 enunciados relativamente atdmicos; lo cual quiere decir que si n < d(a),
nhinguna conyuncion de n enunciados de este tipo tendra la suficiente fuerza logica
para que de ella se pueda deducir a, o sea, la negacion de a. Seglin esto, puede
medirse la fuerza o contenido de a por medio de d (a) + 1, ya que a sera mas fuerte
que cualquier conyuncion de d (a) enunciados relativamente atdmicos; pero,
ciertamente, no mas que algunas conyunciones de d(a) + 1 enunciados de esta
indole. Pero, teniendo en cuenta la regla probabilitaria

p@=1-p(@)

sabemos que la probabilidad de una teoria a disminuye al aumentar la probabilidad de
SU negacion, a, y viceversa, y que se cumplen las mismas relaciones entre los
contenidos dea y a. A partir de lo cual obtenemos, una vez mas, que d (al) <d (&)
significa que el contenido de a; es mayor que elde a,,demodoque d (a;) < d (&)
entraia p (a;) <p (&), y es incompatible, por tanto, con p (a;) > p (a;); pero este
resultado no es mas que el teorema (1), que habiamos deducido mas arriba.

Hemos deducido nuestro teorema tomando en consideracion universos finitos, si
bien es, en verdad, totalmente independiente del paso a universos infinitos. Por lo
cual, es independiente de las formulas y (2) del apéndice anterior, o sea, del hecho de
gue en un universo infinito tengamos, para cualquier ley universal a y cualesquiera
datos finitos d’,

(2) p@@=p(ad)=0.

Por tanto, es posible emplear legitimamente (1) para deducir de otro modo (2):
cosa que podemos llevar a cabo realmente si sacamos partido de una idea debida a
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Dorothy Wrinch y Harold Jeffreys.

Como hemos indicado sucintamente en el apéndice anteriort*!, Wrinch y Jeffreys
han observado que si tenemos una infinitud de teorias mutuamente incompatibles o
excluyentes, la suma de las probabilidades de todas ellas no puede exceder de la
unidad, de modo que casi todas tienen que tener probabilidad nula —a menos que
ordenemos las teorias en una sucesion y asignemos a cada una, como probabilidad,
un valor tomado de una serie de fracciones convergente cuya suma no sea mayor que
la unidad—. Podemos realizar la atribucion aludida del modo siguiente: asignariamos
el valor 1/2 a la primera teoria, 1/22 a la sequnda, y; en general, 12" a la n-ésima;
pero podriamos, asimismo, atribuir a cada una de las 25 primeras teorias el valor
1/50, esto es, 1/(2.25), a cada una de las 10 siguientes, digamos, el valor 1/400 —o
sea, 1/(2%.100)—, etc.

Cualquiera que sea el modo en que ordenemos las teorias, y la forma en que les
atribuyamos probabilidades, habra siempre cierto valor probabilitario maximo, al que
podemos llamar P (asi, en nuestros ejemplos, 1/2 6 1/50), con el cual quedaran
afectadas n teorfas a lo mas (en donde n es un nimero finito y n. P < 1). Por otra
parte, cada una de estas n teorias tendra cierta dimension, y supongamos que D es la
mayor de todas éstas, y que a, es una de las teorias a las que se atribuye D, de modo
que d (a1) = D; es evidente, por lo que acabamos de decir, que ninguna teoria cuya

dimensién sea superior a D se encontrard entre las n que tienen maxima probabilidad.
Sea ahora a; una teoria cuya dimension sea mayor que D, de suerte qued (ap) >D = d

(a1); la atribucién mencionada conduce entonces a
(—) d(@)<d@);yp@)>p @)

Resultado que pone de manifiesto una transgresion de nuestro teorema (1). Ahora
bien, es inevitable realizar una atribucion de este tipo —que conduce a tal resultado
— si queremos evitar que haya que asignar la misma probabilidad —esto es, cero—a
todas las teorias. En consecuencia, nuestro teorema (1) entrafia la atribucién de
probabilidad cero a todas las teorias.

Por su parte, Wrinch y Jeffreys han llegado a un resultado muy distinto. Creen
que la posibilidad del conocimiento empirico exige la posibilidad de aumentar la
probabilidad de una ley acumulando datos en favor suyo; y de ello concluyen que (2)
tiene que ser falsa, y, ademas, que ha de existir un método legitimo de atribuir
probabilidades no nulas a una sucesion infinita de teorias explicativas. Asi pues, estos
autores han sacado conclusiones sumamente positivas del argumento «trascendental»
(segin lo he llamado en el apéndice anterior): al creer, como lo hacen, que un
aumento de la probabilidad significa un aumento del conocimiento (de modo que el
obtener una probabilidad elevada se convierte en un objetivo de la ciencia), no han
considerado la posibilidad de que a partir de la experiencia podamos sacar cada vez
mas ensefianzas acerca de leyes universales, sin que su probabilidad aumente lo mas



minimo: la de que podamos contrastar y corroborar algunas de €ellas cada vez mas,
con lo cual aumentemos su grado de corroboracion, sin alterar, por ello, su
probabilidad, cuyo valor sigue siendo cero.

Jeffreys y Wrinch no han descrito nunca de un modo suficientemente claro la
sucesion de teorias mencionadas, ni la atribucién de valores probabilitarios. Su idea
fundamental, a la que llaman el «postulado de sencillez»®! es que las teorfas deberfan
ordenarse de modo que su complejidad —o el nimero de sus parametros— fuese
aumentando, a la vez que disminuyese la probabilidad que ellos asignan a cada ung;
lo cual, incidentalmente, significaria que dos teorias cualesquiera de tal sucesion
violarian nuestro teorema (1). Pero semejante ordenacién no es factible, como el
mismo Jeffreys ha advertido, ya que pueden existir varias teorias con el mismo
ntimero de pardmetros: este autor nos indica como ejemplosy = ax e y = ax, y dice
de ellas, «podemos admitir que las leyes que tienen igual niumero de parametros
poseerdn la misma probabilidad previa»!’1. Mas el niimero de leyes que tendrén igual
probabilidad previa es infinito, ya que los propios eemplos de Jeffreys pueden
prolongarse infintamente: y = a@, y =ax?, ..., y = ax", etc., conn = o« ; asi, pues,
para cada numero de parametros reapareceria el mismo problema que para la
totalidad de la sucesion.

AUn més: el mismo Jeffreys reconoce —en el pardgrafo de antes, § 3.0181— que
es posible obtener una ley, digamos aj,a partir de otra ley a; con un parametro

suplementario, sin mas que suponer que éste es igual a cero; y entonces
p(a1) < p (), yaque a, es un caso especial de a;, de suerte que a a; corresponden

menos posibilidades!®!. Por tanto, en este caso particular reconoce que una teoria que
tenga menos parametros sera menos probable que otra que tenga mas, lo cual esta de

acuerdo con nuestro teorema (1); pero admite este hecho solamente para esta
situacion especial, y no hace comentarios sobre la contradiccion en que pueden muy
bien estar su postulado de sencillez y tal caso. En conjunto, no trata en parte alguna
de hacer ver que el postulado de sencillez sea compatible con su sistema axiomatico;
pero teniendo en cuenta el caso mencionado (que, desde luego, se sigue de tal
sistema) es claro que hubiera sido absolutamente menester una demostracion de
compatibilidad.

Nuestras propias consideraciones ponen de manifiesto que no es posible dar dicha
demostracion, y que el «postulado de sencillez» ha de contradecir todo sistema
axiomatico probabilitario adecuado, ya que tiene que transgredir nuestro teorema (1).

Para terminar este apéndice quiero intentar algo asi como una explicacion de por
qué Wrincli y Jeffreys pueden haber considerado inofensivo su «postulado de
sencillez», es decir, incapaz de originar disgustos.

Es preciso recordar que ellos fueron los primeros en igualar la sencillez y la
parvedad de parametros (yo no las igualo simplemente, sino que distingo entre una
reduccién formal del nimero de parametros y otra material —cf. los apartados 40, 44



y 45—, de forma que la sencillez en sentido intuitivo se convierte en algo parecido a
la sencillez formal; pero, por lo demas, mi teoria de la sencillez esta de acuerdo con
la de Wrinch y Jeffreys en este punto). También vieron claramente que la sencillez es
una de las cosas a que tienden los cientificos, es decir, que prefieren una teoria
sencilla a otra mas complicada, y que, por tanto, prueban primero con las teorias mas
sencillas. En todas estas cuestiones Wrinch vy Jeffreys tenian razdn; y también la
tenian al creer que el nimero de teorias sencillas es relativamente escaso, mientras
que hay muchas complicadas, cuyo nimero aumenta con el de sus parametros.

Este Ultimo hecho puede haberles conducido a creer que las teorias complejas son
las menos probables (ya que la probabilidad de que se dispone en total tiene que
dividirse de alguna forma entre todas las teorias). Y puesto que asumieron también
gue un grado elevado de probabilidad indica otro también elevado de conocimiento
—V serg, por tanto, uno de los objetivos del hombre de ciencia—, quiza han pensado
gue era intuitivamente evidente que la teoria mas sencilla (y, por ello, mas deseable)
habia de identificarse con la mas probable (y, por consiguiente, mas deseable): ya que
de otro modo los objetivos a que tiende el cientifico serian incompatibles. Asi pues,
el postulado de sencillez parecia ser necesario por razones intuitivas, y, por tanto,
compatible a fortiori.

Mas una vez que nos hemos dado cuenta de que el cientifico no tiene ni puede
tener por objetivo un grado elevado de probabilidad, y de que la impresion opuesta se
debe a haber confundido la idea intuitiva de probabilidad con otra también intuitiva
(que aqui he titulado «grado de corroboracion»)19 nos resultard claro que la
sencillez—o la parvedad de pardmetros— esta ligada a la improbabilidad en lugar de
a la probabilidad, y tiende a crecer con aquélla. Y llegaremos a ver también
claramente que, sin embargo, esta unido un alto grado de sencillez con otro también
alto de cormoboracién: pues una contrastabilidad o corroborabilidad elevada es lo
Mmismo que una improbabilidad previa —o sencillez— igualmente elevada.

En el apéndice siguiente seguiremos ocupandonos del problema de la
corroboracion.
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APENDICE *IX.

Corroboracion, peso de los datos y contrastes estadisticos

Las tres notas que reproduzco en el presente apéndice (pags. 368 y sigs.) se
publicaron originalmente en The British Journal for the Philosophy of Science!®!.

Incluso antes de publicar mi libro he tenido la sensacién de que el problema del
grado de cormoboracion era uno de los que deberian ser investigados mas de lo que se
habia hecho. Con el nombre de «el problema del grado de corroboracién» quiero
decir el que consiste en, I) poner de manifiesto que existe una medida (que hay que
llamar grado de corroboracién) de la dureza de las contrastaciones a las que se ha
sometido una teoria, y de la manera en que ésta las ha sobrepasado o ha sido incapaz
de hacerlo; y Il) hacer ver que esta medida no puede ser una probabilidad: o, con
Mayor precisidn, que no satisface las leyes formales del calculo de probabilidades.

En el libro esta incluido un esquema de la solucion de ambas tareas, en especial
de la segunda; pero me ha parecido que se necesitaba algo mas, pues no era suficiente
mostrar el fracaso de las teorias existentes de la probabilidad: la de Keynes y la de
Jeffreys, por gempilo, o las de Kaila y Reichenbach, ninguna de las cuales ha podido
ni siquiera demostrar su doctrina central, la de que una ley universal, o una teoria,
puedan llegar a una probabilidad > 1/2 (hasta el extremo de que no han logrado ni
demostrar que una ley universal —o una teoria— pueda tener nunca una probabilidad
diferente de cero). Lo que se necesitaba era tratar la cuestion de un modo enteramente
general; y, por ello, he pretendido construir un calculo de probabilidades formal que
pudiera interpretarse en varios sentidos: he tenido a la vista, |) el sentido I6gico,
bosquejado en mi libro como probabilidad légica (absoluta) de enunciados; Il) el de
la probabilidad légica relativa de enunciados o de proposiciones, segun lo ha
considerado Keynes; Ill) el de un cdlculo de frecuencias relativas dentro de
sucesiones, y IV) el de un cdlculo de una medida de dmbitos, de predicados, de clases
0 de conjuntos.

El objetivo Ultimo era, desde luego, hacer patente que el grado de corroboracion
no es una probabilidad, es decir, que no es una de las interpretaciones posibles del
calculo de probabilidades. Pero mas tarde me percaté de que la tarea de construir un
calculo formal no solamente era necesaria para mis propdsitos, sino que tenia interés
por si misma.

Esto condujo al trabajo que publiqué en Mind —reproducido aqui como apéndice
*|l—, y a otros estudios que han abarcado muchos afios y se han encaminado a
simplificar mi sistema axiomatico y a conseguir un calculo de probabilidades en el



que p (a, b) —la probabilidad de a supuesto b— pudiera tener valores definidos (y no
0/0) aun cuando p (b) fuese igual a cero. Este Ultimo problema surge, desde luego,
porque la definicion

p(a b)=pab)p (b)

fallasip (b) = 0.

Era menester una solucion de este problema, porque muy pronto me encontré con
gue para definir C(x, y) —el grado de corroboracion de la teoria x por los datos y—
tenia que trabajar con cierta p (y, x), una probabilidad inversa que Fisher ha llamado
«verosimilitud de x» (a la luz de los datos y, o dado y; y adviértase que tanto mi
«coroboracién» como la verosimilitud fisheriana pretenden medir la aceptabilidad de
la hipdtesis x: de suerte que lo importante es x, e y no representa sino los datos
empiricos cambiantes, 0 —como yo prefiero decir— los informes de los resultados
de las contrastaciones). Ahora bien, me habia convencido de que si x es una teoria,
p (x) = 0; y me di cuenta, por tanto, de que tenia que construir un nuevo calculo de
probabilidades en el que la verosimilitud, p (y; x), pudiera ser un nimero definido —
en vez de 0/0— incluso cuando x fuese una teoria universal, conp (x) = 0.

\oy a explicar brevemente como surge el problema de p (y, x), es decir, el de la
verosimilitud de x.

Si se nos pidiese dar un criterio para saber si los datos y apoyan —o, corroboran,
o confirman— el enunciado X, la respuesta mas obvia es: «que y aumente la
probabilidad de x». Lo cual puede escribirse simbdlicamente con «Co (X, y)», en
lugar de decir, «x esta apoyado, comoborado o confirmado por x»; pues entonces
podemos formular nuestro criterio del modo siguiente:

(1) Co(x,y)siysblosip(x,y)>p(x)

Tenemos aqui un defecto, sin embargo. Pues si x es una teoria universal e y
ciertos datos empiricos, tendremos entonces —como hemos visto en los dos

apéndices anteriores—!2!
(2) p()=0=p(xy).

Pero de ello se seguiria que, para una teoria x y unos datos y, Co (x, y) seria
siempre falsa; o, dicho de otro modo, que jamas podria estar apoyada, corroborada o
confimada una teoria universal por unos datos empiricos.

(Esto no solamente se cumple para un universo infinito, sino también para uno
enormemente grande, como el que nosotros hemos admitido: pues, en este caso, tanto
p (x, y) como p (x) serian increblemente pequefos, y, por ello, practicamente
iguales.)

Podemos superar esta dificultad, con todo, como sigue: siempre que
p ) #0#p(y) tenemos



(3) py)>p(x)siysolosipy,x)>py)
de suerte que podemos transformar (1) en

(4) Co(x,y)siysOlosip(x,y)>p(x)opy.x) > p(y).

Sea ahora x una vez mas una ley universal,y sea y el conjunto de datos empiricos
que, digamos, se siguen de x; en este caso —siempre que y se siga de x— diremos
intuiivamente que p (y, x) = 1, y como y es empirico (de modo que, sin duda alguna,
p (v) sera menor gue 1) llegamos a que se puede aplicar (4), y a que la asercién Co(x,
y) sera verdadera: esto equivale a decir que x puede quedar cormoborada pory si es
que y se sigue de x —con tal de que p () < 1. Asi pues, (4) es perfectamente
satisfactoria desde un punto de vista intuitivo, mas para que sea posible operar sin
dificultades con ella hemos de tener un calculo de probabilidades en el que p (y, x)
sea un numero definido (en nuestro caso, 1) y no 0/0, incluso si p (x) = 0. Y como
hemos explicado mas amiba, para lograr tal cosa ha de disponerse de una
generalizacién del cdlculo usual.

Si bien me habia ya dado cuenta de ello cuando aparecié mi nota de Mind (cf. el
apéndice *Il), apremiado por otros trabajos que consideraba mas urgentes no
completé mis investigaciones en este campo. Hasta 1954 no publiqué mis resultados
acerca del grado de coroboracién (en la primera de las notas que aqui reproduzco); y
transcurrieron aln seis meses mas antes de publicar un sistema axiomatico de
probabilidad relatival®! (equivalente al que se encuentra en el apéndice *Iv, aunque
menos sencillo que €él) que satisficiera la condicion de que p (X, y) sea un nimero
definido incluso si p (y) es igual a cero. El estudio correspondiente proporcionaba
todos los instrumentos técnicos que se requieren para definir satisfactoriamente la
verosimilitud y el grado de corroboracion o confirnacion.

La primera nota, «Grado de confirmacion», que se publicd en 1954 en el
B.J. P.S., contiene una refutacion matematica de todas las teorias de la induccion
que identifican el grado en que un enunciado esta apoyado —o, confirmado, o
cormoborado— por contrastaciones empiricas con su grado de probabilidad (en el
sentido del calculo de probabilidades). La refutacién consiste en mostrar que si
identificamos grado de cormoboracién —o confirmacién— con probabilidad, nos
veremos forzados a adoptar cierto nimero de tesis paraddjicas, entre ellas la siguiente
asercion, sin duda alguna contradictoria:

(*) Hay casos en que x esta fuertemente apoyado por z e y esta fuertemente
quebrantado por z, mientras que, a la vez, x esta confirnado porz en menor grado que
loestay.

En el punto 6 de la primera nota se encontrara un gjemplo sencillo que hace ver
cOmo se sigue esta consecuencia devastadora si identificamos la cormroboracién —o
confirmacién— con la probabilidad!*!. En vista de la brevedad de tal pasaje, pienso
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gue podria quiza explicar la cuestién aqui también.

Consideremos la proxima tirada con un dado homogéneo, y sean: x el enunciado
«saldrd un seis», y su negacion —esto es, y = # y z la informacién «saldra un
numero par».

Tenemos las probabilidades absolutas siguientes:

p () =1/6;p(y) =5/6;p (2) = 1/2.
Y ademas las siguientes, éstas relativas:

p(2)=13,p(y,2=23.

Vemos que x se encuentra apoyado por la informacion z, ya que ésta eleva la
probabilidad de aquél de 1/6 a 2/6 = 1/3; y también quey se ve quebrantado por z, ya
gue esta Ultima rebaja la probabilidad de y en la misma cantidad: de 5/6 a 4/6 = 2/3; y,
sin embargo, tenemos p (x, 2) < p (v, 2). Este ejemplo demuestra el siguiente teorema:

(5) Existen enunciados, X, y' y z, que satisfacen la formula.

px2>pX)&pl,2<pl) &px2<ply, 2.

Es evidente que podemos remplazar aqui «p (v, 2 < p (y)» por esta otra, mas
débil, «p (v, 2) < p (y)».

Este teorema, desde luego, dista mucho de ser paraddjico, y lo mismo ocurre con
el corolario (6) que obtenemos sustituyendo las expresiones «Co(x, z)» y «~Coly, z)»
—es decir, «no Coly, z)»— en lugar de «p (x, 2 > p X)» Yy «p (v, 2 < p (y)»,
respectivamente, de acuerdo con la formula anterior (1):

(6) Existen enunciados, x, y; z, que satisfacen la formula
Cox,2&~Co(y,2 &p(x,2<p(y 2.

De igual modo que (5), el teorema (6) expresa un hecho que hemos asentado por
medio de nuestro eemplo: que x puede estar apoyado por z, e y quebrantado por z,
mientras que, sin embargo, x supuesta z puede ser menos probable que y supuesta z.

Pero se origina inmediatamente una contradiccién clara si identificamos ahora —
en (6)— grado de confirmacién y probabilidad. Dicho de otro modo, la formula

(**) Colx, 2 &~ Co(y, 2 & C(x, 2 <C(y, 2

es evidentemente contradictoria, y, por tanto, no puede satisfacerla ninglin conjunto
de enunciados.

Hemos demostrado, pues, que la identificacion entre el grado de cormoboracion —
o de confirmacion— vy la probabilidad (o la «verosimilitud>») es absurda, tanto por
razones formales como intuitivas, ya que conduce a una contradiccion.

Se puede tomar en este contexto «grado de cormoboracion o de confirmacion» en
un sentido mas amplio que aquél a que normalmente nos referimos: mientras que
habitualmente lo tomo por un sinbnimo de «grado de dureza de las contrastaciones
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gue ha sobrepasado una teoria», en este caso lo empleo Unicamente como «grado en
que un enunciado x esta apoyado por el enunciado y».

Si nos fijamos en la demostracion, veremos que depende exclusivamente de dos
SUPOSICIONES:

(a) la férmula (1);
(b) la asuncién de que todo aserto de la forma que sigue es contradictorio:

(***) x tiene la propiedad P (por ejemplo, la propiedad «caliente»), y no tiene la
propiedad P, e y tiene la propiedad P en mayor grado que x (por ejemplo, y esta mas
caliente que x).

Un lector atento de mi nota primera —y, en particular, del efemplo que se
presenta en el punto 6— vera que todo esto esta implicado alli —excepto, tal vez, la
formulacion general (***) de las contradicciones (*) y (**)—. Reconozco que aqui lo
expongo de forma mucho mas explicita, pero el propdsito de la nota no era tanto el de
criticar cuanto el de dar una definicion de grado de corroboracion.

La critica contenida en mi nota se dirigia contra todos los que identifican,
explicita o implictamente, el grado de comoboracidn —o de confirmacion, o de
aceptabilidad— con la probabilidad; y pensaba al hacerlo en los siguiente filésofos:
Keynes, Jeffreys, Reichenbach, Kaila, Hossiasson y —mas recientemente— Camap.

En cuanto a este Ultimo, he escrito una nota critica que, segun creo, habla por si
misma. El motivo de su aparicion ha sido que Camap, al enunciar los criterios de
adecuacion para el grado de confirmacién, habla del consenso de «practicamente
todas las teorias modernas del grado de confimnacién», sin mencionar mi
disentimiento —pese al hecho de que él ha introducido el termine inglés «degree of
confirmation» [grado de confirmacion] traduciendo el mio «Grad der Bewahrung»
(cf. la nota a pie de pagina anterior al apartado 79)—. Ademas, queria sefalar que su
division de la probabilidad en probabilidad; (= su grado de confirmacién) y
probabilidad;, (= frecuencia estadistica) era insuficiente, es decir, que, aun

restringiendo cuanto es posible, existen, al menos, dos interpretaciones del calculo de
probabilidades (la interpretacion Iogica y la estadistica), y que, ademas, se tiene mi
grado de cormoboracion, que no es una probabilidad (como acabo de hacer patente, y
como hacia ver en mi nota).

Me parece que dicha nota a pie de pagina, con sus diez lineas, ha atraido mas
atencién que el resto de la nota: ha dado origen a un estudioen el B.J. PSPl en el
gue Bar-Hillel ha afirmado que mi critica de lo que él llama «la teoria vigente de la
confiracion» (esto es, la teoria de Camap) era puramente verbal, y que todo lo que
yo tenia que decir lo habia dicho con anterioridad este filésofo; y también ha
originado una recension de mi trabajo en el Journal of Symbolic Logicl®], en la que
Kemeny ha resumido mi nota con las siguientes palabras: «La tesis principal de este
articulo es que las medidas de grado de confirmacién propuestas por Camap no son
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apropiadas para tal fin, como tampoco lo es ninguna otra atribucién de probabilidad
l6gica.

Desde luego, ésa no era mi tesis principal. La nota era una continuacion de otros
trabajos mios publicados quince anos antes de que se escribiera el libro de Camap; y
en lo que respecta a la critica, el punto que se debatia —la identificacion de la
commoboracion, confimmacion o aceptabilidad con la probabilidad—, aunque es, sin
duda, la tesis principal del libro de Camap, dista mucho de ser una tesis original de
este autor: pues en ella sigue la tradicién de Keynes, Jeffreys, Reichenbach, Kaila,
Hossiasson y otros. Aun mas: tanto Bar-Hillel como Kemeny sugieren que mi critica
—en lo que es aplicable a la teoria de Camap— seria puramente verbal, y que no hay
por qué abandonar tal teoria; y, por ello, me siento obligado a decir claramente que la
teoria de Carnap es contradictoria, y que su contradiccion no es algo de menor
importancia, que pudiera repararse faciimente, sino que se debe a emores en sus
fundamentos légicos.

En primer lugar, tanto la suposicién (a) como la (b) —que, como hemos visto,
bastan para demostrar que es preciso no identificar el grado de confirmacion con la
probabilidad— se afirman de un modo explicito en la teoria de Camap: (a) —o sea,
nuestra fdrmula (1)— puede encontrarse en el libro de Camap, en la pagina 464, con
el nombre de formula (4)71; y en el mismo libro, pagina 73, se halla (b) —esto es,
(***), 0 sea, la asuncidn de que nuestra (**) es contradictoria—, pues alli escribe
Camap: «Si la propiedad, caliente, y la relacién, mas caliente, se designan
respectivamente por... digamos, «P» y «Ry», entonces «Pa. ~ Pb.Rba» seran
contradictorias; ahora bien, esto es nuestra (***). Como es natural, en cierto sentido
carece enteramente de importancia para mi argumentacion que hace ver el absurdo de
la identificacion de Cy p, €l que (a) y (b) estén admitidas explicitamente en un libro;
pero ocure que en el de Camap lo estan.

Ademas, la contradiccién que aqui expongo es crucial para Camap: al aceptar (1)
—o0, con mayor precision, al definir en las paginas 463 y siguiente «x esta confirmado
por y» mediante «p (X, y) > p (x)» (expresandolo con nuestro simbolismo)— este
autor hace ver que el sentido que da a «grado de confirnacién» (su «explicandums)
es, aproximadamente, el mismo que yo le doy: la idea intuitiva de grado de apoyo por
los datos empiricos (Kemeny se equivoca —en loc. cit.— al indicar lo contrario: en
realidad, «una lectura cuidadosa» de mi trabajo —y del libro de Camap, anadiria yo
— no «mostrara que Popper y Camap se refieren a dos explicanda diferentes», sino
que Camap, sin darse cuenta, se refiere con su probabilidad, a dos «explicanda»
diferentes e incompatibles, uno de ellos mi Cy el otro mi p; y mostrarg, asimismo,
que he sefalado repetidamente los peligros de esta confusion: por ejemplo, en el
articulo cuya recensién hace Kemeny). Por tanto, todo cambio que se haga en la
suposicién (a) sera ad hoc; no es mi critica lo que es «puramente verbal», sino las
tentativas de rescatar la «teoria vigente de la confirnacions.

Para mayores detalles, he de remitir al estudio que aparecié en el B.J. P S. Tengo
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gue decir que me decepciond algo dicho estudio, y lo mismo la recension de Kemeny
en el Journal of Symbolic Logic. Desde un punto de vista racional, la situacién me
parece bastante seria: en nuestra época postiracionalista se escriben libros y mas
libros en lenguajes simbdlicos, y se hace mas y mas dificil el ver por qué —qué es lo
gue se trata con todo ello, y por qué habria de ser necesario, 0 conveniente, permitir
gue le aburran a uno tomos y tomos de trivialidades simbdlicas—. Parece comossi el
simbolismo se estuviese convirtiendo en un valor por si mismo, que hubiera de
reverenciar por su «exactitud» suprema: una nueva expresion de la antigua busqueda
de la certeza, un nuevo ritual simbdlico, un nuevo sustituto de la religién. Y, con
todo, el Unico valor de este tipo de cosas —la Unica excusa posible para su dudosa
pretension de exactitud— parece ser el siguiente: una vez que se ha acertado en una
equivocacion o una contradiccidn, no cabe evasién verbal; puede demostrarse, y ahi
esta (Frege no intentd maniobras evasivas cuando recibié la critica de Russell). Asi
pues, si hay que soportar un montdn de aburridos detalles técnicos y un formalismo
de una complejidad innecesaria, al menos podria esperarse la compensacion de que se
aceptara en el acto una prueba palmaria de contradiccion —esto es, una demostracion
que consiste en el mas sencillo de los ejemplos en contra—. Decepciona verse
respondido —por el contrario— con evasiones meramente verbales, combinadas con
la aseveracion de que la critica hecha era «meramente verbal».

Pero no hay que serimpaciente. Desde el tiempo de Aristételes, el enigma dela
induccién ha llevado a muchos filésofos al imracionalismo (al escepticismo o al
misticismo); y aunque la filosofia de la identidad de C y p parece haber capeado
muchos temporales desde la época de Laplace, sigo pensando que terminara por ser
abandonada. No puedo creer que los defensores de la fe vayan a estar satisfechos para
siempre con el misticismo y el hegelismo, y a sostener que «C=p» €S un axioma
evidente, o el objeto deslumbrador de una intuicién inductiva (digo «deslumbrador»
porque parece ser un objeto cuyos contempladores estan atacados de ceguera cuando
se precipitan de ronddn en sus contradicciones légicas).

Quiza sea oportuno decir aqui que considero la doctrina de que el grado de
cormoboracion —o de aceptabilidad— no puede ser una probabilidad, como uno de
los hallazgos mas interesantes de la filosofia del conocimiento. Y cabe exponerio con
gran sencillez del siguiente modo: es posible resumir en una evaluacion todo informe
del resultado de someter a contraste una teoria, evaluacién que puede adoptar la
forma de asignar a ésta cierto grado de corroboracién, pero nunca un grado de
probabilidad; pues la probabilidad de un enunciado (dados ciertos enunciados de
contraste), simplemente no expresa una evaluacion de la dureza de las
contrastaciones que dliicha teoria ha pasado, ni de la manera en que lo ha hecho; y la
razon principal de esto reside en que es el contenido de una teoria —que es lo mismo
que su improbabilidad— lo que determina su contrastabilidad y su corroborabilidad.

Creo que estas dos Ultimas ideas —las de contenido y grado de cormoboracién—
constituyen las dos herramientas l6gicas mas importantes que he desarollado en el
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librotel,

Basta con lo dicho como introduccién. He conservado en las tres notas que siguen
la palabra «confimaciéns», aun cuando ahora escribiria solamente «commoboracion»; y
también he dejado «P (x)» en lugares en que actualmente acostumbro a poner «p (x)».
Pero he corregido varias erratas!®! y afiadido unas pocas notas a pie de pégina
(precedidas por un asterisco), asi como dos puntos mas, el *13y el ¥14, al final de la
«tercera nota».

Grado de confirmacion

1. La finalidad de esta nota es proponer y discutir una definicion —en téminos
probabilitarios— del grado en que un enundiado x esta confirmado por otro y (es
evidente que puede considerarse esta cuestién idéntica a la de el grado en que un
enunciado y confirma a otro x). Denotaré este grado con el simbolo «C(x, y)», que ha
de leerse «el grado de confirmacion de x por y». En ciertos casos particulares, x puede
ser una hipdtesis h, e y ciertos datos empiricos, d, en favor o en contra deh —o bien
neutrales con respecto a ella—; pero C(x, y) sera aplicable también a casos menos
tipicos.

La definicién se ha de hacer en términos probabilitarios. Emplearé tanto P (x, y)
—es decir, la probabilidad (relativa) de x dado y— como P (x), 0 sea, la probabilidad
(absoluta) de x'1; pero una cualquiera de ellas bastarfa.

2. Se suele suponer que el grado de confirnacion de x por y tiene que ser lo
mismo que la probabilidad (relativa) de x dado y: o sea, que tendriamos
C(xy)=P(x y). Pues bien, mi primera tarea es mostrar que se trata de una
suposicion inadecuada.

3. Considérense dos enunciados contingentes, x e y. Desde el punto de vista de la
confirmacion del primero por el sequndo, existiran dos casos extremos: que x esté
totalmente apoyado por y —o que x quede estatuido por y— en caso de que aquél se
siga de éste; y que x resulte enteramente quebrantado, refutado o desestatuido pory,
en caso de que 7 sesigadey. Hay un tercer caso que tiene una importancia especial:
es el de la independencia —o intrascendencia— mutua, caracterizado por P (x, y) =P
(x)P (y); el valor correspondiente de C (x, y) se encontrara por debajo del que sirve
para estatuir y por encima del que llega a desestatuir.

Entre estos tres casos especiales —de estatuir, de ser independientes y de
desestatuir— habra otros intermedios. Apoyo parcial (cuando y entrafia parte del
contenido de x): por ejemplo, si nuestro enunciado contingente y se sigue de x, pero
no viceversa, entonces forma parte del contenido de x, y, por ello, entrafia una parte
del contenido de este Ultimo enunciado, por lo cual le apoya; y quebrantamiento
parcial de x pory (cuando y apoya parcialmentea 3: por elemplo, siy sesiguede &
Diremos, pues, que y apoya O quebranta a x cuando P (x, y) o P ( Z ),
respectivamente, exceden de los valores que tienen en el caso de independencia. (Es
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facil ver que los tres casos de apoyo, quebrantamiento e independencia son
exhaustivos y mutuamente excluyentes, debido a la definicion dada.)
4. Consideremos ahora la conjetura de que haya tres enunciados, x; y x; ey, tales

que: I) lo mismo x; que x; sean independientes de y (o estén quebrantados por éste),
y, a la vez, Il) y apoye su conyuncién x1x;. Es algo obvio que en esta situacion
habremos de decir gue y confirma a x;x; enmayor gradodeloquelohaceax; y axy;
0, smbdlicamente,

(4.1) Clx1, y) < Clx1x2, y) > Clxa, ¥)

Pero esto seria incompatible con la tesis de que C(x, y) sea una probabilidad, es decir,
con

(4.2) Cixy)=Pxy)

ya que para las probabilidades tenemos la férmula valida con toda generalidad
(4.3) P (x1,y) =P xa, y) =P xa, y)

la cual, en presencia de (4.1), contradice a (4.2). Asi pues, tendriamos que abandonar
(4.2); pero (4.3) es una consecuencia inmediata del principio general de
multiplicacion para las probabilidades si se tiene en cuenta 0 < P (x, y) = 1, de modo
que habriamos de prescindir de dicho principio en lo que respecta al grado de
confirmacién. Y resulta, ademas, que sera preciso eliminar también el principio
especial de adicién: pues como P (x, y) = 0,

(4.4) P (Xx1x 0 X122, ¥) = P (x1X, ¥)

Sera una consecuencia de este principio; mas, por otra parte, esto no puede ser valido
para C(x, y), si caemos en la cuenta de que la altemativa x1x, 0 x; 7 ha de ser

equivalente a x; de modo que llegamos por sustitucién en el primer miembro de (4.1)
a

(4.5) C (xixp 0x11, y) = Clxix2, y)

Y nos encontramos con que, en presencia de (4.4), (4.5) contradice a C(4.2)(2].
5. Estos resultados dependen de la conjetura de que existan unos enunciados x;,

X2, Y, tales que: |) tanto x; como x; sean independientes de y (0 estén quebrantados
por él), y, al mismo tiempo, Il) y apoye a x1x2; conjetura que voy a probar con un
ejemplof3l.

Supdnganse fichas de colores, a las que llamamos «a», «b, ..., dotadas cada una
con una de estas propiedades excluyentes entre si e igualmente probables: azul,
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verde, rojo y amarillo. Sean, x; el enunciado «a es verde o roja», x; = «a es azul o
roja», e y = «a es azul o amarilla»; entonces se satisfacen las condiciones impuestas
(es palmario quey apoya a x1x;: aquel enunciado se sigue de éste, y la presencia de y
eleva la probabilidad de x1x, al doble del valor que tiene en ausencia dey).

6. Pero podemos construir incluso un gjemplo mas sorprendente que ponga de
manifiesto que identificar C(x, y) con P (x, y) es enteramente inadecuado. Elegimos x;
de modo que esté apoyado fuertemente por y, y un x; tal que esté fuertemente
quebrantado por y; en consecuencia, hemos de pedir que C(xz, y)>Clxy, y). Pero
cabe elegir x; y x; de suerte que P (x1, y) < P (x2, y), como muestra el siguiente
ejemplo: adoptemos x; = «a es azul», x; = «a Nno es roja», y = «a no es amarilla»;
entonces, P (x1) = 1/4,P (x;) =3/4y 1/3=P(x1, y) <P (x2, y) =2/3; encuanto aquey
apoya a X1, y quebranta a x», es algo perfectamente claro a la vista de estas cifras y
del hecho que y sesigadex; y también de 7.

7. éPor qué se han confundido tan persistentemente Cx, y) y P(x, y)? ¢Por qué no
se ha visto que es absurdo decir que ciertos datos y «confirman» fuertemente ax aun
cuando x sea completamente independiente de aquéllos, y que y puede «confirman»
enérgicamente a x a pesar de quebrantario (y ello incluso si y es la totalidad de los
datos de que se dispone)? No sé cual es la respuesta a estas preguntas, pero puedo
hacer algunas sugerencias. En primer lugar, hay una fuerte tendencia a pensar que
todo aquello a que pueda llamarse «probabilidad» o «verosimilitud» de una hipdtesis
ha de seruna probabilidad en el sentido del calculo de probabilidades. Hace veinte
anos que, para desenredar las varias cuestiones inclusas en todo esto, hice la
distincién entre los que llamé entonces «grado de confirmacion» y las probabilidades
légica y estadistica; pero, desgraciadamente, otros autores empezaron prontamente a
utilizar dicho término como un nuevo nombre aplicable a la probabilidad (I6gica), y
ello tal vez influidos por la emdnea opinidn de que la ciencia, incapaz de llegar a la
certeza, debe apuntar a una especie de «Ersatz»; la maxima probabilidad alcanzable.

Otra sugerencia. Parece como si nunca se le hubiera dado la vuelta a la frase «el
grado de confirmacion de x por y», convirtiéndola en «el grado en que y confirna a
X», 0 en «la capacidad de y para apoyar a x»; pero en estas formas hubiera sido
evidente que, en caso de que y apoye a X, y quebrante a x, C(x1,y) <Clx, y) es
absurdo, aun cuando P (x1, y) <P (x2, y) puede ser imeprochable (lo cual indicaria que
tenfamos, por lo pronto, P (x;) <P(x;)). Ademas, todo indica que existe una

tendencia a confundir las medidas de aumento o disminucién con las medidas que
aumentan o disminuyen (como hace ver la historia de los conceptos de velocidad,
aceleracién y fuerza); mas la capacidad de y para apoyar a x es esencialmente —
como veremos— una medida del aumento o disminucion de la probabilidad de x,
debidos a y. Véase también, mas abajo, 9 (VII).

8. Podra decirse tal vez, como respuesta, que siempre es legitimo designar P (x, y)
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con un nombre cualquiera, por gemplo, el de «grado de confirmacion». Pero la
cuestion con que nos enfrentamos no es una cuestion verbal.

Se cuenta con que el grado de confirmacion de la hipdtesis x por los datos
empiricos y se utilizara para estimar el grado en que x esta respaldada por la
experiencia. Ahora bien: P (X, y) no sirve con este fin, ya que P (x1, y) puede ser
mayor que P (x;, y), aunquex; Yy X, estén respectivamente quebrantada y apoyada por

y; lo cual se debe al hecho de que P (x, y) depende en grandisima medida de P (x), es
decir, de la probabilidad absoluta de x, que no tiene que ver lo mas minimo con los
datos empiricos.

Aln mas: se parte de que el grado de confirmacién tiene cierta influencia sobre la
cuestion de si deberiamos aceptar —o elegir— una hipdtesis determinada, x, aunque
sea SOlo de un modo provisional: se supone que una hipdtesis «buena» (0
«aceptable») esta caracterizada por un grado de confirmacién elevado, mientras que
ofra que esté contraconfirmada seria «mala». Pero P (x, y) no sirve para nada en esta
esfera: la ciencia no pretende alcanzar probabilidades elevadas, sino contenidos
informativos elevados y bien respaldados por la experiencia; pero una hipotesis
puede ser muy probable por el simple hecho de no decir nada, o muy poco. Por lo
tanto, un grado de probabilidad elevado no constituye una indicacién de «bondad»:
puede ser mero sintoma de un contenido informativo reducido. Por el contrario, es
menester —y posible— definir C(x, y) de suerte que solamente puedan llegar a tener
un grado de confirmacién elevado las hipdtesis que posean un gran contenido
informativo: la confirmabilidad de x (o sea, el grado maximo de confirnacion que
pueda alcanzar un enunciado x) habria de aumentar con Ct (x), esto es, con la medida
del contenido de x, que es igual a P( 3) —Y, por ello, al grado de contrastabilidad de
x—. Asi pues, mientras que P (zz, y) = 1, C(z 7, y) tendria que ser nula.

9. Es posible dar una definicién de C(x, y) que satisfaga estos y otros desiderata
sefialados en mi Logik der Forschung, y alin otros mas exigentes, basandola en E (x,
¥), s decir, en una medida no aditiva de la capacidad explicativa de x con respecto a
y que tenga como extremos inferior y superior —1 y 1, respectivamente; medida que
se define del modo siguiente:

(9.1) seax coherentel*, y sea P (y)  0; definimos entonces

_ Py x)—=P(y)
Exy= Py, x)+P(y)

Puede interpretarse también E (x, ) como una medida no aditiva de la dependencia
de y con respecto a x, o del apoyo dado a y por x (y viceversa); esta magnitud
satisface nuestros desiderata mas importantes, pero no todos: por ejemplo, viola la
condicion (VIII, ¢) —que daremos mas abajo—, y, en ciertos casos especiales,
satisface (lll) y (IV) sélo aproximadamente. Para remediar estos defectos, propongo
que se defina C (X, y) del modo que siguel 2.

(9.2) Sea x coherente, y téngase P (y) # 0; definimos entonces
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Clx y)=EX y)N1+PX)P (xy))

Se trata de algo menos sencillo que, por gemplo, E (X, y) (1 + P (xy)) —que satisface
la mayoria de nuestros desiderata, pero viola (IV)—; mas para C(x, y) se cumple el
teorema que afirma que cumple todos los desiderata siguientes:

>
(1) C(x, y) = 0, respectivamente, siy sdlosiy apoya a
>
X, 0 esindependiente de ella o la quebranta "]
(I -1=C(¥,y)=Clxy)=Clxx <1
(Mo=Cxx)=Ctx)=P(3) =1

Obsérvese que Ct (x) —y, por tanto, también C(x, x)— es una medida aditiva del
contenido de x, que cabe definir por P( 3» esto es, por la probabilidad absoluta de
que x sea falsa, o sea, la verosimilitud a priori de que x quede refutada; asi pues, la

confirmabilidad equivale a la refutabilidad o contrastabilidad>!.

(IV) Si y entrafa x, entonces C(x, y) = C(x, x) = Ct (x)

(V) Si y entrafia x entonces C(4, y) = C(y, y) = -1

(V1) Tenga x un contenido elevado —de modo que C(x, y) se acercaraa E (x, y)—
y ocurra quey apoya a x (podemos tomar para y, por eemplo, la totalidad de los datos
empiricos conocidos): entonces, para cualquier y dado, C(x, y) aumenta con la
capacidad de x para explicar y (es decir, para explicar mas y mas el contenido de y),
y, por ello, con el interés cientifico de x.

> >
(V) Si Ct (x) =Ct(y) # 1, entonces C(x, u) = C(y, w), siempre queP (x, u) =
< <
Py, W)_[*3]

(V1) Si x entrafia y, entonces: (a) C(x, y) > 0, (b) para cualquier x dado, C(x, y) y
Ct (y) aumentan a la vez, y (c) para cualquier y dado, C(x, y) y P (x) también
aumentan simultdneamentel®!,

(IX) Si 7 es coherente y entrafa y, entonces: (@) C(x, y) < 0, (b) para cualquier x
dado, C(x, y) y P (x) crecen al mismo tiempo, y (¢) para cualquiery dado, C(x,y) y P
(x) crecen, asimismo, simultaneamente.

10. Es posible relativizar todas nuestras consideraciones, sin excepcion, con
respecto a cierta informacién inicial z: basta afadir en los lugares oportunos frases
COMo «en presencia de z y suponiendo que P (z, zZ) # 0». La definicion relativizada
del grado de confirmacion resulta asi,

(10.1) Cxy2=EMXy2(1+PXx2P yz)

309



en donde

P(y xz)—P(y.2)
(10.2) =\ Y4 = Py, x2) + Py, 2)

E (x, y; 2) es la capacidad explicativa de x con respecto a y, en presencia de > 21,

11. Existen, segun creo, ciertos desiderata intuitivos que no pueden satisfacerse
mediante ninguna definicion formal: por ejemplo, una teoria esta mejor confirmada
cuanto mas ingeniosas hayan sido nuestras tentativas infructuosas de refutarla. Mi
definicién incorpora parte de esta idea —si no todo lo que puede ser formalizado de
ella—; pero no cabe formalizar totalmente la nocién de un intento sincero e
ingeniosol®l.

Considero que carece de importancia el modo concreto en que he definido aqui
C(x, y): pero si pueden tenerla los desiderata y el hecho de que sea posible
satisfacerios todos.

Segunda nota sobre grado de confirmacion

1. El profesor Kemeny ha sugerido!! (con referencia a mi definicién de
contenido), y —de un modo independiente— el doctor C. L. Hamblin lo mismot?},
gue convendria medir el contenido que se denota por «Ct (x)» por medio de —log, P
(x), en lugar de hacerlo por 1 - P(x), como yo habia propuesto (empleo aqui mis
propios simbolos). Si se acepta esta sugerencia, es preciso modificar ligeramente mis
desideratal®! para el grado de confirmacidn de x por y (que he denotado con «C (x,
y)»): hemos de remplazar =1 por = en(ll) y en (V), y (lll) se convierte en

(M) 0=Cx xy)=C(x,x) —Ct(x) = =logyP (x) < + «,

Los desiderata restantes permanecen inalterados.
El doctor Hamblin proponel*! que definamos el grado de confirmacion por

(1) C (% ¥) = log (P (xy)/P (x)P (y))
que para sistemas finitos (pero No necesariamente para infinitos) s lo mismo que
(2) C (X y) =log,(P (y, x)/P (y)),

formula que tiene la ventaja de seguir estando determinada incluso si P (x) = 0, como
puede ocurrir en caso de que x sea una teoria universal. La formula relativizada
correspondiente seria

(3) C (x, ¥ 2) =log(P (y, x2)/(P (y, 2)).

La definicién (1), sin embargo, no satisface mi desideratum VIII (c), como hace
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observar el doctor Hambilin, y lo mismo ocurre con (2) y (3). Tampoco se satisfacen
los desiderata IX (6) y (C).

Ahora bien, en mi opinion, VIII (c) marca la diferencia entre una medida de
capacidad explicativa y una de confirmacién. En efecto: la primera puede ser
simétricaen x e y, pero la Ultima no, pues en caso de que y se siga de x (y apoye a
éste) y de que «no esté confirmado pory, no parece que sea satisfactorio decir que ax
esta siempre tan bien confirmado por'y como lo esta x (pero no parece existir razén
alguna por la que ax y x no hayan de tener la misma capacidad explicativa con
respecto a y, ya que éste esta enteramente explicado por ambas). Y, por ello, me
inclino a no abandonar Vil (c).

Por tanto, prefiero considerar (2) y (3) como definiciones sumamente adecuadas
de la capacidad explicativa —es decir, de E (x, y) y E (X, y, 22— en lugar de serlo del
grado de confimacién. Este Ultimo puede definirse a partir de la capacidad
explicativa de muchas

maneras diferentes que satisfagan VIl (¢). Una de ellas es la siguiente (aunque
creo que pueden encontrarse otras mejores):

(4) Cxy)=EXy)/1+nPXP(F5y))
(5) Cxy2)=EMXYy2/(1+nP(x,2)P( zyz))

Podemos elegiraquin = 1; y si queremos que VIl (¢) tenga un efecto destacado
haremos que n sea un numero bastante grande.

En caso de que x sea una teoria universal con P (x) = 0, e y datos empiricos, la
diferencia entre E y C desaparece, lo mismo que ocurre en mis definiciones originales
y segun pide el desideratum (V1); y también desaparece si x se sigue dey. Asi pues,
se conservan, por lo menos, algunas de las ventajas de manejar una medida
logaritmica: segun explica Hamblin, el concepto definido por (1) queda en una
estrecha relacion con la idea fundamental de la teoria de la informacién; acerca de lo
cual Good hace también algunos comentarios (véase la nota 4).

El paso de las definiciones antiguas a las nuevas conserva el orden (y lo mismo
ocurre con la capacidad explicativa, como implican las observaciones de Hamblin);
de modo que la diferencia es Unicamente

2. Desde luego, las definiciones de capacidad explicativa y —aln en mayor
medida— de grado de confirmacion (o cormoboracion, aceptabilidad, atestiguacion, o
cualquier nombre que elijamos para ello) dan el mayor peso al «peso de datos» (o
«peso de un argumento», como Keynes lo llama en el capitulo vi)'': y ello resulta
obvio con la nueva definicion —debida a la propuesta de Hamblin—, que parece
tener ventajas considerables si por alguna razdn nos interesan las cuestiones métricas.

3. Sin embargo, hemos de percatamos de que la métrica de nuestro C dependera
enteramente de la de P; mas no puede haber una métrica satisfactoria de P: es decir;
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no puede haber una métrica de la probabilidad logica que se base sobre
consideraciones puramente Iogicas. Para darnos cuenta de ello, consideremos la
probabilidad légica de una propiedad fisica medible cualquiera (que sea una variable
aleatoria no discreta), tal como la longitud, por tomar el efemplo mas sencillo;
asumimos —con lo que favorecemos a nuestros contradictores— que se nos dan
Ciertos limites superior e inferior de sus valores, s e i, respectivamente, los cuales son
finitos y légicamente necesarios; y suponemos también que se nos da una funcién de
distribucién de la probabilidad I6gica de esta propiedad, por ejemplo, una funcion de
equidistribucion generalizada entre s e i. Podemos descubrir que un cambio en
nuestras teorias que sea conveniente desde el punto de vista empirico lleve a una
cormreccién no lineal de la medida de la propiedad fisica mentada (basada, digamos, en
el metro de Paris); entonces, la «probabilidad l6gica» ha de corregirse también, lo
cual hace ver que su métrica depende de nuestros conocimientos empiricos, y que no
puede definirse a priori, en términos puramente légicos. Dicho de otro modo: la
métrica de la «probabilidad légica» de una propiedad mensurable dependera de esta
misma propiedad; y como ésta se encuentra sujeta a correcciones basadas en teorias
empiricas, no puede haber una medida de la probabilidad que sea puramente
«logica».

Es posible superar en gran parte estas dificultades —pero no completamente—
haciendo uso de nuestros «conocimientos previos», z; mas aquéllas demuestran,
segUn me parece, la importancia que tiene la manera topoldgica de abordar tanto el
problema del grado de confirmacién como el de la probabilidad I6gical 2.

Pero aun en caso de que vayamos a dejar a un lado todas las consideraciones
métricas, creo que hemos de seguir aceptando el concepto de probabilidad que esta
definido implicitamente por los sistemas axiomaticos corrientes para la probabilidad.
Estos sistemas conservan toda su significacion, exactamente del mismo modo que la
conserva la geometria métrica pura aun cuando seamos incapaces de definir una regla
graduada a base de tal geometria. Lo cual tiene una importancia especial teniendo en
cuenta la necesidad de identificar la independencia Iogica con la probabilistica
(teorema especial de multiplicacién): si asumimos un lenguaje tal como el de
Kemeny (que, sin embargo, falla para propiedades continuas) o uno que tenga
enunciados relativamente atémicos (como el que he sefialado en el apéndice | de mi
Logica de la investigacion cientifica), habremos de postular la independencia de las
ddusulas atdmicas o relativamente atdmicas (naturalmente, con tal de que no sean
«ldgicamente dependientes» en el sentido de Kemeny); y si nos apoyamos en una
teoria probabilistica de la induccion, resulta entonces que no podemos aprender en
caso de que identifiguemos las independencias légica y probabilistica del modo que
hemos indicado. Mas en el sentido de mis funciones C podemos aprender
perfectamente: esto es, podemos corroborar nuestras teorias.

Mencionemos dos puntos mas a este respecto.

4., El primero es éste. Basandonos en mis sistemas axiomaticos para la



probabilidad relatival®!, podemos considerar definida P (x, y) para cualesquiera
valores de x y de y, incluidos aquéllos para los que P (y) = 0; mas en particular: en la
interpretacion légica del sistema de que se trate, siempre quex sesigadey, P(x, y) =
1, incluso cuando P (y) = 0. Asi pues, no hay razon alguna para dudar de que nuestra
definicién es valida para lenguajes que contengan tanto enunciados singulares como
leyes universales, aunque todas estas Ultimas tengan probabilidad nula; como ocune,
por ejiemplo, si empleamos la funcién de medida m de Kemeny, postulando que P (x)
= m (). (En el caso de nuestras definiciones de E y C no existe la menor necesidad
de partir de una atribucion de igual peso a los «modelos»: cf. KEMENY, op. cit., pag.
307; por el contrario, habria que considerar semejante punto de partida como una
desviacién de la interpretacion Idgica, ya que violaria la igualdad de las
independencias légica y probabilistica que liemos exigido mas arriba, en 3.)

5. He aqui el segundo punto. Entre los desiderata derivados, el que se indica a
continuacién no se satisface por todas las definiciones de «x esta confirnado por y»
gue se han propuesto por otros autores, y, por ello, puede mencionarsele por separado
como décimo desideratum!®;

(X) Si x esta confimmado —o cormoborado, o apoyado— por y, de suerte que C (x,
y) >0, entonces: a) zqueda siempre quebrantado por y (es decir, C(xy) <0,y b) x
queda siempre quebrantado pory (o sea, C( 7 %) <O).

Me parece claro que este desideratum constituye una condicién de adecuacion
indispensable, y que toda definicidn que se proponga y no lo satisfaga sera paraddjica
desde un punto de vista intuitivo.

Tercera nota sobre grado de corroboracion o confirmacion

En esta nota quiero hacer diversos comentarios sobre el problema del peso de los
datos y sobre las contrastaciones estadisticas.

1. La teoria de la corroboracién —o «confimacién»— propuesta en las dos notas
anteriores sobre «grado de confiracién»!tl, es capaz de resolver facimente el
llamado problema del peso de datos.

Quien primeramente suscitd este problema fue Peirce; Keynes lo ha discutido con
alguin detalle (este autor solia hablar de «peso de un argumento» o de «volumen de
datos»), y hemos tomado el término «peso de datos» de ). M. Keynes e . ). Good!2!,
Cuando se considera el «peso de datos» dentro de la teoria subjetiva de la
probabilidad se ve uno conducido a determinadas paradojas, que, en mi opinién, no
se pueden resolver dentro del marco de dicha teoria.

Cuando hablo de teoria subjetiva de la probabilidad —o de la interpretacidon
subjetiva del cdlculo de probabilidades— me refiero a una teoria que interpreta la
probabilidad como una medida de nuestra ignorancia, de nuestro conocimiento
parcial 0 —digamos— del grado de racionalidad de nuestras creencias a la vista de
los datos de que disponemos.



(Quiza sea oportuno indicar, entre paréntesis, que el término mas corriente de
«grado de creencia racional» puede ser sintoma de una ligera confusién, ya que lo
gue se pretende decir es «grado de racionalidad de una creencia». La confusion surge
del modo siguiente: en primer lugar, se explica la probabilidad como una medida de
la fuerza o intensidad de una creencia o conviccion —medible, por ejempilo, por lo
dispuestos que estemos a amostrar los riesgos inherentes a una apuesta—; luego se
cae en la cuenta de que, en realidad, la intensidad de nuestra creencia depende a
menudo mas de nuestros deseos o nuestros temores que de argumentos racionales: y,
de este modo, en virtud de una leve modificacion, se interpreta luego la probabilidad
como la intensidad —o el grado— de una creencia en la medida en que es justificable
racionalmente; pero, una vez en esta etapa, es patente que la referencia a la intensidad
de una creencia —o a su grado— es superflua, de modo que deberia remplazarse
«grado de creencia» por «grado de racionalidad de una creencia». No deben tomarse
estas observaciones como si quisieran decir que estoy dispuesto a aceptar cualquier
forma de la interpretacion subjetiva: véase, mas adelante, el punto 12, asi como el
capitulo *11 de mi PostScript: After Twenty Years.)

En aras de la concision explicaré el problema del peso de los datos dando
simplemente un gemplo de las paradojas a que antes he aludido: ejemplo que puede
llamarse la «paradoja de los datos ideales».

Sea z una moneda determinada, y sea a el enunciado «la tirada n-ésima (hasta el
momento no observada) de z saldrd caras». En la teoria subjetiva puede suponerse
que la probabilidad absoluta (o previa) del enunciado a es igual a 1/2, es decir, que

(1) P(a) =%

Sean ahora d unos datos estadisticos, esto es, un informe estadistico basado en la
observacion de miles —o quiza millones— de tiradas de z; y admitamos que estos
datos d sean idealmente favorables a la hipdtesis de que z sea estrictamente simétrica
—0 Sea, Una «buena» moneda, con equidistribucion—. (Adviértase que d no consiste
en un informe completo y en detalle sobre los resultados de cada una de las tiradas —
informe que podemos suponer que se ha perdido—, sino Unicamente en un resumen
estadistico de él: por eemplo, d puede ser el siguiente enunciado, «entre un millén de
tiradas de z observadas, han aparecido caras en 500.000 = 20 casos». Teniendo en
cuenta el punto 8, que se encuentra un poco mas adelante, puede verse que unos datos
d' con 500.000 = 1.350 casos seria también ideal si se adoptan mis funciones Cy E: y,
en realidad, d es ideal precisamente porque entrafia d’.) No tenemos ahora otra opcién
para P (g, d) que suponer que

(2) Pa d) =%

Esto quiere decir que la probabilidad de sacar caras no se altera a la vista de los
datos d: pues ahora tenemos:



(3) P(a)=P(a d.

Pero esta formula ha de interpretarse como la afirmacion de que, en conjunto, d es
una informacion (absolutamente) intrascendente con respecto a a.

Ahora bien; esto es un poco sorprendente: pues quiere decir —expresandolo de
un modo mas explicito— que el llamado «grado de creencia racional» en la
hipdtesis a no tendra que resultar afectado en modo alguno por el conocimiento
proporcionado por los datos, d, que hemos acumulado: que la ausencia de todo dato
estadistico referente a z justifica precisamente el mismo «grado de creencia racional»
que el peso de los datos suministrados por millones de observaciones que, prima
facie, apoyan o confirman nuestra creencia.

A mi entender, esta paradoja no puede resolverse dentro del marco de la teoria
subjetiva, y ello por la siguiente razon.

El postulado fundamental de la teoria subjetiva es el de que los grados de
racionalidad de una creencia a la vista de unos datos se encuentran incluidos en un
orden lineal: que pueden medirse sobre una escala unidimensional, como ocurre con
los grados de temperatura. Pero todos los intentos de resolver el problema del peso de
los datos dentro del marco de la teoria subjetiva, desde Peirce a Good, han procedido
a introducir, ademas de la probabilidad, otra medida de la racionalidad de una
creencia a la vista de unos datos. Carece totalmente de importancia el que llamemos
a la nueva medida «otra dimension de la probabilidad» o «peso de datos»; lo Unico
que si tiene importancia es la admision implicita de que no cabe atribuir un orden
lineal a los grados de racionalidad de las creencias a la vista de los datos, de que
puede haber mas de una manera en que los datos afecten a la racionalidad de una
creendia. Y dicha admision basta para echar abajo el postulado fundamental en que se
basa la teoria subjetiva.

Asi pues, la creencia ingenua en que existen realmente tipos de entidades
intrinsecamente diferentes —tales que a uno se le llamaria quiza «grado de
racionalidad de una creencia» y a otro «grado de confianza» o de «apoyo por los
datos»— es tan incapaz de rescatar la teoria subjetiva como lo es la creencia
igualmente ingenua en que estas diversas medidas «explicanda» diferentes
«explicando»; pues la pretension de que exista en este caso un «explicandum» —asi,
el «grado de creencia racional»— susceptible de «explicacion» en términos
probabilitarios, ha de correr necesariamente la misma suerte que lo que he llamado
«postulado fundamental».

5. Todas estas dificultades desaparecen en cuanto interpretamos objetivamente las
probabilidades (en el contexto del presente trabajo es indiferente que la interpretacion
objetiva sea puramente estadistica 0 una interpretacién de propensionest3)). De
acuerdo con esta interpretacidn hemos de introducir b, o sea, el enunciado de las
condiciones del experimento (estas condiciones definen la sucesion de experimentos
de la que sacamos nuestro ejemplo); por ejemplo, b podria ser la informacién: «la



timada en cuestion sera una tirada de z, que aleatorizaremos haciendo girar la
moneda». Y, ademas, tenemos que introducir la hipétesis probabilistica objetiva h, es
decir, la hipétesis «P (g, b) = 1/2»141,

Desde el punto de vista de la teoria objetiva, 1o que mas nos interesa es la
hipdtesis h, esto es, el enunciado

«P(a, b)=1/2».

6. Si atendemos ahora a los datos estadisticos idealmente favorables, d, que
condujeron a la «paradoja de los datos ideales», es evidente que —desde el punto de
vista de la teoria objetiva— ha de considerarse d como los datos que importan para h
(en lugar de importar para a): son idealmente favorables para h, pero enteramente
neutros para a. En el supuesto de que las diversas tiradas sean independientes —o
aleatorias— la teoria objetiva nos lleva de un modo completamente natural a P (g,
bd) = P (a, b): asi pues, es cierto que d es intrascendente para o (en presencia deb).

Puesto que d son datos favorables a h, nuestro problema se convierte,
naturalmente, en la cuestién acerca de cémo los datos d cormoboran (o «confirmans)
h: la respuesta es que si d son los datos idealmente favorables, tanto E (h, d) como C
(h, d) —esto es, el grado de cormoboracion de h dado d— se acercaran a la unidad,
con tal de que el tamafio de la muestra en que se basa d tienda a infinito!®!. Vemos
que los datos ideales dan lugar a un comportamiento ideal cormespondienteen Ey C;
en consecuencia, no surge paradoja alguna, y podemos medir de forma muy natural e
peso de los datos d con respecto a la hipotesis h, bien por E(h, d), bien por C (h, d), o
también —para mantenernos mas cefidos a la idea de Keynes— por los valores
absolutos de una cualquiera de estas funciones.

7. Si —como ocurre en nuestro caso— h es una hipdtesis estadistica y d el
informe de los resultados de las con traslaciones estadisticas de h, entonces C (h, d)
es una medida del grado en que tales contrastaciones corroboran h, exactamente lo
mismo que cuando, se trata de una hipdtesis no estadistica.

Es conveniente mencionar, sin embargo, que, frente a lo que ocume con una
hipdtesis del dlimo tipo mencionado, en ocasiones puede ser sumamente facil
estimar los valores numéricos de E (h, d) —e incluso de C (h, d)— si h es una
hipdtesis estadistical®! (indicaré brevemente en 8 cémo pueden llevarse a cabo los
calculos numéricos commespondientes, incluyendo, desde luego, el casodeh — «p (a,
b) = 1»).

La expresion

(4) P (d, h) — P(d)

es crucial para las funciones E (h, d) y C (h, d): en realidad, estas funciones no
son sino dos maneras diferentes de «normalizar» aquella expresion, y crecen o
decrecen juntamente con (4). Esto quiere decir gue para encontrar un buen enunciado



de contraste (uno que en caso de ser verdadero sea sumamente favorable a h), hemos
de construir un informe estadistico d tal que: I) d haga grande —esto es, casiigual a 1
— a P (d, h) (que es la «verosimilituds de Fisher de h dado, y Il) d haga pequefia —
muy proxima a 0— a P (d). Una vez construido un enunciado de contraste, d, de este
tipo, hemos de someter el mismo d a contrastaciones empiricas (es decir, hemos de
intentar encontrar datos que nos refuten d).

Sea ahora h elenunciado

(5) «P(a, b)=r»

y sea d este otro, «en una muestra que tiene el tamafio n y que satisface la condicién b
(0, que se ha extraido de un modo aleatorio de la poblacién b) se cumpleaenn (r £

8) casos»I 11, Podemos hacer entonces, especialmente para valores pequefios de §,

(6) P (d) ~~ 2602,

Cabe incluso que hagamos P(d) = 28: pues tal cosa querria decir que asignamos
probabilidades iguales —y, por tanto, las probabilidades 1/n— a cada una de las
proporciones posibles (1/n, 2/n, ..., n/n) con que puede aparecer una propiedad a en
una muestra de tamafo n; y de ello se sigue que habriamos de atribuir la probabilidad
P (d) = (25 + 1) auninforme estadistico d que nos comunicase quem * d miembros
de la poblacion de tamario n tienen la propiedad a: de modo que haciendo § = (d +
1/2)/n obtenemos P (d) = 28. (La equidistribucién de que aqui nos ocupamos es la
que Laplace asume al deducir su regla de sucesiéon. Es adecuada para evaluar la
probabilidad absoluta P (d) si d es un informe estadiistico acerca de una muestra;
pero no lo es para evaluar la probabilidad relativa, P (d, h) de dicho informe, cuando
esta dada la hipdtesis h segln la cual la muestra es lo que se obtiene mediante un
experimento que se repite n veces y cuyos posibles resultados ocurren cada uno de
ellos con arreglo a cierta probabilidad: pues, en este caso, la distribucion que es
adecuado asumir es combinatoria —esto es, bermoulliana— y no laplaciana.) A
partir de (6) se ve que si queremos que P (d) sea pequeiia hemos de hacer & pequea.

Por otra parte, P (d, h) —la verosimilitud de h— estara proxima a 1, bien si § es
relativamente grande (aproximadamente, si 8 ~ 1/2), 0 si (en caso de que & sea
pequefia) n —el tamafo de la muestra— es un nimero bastante elevado. Nos
encontramos, por tanto, con que P (d, h) — P (d) (y, con ella, nuestras funciones E 'y
C) solamente puede ser grande si & es pequefia y n grande: o, dicho de otro modo, si d
es un informe estadistico que afirma la existencia de un buen ajuste en una muestra
grande.

Asi pues, el enunciado de contraste d sera tanto mejor cuanto mayor sea su
precision (que sera la inversa de 28) —y, en consecuencia, su refutabilidad o
contenido— y cuanto mayor sea el tamafo de la muestra, n, es decir, el material



estadistico que se precisa para contrastar d. Y un enunciado de contraste construido
de tal modo podra ser confrontado con los resultados de observaciones reales.

Observamos que los datos estadisticos que se vayan acumulando aumentaran —si
es que son favorables— E y C. En consecuencia, estas Ulimas funciones podran
adoptarse como medidas del peso de los datos favorables a h; o bien, sera posible
considerar que sus valores absolutos miden el peso de datos con respecto a h.

8. Puesto que podemos determinar el valor numeérico de P (d, h) valiéndonos del
teorema del binomio (o de la integral de Laplace), y, especialmente, puesto que cabe
hacer —en virtud de (6)— P (d) igual a 26 (cuando 6 es pequefia), es posible calcular
numéricamente P (d, h) — P (d), y, asimismo, E.

Todavia mas: podemos calcular, para cualquier valor dado den, el de § = P(d)/2
para el cual P(d, h) - P (d) se hace maxima (asi, para n = 1.000.000, obtenemos
& = 0,0018). Andlogamente, es factible calcular otro valor de § = P(d)/2 para el que E
se hace maxima (para el mismo n que antes obtendriamos & = 0,00135 y
E (h, d) =0,9946).

Supongamos una ley universal tal como h = «P (g, b) = 1», que haya pasado n
contrastaciones rigurosas dando en todas ellas el resultado o: obtenemos, en primer
lugar, C (h, d) = E (h, d), debido a ser P (h) = 0; y luego, al evaluar P(d) por medio de
la distribucion laplacianay d =0, llegamos a C (h, d) = (n-1)/(n + 1) = 1-2/(n + 1).
Debe recordarse, sin embargo, que las teorias cientificas no estadisticas tienen, por
regla general, una forma enteramente diferente de la que hemos dado aqui parah; v,
ademads, que si se las obliga a entrar en dicha forma, entonces cualquier eiemploa (y,
por tanto, «los datos» d) se convertira en algo esencialmente no observablel™3].

9. Teniendo en cuenta todo lo anterior, puede advertirse que el modo de contrastar
una hipdtesis estadistica es deductivo (como ocunre con todas las demas hipdtesis): se
construye primeramente un enunciado de contraste de tal modo que se siga—o casi
se siga— de la hipétesis, si bien tenga un contenido (o contrastabilidad) elevado; y
luego se confronta dicho enunciado con la experiencia.

Es interesante darse cuenta de qué si d se elige de tal modo que esté constituido
por un informe completo de nuestras observaciones —digamos, un informe completo
acerca de una larga sucesion de tiradas: cara, cara, cruz, ... ., etc., hasta un total de mil
elementos—, entonces no sera posible utilizarlo como datos acerca de la hipdtesis
estadistica; pues cualquier sucesion real de longitud n tiene la misma probabilidad
que cualquier otra (dada h), y, por consiguiente, llegamos al mismo valor para P (d,
h), y, por tanto, para E y para C (a saber, E = C = 0): lo mismo si d contiene —por
giemplo— solamente caras que si contiene exactamente la mitad de caras y la mitad
de cruces. Lo cual pone de manifiesto que no podemos emplear como datos a favoro
en contra de h la totalidad de nuestros conocimientos proporcionados por la
observacion, sino que hemos de extractar, a partir de ellos precisamente, los
enunciados estadisticos susceptibles de comparacion con los enunciados que, o bien
se siguen de h, o bien tienen, al menos, una probabilidad elevada, dada h. Asi, pues,
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si d consiste en los resultados completos de una larga sucesion de tiradas, entonces es

completamente inutilizable —en tal forma— como enunciado de contraste de una

hipdtesis estadistica; mientras que seria posible emplear un enunciado (ldgicamente
mas débil) acerca de la frecuencia media de las caras, extraido de aquel d. Pues una

hipbtesis probabilistica puede explicar Unicamente resultados interpretados
estadisticamente, y, por ello, solamente cabe contrastaria y corroborarla por medio de
resiimenes estadisticos; y no, por ejemplo, por «todos los datos de que se dispone, si
éstos consisten en un informe completo de observaciones (ni siquiera en caso de que
sus diversas interpretaciones estadisticas puedan emplearse como enunciados de
contraste imeprochables y de gran peso). ™.

Por tanto, nuestro andlisis hace ver que los métodos estadisticos son
esencialmente hipotético-deductivos, y que proceden por eliminacion de hipdtesis
inadecuadas; lo mismo que ocurre con todos los demas métodos de la ciencia.

10. Si  es muy pequena, y, por ello, también lo es P (d) —lo cual sélo es posible
en caso de muestras de gran tamafo—, tenemos, teniendo en cuenta (6),

(7) P(d, h) ~P(d, h) = P(d).

Por consiguiente, en este caso —Yy sOlo en este caso— sera posible aceptar la
funcion de verosimilitud de Fsher como medida adecuada del grado de
corroboracion. Y, viceversa, podemos interpretar nuestra medida de este grado como
una generalizacion de la funcion de verosimilitud de Fisher, generalizacion que
abarca casos —como aquélios en los que & es relativamente grande— en que la
funcion referida de Fisher es, sin duda alguna, inadecuada: pues la verosimilitud de h
a la vista de los datos estadisticos d no llegaria a alcanzar un valor cercano al
maximo, simplemente porque (o, en parte porgue) los datos estadisticos de que
dispondriamos, d, carecerian de precision.

Es sumamente insatisfactorio —por no decir paraddjico— que los datos
estadisticos d basados en 1.000.000 de tiradas y en & = 0,00135, puedan dar
numéricamente la misma verosimilitud —es decir, P (d, h) = 0,9930— que
proporcionarian los datos d’ basados Gnicamente en 100 tiradas con & = 0,135
(pero es enteramente satisfactorio encontrar que E (h, d) = 0,9946, mientras que
E (h, d")=0,7606).

11. Convendria advertir que la probabilidad légica absoluta de una ley universal h
—esto es, P (h)— sera, en general, igual a cero en un universo infinito. Por esta
razdn, P (d, h) —es decir, la verosimilitud de h— se convertird en una cantidad
indefinida en la mayoria de los sistemas probabilitarios, ya que en tales sistemas se
define P (d, h) como P (dh)/P (h) = 0/0. Necesitamos, por tanto, un calculo de
probabilidades formal que nos proporcione valores definidos para P (d, h) incluso
cuando P (h) — 0, y que nos dé siempre e inequivocamente P (d, h) = 1 en todos los
casos en que d se siga (o0 «casi se siga») de h. He publicado hace algun tiempo un



sistema que satisface estos requisitost’!.

12. Cabe interpretar de un modo adecuado nuestra E (h, d) como medida de la
capacidad explicativa de h con respecto a d, aun en el caso en que d no sea un
informe acerca de unos intentos auténticos y sinceros de refutar h. Pero Unicamente
podemos interpretar adecuadamente nuestra C(h, d) como el grado de corroboracién
de h —ola racionalidad de nuestra creencia en h, a la vista de las contestaciones— si
d consiste en un informe de los resultados de nuestros intentos sinceros de refutarh, y
no de nuestros intentos de verificaria.

Segun he aludido en la frase inmediatamente anterior, en mi opinion, asi como es
un error creer que cabe interpretar la probabilidad como medida de la racionalidad de
nuestras creencias (interpretacién que queda excluida por la paradoja de los datos
perfectos), es posible interpretar el grado de corroboracién de tal modo!8l. En cuanto
al calculo de probabilidades, tiene un gran nimero de interpretaciones diferentes!®l.
Aun cuando el «grado de creencia racional» no se encuentra entre éstas, existe una
interpretacion Idgica que considera la probabilidad como una generalizacion de la
deductibilidad; pero esta légica probabilitaria tiene poco que ver con nuestras
estimaciones hipotéticas de riesgos a favor o en contra: pues los enunciados
probabilitarios en que expresamos tales estimaciones son siempre evaluaciones
hipotéticas de las posibilidades objetivas inherentes a la situacién del caso, es decir, a
las condiciones objetivas de la situacién (por ejemplo, al dispositivo experimental
que hemos preparado). Dichas estimaciones hipotéticas (que no son deductibles de
ninguna otra cosa, sino que son fruto de una libre conjetura, aun cuando pueden estar
sugeridas por consideraciones de simetria, o por el material estadistico a la vista)
pueden ser sometidas, en muchos casos importantes, a contrastaciones estadisticas;
nunca son estimaciones de nuestra propia ignorancia, y la opinién contraria es
consecuencia —como Poincaré vio tan claramente— de una vision determinista del
mundo (posiblemente inconsciente)*0l,

Desde este punto de vista, un «jugador racional» trata siempre de estimar los
riesgos objetivos; los riesgos que esta dispuesto a aceptar no representan una medida
de su «grado de creencia» (tal como se admite corrientemente), sino que son, mas
bien, el objeto de su creencia: cree que objetivamente existen tales riesgos, es decir,
cree en la hipdtesis probabilistica h. Si queremos medir desde una posicion
conductista el grado de su creencia (en tales riesgos 0 en cualquier otra cosa),
tendremos, tal vez, que encontrar qué proporcion de su fortuna es capaz de aventurar
en una apuesta a la par de que su creencia —su estimacion de los riesgos o
posibilidades— era exacta (supuesto que sea posible averiguar tal cosa).

En cuanto al grado de cormoboracién, no es sino una medida del grado en que ha
sido contrastada una hipdtesis h, y del grado en que ha salido indemne de las
contrastaciones. Por tanto, no ha de interpretarsela como grado de racionalidad de
nuestra creencia en la verdad de h, puesto que, en realidad, sabemos que C(h, d) =0
siempre que h sea ldgicamente verdadera; sino mas bien coma medida de la



racionalidad de aceptar provisionalmente una conjetura problematica, sabiendo que
es una conjetura —si bien una que ha soportado que se la examine
escudrifadoramente.

*13. Los doce puntos precedentes constituian la «Tercera nota», tal como se
publicéen el B. J. P. S. Podemos anadir dos observaciones mas, con objeto de hacer
mas explicitas algunas de las consideraciones mas formales que se encuentran
implicitas en esta nota.

El primer problema que me ocupa ahora es, de nuevo, el de la métrica de la
probabilidad l6gica (cf. la Sequnda nota, punto 3) y el de sus relaciones con la
distincién entre lo que voy a llamar enunciados probabilitarios primarios y
secundarios. Mi tesis es que las distribuciones de Laplace y de Bemoulli nos
proporcionan una meétrica —en el nivel secundario.

Podemos operarconunsistema 5, = {a, b, ¢, aj, by, ¢, ...} de elementos (en el
sentido de nuestro sistema de postulados del apéndice *IV). Estos elementos daran
lugar a enunciados probabilitarios de la forma «p (a, b) = r», alos que llamaremos
«enunciados probabilitarios primarios»; y es posible considerar ahora éstos como
elementos de un sistema secundario, S; ={e, f g, h, ...}, endonde «e», «f», etc.,, sean
los nombres de los enunciados de laforma «p (a, b) = r.

Ahora bien, el teorema de Bemoulli nos dice, poco mas o menos, lo siguiente: sea
h igual a «p (a, b) = r»; entonces, sih es verdadera, es sumamente probable que en
una sucesion larguisima de repeticiones de las condiciones b, la frecuencia de la
aparicion de a sea igual a r, 0 esté muy cercana a este valor. Hagamos que «8/(a)n»
denote el enunciado de que a aparecera con la frecuencia r + § en una larga sucesién
de repeticiones de un tipo determinado; entonces, el teorema de Bemoulli dice que,
dada h (esdedir, dado que sea p (a, b) = r), la probabilidad de §/(a), seacercardalal
crecern (dice también que esta probabilidad se acercara a 0, dadoque seap(a, b)=s
y que s se encuentre fuera de r = §&: lo cual tiene importancia para la refutacién de
hipdtesis probabilisticas).

Pero esto significa que podemos escribir el teorema de Bemoulli bajo la forma de
un enunciado (secundario) de probabilidad relativa acerca de elementosg y h de Sp;
es decir, que cabe escribirlo del modo siguiente,

limp@h -
en donde g = §{a), y h es la informacién de que p(a, b) = r: o sea, que h es un

enunciado probabilitario primario y g es un enunciado probabilitario de frecuencia
relativa.
Estas consideraciones hacen patente que en S, hemos de admitir enunciados

frecuenciales tales como g —esto es, §{a),— Yy suposiciones probabilisticas (o
estimaciones probabilisticas hipotéticas) tales como h. Por esta razon, parece
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pertinente identificar —con vistas a tener un S, homogéneo— todos los enunciados
probabilitarios que forman los elementos de S, con enunciados frecuenciales (o,

dicho de otto modo, asumir cierto tipo de interpretacion frecuencial de la
probabilidad para los enunciados probabilitarios primarios €, f, g, h, ..., que
constituyen los elementos de Sp). Podemos asumir, al mismo tiempo, la

interpretacion I6gica de la probabilidad para los enunciados probabilitarios de la
forma

P(gh=1

es decir, para todos los enunciados probabilitarios secundarios, que hacen
aseveraciones acerca del grado de probabilidad de los primarios, g y h.

Aun cuando podamos no tener una métrica légica (o absoluta) de los enunciados
probabilitarios primarios —o sea, aunque posiblemente no tengamos idea de los
valores de p (a) ni de p (b)— cabe que tengamos una métrica légica o absoluta de los
secundarios: pues nos la proporciona la distribucién laplaciana, segun la cual, P (g)
—Ila probabilidad absoluta de g, es decir, de §,.(@),— es igual a 25, ya sea g una

hipdtesis o esté observada empiricamente; con lo cual, la hipdtesis probabilistica
tipica h recibe el valor P (h) = 0, ya que h tiene la forma «p (a, b) = r»con § = 0.
Dado que los métodos de Bemoulli nos permiten calcular el valor de la probabilidad
relativa P (g, h) por medio de un puro analisis matematico, podemos considerar que
las probabilidades relativas P (g, h) estan determinadas analogamente por razones
puramente légicas. Por consiguiente, parece enteramente oportuno adoptar para el
nivel secundario la interpretacion l6gica del cdlculo de probabilidades formal.

Resumiendo: Es posible considerar que los métodos de Bemoulli y de Laplace
estan encaminados a estatuir una métrica puramente logica de las probabilidades en el
nivel secundario, independientemente de que exista 0 no una métrica de dicha indole
en el nivel primario. Los métodos bemoullianos determinan, por tanto, la métrica
l6gica de las probabilidades relativas (en téminos generales, verosimilitud
secundaria de hipdtesis primarias), y los de Laplace la métrica I6gica de las
probabilidades absolutas (en general, de los informes estadisticos acerca de
muestras).

Los esfuerzos de estos autores se dirigian, en gran medida, sin duda alguna, a
establecer una teoria probabilistica de la induccién: es cierto que tendian a identificar
C con p. No necesito decir que creo que se equivocaban en ello: las teorias
estadisticas, como cualesquiera ofras, son hipotético-deductivas, y se las somete a
contraste —como a todas las demas hipdtesis— intentando falsarias, es deir,
intentando reducir su verosimilitud secundaria a cero (o casi a cero); su «grado de
commoboraciéon», C, tiene interés Unicamente si constituye el resultado de tales
contrastaciones: pues no hay nada mas facil que escoger datos estadisticos que sean
favorables a una hipdtesis estadistica, si es que queremos hacer tal cosa.

*14. Podria preguntarse si, después de todo, no he cambiado mi credo



inadvertidamente. Pues quiza parezca que nada nos impide llamar a C (h, d) «la
probabilidad inductiva de h, dado d», 0 —si se considera engafosa esta expresion,
teniendo en cuenta que C no obedece a las leyes del calculo de probabilidades— «el
grado de racionalidad de nuestra creencia en h, dado d». Algun critico inductivista
benévolo podria, tal vez, congratularse conmigo por haber resuelto el inmemorial
problema de la induccién en un sentido positivo, gracias a mi funcién C: por haber
demostrado, finalmente, con esta funcién la validez del razonamiento inductivo.

Yo contestaria como sigue. No me opongo a que se designe C(h, d) con un
nombre cualquiera, adecuado o inadecuado: soy completamente indiferente a la
terminologia, con tal de que no nos extravie; ni tampoco objeto nada —siempre que
ello no nos extravie— a que se amplie el significado de «induccion» (ya sea
inadvertidamente o de otra manera). Pero he de insistir en que sélo puede
interpretarse C(h, d) como grado de corroboracion si d es un informe acerca de
contrastaciones exigentes que hayamos sido capaces de idear; éste es el punto que
marca la diferencia entre la actitud del inductivista —o del verificacionista— y la mia
propia. El inductivista o verificacionista quiere una afirmacion de hipdtesis; espera
hacerla mas firme en virtud de los datos d, y busca la «fitmeza» —o sea, la
«confirmacion»—. En el mejor de los casos, puede darse cuenta de que no hemos de
ser parciales en la eleccién de d, de que no debemos hacer caso omiso de los casos
desfavorables, y de que d ha de comprender informes acerca de todos los
conocimientos procedentes de la observacion de que disponemoas, ya sean favorables
o adversos. (Adviértase que el requisito inductivista de que d tiene que abarcar la
totalidad de nuestros conocimientos de observacion no puede ser representado por
medio de ninguin formalismo: es un requisito no formal, una condicion de adecuacion
que ha de satisfacerse para que estemos dispuestos a interpretar p (h, d) como grado
de nuestro imperfecto conocimiento de h.)

Frente por frente a la actitud inductivista, yo afirno que no debe interpretarse
C(h, d) como grado de corroboracién de h por d a menos que d presente un informe
de nuestros esfuerzos sinceros para derrocar h. No es posible formalizar el requisito
de sinceridad, como tampoco el requisito inductivista de que d ha de representar la
totalidad de nuestros conocimientos proporcionados por la observacion; mas si d no
es un informe acerca de los resultados de los esfuerzos sinceros que hemos
mencionado, simplemente nos engafaremos a nosotros mismos si consideramos que
podemos interpretar C(h, d) como grado de corroboracion, 0 como alguna otra cosa
por el estilo.

Mi benévolo critico podria replicar que sigue sin ver razén alguna por la que mi
funcion C no pudiera ser considerada como una solucidon positiva del clasico
problema de la induccion: diria que mi contestacion seria perfectamente aceptable
para el inductivista clasico, visto que no consiste sino en una exposicion del llamado
«método de induccién eliminadora», método perfectamente conocido por Bacon,
Whewell y Mill, y que todavia no han olvidado ni siquiera algunos de los tedricos



probabilitarios de la induccion (aunque mi critico bien podria admitir que estos
ultimos han sido incapaces de incorporario de un modo eficaz en sus teorias).

Mi reaccion a esta réplica seria lamentar mi continuo fracaso en mis intentos de
explicar el punto principal de mi teoria con claridad suficiente. Pues el Unico
proposito de la eliminacion defendida por todos aquellos inductivistas era el de
estatuir lo mas firmemente posible la teoria superviviente, la cual —segln pensaban
— tenia que ser la verdadera (o, tal vez, solamente una sumamente probable, ya que
podriamos no haber logrado completo éxito en la eliminacién de toda teoria a
excepcion de la verdadera).

Mas, contra esta opinidn, no considero que podamos nunca reducir seriamente el
numero de teorias competidoras por eliminacion, ya que dicho nimero es siempre
infinito. Lo que si hacemos —o deberiamos hacer— es adherimos, por el momento,
ala mas improbable de las teorias supervivientes, 0 sea —para expresarilo con mayor
precision— a la que pueda ser contrastada de un modo mas exigente. «Aceptamos»
provisionalmente esta teoria, pero sélo en el sentido de que la elegimos como digna
de ser sometida a criticas ulteriores, y a las contrastaciones mas duras que podamos
idear.

Por el lado positivo quiza estemos autorizados a decir que la teoria sobreviviente
es la mejor —y la mejor contrastada— de las que conocemos.
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APENDICE *X.

Universales, disposiciones y necesidad natural o fisica

1) La doctrina fundamental que subyace a todas las teorias de la induccién es la
doctrina de la primacia de las repeticiones, de la cual podemos distinguir dos
variantes si recordamos la actitud de Hume. A la primera variante (criticada por
Hume) podemos llamaria doctrina de la primacia Iogica de las repeticiones: segun
ella, los ejemplos repetidos proporcionan una especie de justificacion para que
aceptemos una ley universal (la idea de repeticién esta unida, por regla general, ala
de probabilidad). Podemos denominar a la segunda (mantenida por Hume), doctrina
de la primacia temporal (y psicolégica) de las repeticiones: de acuerdo con ella, éstas,
aun cuando no consigan damos ningun tipo de justificacion de una ley universal ni de
las expectaciones y creencias que ésta entrafa, inducen y suscitan de hecho en
nosotros, sin embargo, tales expectaciones y creencias —por muy poco «justificado»
0 «racional» que este hecho sea (o estas creencias).

Ambas variantes de semejante doctrina —la mas exigente de la primacia légica
de las repeticiones y la mas débil de su primacia temporal (o causal, o psicoldgica)—
son insostenibles, como podemos demostrar mediante dos argumentos enteramente
diferentes.

He aqui mi primer argumento contra la primacia primero citada. Solamente
tenemos experiencia de repeticiones aproximadas; y al decir que una repeticion es
aproximada me refiero a que la repeticion B de un suceso A no es idéntica a A, ni
indistinguible de ella, sino solamente mas 0 menos parecida a A. Pero si la repeticién
esta basada, por consiguiente, en un mero parecido, ha de participar de una de las
principales caracteristicas del parecido: su relatividad. Dos cosas parecidas lo son
siempre en ciertos respectos, como podemos hacer visible con un sencillo diagrama.

A
@ & 0O L[

O A

Mirando este diagrama nos encontramos con que algunas de las figuras son
parecidas a otras en lo que respecta al sombreado (rayado) o a su ausencia; otras lo
son con respecto a la forma, y otras respecto del tamarno. Podriamos ampliar la tabla




Como sigue:

Puede verse faciimente que no hay fin en cuanto a los tipos posibles de parecido.

Estos diagramas ponen de manifiesto que las cosas pueden ser parecidas en
diferentes respectos, y que dos cosas cualesquiera que sean parecidas desde un punto
de vista cabe que sean diferentes desde otro. De un modo general, el parecido —y
con él la repeticion— presupone siempre la adopcién de un punto de vista: ciertos
parecidos o ciertas repeticiones nos sorprenderan si estamos interesados por un
problema, y otros si nos preocupa otro problema. Pero si el parecido y la repeticion
presuponen gque se adopta un punto de vista —o un interés, o una expectacion— es
l6gicamente necesario que los puntos de vista, los intereses o las expectaciones sean
previos ldgicamente a la repeticion: resultado que destruye tanto la doctrina de la
primacia légica de las repeticiones como la de la primacia temporall L],

Puede afadirse la observacion de que, dado un grupo o conjunto finito de cosas
—rpor variadas que las hayamos escogido— podemos siempre, con un poco de
ingenio, encontrar puntos de vista tales que si las consideramos desde uno cualquiera
de ellos, todas las cosas del conjunto seran parecidas (o parcialmente iguales): lo cual
significa que puede decirse de cualquier cosa que es una «repeticion» de cualquier
otra cosa, con tal de que adoptemos el punto de vista apropiado. Lo cual hace ver
hasta qué punto es ingenuo considerar la repeticién como algo Ultimo o dado. La
reflexion que acabamos de hacer se encuentra en estrecha relacién con el hecho
(mencionado en el apéndice *vii, nota 9; cf. la propiedad B) de que podemos
encontrar, para una sucesion cualquiera finita de ceros y unos, una regla o «ley»
matematica con la que construir una sucesion infinita que comience por la sucesion
finita dada.

Paso ahora a mi segundo argumento contra la primacia de las repeticiones, que es
el siguiente. Hay leyes y teorias de un caracter enteramente distinto del que tiene
«todos los cisnes son blancos», aun cuando puedan formularse de un modo parecido a
éste. Paremos mientes en la teoria atdmica antigua: es innegable que puede
expresarse (en una de sus formas mas sencillas) por «todos los cuerpos materiales
estan compuestos por corpusculos»; pero es evidente que la forma de «todos...»
carece relativamente de importancia en el caso de esta ley. Quiero decir lo siguiente:
el problema de mostrar que un solo cuerpo fisico —digamos, un trozo de hierro—
esté compuesto por atomos o «corpusculos» es, por lo menos, tan dificil como el de
mostrar que todos los cisnes son blancos: en ambos casos nuestras aserciones



trascienden toda experiencia de observacidn. Y lo mismo ocumre con casi todas las
teorias cientificas: no podemos hacer ver directamente, ni siquiera de un cuerpo
fisico, que en ausencia de fuerzas se mueva en linea recta; ni que atraiga y sea atraido
(con respecto a otro cuerpo fisico) de acuerdo con la ley de la inversa del cuadrado de
la distancia. Todas estas leyes describen lo que podriamos llamar propiedades
estructurales del mundo, y todas trascienden toda posible experiencia; la dificultad
inherente a ellas no reside tanto en asentar la universalidad de la ley a partir de casos
repetidos, cuanto en asentar que se cumpla en un solo caso.

Muchos inductivistas se han percatado de esta dificultad. La mayoria de los que
han caido en la cuenta de ella han intentado, como Berkeley hizo, trazar una
distincion tajante entre las puras generalizaciones de observaciones y las teorias mas
«abstractas» u «oculas», como la teoria corpuscular o la de Newton; y, por regla
general, han tratado de resolver el problera —como tratd Berkeley— diciendo que
las teorias abstractas no son auténticas aserciones acerca del mundo, sino que no son
nada mas que instrumentos: instrumentos para la prediccion de fendmenos
observables. He llamado «instrumentalismo» a esta tesis, y la he sometido a critica en
otro lugar?!: aqui diré solamente que rechazo el instrumentalismo, y daré no més que
una razon de esta repulsa: la de que no resuelve el problema de las propiedades
«abstractas», «ocultas» o «estructurales». Pues dichas propiedades no solo aparecen
en las teorias «abstractas» en que piensan Berkeley y sus sucesores: se las menciona
constantemente, por todo el mundo, y en el lenguaje cotidiano; casi todos los
enunciados que hacemos trascienden la experiencia; no existe una frontera neta entre
un «lenguaje empirico» y un «lenguaije tedrico»: teorizamos constantemente, incluso
cuando hacemos el enunciado singular mas trivial que pueda haber. Y con esta
observacidon hemos llegado al problema principal que pretendo examinar en este
apéndice.

2) Es innegable que si decimos «todos los cisnes son blancos», entonces la
blancura que predicamos es una propiedad observable; y en la misma medida
podemos decir que un enunciado singular tal como «este cisne es blanco» esta basado
en la observacion. Y, con todo, trasciende la experiencia: no debido a la palabra
«blanco», sino a la de «cisne»; pues al llamar «cisne» a algo le atribuimos
propiedades que van mucho mas alla de la mera observacién —casi tan lejos como si
afirmaramos que esta compuesto de «corpusculos.

Asi pues, no solamente las teorias explicativas mas abstractas trascienden la
experiencia, sino que también lo hacen los enunciados singulares mas corrientes:
pues incluso éstos son siempre interpretaciones de «los hechos» o la luz de unas
teorias (y lo mismo ocurre hasta con «los hechos» del caso: contienen universales, y
los universales entranan siempre un comportamiento legal).

Al final del apartado 25 he explicado sucintamente de qué modo cuando se
utilizan universales como «vaso» 0 «agua» en un enunciado tal como «aqui hay un
vaso de agua», necesariamente se trasciende la experiencia. Se debe al hecho de que
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las palabras como «vaso» 0 «agua» se usan para caracterizar el comportamiento legal
de determinadas cosas, lo cual puede expresarse llamandoles «palabras de
disposiciones». Ahora bien; puesto que toda ley trasciende la experiencia —lo cual es
simplemente otra manera de decir que no es verificable—, todo predicado que
expresa un comportamiento legal la trasciende también; y, por ello, el enunciado
«este recipiente contiene agua» es una hipdtesis contrastable pero no verificable, y
trasciende la experiencial3!. Por esta razén, es imposible «constituir» ningtn término
verdaderamente universal (como Carnap ha tratado de hacer), es decir, definirlo en
términos puramente experimentales o de observacidn (o «reducido» a términos
puramente de experiencia o de observacién): como todos los universales
corresponden a disposiciones no es posible reducirios a la experiencia; hemos de
introducirios como términos indefinidos, a excepcion de los que podemos definir a
partir de otros universales que no son de experiencia (Como ocurre con «agua» Si
preferimos definira por «una combinacién de dos dtomos de hidrdgeno y uno de
oxigeno»).

3) Suele no prestarse atencidn a que todos los universales corresponden a
disposiciones, debido al hecho de que pueden hacerlo en grados diversos. Asi,
«soluble» y «rompible» corresponden, sin duda alguna, a disposiciones en mayor
grado que «disuelto» y «roto; pero, a veces, no nos damos cuenta de que también lo
hacen estos Ultimos téminos: un quimico no diria que el azlcar o la sal se han
disuelto en agua Si no esperase poder recuperarlos evaporando ésta, de modo que
«disuelto» denota un estado de disposicion; y en cuanto a «roto», basta considerar de
qué modo procedemos cuando dudamos acerca de si una cosa esta rom o no
(cualquier cosa que se nos haya caido, 0 bien uno de nuestros huesos, por eiemplo):
contrastamos el comportamiento de la cosa en cuestion, tratando de averiguar si
muestra cierta movilidad indebida; de modo que «roto», lo mismo que «disuelto»,
describe ciertas disposiciones a comportarse de una manera regular o legal.
Analogamente, decimos de una superficie que es roja, o blanca, si tiene la disposicion
para reflgjar la luz roja o blanca, respectivamente, y si tiene, en consecuencia, la
disposicion a presentar un aspecto rojo o blanco a la luz del dia. En general, el
caracter de cualquier propiedad universal de corresponder a disposiciones se hace
patente si consideramos qué contrastaciones emprendemos cuando dudamos sobre si
una propiedad se presenta 0 no en un caso particular.

Asi pues, el intento de distinguir entre predicados de disposiciones y otros que no
lo sean esta equivocado, lo mismo que le ocurre al de distinguir entre témminos (o
bien, lenguajes) tedricos y téminos (lenguajes) no tedricos, empiricos, de
observacién, facticos u ordinarios. Quiza ocurra lo siguiente: se tiende a considerar
factico u «ordinario» lo que se ha aprendido antes de llegar a determinada edad
critica, y tedrico —o, tal vez, <meramente instrumental»— aquello de que se oye
hablar después. (Al parecer, la edad critica depende del tipo psicoldgico.)

4) Las leyes universales trascienden la experiencia, aunque no sea mas que por



ser universales y trascender, por ello, cualquier nimero finito de sus ejemplos
observables; y los enunciados singulares la trascienden también debido a que los
términos universales que aparecen normalmente en ellos entrafian disposiciones a

comportarse de una manera legal, de suerte que entrafnan leyes universales (o cierto
grado inferior de universalidad, por regla general). Seguin esto, las leyes universales
trascienden la experiencia, al menos, de dos modos: debido a su universalidad, y por
efecto de la aparicion en ellas de términos universales (o de disposiciones); y también
lo hacen en grado mas elevado si los términos de disposiciones que se encuentran en
ellas tienen este caracter en grado mas alto o son mas abstractos. Hay estratos

sucesivos de grados de universalidad cada vez mas elevados, y, por tanto, lo mismo

de trascendencia. (En el apartado *15 del PostScript trato de explicar en qué sentido
existen también estratos de lo que podria llamarse «profundidad».)

Naturalmente, las leyes o las teorias cientfficas no son verificables por causa de
dicha trascendencia, y debido a ésta la contrastabilidad o refutabilidad es lo Unico
gue las distingue, en general, de las teorias metafisicas.

Si se pregunta por qué empleamos estas leyes universales trascendentes en lugar
de cefiirnos mas a la «experiencia», pueden darse dos tipos de respuesta.

a) Porque las necesitamos: es decir, porgue no existe tal «pura experiencia», sino
solamente la experiencia interpretada a la luz de expectaciones o de teorias que son
«trascendentes».

b) Porque un tedrico es un hombre que quiere explicar las experiencias, y porque
toda explicacién conlleva la utilizacion de hipdtesis explicativas, que (para ser
contrastables independientemente: véase el apartado *15 del PostScript) han de
trascender lo que esperamos explicar.

La razén encabezada con a) es pragmatica o instrumentalista, y aunque creo que
es verdadera, no considero que sea comparable en importancia a la que he marcado
con b): pues, aun en caso de que tuviese éxito un programa destinado a eliminar las
teorias explicativas para los fines practicos (digamos, para la prediccion), las metas
del tedrico no resultarian afectadas por ello4/,

5) En muchos lugares de este libro he aseverado que las teorias trascienden la
experiencia, en el sentido que aqui indico, a la vez que describia las teorias como
enunciados estrictamente universales.

William Kneale ha planteado una critica sumamente penetrante de la tesis de que
es posible expresar de un modo adecuado las teorias —o las leyes de la Naturaleza—
por medio de enunciados universales, tales como «todos los planetas se mueven en
elipses». He tenido grandes dificultades para entender la critica de Kneale, e incluso
ahora no estoy enteramente seqguro de entenderle correctamente; pero confio en que si
lo hago®!.

Creo que la cuestién que sefiala Kneale puede exponerse del modo siguiente.
Aunque los enunciados de leyes naturales entrafian enunciados universales, aquéllos
son logicamente mas exigentes que los Ultimos: no solamente aseveran que «todos los



planetas se mueven en elipses», sino algo asi como «todos los planetas se mueven

necesariamente en elipses». Kneale llama a un enunciado de esta indole un «principio
de necesariedad» [en ingl., necessitation], pero a mi entender no logra adarar
enteramente cuadl seria la diferencia entre un enunciado universal y un «principio de
necesariedad»: habla de que «es menester una formulacién mas precisa de las
nociones de contingencia y de necesidad»'®!, pero un poco més adelante leemos, con
gran sorpresa: «En realidad, la palabra ‘necesidad’ es la mas innocua de todas con las
quee tenemos que ocupamos en esta parte de la filosofia»!”. Admito, desde luego, que
entre estos dos pasajes de Kneale trata de persuadirnos de que «el sentido de esta

diferencia —la existente entre contingencia y necesidad— puede comprenderse

faciimente con unos ejemplos»!; pero sus ejemplos me dejan perplejo. En el
supuesto siempre de que mis esfuerzos por entender a Kneale hayan tenido éxito, he
de decir que su teoria positiva de las leyes naturales es para mi absolutamente

inaceptable. Y, con todo, sus criticas me parecen del maximo valor.

6) oy a explicar ahora, valiéndome de un gjemplo, aquello en que, seguin creo,
consiste esencialmente la critica de Kneale de la tesis para la cual pueden
caracterizarse las leyes de la Naturaleza de un modo Idgicamente suficiente 'y,
asimismo, intuitivamente adecuado, diciendo que son enunciados universales.

Consideremos un animal extinguido, digamos la moa, un ave gigantesca cuyos
huesos abundan en algunas ciénagas de Nueva Zelanda (yo mismo he excavado
buscandolos). Decidimos utilizar el nombre de «moa» como nombre universal (en
lugar de como nombre propio: cf. el apartado 14) de cierta estructura biolégica; pero
hemos de admitir que es completamente probable —e incluso completamente creible
— gue no hayan existido en el universo moas ningunas, ni vayan a existir, excepto las
gue vivieron en otro tiempo en Nueva Zelanda; y asumamos que esta tesis creible es
exacta.

Supongamos ahora que la estructura biolégica del organismo de la moa es de tal
indole que un animal de esta especie pueda vivir faciimente, en condiciones muy
favorables, hasta sesenta afios 0 mas; y supongamos, ademas, que las condiciones con
gue se encontrd la moa en Nueva Zelanda distaban mucho de ser ideales (debido, tal
vez, a la presencia de cierto virus), de modo que ninguna moa llegd jamas a tener
cincuenta anos. En este caso, el enunciado estrictamente universal «todas las moas
mueren antes de tener cincuenta afios» sera verdadero: pues, segin los supuestos
asumidos, no ha habido, hay, ni habra moa en todo el universo con mas de cincuenta
anos de edad. Pero este enunciado universal no sera una ley de la Naturaleza, pues —
de acuerdo con las asunciones hechas— seria posible que una moa viviese durante
mas tiempo, y el hecho de que ninguna haya vivido mas se debe Unicamente a unas
condiciones accidentales o contingentes (tales como la copresencia de cierto virus).

Este gemplo pone de manifiesto que puede haber enunciados estrictamente
universales y verdaderos que tengan un caracter accidental, en lugar del de
verdaderas leyes de la Naturaleza; y, en consecuencia, la caracterizacion de éstas
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como enunciados estrictamente universales es logicamente insuficiente e
intuitivamente inadecuada.

7) También indica este ejemplo en qué sentido cabe describir las leyes naturales
como «principios de necesidad» o «principios de imposibilidad», tal y como Kneale
propone. Pues, segin nuestras asunciones —que son perfectamente razonables—
seria posible que una moa alcanzase una edad mas elevada de la que realmente ha
alcanzado moa alguna, con tal de que se diesen unas condiciones favorables. Pero si
existiera una ley natural que limitase la edad de cualquier organismo del tipo moa a
cincuenta anos, entonces no seria posible que moa ninguna viviera mas afos que
éstos. Asi pues, las leyes naturales imponen ciertos limites a lo que es posible.

Todo esto me parece aceptable intuiivamente; y, en realidad, cuando he dicho en
varios lugares de este libro que las leyes naturales prohiben que ocurran determinados
eventos, 0 que tienen el caracter de prohibiciones, expresaba la misma idea intuitiva.
Pienso también que es enteramente posible, y tal vez induso conveniente, hablar de
«necesidad natural» o de «necesidad fisica» para describir dicho caracter de las leyes
naturales y de sus consecuencias légicas.

8) Pero, a mi juicio, es un error infravalorar las diferencias existentes entre esta
necesidad natural o fisica y otros tipos de ella, por ejemplo, la necesidad ldgica. Poco
mas o0 menos, podemos llamar logicamente necesario aquello que seria valido en
cualquier mundo concebible. Ahora bien, aunque es concebible que la ley de Newton
de la inversa del cuadrado de la distancia sea una verdadera ley de la Naturaleza en
algin mundo, y que en esa medida sea naturalmente necesaria en él, es perfectamente
concebible un mundo en que no fuese valida.

Kneale ha criticado este argumento sefalando que podemos concebir que la
conjetura de Goldbach (segiin la cual todo nlimero par mayor que dos es la suma de
dos nimeros primos) sea verdadera, y también que sea falsa, y ello aun cuando muy
bien pueda ser demostrable (o refutable) y, por tanto, sea matematicamente —o
l6gicamente— necesaria (o imposible). De aqui saca el argumento de que «no ha de
tomarse el que podamos concebir lo contradictorio como prueba negativa de la
necesidad en las matematicas»®: pero si esto es asi, ¢por qué —pregunta—
«tendriamos que suponer que NOS proporcione una prueba negativa en la ciencia
natural»?1%, Ahora bien, a mi entender esta argumentacion se apoya excesivamente
en la palabra «concebible», y ademas maneja un sentido de ella que es distinto del
que nosotros tenemos en cuenta: una vez que disponemos de una demostracion del
teorema de Goldbach, podemos decir que dicha demostracion estatuye precisamente
que es inconcebible un nimero par (mayor que dos) que no sea la suma de dos
primos (en el sentido de que lleva a resultados contradictorios, entre otros, a la
asercion de que 0 = 1, lo cual es «inconcebible»). En otro sentido, 0 = 1 puede ser
perfectamente concebible, y hasta cabe utilizarlo —del mismo modo que cualquier
otro enunciado matematicamente falso— como supuesto para una demostracion
indirecta. Ciertamente, podemos disponer una demostracion indirecta del modo
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siguiente: «Concibamos que a sea verdadero; entonces tendriamos que admitir que b
sea verdadero; pero sabemos que b es absurdo, luego es inconcebible que a sea
verdadero». Es evidente que, aungue este empleo de «concebible» e «inconcebible»
€S UN poco Vago y ambiguo, nos enganariamos si pretendiéramos que este modo de
razonar tiene que no ser valido, basandonos en que la verdad de a no puede ser
inconcebible, ya que habiamos empezado precisamente concibiéndola.

Asi pues, en ldgica y en matematicas, «inconcebible» es simplemente una palabra
para «conducente a una contradiccion manifiesta»: cualquier cosa que no nos lleva a
una contradiccién manifiesta es [dgicamente posible o «concebible», y cualquier otra
gue nos lleva es légicamente imposible o0 «inconcebible». Cuando Kneale dice que el
enunciado contradictorio de un teorema puede ser «concebible», emplea esta palabra
en otro sentido —que también es imeprochable.

9) Por tanto, una suposicién es ldgicamente posible si no es contradictoria en si
misma, y fisicamente posible si no contradice a las leyes naturales. Estos dos sentidos
de «posible» tienen de comdn lo suficiente para explicar por qué empleamos la
misma palabra; pero si ocultamos sus diferencias bajo una uniformidad superficial
sOlo nos veremos llevados a toscas confusiones.

Cuando se las compara con las tautologias l6gicas, las leyes de la Naturaleza
tienen un caracter accidental, contingente. Leibniz reconoce tal cosa al ensefar (cf.
Philos. Schriften, Gerhardt, 7, pag. 390) que el mundo es la obra de Dios, en un
sentido parecido a como un soneto, un rondd, una sonata o una fuga son la cbrade un
artista. Este puede elegir libremente cierta forma, con lo cual restringe su libertad por
medio de una eleccién: impone a su creacion ciertos principios de imposibilidad, por
ejemplo, sobre su ritmo (y, en menor medida, sobre sus palabras, que en comparacion
con el ritmo pueden parecer contingentes, accidentales: pero esto no quiere decir que
su eleccion de la forma o del ritmo no haya sido también contingente, pues podria
haber elegido otros).

Analogamente ocume con las leyes naturales. Restringen la eleccién
(I6gicamente) posible de hechos singulares: son, por tanto, principios de
imposibilidad con respecto a éstos, que parecen enormemente contingentes
comparados con las leyes naturales. Pero éstas, si bien son necesarias cuando se las
compara con los hechos singulares, son contingentes frente a las tautologias légicas,
ya que puede haber mundos estructuralmente diferentes, es decir, mundos con leyes
naturales diferentes.

Asi pues, la necesidad —o imposibilidad— natural es como la necesidad —o
imposibilidad— musical: es como la imposibilidad de un compas de cuatro por
cualro en un minué clasico, o la de acabar éste con un intervalo de séptima
disminuida o con cualquier otra disonancia. Impone principios estructurales sobre el
mundo; pero todavia permite una libertad muy grande a los hechos contingentes y
singulares, o0 sea, a las condiciones iniciales.

Si comparamos la situacion existente en la mUsica con la de nuestro eiemplode la
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moa, podemos decir: no hay ninguna ley musical que prohiba escribir un minué en
sol sostenido menor, pero, a pesar de ello, es muy posible que no se haya escrito nise
escriba jamas minué alguno en dicha clave tan desusada. Por tanto, podemos decir
que las leyes necesarias musicales pueden distinguirse de los enunciados
universalmente verdaderos acerca de los hechos historicos de la composicién
musical.

10) Parece que lo que Kneale propone —si le entiendo correctamente— es la tesis
opuesta, 0 sea, la de que las leyes naturales no son contingentes en ningun sentido; lo
cual, para mi, es algo tan equivocado como la tesis que él critica con razén: la de que
las leyes de la Naturaleza no son sino enunciados universales verdaderos.

Podria tal vez expresarse en términos religiosos la opinion de Kneale de que las
leyes de la Naturaleza son necesarias en el mismo sentido en que lo son las
tautologias 16gicas, del modo siguiente: Dios puede haberse enfrentado con la
eleccion entre crear un mundo fisico o no crearlo, pero una vez que eligio ya no fue
libre para escoger la forma —o estructura— del mundo; pues dado que dicha
estructura —las regularidades de la Naturaleza descritas por las leyes naturales— es
necesariamente lo que es, lo Unico que ha podido elegir libremente han sido las
condiciones iniciales.

Me parece que Descartes sostuvo una tesis muy parecida a ésta. Seguin él, todas
las leyes de la Naturaleza se siguen necesariamente de un solo principio analitico (la
definicién esencial de «cuerpo»), segin el cual «ser un cuerpo» significa lo mismo
que «ser extenso»: lo cual viene a implicar dos cuerpos diferentes no pueden ocupar
la misma extensién o espacio (en realidad, este principio es semejante al ejemplo
habitual de Kneale, el de «que nada que sea rojo serd también verde»['l. Pero la
teoria fisica —a partir de Newton— ha conseguido una profundidad de penetracion
que sobrepasa inmensamente la posicién cartesiana gracias a haber ido mas alla de
estas «verdades de Perogrullo» [en ingl., truisms] (como Kneale las llama,
acentuando su parecido con las tautologias [6gicas!12)).

Considero que la doctrina de que las leyes de la Naturaleza no son contingentes
en ninguin sentido es una forma particulamente extrema de una tesis que he descrito
y criticado en otro lugar con el nombre de «esendalismo»13], ya que entrafia la
doctrina de la existencia de explicaciones ultimas: es decir, la existencia de teorias
explicativas que a su vez no necesitasen ninguna explicacion ulterior ni fuesen
capaces de tenera. Pues si lograsemos reducir todas las leyes de la Naturaleza a
verdaderos «principios de necesariedad» —a verdades de Perogrullo como la de que
dos cosas esencialmente extensas no pueden ocupar la misma extension, o la de que
nada que sea rojo sera también verde—, toda explicacion ulterior se haria, al mismo
tiempo, innecesaria e imposible.

No encuentro razdn para creer que la doctrina de la existencia de explicaciones
Ulimas sea verdadera, y si muchas para creer que es falsa. Cuanto mas sabemos
acerca de las teorias —o de las leyes de la Naturaleza— tanto menos nos recuerdan a
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las verdades de Perogrullo cartesianas, que se explican a si mismas, o a las
definiciones esencialistas. Lo que la ciencia descubre no son perogrulladas; antes
bien, parte de la grandeza y de la belleza de la ciencia consiste en que podemos
aprender, mediante nuestras propias investigaciones criticas, que el mundo es
enteramente diferente de cuanto habiamos imaginado nunca —hasta que enardecimos
la imaginacion al quedar refutadas nuestras teorias anteriores—. No parece haber
razén alguna para que se ponga fin a este procesol4l,

El apoyo mas fuerte en favor de cuanto he dicho proviene de nuestras
consideraciones sobre el contenido y la probabilidad légica (absoluta). Si las leyes de
la Naturaleza no son meramente enunciados estrictamente universales, han de tener
mayor fuerza Idgica que los enunciados universales correspondientes, ya que estos
Ulimos tienen que ser deductibles de ellas. Pero, como hemos visto (al final del
apéndice *v), podemos definir la necesidad Iégica de a por medio del definiens.

p@=p@a=1

Por otra parte, obtenemos para enunciados a universales (cf. el mismo apéndice y
los *vil y *vin):

p@=p(a) =0

y lo mismo tiene que ocurrir con cualquier enunciado de mayor fuerza légica. Segiin
esto, y por su mayor contenido, toda ley de la Naturaleza esta todo lo lejos de serun
enunciado logicamente necesario que puede estarlo un enunciado coherente; y en
cuanto a su significaciéon Idgica, se encuentra mucho mas cerca de un enunciado
universal kxmeramente accidental» que de una verdad logica de Perogrullo.

11) El fruto de toda esta discusion es que estoy dispuesto a aceptar las criticas de
Kneale en la medida en que lo estoy a aceptar la tesis de que existe una categoria de
enunciados —las leyes de la Naturaleza— que tienen mayor fuerza légica que los
enunciados universales correspondientes. En mi opinion, esta doctrina es
incompatible con cualquier teoria de la induccién, pero causa pocos efectos, 0
ninguno, en mi propia metodologia. Por el contrario, es evidente que sera preciso
someter a contraste cualquier principio —propuesto o conjeturado— que declare la
imposibilidad de determinados eventos: y ello tratando de hacer ver que dichos
eventos son posibles. Pero éste es precisamente el procedimiento de contrastar por
que yo abogo.

Por tanto, no es necesario cambiar absolutamente nada desde el punto de vista
que hemos adoptado —en lo que se refiere a metodologia—. El cambio afectara al
nivel ontoldgico, metafisico; y podemos describirlo diciendo que si conjeturamos que
a es una ley natural, conjeturamos que a expresa una propiedad estructural de
nuestro mundo: propiedad que impide que acontezcan ciertos eventos singulares —
l6gicamente posibles— o ciertas situaciones de determinado tipo (de parecido modo a
como hemos explicado en los apartados 21 a 23 del libro, y, asimismo, en los 79, 83 y



85).

12) Como Tarki ha puesto de manifiesto, es posible explicar la necesidad logica a
partir de la universalidad: cabe decir de un enunciado que es légicamente necesario si
y sOlo si es deductible (por ejemplo, gracias a una particularizacion) de una funcion
de enunciados «universalmente valida», es decir, de una funcidn de enunciados que
se satisface por todo modelo!®! (esto quiere decir que es verdadera en todos los
mundos posibles).

Considero que podemos explicar por el mismo método lo que queremos decir por
necesidad natural;, pues cabe adoptar la siguiente definicion.

Cabe decir que un enunciado es naturalmente —o fisicamente— necesario si y
solo si es deductible de (la clausura de) una funcion de enunciados que se satisfaga
en todos los mundos que, a lo mas, difieran del nuestro en lo que respecta a las
condliciones iniciales.

Desde luego, no podemos nunca saber si una supuesta ley lo es auténticamente, o
Si parece serlo pero depende, en realidad, de ciertas condiciones iniciales peculiares
existentes en nuestra zona del universo (cf. el apartado 79). Por tanto, no llegaremos
jamas a averiguar si un enunciado dado no légico es de hecho naturalmente
necesario: la conjetura de que lo es no deja jamas de serlo (no solamente porque no
podemos escudrinar la totalidad de nuestro mundo para aseguramos de que no exista
ningun ejemplo en contra, sino por la razén alin mas fuerte de que no nos es posible
escudrifar todos los mundos que difieran del nuestro en lo que respecta a las
condiciones iniciales). Pero aunque la definicién que hemos propuesto excluye la
posibilidad de obtener un criterio positivo de necesidad natural, podemos aplicar en
la practica aplicaria de un modo negativo: encontrando condiciones iniciales bajo las
que la supuesta ley resulte perder su validez, podemos hacer patente que no era
necesaria, 0 sea, que no es una ley de la Naturaleza. Con lo cual, la definicién que
hemos propuesto se ajusta perfectamente a nuestra metodologia.

SegUn esta definicion, todas las leyes de la Naturaleza, juntamente con todas sus
consecuendias logicas, serian, desde luego, natural o fisicamente necesarias10!.

Puede advertirse inmediatamente que la definicién propuesta se encuentra de
perfecto acuerdo con los resultados a que habiamos llegado en nuestra discusion del
ejemplo de la moa (cf. los puntos anteriores 6 y 7): precisamente porque pensabamos
gue las moas podrian vivir un tiempo mas largo bajo otras condiciones diferentes —y
mas favorables— es por lo que nos parecia que un enunciado universal verdadero
acerca de su maxima edad real tenfa caracter accidental.

13) Introducimos ahora el simbolo «N» como nombre de la dase de los
enunciados que son necesariamente verdaderos en el sentido de la necesidad natural o
fisica: esto es, verdaderos cualesquiera que sean las condiciones iniciales.

Valiéndonos de «N» podemos definir «a ~b» (0, expresado lingliisticamente, «si
a, entonces necesariamente b») por la siguiente definicion, bastante obvia:



(D) a~besvedadens y solamentesia = b N;

que quiza pueda formularse del modo siguiente: «si a, entonces necesariamente fe» es
valido si y solamente si «si a entonces b» es necesariamente verdadero. Aqui «a —
b» es, desde luego, el nombre de un condicional corriente, cuyo antecedente seaa y
Ccuyo consecuente sea b; si hubiéramos tenido la intencién de definir el entranamiento
l6gico o «implicacién estricta» podriamos utilizar también (D), pero interpretando
«N», sin embargo, como «ldgicamente necesario» (en lugar de como «natural o
fisicamente necesario»).

En virtud de la definicién (D), podemos decir de «a ~b» que es el nombre de un
enunciado con las siguientes propiedades.

(A)axbno siempre es verdadero sia es falso, frente a lo que ocure cona - b.
(B) a ~'b no siempre es verdaderosib es verdadero, frente a lo que sucede con a = b.
(A) a xb es siempre verdadero si a es imposible —o necesariamente falso—, 0 si su
negacion, a, es necesariamente verdadera —ya se trate de una necesidad logica o
fisica—. (Cf., mas adelante, las paginas 410-11 y la nota 26.)
(B’) a~ b essiempre verdadero sib es necesariamente verdadero (bien por necesidad
l6gica o fisica).

En todo lo anterior, @ y b pueden ser tanto enunciados como funciones de
enunciados.

Podemos llamar a «a yb» un «condicional necesario» o «condicional ndmico»; y
expresa, segUin creo, lo que algunos autores han llamado «condicionales subjuntivos»
0 «condicionales contrafacticos» (me parece, sin embargo, que otros autores mientan
algo diferente con «condicional contrafactico»: consideran que este nombre implica
que a es facticamente falso1’} a mi entender no debe recomendarse este empleo).

Basta una ligera reflexion para darse cuenta de que la dase de los enunciados
naturalmente necesarios, N, no solamente comprende la clase de todos los enunciados
que —del mismo modo que ocurre con las verdaderas leyes universales de la
Naturaleza— es posible describir intuitivamente como los que no quedan afectados
por cambios de las condiciones iniciales, sino también todos aquellos enunciados que
se siguen de verdaderas leyes universales de la Naturaleza, o de teorias estructurales
verdaderas acerca del mundo. Entre éstos habra enunciados que describirdn un
conjunto perfectamente definido de condiciones iniciales: por ejemplo, unos que
tengan la forma, «si en este matraz se mezdan hidrdgeno y oxigeno a la temperatura
ordinaria y a una presién de 1.000 g/cm2, ..., entonces ...». Si los enunciados
condicionales de este tipo son deductibles de verdaderas leyes naturales, entonces su
verdad sera invariante con respecto a todos los cambios de condiciones iniciales: o
bien éstas (que se describen en el antecedente) se satisfaran, y entonces el
consecuente sera verdadero (y, por tanto, todo el condicional), o bien dichas
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condiciones (iniciales) expresadas en el antecedente no se satisfaran, y seran, por
tanto, facticamente falsas («contrafacticas»); y, en tal caso, el condicional sera
verdadero satisfaciéndose de un modo vacio. Asi pues, el satisfacerse de un modo
vacio —de que se ha discutido tanto— desempenia su propio papel para asegurar que
los enunciados deductibles de leyes naturalmente necesarias son también
«naturalmente necesarios» en el sentido de nuestra definicion.

Es verdad que podriamos haber definido N sencillamente como la clase de las
leyes naturales y de sus consecuencias ldgicas; pero quiza es algo mas ventajoso
definirfa valiéndose de la idea de condiciones iniciales (0 sea, de una clase simultanea
de enunciados singulares): por ejemplo, si definimos N como la clase de los
enunciados que son verdaderos en todos los mundos que, a lo mas, difieren del
nuestro en lo que respecta a las condiciones iniciales, evitamos emplear un modo de
expresion subjuntivo (o contrafactico), tal como «que serian verdaderos incluso si (en
nuestro mundo) prevalecieran condiciones iniciales distintas de las que prevalecen
realmente».

Con todo, la frase «todos los mundos que, a lo mas, difieren del nuestro en lo que
respecta a las condiciones iniciales» contiene implicitamente la idea de leyes de la
Naturaleza: lo que queremos decir es «todos los mundos que tienen la misma
estructura —o las mismas leyes naturales— que el nuestro». En la medida en que
nuestro definiens contiene implicitamente la idea de leyes de la Naturaleza puede
decirse que (D) adolece de circularidad; pero todas las definiciones tienen que ser
circulares en este sentido, y precisamente todas las deducciones (frente a las
demostraciones18l) —por ejemplo, todos los silogismos— son circulares: la
conclusion tiene que estar contenida en las premisas. Sin embargo, nuestra definicién
no es circular en un sentido mas técnico: su definiens maneja una idea intuitiva
perfectamente clara, la de que varien las condiciones iniciales de nuestro mundo (idea
con la que se encuentra habitualmente cualquier experimentador todos los dias);
interpreta el resultado de tales cambios como la construccion de una especie de
«modelo» de nuestro mundo (modelo o «copia» que no necesita ser fiel en lo que
respecta a las condiciones iniciales), e imita luego el conocido sistema de llamar
«necesarios» a los enunciados que son verdaderos en (el universo de) todos estos
modelos (es decir, para todas las condiciones iniciales Idgicamente posibles).

14) El modo en que he tratado ahora este problema es diferente intuiivamente del
de una versidn anteriormente publicada’®. A mi entender, ha habido un
perfeccionamiento considerable, y reconozco con gusto que, en gran medida, debo
dicho perfeccionamiento a las criticas de Kneale. No obstante tal cosa, desde un
punto de vista mas técnico (y ya no intuitivo) los cambios son leves. Pues en aquel
trabajo yo partia: a) de la idea de leyes naturales; b) de la idea de los condicionales
que se siguen de éstas —ahora bien, a) y b) juntamente tienen la misma extension que
N, como hemos visto—; sugeria, ademas, ¢) que los «condicionales subjuntivos» son
los que se siguen de b) —esto es, son justamente los de la clase b)— vy, en el Ultimo



pamafo, d) que tal vez tengamos que introducir la suposicion de que todas las
condiciones iniciales légicamente posibles (y, por tanto, todos los eventos y procesos

compatibles con las leyes) se realizan en algun lugar'y en algin momento del mundo:
lo cual es una forma algo tosca de decir poco mas 0 menos lo que digo actualmente
apoyandome en la idea de todos los mundos que, a lo mas, difieren del nuestro en

cuanto a condiciones iniciales!2°!.

En realidad, podria formularse mi posiciéon de 1949 con ayuda del enunciado
siguiente: aungque nuestro mundo no comprenda quiza todos los mundos légicamente
posibles, ya que tal vez sean posibles mundos de estructura diferente —o sea, con
diferentes leyes—, comprende todos los mundos fisicamente posibles, en el sentido
de que en él estan realizadas —en algun lugar, en algin momento— todas las
condiciones iniciales fisicamente posibles. Mi tesis actual es que es enteramente
obvio que esta suposicion metafisica posiblemente sea verdadera —en ambos
sentidos de «posible»—, pero que es mucho mejor no cargamos con ella.

Mas una vez que se adopta la suposicion metafisica mencionada, mis tesis antigua
y actual se convierten en equivalentes (excepto en cuanto a diferencias puramente
terminoldgicas) en lo que se refiere al estatuto de las leyes. De modo que mi antigua
tesis es, todo lo mas, mas «metafisica» (0 menos «positivista»») que la de ahora, aun
cuando no emplea la palabra «necesario» al describir dicho estatuto.

15) Para un estudioso de la metodologia que se oponga a la doctrina de la
induccién y se adhiera a la de la falsacion, hay poca diferencia entre la tesis de que
las leyes universales no son sino enunciados estrictamente universales y la de que son
«necesarios»: en uno y olro caso, sdlo podemos someter a contraste nuestras
conjeturas intentando refutarias.

Para el inductivista, en este punto reside una diferencia crucial: tendria que
rechazar la idea de leyes «necesarias», ya que éstas, por tener mayor fuerza légica,
seran aln menos accesibles a la induccién que los meros enunciados universales.

Mas los inductivistas, de hecho, no razonan siempre de esta manera: por el
contrario, algunos parecen pensar que quiza pueda utilizarse de algin modo, para
justificar la induccién, un enunciado que afimme que las leyes de la Naturaleza son
necesarias; tal vez algo por el estilo de un «principio de uniformidad de la
Naturaleza».

Pero es evidente que ningun principio de esta indole podria justificar jamas la
induccién: nunca podria hacer validas, ni siquiera probables, las conclusiones
inductivas.

Es enteramente verdad, desde luego, que podriamos apelar a un enunciado tal
como «existen leyes de la Naturaleza» si quisi€ramos justificar nuestra blsqueda de
tales leyes!i?!, Pero en el contexto de la observacion que he hecho, «justificar» tiene
un sentido muy diferente del que adquiere en el contexto acerca de la cuestién sobre
si podemos justificar la induccion. En este Ulimo caso, queremos estatuir ciertos
enunciados (las generalizaciones inducidas); en el primero, se trata simplemente de



justificar una actividad, la busqueda de leyes. Ademas, aun cuando esta actividad
pueda justificarse —en cierto sentido— por el conocimiento de que existan
verdaderas leyes (o sea, de que en el mundo existan regularidades estructurales),
podria quedar justificada lo mismo incluso sin tal conocimiento: la esperanza de que
haya alimentos en algun sitio «justifica», sin duda, su busqueda —especialmente si
desfallecemos de hambre—, aunque dicha esperanza esté muy lejos de un
conocimiento. Asi pues, podemos decir que, si bien el conocimiento de que existan
verdaderas leyes aumentaria algo la justificacion de nuestra busqueda de ellas, tal
indagacién esta justificada —aun en caso de que nos falte dicho conocimiento— por
nuestra curiosidad, o por la mera esperanza de tener éxito.

Todavia més: la distincion entre leyes «necesarias» y enunciados estrictamente
universales no parece tener trascendencia para este problema: sean necesarias o no, el
conocimiento de que existan leyes aumentaria algo la «justificacién» de nuestra
bUsqueda, sin ser preciso para este tipo de «justificacions.

16) Creo, sin embargo, que la idea de que haya leyes necesarias en la Naturaleza,
en el sentido de la necesidad natural o fisica expuesta en el punto 12), tiene
importancia metafisica u ontoldgica, y un gran significado intuitivo en relacién con
nuestras tentativas de comprender el mundo. Y aungue es imposible estatuir esta idea
metafisica ni apoyandose en razones empiricas (pues no es falsable) ni en razones de
otra indole, creo que es verdadera, como he indicado en los apartados 79y 83 a 85.
Mas trato actualmente de ir mas alla de lo que dije en tales apartados, acentuando el
peculiar estatuto ontoldgico de las leyes universales (por eemplo, hablando de su
«necesidad» o de su «caracter estructural») y subrayando también que el caracter
metafisico —o la imefutabilidad— de la asercion de que las leyes de la Naturaleza
existan, no tiene por qué impedimos discutir dicha asercién de un modo racional: esto
es, de un modo critico (véase mi PostScript, especialmente los apartados *6, *7, *15
y ¥120).

Pese a lo cual, considero —en disconformidad con Kneale— que «necesario» es
una mera palabra: un marbete Util para distinguir la universalidad de las leyes de la
universalidad «accidental». Desde luego, cualquier otro marbete valdria lo mismo,
pues apenas hay relacién alguna con la necesidad légica; y estoy fundamentalmente
de acuerdo con el espiritu de la pardfrasis wittgensteiniana de Hume: «No existe
necesidad alguna de que ocuma una cosa por haber ocurrido otra. No hay mas
necesidad que la necesidad 16gica»?2]. a b esté relacionado con la necesidad 1égica
de un solo modo: no se encontrara el lazo necesario entrea y b niena nien b, sino
en el hecho de que el condicional correspondiente, @ = b (sin «N»), se sigue con
necesidad Iogica de una ley de la Naturaleza —de que es necesario, relativo a una ley
de la NaturalezalZ3!—. Y puede decirse que una ley natural es necesaria a su vez por
ser ldgicamente deductible de una ley de un grado de universalidad alin mas elevado,
o de mayor «profundidad» —o explicable por ella—. (Véase mi PostScript, apartado
*15.) Podria suponerse que la conjetura de que exista esta dependencia, Idgicamente
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necesaria, de enunciados verdaderos de mayor universalidad, es lo que ha sugerido

inicialmente la idea de la «conexidn necesaria» entre causa y efecto!24!,

17) Hasta donde puedo entender as discusiones modernas acerca de
«condicionales subjuntivos» (0 «condicionales contrarios a los hechos», o
«condicionales contrafacticos»), me parece haber surgido principalmente de la
situacién problematica creada por las dificultades inherentes al inductivismo, al
positivismo, al operacionismo o al fenomenismo.

El fenomenista, por ejemplo, quiere traducir los enunciados sobre objetos fisicos
en enunciados sobre observaciones. Por ejemplo, «hay un tiesto en el alféizar de la
ventana» sera traducible por algo asi como «si alguien situado en el lugar apropiado
mira en la direccion apropiada, vera lo que ha aprendido a llamar tiesto». La objecién
mas sencilla (pero en modo alguno la mas importante) que se puede oponer al
segundo enunciado como traduccidn del primero es sefalar que mientras el sequndo
sera verdadero (de un modo vacio) cuando nadie mira el alféizar, seria absurdo decir
gue siempre que nadie mira a cierto alféizar tiene que haber en él un tiesto; mas el
fenomenista siente la tentacién de contestar que el argumento depende de la tabla
veritativa del condicional (o de la (éimplicaciéon material»), y que hemos de
percatarnos de la necesidad de interpretar éste de un modo diferente: una
interpretacion modal que tenga en cuenta el hecho de que lo que queremos decir es
algo asi como «si alguien mira —o si alguien estuviese mirando—, vera —o veria—
un tiesto»{2°],

Podré pensarse que nuestro a b es capaz de proporcionamos el condicional
modal deseado, y, en cierto modo, asi es: en realidad, cumple este papel del mejor
modo que es posible cumplido. No obstante lo cual, subsiste nuestra objecién
primera, porque sabemos que si a es necesario esto es, sia ¢ N— entonces se cumple

a~ b paratodo b: esto quiere decir que si, por la razén que sea, el sitio en que estd
situado (0 no lo estd) un tiesto es tal que es fisicamente imposible que nadie lo mire,

entonces, «si alguien mira —o si alguien estuviese mirando— a dicho sitio, vera —o
veria— un tiesto» sera verdadero, simplemente por no poder mirar nadie tal lugar;

pero esto significa que la traduccién modal fenomenista de «hay un tiesto en el sitio
X» sera verdadera en todos los sitios en que, por la razdn fisica que sea, nadie pueda

mirarlo (asi pues, hay un tiesto —o cualquier otra cosa que queramos— en el centro
del sol). Ahora bien, esto es absurdo.

Por esta razdn, y por otras muchas, no creo que haya muchas posibilidades de
rescatar el fenomenismo por este método.

En cuanto a la doctrina del operacionismo —que exige que puedan definirse los
términos cientificos, tales como longitud o solubilidad, a base de un procedimiento
experimental apropiado—, puede hacerse ver muy facilmente que todas las llamadas
definiciones operativas adoleceran de circularidad; lo cual haré patente brevemente
en el caso de «solublex»!26],
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En los experimentos mediante los cuales contrastamos si una substancia, por
ejemplo el azlicar, es soluble en agua, se llevan a cabo contrastaciones tales como la
recuperacion del azucar disuelto a partir de la disolucién (digamos, evaporando el
agua: cf. el punto anterior 3). Es evidente que es necesario identificar la substancia
que se ha recuperado, es decir, averiguar si posee las mismas propiedades que el
azucar, entre las cuales una de ellas es la solubilidad en agua. Asi, pues, para definir
«[309] es soluble en agua» por medio de una contrastacidn operativa tipica
tendriamos que decir, por lo menos, algo analogo a lo siguiente:

«x es soluble en agua si y sblo si, a) cuando se introduce x en agua
(necesariamente), desaparece, y b) cuando, una vez que se ha evaporado el agua se
recupera (necesariamente) una substancia que, a su vez, es soluble en agua».

La razon fundamental de la circularidad de este tipo de definicién es muy
sendilla: los experimentos no son nunca concluyentes; y han de ser contrastables, a su
vez, por medio de experimentos ulteriores.

Al parecer, los operacionistas han creido que, una vez resuelto el problema de los
condicionales subjuntivos (de suerte que pudiera evitarse el satisfacerse en vacio el
condicional definidor), no se encontrarian con ningun otro obstaculo que estorbase la
definicion operacional de términos de disposiciones; y todo indica que el gran interés
manifestado en el llamado problema de los condicionales subjuntivos (o
contrafacticos) se ha debido, principalmente, a dicha creencia. Pero me parece haber
mostrado que incluso en caso de haber resuelto el problema de analizar Ibgicamente
los condicionales subjuntivos (o «ndmicos»), no podemos abrigar la esperanza de
definir operativamente los témminos de disposiciones (o téminos universales): pues
éstos trascienden la experiencia, segun he explicado en el presente apéndice en los
puntos 1y 2,y en el apartado 25 del libro.
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APENDICE *XI.

Sobre el uso y abuso de experimentos
imaginarios, especialmente
en la teoria cuantica

Las criticas que presento en la parte final de este apéndice son de caracter légico.
No trato de refutar ciertos argumentos, algunos de los cuales —segun tengo
entendido— quiza hace bastante tiempo que han sido dados de lado por sus
creadores, sino que intento mas bien poner de manifiesto que ciertos métodos de
argumentar son inadmisibles: métodos que se han empleado durante muchos afios en
las discusiones acerca de la interpretacion de la teoria cuantica, sin que nadie los haya
puesto en tela de juicio. Lo que aqui critico es, fundamentalmente, el empleo
apologético de experimentos imaginarios, y no ninguna teoria en concreto en cuya
defensa se hayan esgrimido tales argumentos!l. Y menos aln quiero dar lugar a la
impresion de que dudo de la utilidad de los experimentos imaginarios.

1) Uno de los experimentos imaginarios mas importantes de la historia de la
filosofia natural, y uno de los argumentos mas sencillos y mas ingeniosos de la
historia del pensamiento racional acerca de nuestro universo, estan contenidos en la
critica de Galileo de la teoria del movimiento aristotélicol2l. Allf se desaprueba la
suposicién aristotélica de que la velocidad natural de un cuerpo mas pesado sea
mayor que la de un cuerpo mas ligero. «Si tuviésemos dos mdviles —argumenta el
portavoz de Galileo— de velocidades naturales diferentes, seria de esperar que,
uniendo el mas tardo con el mds veloz, éste seria en parte retardado por el mas tardo,
y el mas tardo en parte acelerado por el mas veloz»; asi pues, «si esto es asi, y es
también verdad que una piedra grande se mueve, supongamos, con ocho grados de
velocidad, y una menor con cuatro, al unir las dos, el sistema compuesto tendra que
moverse con velocidad menor que ocho grados; sin embargo, las dos piedras unidas
hacen una piedra mayor gue la primera, que se movia con ocho grados de velocidad;
sin embargo, este compuesto (que es mayor que la primera piedra sola) se movera
mas lentamente que la primera piedra sola, que es menor. lo que estd en contrade tu
suposicién»L31. Y como se habia partido para el razonamiento de dicha suposicion de
Aristoteles, ésta queda ahora refutada, pues se pone de manifiesto que es absurda.

Encuentro en el experimento imaginario de Galileo un modelo perfecto del
empleo mejor de los experimentos imaginarios: se trata del empleo critico. No quiero
sugerir, sin embargo, que no haya ninglin otro modo de utilizarlos: su uso heuristico,
en especial, es muy valioso; pero también existen otros usos menos valiosos.
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Un ejemplo antiguo de lo que yo llamo empleo heuristico de experimentos
imaginarios es el que constituye la base heuristica del atomismo. Imaginamos que
tormamos un trozo de oro, o de otra substancia, y que lo partimos en trozos cada vez
mas pequenos «hasta que llegamos a partes tan pequefas que no pueden subdividirse
mas»: se trata de un experimento mental que se emplea para explicar los «atomos
indivisibles». Los experimentos imaginarios heuristicos han adquirido especial
importancia en la termodindmica (ciclo de Camot), y Ulimamente se han puesto algo
de moda debido a su empleo en las teorias de la relatividad y de los cuantos. Uno de
los mejores ejemplos de este tipo es el experimento de Einstein de la elevacion
acelerada: nos da una imagen de la equivalencia local de la aceleracién y la gravedad,
y sugiere que los rayos de luz puedan avanzar en un campo gravitatorio a lo largo de
trayectorias curvilineas. Este empleo tiene importancia y es legitimo.

El propdsito principal de esta nota es poner en guardia frente a lo que podria
llamarse empleo apologético de los experimentos imaginarios: el cual proviene,
segun creo, de las discusiones sobre el comportamiento de metros y de relojes desde
el punto de vista de la relatividad especial. Estos experimentos se utilizaron
primeramente a modo de ejemplo o con fines de exponer algo claramente, lo cual es
perfectamente legitimo; pero mas tarde —y también en los debates sobre la teoria
cuantica— se han empleado a veces como argumentos, lo mismo con talante critico
como apologético (el microscopio imaginario de Heisenberg —a través del cual
podrian observarse electrones— ha desempeiado un importante papel en este
proceso: véanse, mas adelante, los puntos 9 y 10).

Ahora bien; no cabe duda de que el empleo de experimentos imaginarios en la
argumentacion critica es legitimo: pues equivale al intento de poner de manifiesto
que el autor de una teoria ha pasado por alto ciertas posibilidades; y es claro que
también ha de ser legitimo enfrentarse con tales objeciones criticas mostrando, por
giemplo, que el experimento imaginario propuesto es imposible en principio, y que
—al menos en el caso de que se trata— no se habia dejado de tener en cuenta ninguna
posibilidad!*!. Generalmente, puede permitirse un experimento imaginario ideado con
espiritu critico (es decir, con objeto de criticar una teoria haciendo ver que no se
habian tomado en consideracion ciertas posibilidades), pero ha de guardarse un
cuidado extremo al replicarle: cuando para defender dicha teoria se reconstruye el
experimento controvertido, tiene una importancia especial no introducir
idealizaciones algunas ni otras suposiciones especiales, a menos que sean favorables
a un contradictor, o a menos que ningln objetante que utilice el experimento
imaginario en cuestion tenga que aceptarlas.

De un modo mas general, considero que el empleo de experimentos imaginarios
para fines de argumentacion es legitimo solamente si se enuncian con claridad las
tesis del que se opone a nuestros argumentos, y si se observa estrictamente la regla de
que las idealizaciones que se hagan han de ser concesiones a nuestro oponente, o al
menos aceptables por él. Por gemplo, en el caso del ciclo de Camot todas las
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idealizaciones introducidas aumentan el rendimiento de la maquina, de modo que el
objetante a la teoria —quien afirma que una maquina térmica puede producir trabajo
mecanico sin hacer pasar calor de una temperatura mas elevada a otra mas baja— ha
de reconocer que se trata de concesiones. Es evidente que siempre que se infringe
esta regla no han de permitirse idealizaciones con fines de argumentacion critica.

3) Puede aplicarse la regla mencionada, por gemplo, al debate iniciado con el
experimento imaginario de Einstein, Podolski y Rosen (experimento que Einstein
vuelve a enunciar de un modo sucinto en una carta que reproducimos aqui en el
apéndice *XII; y debate sobre el que hago comentarios ulteriores en mi PostScript,
apartado *109). En su argumentacion critica, Einstein, Podolski y Rosen tratan de
emplear idealizaciones aceptables por Bohr —y, en su réplica, este fisico no
cuestiona la validez de las mismas—: introducen (cf. el apartado *109 citado y el
apéndice *x11) dos particulas, A y B, cuya interaccién es tal que gracias a medir la
posicion (o el momento) de B, la teoria nos permite calcular la posicion (o el
momento) de A, que, mientras tanto, se ha algado mucho y no puede sufrir
perturbaciones procedentes de la medicién efectuada sobre B. Asi pues, el momento
(o la posicién) de A no puede hacerse difuso —o «borroso», por emplear un término
de Schridinger—, como querfa Heisenberg!®!. En su contestacion, Bohr parte de la
idea de que sblo puede medirse una posicidn por medio de «algun aparato fijiado
rigidamente al soporte que define el marco espacial de referencia», mientras que
habria que medir el momento con una «diafragma» mdvil cuyo «<momento se mida
tanto antes como después del paso de la particula»!®!: y esgrime el argumento de que
al elegir uno de estos dos sistemas de referencia «nos separamos de cualquier...
posibilidad» de emplear el otro en el sistema fisico que estamos investigando. Si le
entiendo correctamente, Bohr sugiere que aunque no se interfiere con A, sus
coordenadas pueden quedar borrosas debido a haberse hecho borroso el marco de
referendia.

4) La respuesta de Bohr me parece inaceptable por tres razones distintas, por lo
menos.

En primer lugar, la razén que se habia dado antes del experimento imaginario
propuesto por Einstein, Podolski y Rosen para que se hiciera borrosa la posicion —o
el momento— de un sistema, era que, al medir esta magnitud, habiamos interferido
con &l sistema. En mi opinién, Bohr abandona subrepticiamente este argumentoy lo
reemplaza por otro al decir (con mayor o menor claridad) que la razén de tal cosa es
que interferimos con nuestro marco de referencia —o con el sistema de coordenadas
— en lugar de hacerlo con el sistema fisico. Se trata de una modificacién demasiado
grande para pasar inadvertida: deberia haberse reconocido explicitamente que el
experimento imaginario habia refutado la posicién antes adoptada, y también por qué
con tal cosa no se destruye el principio en que aquélla se fundaba.

A este respecto no hemos de olvidar qué es lo que se pretendia hacer ver con el
experimento imaginario de Einstein, Podolski y Rosen: Unicamente se intentaba
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refutar ciertas interpretaciones de las férmulas de indeterminacion, y en modo alguno
se pretendia refutar las formulas mismas. En cierto sentido —si bien de un modo no
explicito—, la contestacion de Bohr reconocia que el experimento imaginario habia
logrado su propdsito, ya que este fisico trataba meramente de defender las relaciones
de indeterminacion como tales, y abandonaba la tesis de que la medicién interfiriera
con el sistema A, al cual se habia supuesto que hacia borroso. Aln mas: el argumento
de Einstein, Podolski y Rosen puede llevarse un poco mas adelante si suponemos que
(accidentalmente) medimos la posicion de A en €l mismo instante en que medimos €l
momento de B: obtenemos entonces, para dicho instante, las posiciones y los
momentos tanto de A como de B (hemos de admitir, desde luego, que el momento de
A y la posicion de B habran quedado alterados o bomosos en virtud de tales
mediciones); y esto basta para demostrar lo que Einstein, Podolski y Rosen
pretendian: que es incomecto interpretar las formulas de indeterminacion como si
afimaran que el sistema no puede tener a la vez una posicion y un momento netos —
aun cuando tengamos que admitir que no podemos predecirambos simultaneamente
(para una interpretacion que tiene en cuenta todo esto, véase mi PostScript).

En segundo término, el argumento que da Bohr de que «nos aislamos» del otro
marco de referencia parece ser ad hoc: pues, evidentemente, es posible medir el
momento espectroscopicamente (ya de un modo directo, ya utilizando el efecto
Doppler), y el espectroscopio estara unido rigidamente al mismo marco que el primer
«aparato» (el hecho de que el espectroscopio absorba la particula B carece de
importancia para la argumentacion acerca de la suerte que ha de sufrir A). Asi pues,
no podemos aceptar que un dispositivo con un marco de referencia mévil constituya
una parte esencial del experimento.

En cuanto a lo tercero, Bohr no explica cdmo habria que medir el momento de B
valiéndose de su diafragma movil; en un trabajo posterior describe un método de
hacerlo, pero me vuelve a parecer inaceptable tal método'’!: pues consiste en medir
(dos veces) la posicién de un «diafragma provisto de una ranura ... colgado por
medio de resortes muy suaves de una horquilla rigida»'®; pero puesto que la
medicién del momento con un dispositivo de esta clase depende de mediciones de
posicién, no vale para apoyar los argumentos de Bohr frente a Einstein, Podolski y
Rosen; ni sirve tampoco para nada, ya que, de esta forma, no podemos obtener el
momento «con precisidn tanto antes como después del paso» de B!: la primera de
las mediciones de momento interferira con el momento del diafragma (ya que utiliza
una medicion de posicién), y, por tanto, sera solamente retrospectiva, y no tendra
ninguna utilidad para calcular el momento del diafragma en el instante
inmediatamente anterior a la interaccién con B.

Por consiguiente, no parece que Bohr se haya adherido en su contestacion al
principio de hacer solamente las idealizaciones o0 suposiciones especiales que
favorezcan a su contradictor (independientemente de que dista mucho de ser claro
qué es lo que trataba de impugnar).
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5) Esto hace patente que, en relacion con experimentos imaginarios de este tipo,
existe un grave peligro de llevar el andlisis justamente hasta el punto en que es Util
para nuestros propios propdsitos, y nunca mas alla; peligro que sélo podria evitarse si
nos adhiriéramos estricamente a los principios arriba mentados.

Hay tres casos parecidos a los que quiero referirme también, ya que los encuentro
Muy instructivos.

6) Con objeto de hacer frente a un experimento imaginario critico de Einstein,
basado en su famosa formula E = mc?, Bohr ha recurrido a argumentos tomados de la
teorfa gravitatoria einsteiniana (esto es, a la relatividad general)[%!: pero es posible
dedudir E=mc de la relatividad especial, e incluso de razonamientos no relativistas;
y, en todo caso, al suponer la férmula antedicha no asumimos —desde luego— la
validez de la teoria de Einstein de la gravitacién. Por tanto, si, como sugiere Bohr,
hemos de suponer ciertas formulas caracteristicas de esta Ultima teoria para rescatar
la compatibilidad de la teoria cudntica (en presencia de E = mc?), ello equivale a la
extrana asercion de que la teoria de los cuantos contradice a la teoria gravitatoria de
Newton, y, ademas, a la asercidn aln mas extraia de que la validez de la teoria
einsteiniana de la gravitacion (o al menos, las formulas caracteristicas que se
emplean, que son parte de la teoria del campo gravitatorio) pueden deducirse de la
teoria cuantica. No creo que este resultado agrade mucho ni siquiera a los que estén
dispuestos a aceptarlo.

Una vez mas tenemos un experimento imaginario que hace suposiciones
extravagantes con propdsito apologético.

7) La réplica de David Bohm al experimento de Einstein, Podolski y Rosen me
parece también sumamente insatisfactorial’ll. Cree que tiene que mostrar cémo la
particula einsteiniana A, que se ha apartado mucho de B y del aparato de medida, se
hace, sin embargo, borrosa en su posicion (o en su momento) cuando se mide el
momento (0 la posicion) de B: y con este fin trata de hacer ver que A, pese a haberse
alejado, sigue sufriendo una interferencia de un modo imposible de predecir
Embarcado en esta empresa, pretende poner de manifiesto que su propia teoria esta
de acuerdo con la interpretacién de Heisenberg de las relaciones de indeterminacion.
Pero no lo logra: lo cual queda patente si consideramos que las ideas de Einstein,
Podolski y Rosen nos permiten, mediante una leve ampliacién de su experimento,
determinar simultaneamente las posiciones y los momentos tanto de Acomode B —
si bien el resultado de esta determinacion solo tendra significacién predictiva para la
posicién de una de las particulas y el momento de la otra. Pues, segun hemos
explicado en el punto anterior 4), podemos medir la posicién de B, y alguien situado
a gran distancia puede medir el momento de A en el mismo instante de un modo
accidental, o, en todo caso, antes de que haya posibilidad de que ningun efecto de
hacer borroso (procedente de nuestra medicion de B) pueda alcanzar A. Pero esto es
todo lo que se necesita para mostrar que la tentativa de Bohm de salvar la idea de
Heisenberg sobre la interferencia que producimos en A esta fuera de lugar.
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La contestacidon de Bohm a esta objecién esta implicita en su aserto de que el
efecto de hacer borroso avanza con una velocidad superior a la de la luz, o incluso
instantaneamente (cf. la velocidad superior a la de la luz propuesta por Heisenberg,
que comentamos en el apartado 76), suposicion que ha de apoyarse en otra mas: la de
que este efecto no podra emplearse para transmitir sefiales. Pero, iqué es lo que
ocurre si ambas mediciones se llevan a cabo simultaneamente?; icomienza acaso a
bailar a la vista de uno la particula que suponemos se observa a través del
microscopio de Heisenberg?; y si lo hace, éno se trata de una sefial? (Este efecto de
hacer borroso, peculiar de Bohm, no forma parte de su formalismo, sino de su
interpretacion, lo mismo que ocurre con la «reduccién del paquete de ondas».)

8) La respuesta de Bohm a otro experimento imaginario critico propuesto por
Einstein (con el que resucitaba las criticas de Pauli a la teoria de la onda piloto de De
Broglie)!12!, es otro experimento parecido.

Einstein propone que consideremos una «particulas» macroscdpica (puede seruna
cosa bastante grande, por gemplo, una bola de billar) que se mueve en ambos
sentidos con cierta velocidad constante entre dos paredes paralelas, en las que es
reflejada elasticamente; hace ver que este sistema puede representarse en la teoria de
Schrodinger por una onda estacionaria, y, ademas, que la teoria de la onda piloto de
De Broglie —o la llamada «interpretacién causal de la teoria cuantica» de Bohm—
conduce al resultado paraddjico (sefialado por primera vez por Pauli) de que la
velocidad de la particula (o de la bola de billar) se hace nula: dicho de otro modo,
nuestra suposicién de partida de que la particula se mueva con una velocidad
arbitrariamente elegida conduce, en esta teoria y cualquiera que sea la velocidad que
hayamos elegido, a la conclusién de que la velocidad es cero y de que agquélla no se
mueve.

Bohm acepta esta conclusién, y contesta del modo siguiente: «El ejemplo
considerado por Einstein —escribe— es el de una particula que se mueve libremente
entre dos paredes perfectamente lisas y reflectoras»13! (no necesitamos entrar en mas
detalles sobre todo el dispositivo); «ahora bien, en la interpretaciéon causal de la teoria
cuantica —esto es, en la interpretacién de Bohm— ... la particula esta en reposo»,
sigue escribiendo; y continlia diciendo que si queremos observar la particula, hemos
de «disparar» un proceso que hard que la particula se mueval'*. Pero este
razonamiento acerca de la observacion, pese a sus méritos, no nos interesa ya; lo que
nos interesa es que la interpretacion de Bohm paraliza la particula en libre
movimiento: su argumentacion equivale a afimnar que no puede moverse entre las
dos paredes mientras no se la observe, pues la suposicién de que se mueva lleva a
Bohm a concluir que esta en reposo hasta que una observacién la dispare. Bonm se
percata de dicho efecto paralizador, pero simplemente no lo estudia; en lugar de tal
COSa, pasa a afirmar que aungue la particula no se mueve, nuestras observaciones nos
la mostraran moviéndose (que no es la cuestion que se debatia); y, sobre ello, a
construir un experimento imaginario completamente nuevo en el que se describe
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cdmo nuestra observacion —la sefial de radar o el fotén empleado para observar la
velocidad de la particula— podria disparar el movimiento deseado. Pero, en primer
lugar, éste no era el problema, repetimos; y, en segundo término, Bohm no consigue
explicar cdmo el fotdn que dispara la particula podria revelamos ésta con toda su
velocidad propia, y no en un estado de aceleracidon hasta alcanzarla: pues tal cosa
parece exigir que la particula (que puede sertan rapida y pesada como queramos)
adquiera toda su velocidad y nos revele tenerla durante el tiempo extremadamente
corto de su interaccion con el fotdn que la dispara; y todo ello son suposiciones ad
hoc que pocos de sus contradictores aceptaran.

Pero podemos desarollar el experimento imaginario de Einstein manejando dos
particulas (o dos bolas de billar), una de las cuales se mueva en uno y otro sentido
entre la pared izquierda y el centro de la caja, mientras que la otra se mueva entre la
pared derecha y el centro; y que en éste ambas particulas choquen elasticamente entre
si. Este ejemplo nos conduce de nuevo a las ondas estacionarias, y, por tanto, a la
desaparicion de la velocidad, al mismo tiempo que las criticas de Pauli-Einstein
permanecen inalteradas. Pero el efecto de disparo de Bohm se hace aln mas precario;
pUESs supongamos que observamos la particula izquierda lanzando sobre ella un fotdn
de disparo desde la izquierda: segin Bohm, asi se rompera el equilibrio de fuerzas
que mantenia la particula en reposo, y ésta comenzara a moverse (es de presumir que
de izquierda a derecha); pero aunque hemos disparado solamente la particula
izquierda, la derecha tendra que comenzar simultaneamente, y en la direccién
opuesta. Es pedir demasiado a un fisico pretender que asienta a la posibilidad de
todos estos procesos —todos ellos asumidos ad hoc, con objeto de evitar las
consecuendias del argumento de Pauli y de Einstein.

Este Ultimo hubiera respondido a Bohm del modo siguiente, seguin pienso.

En el caso considerado, nuestro sistema fisico era una bola grande, macroscdpica;
nadie ha presentado razdn alguna por la que fuese inaplicable en este caso la doctrina
clasica, nommal, de la medicién; y, después de todo, se trata de una doctrina cuyo
acuerdo con la experiencia es tan bueno como pueda desearse.

Pero, dejando a un lado la medicién, ise asevera en serio que simplemente no
puede existir una bola oscilante (o dos bolas oscilantes segUin la disposicién simétrica
descrita) mientras no se la observe? O —lo cual equivale a lo mismo— ¢se afirma
seriamente que la suposicidn de que se mueva —u oscile— mientras no se la observa
ha de llevar a la condlusion de que no lo hace? &Y qué ocunre si, una vez que nuestra
observacién ha puesto en movimiento la bola, el sistema deja de sufrir interferencias
asimétricas, de suerte que el sistema se convierta de nuevo en estacionario? (Se
detiene la particula stbitamente, como habia empezado a moverse? &Y se transforma
SuU energia en energia de campo?; (o es imeversible el proceso?

Incluso si suponemos que pueda responderse de algin modo a todas estas
preguntas, en mi opinidén bastan para damos un ejemplo visible de la significacion de
las criticas de Pauli y de Einstein, y del empleo critico de experimentos imaginarios,
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especialmente del experimento de Einstein, Podolski y Rosen. Y, a mi entender, nos
ofrecen, asimismo, un buen ejemplo del peligro que entrana la utilizacién apologética
de los experimentos imaginarios.

9) Hasta ahora hemos tratado del problema de las pargjas de particulas,
introducidas en el debate por Einstein, Podolski y Rosen. Ahora me voy a ocupar de
algunos de los experimentos imaginarios, mas antiguos, que manejaban corpusculos
aislados, como el famoso microscopio imaginario de Heisenberg a través del cual
podian «observarse» electrones y «medir», ya sus posiciones, ya sus momentos.
Pocos experimentos imaginarios han ejercido una influencia mayor que éste en el
pensamiento acerca de la fisica.

Valiéndose de su experimento imaginario, Heisenberg trataba de estatuir diversos
puntos, de los cuales mencionaré tres: a) la interpretacion de las fdrmulas de
indeterminacion de Heisenberg en el sentido de que enunciasen la existencia de
barreras insuperables frente a la precision de nuestras mediciones; b) la
perturbacion del objeto medido por el proceso de medicidn, ya fuese de la posicion o
del momento, y ¢) la imposibilidad de someter a contraste la «trayectoria»
espacio-temporal de la particula. Creo que los argumentos de Heisenberg que tienden
a estatuir estos tres puntos carecen, sin duda, de validez, cualesquiera que sean los
méritos que tengan éstos en si mismos. Y ello por la razén de que el estudio de
Heisenberg no logra demostrar que las mediciones de posicion y de momento sean
simétricas: esto es, simétricas con respecto a la perturbacién que sufre el objeto
medido en virtud del proceso de medicidén. Pues Heisenberg, con ayuda de su
experimento, si muestra que para medir la posicion del elecrdn hemos de emplear luz
de frecuencia muy elevada, o sea, fotones de gran energia: lo cual quiere decir que
impartimos al electdn un momento de valor desconocido y, por tanto, lo
perturbamos, ya que, hacemos algo asi como darle un fuerte golpe. Pero no muestra
gue la situacién sea analoga si queremos medir el momento del electrdn, en lugar de
SU POsicion; pues, en este caso, dice Heisenberg, hemos de observarlo con una luz de
frecuencia baja, tan baja que podamos suponer que no perturbamos el momento del
electron mediante nuestra observacion; la observacion resultante, aunque revelara el
momento, no lograra revelar la posicién del elecdn, que permanecera, por ello,
indeterminada.

Consideremos ahora este Ultimo razonamiento. En él no se afirna que hayamos
perturbado (o hecho «borrosa») la posicidn del electrdn, pues lo Unico que asevera
Hisenberg es que no hemos consequido descubriria. En realidad, su argumentacion
implica que no hemos perturbado el sistema en absoluto (o tan poco que podemos
despreciar la perturbaciéon causada): hemos empleado fotones de un nivel de energia
tan bajo que simplemente no teniamos energia suficiente para perturbar al electon.
Asi pues, los dos casos —el de medicidn de posicién y el de medicion de momento—
estan muy lejos de ser analogos © simétricos, seguin el razonamiento de Heisenbery;
hecho que, sin embargo, queda velado por el parioteo usual (positivista, operacionista
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0 instrumentalista) acerca de los «resultados de medida», cuya incertidumbre

admitimos todos que es simétrica con respecto a la posicién y el momento; pero en
incontables estudios del experimento —comenzando por el del propio Heisenberg—
Se asume siempre que esta argumentacion estatuye la simetria de las perturbaciones
(en cuanto al formalismo de la teoria, la simetria entre la posicién y el momento es

completa, desde luego, pero esto no quiere decir que el experimento imaginario de
Heisenberg dé cuenta de dicha simetria). Por tanto, se asume —de un modo

enteramente errdneo —que perturbamos la posicién del electdn si medimos su

momento con el microscopio de Heisenbery, y este efecto de hacer «borroso» ha sido
estatuido por el estudio de Heisenberg sobre su experimento imaginario.

Mi propio experimento imaginario del apartado 77 estaba basado en gran medida
en dicha simetria del experimento heisenberguiano (cf. la nota *1 del apéndice vi);
pero aquél no es valido justamente porque la asimetria invalida toda la discusién que
hace Heisenberg del experimento: sdlo pueden servir como ejemplos para las
formulas de Heisenberg las mediciones que se obtengan mediante una seleccion fisica
(como yo la llamo), y ésta ha de satisfacer siempre (como he sefialado de un modo
enteramente correcto en el libro) las «relaciones de dispersions (la seleccién fisica si
perturba €l sistema).

Si las «mediciones» de Heisenberg fuesen posibles, podriamos comprobar incuso
el momento de un electrdn entre dos mediciones de posicién sin perturbario, lo cual
nos permitira también —frente a lo que hemos dicho mas arriba, en el punto ¢)—
comprobar (parte de) su «trayectoria» espacio-temporal que es calculable a partir de
dichas dos mediciones de posicion.

Sin duda, la insuficiencia del razonamiento de Heisenberg ha permanecido
inadvertida durante tanto tiempo debido al hecho de que las férmulas de
indeterminacion se siguen claramente del formalismo de la teoria cuantica (la
ecuacion de onda), y de que en este formalismo se halla implicita la simetria entre la
posiciéon (q) y el momento (p). Esto puede explicar por qué muchos fisicos han
dejado de escudrifar con suficiente cuidado el experimento de Heisenberg: no lo
tomaban en serio, supongo, sino meramente como un ejemplo ilustrativo de una
formula deductible. Yo sostengo que es un ejemplo malo —justamente porque no da
cuenta de la simetria entre posicion y momento—: vy, por ello, es enteramente
inadecuado como base para interpretar tales fdrmulas (no digamos la totalidad de la
teoria cuantica).

10) Estoy convencido de que la inmensa influencia del experimento imaginario de
Heisenberg se debe a que este fisico logrd comunicar a través de él una nueva imagen
metafisica del mundo fisico, a la vez que pretendia no tener nada que ver con la
metafisica (con lo cual rendia culto a una curiosa obsesién ambivalente de nuestra
época postracionalista: su preocupacion por matar al Padre —esto es, la Metafisica
— y por mantenerle a la vez inatacable —bajo otra forma distinta— y mas alla de
toda critica. En el caso de algunos fisicos cuanticos, parece, a veces, como si el padre

350



fuese Einstein). La imagen metafisica del mundo, transmitida de cierta manera a
través de la discusion de Heisenberg de su experimento imaginario (Si bien nunca
realmente implicada en ella), es la siguiente. La cosa en si es incognoscible: podemos
conocer solamente sus apariencias, que han de entenderse (como sefald Kant) que
resultan de la cosa en si y de nuestro aparato perceptivo; de modo que las apariencias
provienen de una especie de interaccidn entre las cosas en si mismas y nosotros. Y
esto es por lo que una cosa puede aparecérsenos de formas distintas, segun las
diferentes maneras que tenemos de percibirla: es decir, de observarla y de entraren
interaccién con ella. Intentamos algo asi como atrapar la cosa en si misma, pero
nunca lo logramos: sélo encontramos apariencias en nuestros armadijos; podemos
montar, bien un cepo de particulas clasico o un cepo de ondas clasico («clasico»
porque podemos construiros y montarlos como el clasico cepo para ratones): y en el
proceso en que la cosa dispara el cepo —y, por tanto, entra en interaccién con é— se
la induce a asumir la apariencia de una particula o de una onda. Todavia mas: al
montar el armadijo no solamente hemos de proporcionar un estimulo a la cosa con
objeto de inducirla a asumir una de sus dos apariencias clasicas, sino que hemos de
poner en €l el cebo de la energia —la que se necesita para que se haga real o se
materialice la incognoscible cosa en si—; y de este modo se salvan las leyes de
conservacion.

Esta es la imagen metafisica transmitida por Heisenberg y tal vez también por
Bohr.

Ahora bien; estoy muy lejos de poner objeciones a una metafisica de este tipo
(aun cuando no me atrae demasiado esta mezcla especial de positivismo y de
trascendentalismo); ni tampoco lo hago a que se nos comunique mediante metaforas.
A lo que si objeto es a la diseminacidn casi inconsciente de esta imagen metafisica,
frecuentemente combinada con pretensiones de ser un antimetafisico: pues considero
que no nos debe estar permitido sumergirnos en lo inadvertido, y, por tanto, en lo
inalcanzable por la critica.

A mi entender, es una cosa interesante que gran parte de la obra de David Bohm
parezca estar inspirada por la misma metafisica; podria describirsela incluso como
una valiente tentativa de construir una teoria fisica que hiciera clara y explicita la
metafisica mencionada; lo cual es admirable. Pero me pregunto si esta metafisica, en
concreto, es suficientemente buena, y si merece realmente la pena, teniendo en cuenta
que no es posible apoyarla (como hemos visto) en el experimento imaginario de
Heisenberg, que es la fuente intuitiva de todo lo demas.

A mi parecer, existe una relacion obvia entre el «principio de complementaridads»
de Bohry esta tesis metafisica de una realidad incognoscible —tesis que sugiere la
«renuncia» (para «emplear un término favorito de Bohr) de nuestras aspiraciones al
conocimiento, y la restriccion de nuestros estudios fisicos a apariencias y a sus
relaciones mutuas—. Pero no he de discutir semejante relacién aqui: en vez de ello,
me limitaré a proceder a la discusion de ciertos argumentos en favor de la
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complementaridad que se han basado en otros experimentos imaginarios.

11) En relacién con su «principio de complementaridad» (de que trato mas a
fondo en mi PostScript; cf. también mi trabajo «Three Views Conceming Human
Knowledge», Contemporary British Philosophy, 1ll, ed. por H. D. Lewis, 1956),
Bohr ha analizado un gran nimero de sutiles experimentos imaginarios con un temple
parecidamente apologético. Como las formulaciones de Bohr del principio de
complementaridad son vagas Y dificiles de debatir, recurriré a un libro muy conocido
y excelente en muchos respectos, Anschauliche Quantentheorie, de P. Jordan (libro
en que, incidentalmente, se sometia a discusion brevemente mi Logik der Forschung)
[15]

Jordan formula (sélo parte de) el contenido del principio de complementaridad de
tal modo, que pone a éste en una relacién muy estrecha con el problema del dualismo
entre particulas y ondas. Lo expresa de este modo: «Cualquier experimento que
hiciese aparecer simultaneamente las propiedades ondulatorias y corpusculares de la
luz, no solamente estaria en contradiccién con las teorias clasicas (que se han ido
acostumbrando a contradicciones de esta indole), sino que, a mas y por encima de
ello, serfa absurdo en sentido [6gico y matemético»!16],

Jordan ilustra este principio con un ejemplo: el famoso experimento de la ranura
doble (véase el apéndice —antiguo— v). «Supongamos que tenemos una fuente
luminosa de la cual emana una luz monocromatica que cae sobre una pantalla negra,
provista de dos ranuras [paralelas] muy proximas. Supongamos ahora, por una parte,
gue las ranuras y sus distancias son lo suficientemente pequehas (comparadas con la
longitud de onda de la luz) como para que se obtengan franjas de interferencia sobre
una placa fotografica que registre la luz que pasa por las dos ranuras; y, por otra
parte, que mediante cierto dispositivo experimental fuese posible averiguar, para un
fotdn aislado, por cudl de las dos ranuras ha pasado»!17],

Jordan afima «que estas dos suposiciones contienen una contradiccién»!181.

No voy a impugnar esto, aun cuando tal contradiccién no seria un contrasentido
l6gico o matematico (como él sugiere en una de las frases antes citadas), sino que,
mas bien, las dos suposiciones juntas contradirian el formalismo de la teoria cuantica.
Quiero objetar a una cuestion diferente: Jordan emplea este experimento como
gemplo ilustrativo de su formulacion del contenido del principio de
complementaridad; mas cabe poner de manifiesto que el mismo experimento de que
se vale para dicho fin lo refuta.

En efecto, consideremos la descripcién de Jordan del experimento de la ranura
doble, si bien omitiendo primero su segunda suposicion (la precedida por las palabras
«por otra parte»); conseguimos unas franjas de interferencia en la placa fotografica,
con lo cual tenemos un experimento que «hace aparecer las propiedades ondulatorias
de la luz». Supongamos ahora que la intensidad de la luz es lo suficientemente débil
como para obtener en la placa impactos de fotones distinguibles entre si; dicho de
otra forma: tan débil que las franjas al ser analizadas revelen deberse a la distribucion
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de densidad del impacto de un foton aislado: hemos obtenido «un experimento» que
«hace aparecer simultaneamente las propiedades ondulatorias y corpusculares de la
luz» (por lo menos, algunas de ellas). Es decir, este experimento logra precisamente
lo que, segun Jordan, tiene que ser «absurdo en sentido ldgico y matematico».

Es indudable que si, ademas, fuésemos capaces de averiguar a través de cual de
las ranuras ha pasado un fotdn concreto, seriamos capaces de determinar su
trayectoria; y podriamos decir entonces que este experimento (que es de presumir sea
imposible) habria hecho aparecer las propiedades compusculares del fotdn de un modo
aln mas destacado. Reconozco todo esto; pero no hace al caso. Pues lo que afirmaba
el principio de Jordan no era que algunos experimentos que a primera vista parecen
posibles resultan luego imposibles —lo cual es baladi—, sino que ningun
experimento en absoluto puede «hacer aparecer simultaneamente las propiedades
ondulatorias y las corpusculares de la luz». Asercién que, como hemos visto, es
simplemente falsa: esta refutada por casi todos los experimentos tipicos de la
mecanica cuantica.

Pero, iqué queria afimar Jordan? {Tal vez que ningun experimento hara
aparecer todas las propiedades ondulatorias y todas las propiedades corpusculares de
la luz? Es evidente que su intencidon no pudo haber sido ésa, ya que incluso un
experimento que hiciese aparecer simultaneamente todas las propiedades ondulatorias
es algo imposible, y ello aun cuando renunciemos al requisito de que haga aparecer
alguna propiedad corpuscular (y lo mismo ocurre al revés).

Lo que incomoda tanto en este razonamiento de Jordan en su arbitrariedad.
Teniendo en cuenta lo que hemos dicho, es algo obvio que tiene que haber certas
propiedades ondulatorias y otras corpusculares que ningun experimento pueda
combinar. Jordan generaliza este hecho primeramente, y lo formula como un
principio (cuya formulacién por este fisico, en todo caso, hemos refutado); y luego
pone como ejemplo ilustrativo un experimento imaginario que él demuestra ser
imposible. Pero, segun hemos visto, la parte del experimentd que todo el mundo
admite que es posible refuta en realidad aquel principio, al menos tal como lo formula
Jordan.

Pero, fiji@monos un poco mas en la otra mitad del experimento imaginario (la
precedida por las palabras «por otra parte»). Si preparamos unos dispositivos que
determinen la ranura por la que ha pasado el fotdn, se nos dice, acabamos con las
franjas. Bien. Pero, iacabamos con las propiedades ondulatorias? Supongamos el
dispositivo mas sencillo posible: tapamos una de las ranuras; si hacemos esto, todavia
sigue habiendo muchos signos del caracter ondulatorio de la luz (incluso con una sola
ranura tenemos una distribucién ondulatoria de la densidad). Mas ahora nuestros
oponentes admiten que las propiedades corpusculares se manifiestan con plenitud, ya
gue podemos trazar la trayectoria de la particula.

12) Desde un punto de vista racional, todos estos argumentos son inadmisibles.
No dudo de que exista una interesante idea intuitiva tras el principio de
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complementaridad de Bohr; pero ni él ni ningin otro miembro de su escuela han sido
capaces de explicarlo, ni siquiera a aquellos criticos que, como Einstein, han tratado

de entenderlo durante afios*l.
Mi impresién es que muy bien pueda tratarse de la idea metafisica descrita mas

arriba, en el punto 10); puedo estar equivocado; pero sea lo que sea, me parece que
Bohr nos debe una explicacion mejor.
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APENDICE XII

El experimento de Einstein, Podolski y Rosen

Una carta de Albert Einstein (1935)

La carta de Albert Einstein que reproduzco aqui traducida, acaba sucinta y
decisivamente con mi experimento imaginario del apartado 77 del libro (y también
hace referencia a una versidn ligeramente distinta incluida en un trabajo no
publicado) y pasa a describir con claridad y brevedad admirables el experimento
imaginario de Einstein, Podolski y Rosen (que exponemaos, asimismo, en el punto 3
del apéndice *xi).

Se encontraran entre estos dos temas unas pocas observaciones acerca de las
relaciones existentes en general entre teoria y experimento, y sobre la influencia de
las ideas positivistas en la interpretacion de la teoria cuantica.

Los dos Ultimos parrafos se ocupan también de un problema que trato en el libro
(y en mi Postscript): €l de las probabilidades subjetivas y de cdmo sacar conclusiones
estadisticas de la ignorancia. Sobre este punto sigo no estando de acuerdo con
Einstein: creo que sacamos estas conclusiones probabilisticas de conjeturas sobre la
equidistribucién (a menudo, conjeturas muy naturales, y que, por ello, tal vez no se
hacen de un modo consciente), y, por tanto, de premisas probabilisticas.

Los albaceas literarios de Einstein pedian que si se habia de publicar una
traduccion de la carta, se publicase a la vez el texto original: ello me ha sugerido la
idea de reproducir la carta de Einstein tal como aparece de su punio y letra.

Old Lyme, 11.1x. 35.
Querido Sr. Popper:

He mirado su opuisculo, y estoy de acuerdo con él en gran parte [weitgehend]X!.
Solamente, no creo que sea factible un «caso super puro» que nos permitiera
pronosticar con una precision «inadmisible» la posicién y el impulso (color) de un
cuanto luminoso. Tengo por ineficaces en principio los medios que usted propone
(una pantalla con obturador instantaneo juntamente con un equipo selectivo de filtros
de vidrio), por la razén de que oreo firnemente que semejante filtro haria «borrosa»
la posicion, como ocunre con una red espectroscopia.

Mi argumentacion es como sigue. Fgurese usted una sefal luminosa breve
(posicion exacta), que, para poder ver comodamente los efectos producidos por el
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filtro de absorcion, considero analizada de un modo puramente formal en un gran
numero de trenes de onda monocromaticos, W,. El equipo de filtros de absorcién

eliminara todos los W, (colores) excepto W1; mas este grupo de ondas tendra una

extension considerable (una posicion borrosa), debido a ser casi monocromatico: lo
cual quiere decir que la accién del filtro necesariamente hace «borrosa» la posicion.

De un modo general, no me agrada todo el aferrarse «positivista» a lo observable,
gue ahora esta de moda. Me parece una cosa trivial que no se pueda pronosticaren el
campo de lo atdmico con una precisién arbitraria, y pienso (como usted, por lo
demas) que no se puede fabricar la teoria a partir de resultados de observacion, sino
sélo inventarla.

No tengo aqui ejemplares del trabajo que he escrito con los sefiores Rosen y
Podolski, pero puedo decirle sucintamente de qué se trata.

Cabe preguntarse si, desde el punto de vista de la teoria cuantica actual, el
caracter estadistico de nuestros resultados experimentales es meramente efecto de una
intervencion desde el exterior —incluyendo la medicion—, mientras que los sistemas
como tales —descritos por una funcién y— se conducen en si mismos de un modo
determinista. Heisenberg coquetea [liebaugelt] con semejante interpretacion, sin
adoptarla de una forma consecuente. Pero puede preguntarse también: éno hemos de
interpretar la funcidn v, que en cuanto al tiempo cambia —segln la ecuacion de
Schrodinger— de un modo determinista, como una descripcién completa de la
realidad fisica, y, con ello, que la intervencion desde el exterior (insuficientemente
conocida) sea totalmente responsable de que las prognosis tengan solamente un
caracter estadistico?

Llegamos al resultado de que no puede interpretarse la funcién y como una
descripcion completa del estado fisico de un sistema.

Consideramos un sistema compuesto, que consta de los sistemas parcialesA 'y B,
los cuales se encuentran en interaccién mutua sélo durante un tiempo limitado.

Sea conocida la funcién y del sistema compuesto antes de la interaccion (por
ejemplo, un chogue entre dos particulas libres); entonces la ecuacién de Schrodinger
nos da la funcion v del sistema compuesto después de aquélla.

Ahora (después de la interaccién) se llevara a cabo sobre el sistema parcial Auna
medicion (lo mas acabada posible [vollstandige]), que, sin embargo, es posible
realizar de modos diversos, segun las variables a conocer (con precisién) —por
ejemplo, el impulso o la coordenada espacial—, La mecanica cuantica nos da
entonces la funcién y para el sistema parcial B, que sera en cada caso distinta, seguin
la eleccion hecha de la medicion a ejecutar sobre A.

Como no es razonable suponer que el estado fisico de B dependa de cual
medicion yo haya llevado a cabo sobre el sistema A, que esta [ya] enteramente
separado de aquél, esto quiere decir que al mismo estado fisico B pertenecen dos
funciones distintas. Puesto que una descripcion completa de un estado fisico tiene que
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ser necesariamente una descripcién univoca (descontando superficialidades tales
como unidades, eleccion de las coordenadas, etc.), no puede interpretarse la funcion
y como la descripcion completa de aquel estado.

Naturalmente, un tedrico cuantico ortodoxo dira que no existe una descripcion
completa, de modo que tendremos solamente la descripcién estadistica de un
agregado de sistemas, y no de un sistema. Pero, primeramente, ha de decirio (y, en
segundo término, no creo que nos contentemos duraderamente con una descripcion
tan vaga de la Naturaleza).

Es de advertir que las prognosis (exactas) para el sistema B a que puedo llegar (de
acuerdo con la libre eleccién de la forma de medir A), muy bien pueden estar entre si
como lo estan las mediciones de impulso y de posicion. Asi pues, no se puede eludir
faciimente la concepcidon de que el sistema B tenga un impulso y una coordenada
espacial determinados; pues lo que puedo predecir tras haber elegido libremente [esto
es, sin interferir con ello], tiene que existir, asimismo, en la realidad.

En mi opinién, la [forma de] descripcidn contemporanea, que €s, en principio,
estadistica, sdlo es un estadio de transicion.

He de dedir de nuevo"! que no considero verdadera su tesis de que a partir de una
teoria determinista no se puedan seguir conclusiones estadisticas. Piense solamente
en la mecanica estadistica clasica (teoria de los gases, teoria del movimiento
browniano). Por ejemplo, un punto material se mueve con movimiento uniforme
sobre una circunferencia; puedo calcular la probabilidad de encontrarle en un
momento determinado en una parte determinada de la periferia. Lo esencial es
Unicamente que no conozco €l estado inicial, 0 que no lo conozco con exactitud.

Le saluda amistosamente,
A. EINSTEIN

(Facsimil reducido
de la carta de A. Einstein)
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