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VECTORES LIBRES

1. Magnitudes escalares y vectoriales.-

Una magnitud fisica es cualquier propiedad f'isica susceptible de ser medida. Ejemplos: el tiempo (¢), la velocidad (v), la masa
(m), la temperatura (7), el campo el ectrico (£).

Las magnitudes f'isicas se pueden clasificar en:

« Magnitudes escalares, que son aqu’ellas que quedan completamente determinadas mediante el conocimiento de su valor

expresado mediante una cantidad (un n"umero real) seguida de una unidad (a excepci‘on de las adimensionales). Ejemplos:
el tiempo (t), la masa (m), la temperatura (T'), la carga el ectrica (g), el coeficiente de rozamiento (u).

« Magnitudes vectoriales, que son aqu’ellas que no quedan completamente determinadas por su valor (cantidad y unidad),

sino que requieren adem’as el conocimiento-de la direcci'on y el sentido de su actuaci’on, e incluso en algunos casos el
conocimiento de su recta soporte o de su punto de aplicaci’on. Ejemplos: la velocidad (v), la aceleraci'on (a), la fuerza (F),
el campo el ectrico (E).

« Magnitudes tensoriales, que no son, por el momento, objeto de nuestra atenci‘on.

2. Definici'on geom'etrica de vector. Clasificaci'on.-

El concepto de vector es un concepto matem’atico con inter’es f'isico, ya que permite representar o describir las magnitudes
vectoriales, as'1como operar-con éllas.

Un vector geom'etrico es un.segmento orientado.dotado.de los siguientes elementos:

a) modulo (es su longitud, proporcional al valor de la magnitud fisica); ecta S%o;t’
0 n)
b) recta soporte (es la recta a la que pertenece el segmento); id /(dlreccu)
sentido - s e
. . . N
c) direcd’on (es la direcci’on de su recta soporte); g\
d) sentido (es la orientaci’on del segmento, indicada mediante una flecha y punto de b

que permite definir cu’al es su origen y cual su extremo); y ap"cﬁc"’”

e) punto de aplicaci'on (es el origen del segmento).

Los vectores geom’etricos se pueden clasificar en:

« Vectores libres, que son los que quedan definidos mediante su m’odulo, direcci’on y sentido. Por tanto, son invariantes ante
traslaciones en el espacio. Ejemplo: la resultante de todas las fuerzas que act'uan sobre un s’olido r'igido.

« Vectores deslizantes, que son los que quedan definidos mediante su m“odulo, direcci’on, sentido y recta soporte. Por tanto,
son invariantes ante deslizamientos a lo largo de su recta soporte. Ejemplos: la velocidad angular, la fuerza que act'ua sobre
un s'olido r'igido.

« Vectores ligados, que son los que quedan definidos mediante su m“odulo, direcci’on, sentido y punto de aplicaci‘'on. No
existe ning’'un movimiento que los deje invariantes. Ejemplos: la velocidad, el momento de una fuerza respecto a un punto.

En principio, cada magnitud f'isica vectorial, seg’un su naturaleza, puede ser representada por una de estas tres clases de vectores.

Sin embargo, en ocasiones, es la naturaleza del problema f'isico concreto la que determina que una misma magnitud se describa
mediante una u otra clase de vectores. As’, por ejemplo, una fuerza se comporta como un vector deslizante cuando act'ua sobre
un s'olido r"igido, y como un vector ligado cuando lo hace sobre un s'olido deformable.

3. Vectores libres. Suma y producto por un escalar.-
Los vectores libres admiten la definici'on de las operaciones suma y producto por un escalar con una serie de propiedades

algebraicas (definici’on algebraica de vector). No obstante, el primer requisito para poder operar con vectores libres ha de ser la
definici’on de una relaci ‘on de equivalencia.
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La relaci'on de equivalencia entre vectores libres est’a impl'icita en la > -
propia definici’on de €5tos, de tal modo que diremos que dos vectores V a=b=c=d
libres son equivalentes (y escribiremos g = b) cuando tengan respec- q

tener diferentes, por tanto, sus rectas soporte y sus puntos de aplica-
ci'on).

d
tivamente iguales sus m’odulos, sus direcciones y sus sentidos (podr'an é’/’ E’/' /

La suma de vectores libres, g + b, se define mediante las conocidas como regla del paralelogramo o regla del tri’angulo, y
presenta las siguientes propiedades algebraicas:

. Conmutativa, g+b=>b+a
« Asociativa: (a+b)+c=a+ (b+0)

- Existencia de elemento neutro: g+ O= g

« Existencia de elemento opuesto: g+ (-a) = 0

La operaci’on suma, junto a la existencia de elemento opuesto, permite definir la resta o diferencia de vectores, g — b, como:

El producto de un vector libre, g, por un escalar, A (n"'umero real), se define como un nuevo vector libre, A g, cuyo m'odulo es
igual al producto del escalar (en valor absoluto) por el m’odulo del vector original, cuya direcci’on es la misma que la del vector
original, y cuyo sentido es el mismo o el opuesto al del vector original seg’'un el escalar sea positivo o0 negativo, respectivamente.
Esta operaci’on presenta las siguientes propiedades algebraicas:

« Asociativa respecto al producto por escalar: =~ A (ua) = (Au)a pA=la]

« Distributiva respecto a la suma de vectores: =~ A(a+b) = Aa+ Ab =

« Distributiva respecto a la suma de escalares: (A + p)a=Aa+ ua a/ & éT/I ,A a
« Existencia de escalar unidad:  1g= g r>0 A<0

4. Bases vectoriales. Componentes de un vector. Coordenadas de un punto.-

Una base de vectores libres en el espacio ordinario tridimensional £3 es cualquier terna de vectores, B = {1, v, v3}, tal que
todo vector libre, g, se pueda expresar como combinaci’on lineal de los mismos, es decir:

a= aivi + a2vz2 + asvs

Se dice entonces que [g1, a2, @3] Son las componentes del vector g en la base vectorial B, lo cual se puede expresar del siguiente
modo:

a = [a1, a2, a3]"B" 0 bien a = [a1, a2, a3] (sino hay ambig uedad respecto a la base)

Por tanto, un mismo vector tendr’a una terna distinta de componentes en cada una de las infinitas bases posibles.

Desde un punto de vista geom’etrico, una base vectorial en el espacio ordinario £3 es cualquier terna de vectores que no sean
colineales ni coplanarios.

vectores colineales vectores coplanarios base vectorial de Es

DPTO. FiSICAAPLICADAIII
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Para describir el espacio ordinario, se puede definir un sistema de ejes coordenados cartesianos, O X 1.X2.X3, al cual se le asocia
una base cartesiana ortonormal, /1, 12, u3} (formada por tres vectores unitarios, perpendiculares entre s, que siguen las
direcciones de los ejes O X1, OX2 ¥ O X3, respectivamente). Cuando el sistema de ejes cartesianos es QXY Z, se prefiere la
notaci‘on {1, j, k} para su base ortonormal asociada.

La posici‘on de un punto gen’erico, p, respecto a un sistema de ejes cartesianos, O X1.X2X3, queda un'ivocamente definida
mediante su vector de posici‘on:

P X A .
OP = piu1 + pauz + p3u3 3 Q(1.02.05)

Se denominan coordenadas cartesianas del punto p en dicho sistema 4 — ,7:
de ejes a las componentes de su vector de posicion en la base ortonormal /7 | pds PQ 27 )
asociada, es decir, a la terna (p1, p2, ps).- s T P (P1,pz,ps)
Conocidas las coordenadas cartesianas del origen y del extremo de un vec- : A OP I :
tor, basta _restarle las primeras a _Ias segundas para obtener las componen- : - °s : |
tes cartesianas del vector. Por ejemplo, dados los puntos p (ps, p2,p3) Y : U A ol : /’/ X>2

1 I

v

Q(q1, @, g3), es inmediato calcular las componentes del vector p Q:

—-——— —-——— —-———

PQ=00Q-0P =[q - p, @ - p ¢ - p3]
5. Producto escalar.-

Dados dos vectores, g y b, que forman un angulo 8 (0 < 0 < ),
se denomina producto escalar, g - b, al escalar (n'umero real) que
resulta de multiplicar los m"odulos de ambos vectores por el coseno
del &ngulo que forman:

a-b=|al|b|cos®

El producto escalar presenta las siguientes propiedades geom 'etricas:

a) Condici’on de ortogonalidad:

Si g=0=0b, entonces g-b=0 & alb

b) Proyecciones ortogonales:

a-b=|alproy ,[b]= |b]|Proy ,[a]

Aplicaciones:
*si |u| =1, entonces a-u = proy , [a] ngl oS (O)J
*si fut, u2, uzp esortonormal,  g=(g-unut + (a-u) w2 + (a-u3) u3 proy . Bl
a

¢) M'etrica (permite medir distancias y argulos):

_ Mrodulo de un vector. g: . —___f,_‘i'»:\ - Distancia entre dos puntos, P y Q: Q)f’a,
TR . _-lal . S _-d(P,
al= a-a = *
|al A z PQ-PQ P
- Angulo tormado por dos rectas, r Y s: - Cosenos directores de una recta, r:
. a-ui .
cos(6 = @b cos(ai) = |G|l (i=123)
|allb]
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El producto escalar presenta las siguientes propiedades algebraicas:
« Asociativa respecto al producto por unescalar:  (aa)-b = a-(ab) = a(a-b)
« Conmutativa: ag-b=1b-a
« Distributiva respectoalasuma: g-(b+c¢) =a-b+a-c

o Cancelativa: x-a=x-b == a=b+c (siendo c2 x Y, portanto, x-c=0)

Respecto al producto escalar en componentes cartesianas, destacaremos:

a) Producto escalar de los vectores de una base cartesiana ortonormal, £u1, uz, u3}:

i s ldT|=1
P - 2
i-u= 8 = (1) g: f ;j (5 : delta de kronecker) T (i=1,273)

b) Producto escalar de dos vectores arbitrarios, g y b (se deduce del punto anterior y de las propiedades algebraicas):

a-b= aib1 + axb2 + azbs

Aplicaciones:

et

*dpQ) = PQ-TY-=

(g =p)~+{@-p)~+(@-p3)°

= 2 a’ai, T (t=123) (obs’ervese que:  cos?(a1) + cos>(ar2) + cos(az) = 1)

Jal = [a123

Finalmente, como aplicaci’'on geom’etrica del producto escalar, se puede deducir la
ecuad on vectorial normal del plano, 77, que pasa por el punto p1(x1, y1, z1) Y que

es normal al vector N = [a, B, y] SiP(x,y, z) €sun punto generico del plano r,
entonces:

= -——— - ——> = -——— -——— [ J———

N 1 PP =>N-PIP=0=>N:-(OP-0P))=0= N:-0OP =N :0OP1

——

que, efectuando el producto escalar en componentes cartesianas, se traduce en que
todo punto P (x, y, z) que pertenezca al plano rr debe satisfacer la ecuaci'on general.

alx —x1)+ Bly—y)+yz-2z1)=0
6. Producto vectorial.-

Dados dos vectores, g y b, que forman un angulo 6 (0 < 6 < 1), se denomina producto vectorial, g 1 b, a un nuevo vector
cuyo m’odulo es igual al producto de los m“odulos de ambos vectores por el seno (en valor absoluto) del angulo que forman, cuya
direcci‘on es la perpendicular al plano 1t definido por los dos vectores originales, y cuyo sentido viene dado por la regla de la
mano derecha (si colocamos nuestra mano derecha de forma que los dedos sigan el sentido de giro desde el primer vector, g,
hacia el segundo vector, b, por el camino mas corto, entonces el pulgar extendido apunta en el sentido de g /1 b).

[ m'odulo:  |a/ b| = |al|b|sen(H
arb= L direcciion: (a4 b) £ planom
sentido:  r. mano derecha (g — b)

El producto vectorial presenta las siguientes propiedades geom etricas:

a) Condici’on de paralelismo: > R NG
si g=0=b, entonces g/ b=0 < a b % avbh=0

DPTO. FiSICAAPLICADAIII



VECTORES LIBRES E. DRAKE 5

b) Proyecciones ortogonales:

|as b|=|alProy,,[b]=|b|Proy,,[a]

Aplicaciones:

*si |u| =1, entonces | g/ u| = proy,, [a]

* El m'odulo del producto vectorial de dos vectores, |a /1 b],
es igual al drea del paralelogramo que tiene como lados a
ambos vectores, 0 -lo que es lo mismo- es igual al doble del
area del tri"angulo que tiene a ambos vectores como dos de sus
lados.

El producto vectorial presenta las siguientes propiedades algebraicas:
« Noesasociativo: g/ (b1 ¢)=(asb)sc

o Anticonmutativa. g/ b= -b/s a

Asociativa respecto al producto por unescalar:  (aa) 1 b=a (ab) = a(as b)

« Distributivarespectoalasuma: g/ (b+c) =as1b+asc

Cancelativa: x/1a=x4b == a=b+Ax (siendo A un par‘ametroreal, A ¢ IR)

Respecto al producto vectorial en componentes cartesianas, destacaremos:

a) Producto vectorial de los vectores de una base cartesiana ortonormal y dextrogira, i1, uz, u3}:

utAu2=us ; u2AU3=ul ; Ul AuUl=u2 0 > |l]i’|:1
U
wWAu==uisu ;  uidui=0 (ij=123) (i (i=1,23)

b) Producto vectorial de dos vectores arbitrarios, g y b (se deduce del punto anterior y de las propiedades algebraicas):

u2 - us
g} a a3
1 b2 b3

Finalmente, como aplicaci’on geom’etrica del producto vectorial, se puede deducir
la ecuad’on vectorial de la recta, r, que pasa por el punto P1(x1, y1, 1) Y que
tiene la direcci'on del vector v = [, B, y]. Si P(x, y, z) €s un punto gen’erico de
la recta r, entonces:

-——— -—> -——— -—o -———

—_—

y, aplicando la propiedad cancelativa del producto vectorial, se obtiene:

-——— ———

OP = OP1+Av

de donde se deducen las ecuaciones param etricas (separando en componentes cartesianas) y las ecuaciones en forma continua
(eliminando el par’ametro A) de la recta r:

{ X=X1+Aa .
y=y1+AB (ec. en forma continua)
zZ=2zZ1+ Ay Y=y z¥ 7
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6 E. DRAKE FUNDAMENTOSFISICOSDEL AINGENIERIA

7. Producto mixto.-

El producto mixto, g - (b /1 ¢), presenta las siguientes propiedades geom'etricas:

a) El valor absoluto del producto mixto de tres vectores, | a- (b /1 c) |, es igual
al volumen del paralelep’ipedo que tiene como aristas a esos tres vectores:

la-(ba¢)|=|bac|Proy 4, [al= Volumen

b) Condici’on de coplanariedad (para g, by ¢ no nulos):

a-(bs1c =0 < abyc soncoplanarios

Aplicaci’on:

* Tres vectores, g, b Y ¢, constituyen una base vectorial del espacio ordinario £3 si, y solosi, g- (b4 ¢) = 0.

El producto mixto presenta las siguientes propiedades algebraicas:
« Permutabilidad c'iclica:  g-(b/¢c) =b-(c4a) =c:(as b

« Antipermutabilidad ac’iclica: g~ (b4 ¢) = =b-(a/ ¢

a a3
311 b2 b3
1 @ C3

Aplicaciones:

* Producto mixto de los vectores de una base ortonormal dextr ogira, fus, uz, uz}:

889 7

* Ecuaci'on del plano, 7, que pasa por tres puntos no alineados, P1(x1, y1, z1),

P2(x2, y2, z2) Y P3(x3, y3,23)- Todo punto P(x, y, z) que pertenezca al plano
r debe satisfacer la ecuaci‘on:

X-x1 y-yi1 z-2i ViR ., ____
X2=X1 y2-y1 z2-21 (coplanariedad de p1pP, P1P2, P1P3)

8. Doble producto vectorial.-

b c

as(bsc) = @b (@9

=(a-cb-(a-bc
Aplicaciones:

* Desarrollo del producto escalar de dos productos vectoriales:
(@ar1b)-(crdy=c-[dr(asb]=c-[(b-d)a-(a-d)bl=(a-cb-d) - (a-d)b-c)

xAa=b
X-a=ao

* Resolver, para la inc’ognita x, el sistema de ecuaciones vectoriales

/b
asn (x4 a):aAb==>|a|2x—(x-a)a:a/lb::\x= amz' +%
a
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CINEMATICA DEL PUNTO

1. Introducci‘on.-

Se dice que un cuerpo se halla en movimiento respecto a otro cuando existe un cambio continuo de su posici‘on relativa a lo largo
del tiempo. La rama de la F'isica que se dedica al estudio del movimiento de los cuerpos es la Mecanica, y esta’se subdivide en
las siguientes disciplinas:

- Cinem’atica, que describe geom’etricamente el movimiento sin atender a sus causas.
« Din"amica, que conecta el movimiento y sus caracter isticas con las causas (fuerzas) que lo producen.
« Estatica, que establece las condiciones de equilibrio mec’anico (ausencia de movimiento).

El punto material es un modelo matem’atico consistente en un punto geometrico (sin dimensiones) dotado de una masa finita y
distinta de cero (densidad m’asica infinita). La utilidad de este modelo radica en que:

- proporciona un punto de partida relativamente simple para el desarrollo te’orico de la mec’anica de modelos m'as complejos;

- aproxima el comportamiento din“amico de aquellos cuerpos cuyas dimensiones propias son muy inferiores a las dimensio-
nes promedio de sus desplazamientos (por ejemplo, los cuerpos celestes);

- permite estudiar el movimiento del centro de masa de cualquier sistema mec anico.

2. Algunos elementos de la geometria de curvas.-

El movimiento de un punto en el espacio ordinario tridimensional, £3, genera una curva alabeada (trayectoria). En consecuencia,
la descripci’on geom’etrica del movimiento de un punto (objeto de su Cinem’atica) requiere el previo conocimiento de algunos
elementos de la geometr'ia de curvas.

2.1. Ecuaciones de una curva.

A
La eauadon vectorial de una curva, C, viene dada por una funci’on vectorial z
de variable real: P(L)
r=r(A) = 0P() = [x(A),y(A), z(A)];  (conA ¢ IR)
de donde, separando las componentes cartesianas, se obtienen las ecuaciones TO) C
param’etricas:
X = x(A) >
o
L Y=y X v

z=2z(A)
Fix,y,2) =0

y, eliminando en estas u’ltimas el par’ametro A, se llega a las ecuaciones impl'icitas: 0
Fx,y, 2) =

, las cuales corresponden,

respectivamente, a sendas superficies en £3 cuya intersecci’on es la curva C.

Por otra parte, A no es el uhico par"ametro posible para describir la curva C (existen infinitos). As’, por ejemplo, la definici’on de

un nuevo par’ametro i mediante el cambio:
A= A)

permitiria la siguiente reparametrizaci'on de C:

r=r{Aw]=rw
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Ejemplo:
* La circunferencia de ecuaci’on vectorial:

r=r(6 =[acos(B,asen(), 0] Z A

y de ecuaciones param’etricas cartesianas:

{ X = acos(f
| y=asen( g clo
= - ]
z =0 FRT /(I) v
se puede reparametrizar mediante el cambio @ = "5_ ¢, resultando la
nueva ecuaci’on vectorial: X

v

r=r(p) =[asen(yp), acos(p), 0]

B , que
z=0, L .

corresponden a una superficie cil indrica y a un plano cuya intersecci’on es la circunferencia.

2.2. Longitud de una curva.

Se denomina parametro natural o parametro arco, s, de una curva, C, a la longitud del segmento de curva (arco) comprendido
entre un punto de elecci’on arbitraria, po (origen de arcos), y un punto gen’erico, p .

Suponiendo que la curva C estaparametrizada inicialmente en A, y
diferenciando su ecuaci’on vectorial, se obtiene el vector desplaza- 7 A
miento elemental, dr, como:

AS x|AT]

-

dr = St I L S
TR daxax

Pero el elemento de arco, ds, y el m'odulo del vector desplazamiento
elemental, | dr |, son infinit ‘esimos equivalentes, es decir:

. |Ar
lim — =
As—0 B Pé]r| >
Por tanto:
2 2 2
ds = |dr| = d_X + d—y + -di dA

dA dA dA

e, integrando esta ecuaci’on entre los puntos pg y P, se obtiene una relaci’on finita entre los par’ametross y A:

A 2 2 2
ds = d_X + d_y + d_Z dA
Os Ao dA dA dA

Mediante la reparametrizacion A = A(s), y separando en componentes cartesianas, se llega a las ecuaciones param ‘etricas
naturales de la curva C:

x = x(s)
| Y= y(s)
z = z(s)

Ejemplo:
* Para la circunferencia de ecuaci’on vectorial:

r=r(6 =[acos(B),asen(H), 0]

se deduce facilmente que s = g8 (eligiendo el origen de arcos,
Po, €N @ = 0); Y, por tanto, la reparametrizaci’on natural conduce

r =r(s) = [acos(s/a), asen(s/a), 0]
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2.3. Triedro intrinseco o de Frenet.

En cada punto, P, de una curva, C, de ecuaci‘'on vectorial r = r(s), se define el triedro intrinseco o triedro de Frenet,
{T, N, B}, constituido por:

— N —
S _ar . ZT  T(s) B
T - (vector tangente unitario)
S - P(s)
ar. dr N(S)
- s 2 ..
N = = (.v&;m:.normal principal) -
dT der r(s) C
ral >
— - - 0 Y
- — ——— = () - Porello, las
Lol L, A
Para las derivadas respecto al par’ametro argo, se usa habitualmente la notaci‘on d()
definiciones de T y N se pueden abreviar del siguiente modo:  _ _, -
T
7 Ir|

Como caracter’isticas fundamentales del triedro de Frenet, cabe senalar que es:

a) local, ya que se define en cada punto de la curva, y la direcci’on de sus vectores var'ia en general de un punto a otro;

b) intrinseco, ya que es caracteristico de la geometria local de la curva, e independiente del sistema de coordenadas con el
que se 173_1 descrilpg: =

c) ortonormal, ya que los tieg/Mectores que lo constittyyer-ser-anitarios y ortogonales entre s:

*|N|= S 1d _Ror tam?or‘HNtJ),: 177 =1
2 |

— T - = = ¥ - - - - - -
i T /T => N 1
_ _T _7 7_ _ —N | T —-N — -
T-T s(cte) = dr-T)
*|B|=|TAN|=|T||NTsen(m/2) = 1. Portanto, |B|=1

« COMo su propio nombre indica, el vector T es tangente a la curva en cada punto:

En cuanto a las direcciones y sentidos de Tos vectores del triedro de Frenet, obs’ervese que:

—_ N

T dr (direcci'onde latangente)

y su sentido es el que corresponde a valores crecientes del par"ametro arco, s;

« debido a su propia definici’on, el vector N apuntaen la direcCi’on y sentido en Tos que tuerce la curva en cada punto (es
decir, hacia donde gira su recta tangente):

—_ =

dT - = 5 - -

N dT
- ds

Ed g -
- ladirecci‘on y el sentido del vector B se deducen directamente, aplicando su definici’on, de los de T y N. Cabe senalar,
no obstante, que la direcci’'on de B se mantiene constante a lo largo de una curva i, y s'olo si, esta es plana.
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Ejemplo:
* Para la circunferencia que venimos considerando, se tiene:

r(s) = [acos(s/a), asen(s/a), 0]
r (s) = [-sen(s/a), cos(s/a), 0]

r (s) = [-cos(s/a)/a, —sen(s/a)/a, 0] 2=
calcul"andose el siguiente triedro de Frenet: T—a m Z

I _LZ;) = [-sen(s/a), €os(s/a), 0] N’(s) ?(S)
|y = [-eos(s/a), ~sen(5/a), O] 2 s PO

B(s) = [0,0,1]
2.4. Curvatura y radio de curvatura.

Se define la curvatura, k, de una curva, C, en un punto, P, como el m’odulo de la derivada de su vector tangente unitario respecto
al par“ametro arco:

=T |=|r |

Por tanto, si se conocen las ecuaciones param’etricas cartesianas de la curva, se puede calcular su curvatura mediante la expresi‘on:

dZ 2 dZ 2 dZ 2
Tt gEerar T KU YEE)

. . . .
El vector normal principal, N, se puede redefinir entonces como:

L

= T =kN (1% ecuaci’on de Frenet)

21

— =

El radio de curvatura, R, de una curva, C, en un punto, p, es la inversa de su curvatura en dicho punto:
1
RK = -
K
Ejemplos:

* Enuna circunferencia -de radio g-, la curvatura tiene valor constante
(k = 1/a) Y, por consiguiente, tambi'en es constante el radio de
curvatura (R« = g). Notese, adem’as, que su radio de curvatura
coincide con su radio geom’etrico.

* En una recta, el vector 7 es constante, y, por tanto, la curvatu-
raes nula (x = Q) y el radio de curvatura es infinito (Rx = oo).

Obs’ervese, adem’as, que es imposible definir los vectores N’y B~

Como caracter'isticas de x y R, cabe senalar que:

« son propiedades locales de una curva, es decir, sus valores var’ian en
general de un punto a otro;

« son siempre mayores o iguales que cero (por definici’on);

recta tangente

- cuanto m'as “cerrada” €S una curva en un punto, tanto mayor es su
curvatura, k, y tanto menor es su radio de curvatura, R.. De he-
cho, R, puede interpretarse como el radio de una circunferencia que
aproxima, hasta la derivada de segundo orden, el comportamiento
local de la curva (circunferencia osculatriz).

circunferencia
osculatriz

centro de curvatura
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3. Cinem’atica del punto. Generalidades.- _

7 & C (trayectoria)
El movimiento de un punto, P, con respecto a un sistema de ejes cartesianos,
OXY Z, queda completamente determinado si se conoce su vector de posici‘on P (punto mévil)
en funci’on del tiempo ¢:

-—o

r=r(t) = OP(t) = [x(t), (1), z(t) ]

()

Pero r = r (¢) es la ecuaci’on vectorial de la curva (trayectoria) que describe N
el punto a lo largo de su movimiento, ya que el tiempo ¢, aparte de su evidente X /0o Y,
significado f'isico, €s un par’ametro de los infinitos posibles para describir una
curva. {

x = x(t)
Las ecuaciones ¢-param’etricas de la trayectoria se denominan ecuaciones horarias: | ¥ =X

z = z(t)

Si la trayectoria viene descrita mediante otro par’ametro que no sea el tiempo ¢ (por ejemplo, A), se denomina ley horaria al
cambio de par’ametro A = A(t), aunque dicha denominaci’on se reserva por defecto paras = s(t).

La velocidad instant'anea, v, y la aceleradi’on instantanea, g, del punto P se definen, respectivamente, como:

Cdr o &
T _ B,
- ] dz() . .
— , — . Por ejemplo, en
= ()dt2 () jemp

componentes cartesianas: v = [x,),z], a = [x, ¥, z]

4. Componentes intr'insecas de la velocidad y la aceleraci‘on.-

Se denominan componentes intr'insecas de la velocidad y la aceleraci’on a sus respectivas componentes vectoriales en la base
ortonormal que forman los vectores del triedro intr‘mseco:

—_ —_ —_
v=vrT +wWN +vBB
—_ e —_

a=arT +avN + aBB

Las componentes intr'msecas de la velocidad se deducen a partir de la definici’on de velocidad instant’anea, y utilizando la regla
de la cadena de la derivacion:

dr dr ds Vi =s
V% w =0
_ o 7__.|lve=0

Se denomina velocidad escalar, \/, al m"odulo del vector velocidad, que coincide con la componente tangencial 7 (si s > (), al
ser ésta la Unica componente intr'mseca no nula:
v=|v|l=vr=s
Se comprueba, por tanto, que la velocidad, v, de un punto en movimiento es siempre tangente a su trayectoria:
—

v=vrT

Conocida la velocidad escalar en funci’on del tiempo v(t), se puede deducir la ley horaria mediante integraci’on:
ds t

v(t) = - =7 ds=v(t)dt == s(t) = s(to) + v(t)dt
to

Las componentes intr'msecas de la aceleraci’on se deducen derivando respecto al tiempo la velocidad expresada en componentes
intr'msecas (y usando la regla de la cadena de la derivaci‘ony la primera ecuaci’on de Frenet):

11

ar = v =< dgnrgéhcial)
= — . — » — . . )
a= & — =T oy s - —_—s=VT + =N == a/v:Ri:s—
dvT) s R . dT. “
(normal

DPTO. FISICAAPLICADAIIl 0 centr'ipeta)
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Se comprueba, por tanto, que la aceleraci’on, g, de un punto en movimiento esta siempre contenida en el plano osculador de la
trayectoria (denominaci’on que recibe el plano definido en cada punto por 7 y N):

Por altimo, es interesante comparar las componentes tangencial, g7, y hormal, gn , de la aceleraci’on en cuanto a la informaci‘on
que contienen, sus signos posibles y las circunstancias en que se anulan de forma permanente;

ar an
informaci on variaci’on temporal del m’odulo de v variaci’on temporal de la direcci’'on de v
signo positivo (movto. acelerado) o negativo (movto. retardado) siempre positivo
nulidad permanente en el movimiento uniforme en el movimiento rectil neo

5. Determinaci’'on cinem'atica de elementos geom'etricos de la trayectoria.-

Conocidos los vectores velocidad, v, y aceleraci‘on, g, de un punto, se pueden determinar directamente a partir de ellos sus
componentes intr’msecas, as'1como algunos elementos geom’etricos de la trayectoria (radio de curvatura y triedro de Frenet):

v =v=|v| (supuestoque s'> 0)

ar = proy ,[a]= 22
"4

v/ia
an = proy,, [a] = | |
%
A
Rk = == e
|v¢30|
?z_v Nza—arT §: v/a

v/ia
6. Movimientos elementales.-

6.1. Movimiento rectil' ineo.

a) Definidon. movimiento de un punto cuya trayectoria es una recta o
segmento rectil meo.

T =ce == k=0(Cte) == Rx= oo

b) Propiedades:

P

acelerado retardado

c) Ley horaria:

general == W) =slt) == ar(®)=vit) =s(

M. -o ar()=0 == wv)=v(le) == [s(t)=s(0)+vt]

mrua. -- ar()=alte=0 == wvit)=v(0)+at == |s(®) = s(0)+ v(0)t + at’/2

Nota: Las siglas m.r.u. corresponden al movimiento rectil ineo uniforme; y las siglas m.r.u.a., al movimiento rectil ineo
uniformemente acelerado.
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6.2. Movimiento circular.

a) Definid'on: movimiento de un punto cuya trayectoria es una circunferencia
-de radio g- 0 un arco de circunferencia.

curvaplanacon x = 1/g (cte) == R« = g(cte)
b) Ley horaria:

6=t == wt)=06() == a(t)=Ww() = 06(t)

s()=adt) | == wv(t) = s(t) = aB(t) = aw(t) ==

general -
ar(t) = Vv (t) = s () = dB(t) = aw’ (t) = aa(t) »

an (1) = [v(t) 1%a = alw(t) |

{ at) =0 == wt)=w(cte) == lat):aO)_,_wtl
m.cu. -- L

|5(t) =a100) ¥ 1] | == v(t) =aw(te) = ar(t) =0, an(t) = v*/a = af (cte)

Nota: Las siglas m.c.u. corresponden al movimiento circular uniforme.

c) Periodicidad del caso uniforme:
El movimiento de un punto P (respecto a un sistema de referencia de origen O) es peti‘odico, de periodo finito T, si su
vector de posici'on r (f) = OP (t) satisface la ecuaci on:

r(t+T)=r(t); (parart)

Se puede comprobar que el movimiento circular uniforme (m.c.u.) es peri“odico con:

2

T = =L (frecuencia natural)
2

T

(meriodo)  — o o =

d) Descripci‘on vectorial del movimiento circular:

Definimos el vector velocidad angular, , como un vector
deslizante que tiene: I eje de
, . | giro

.modulo:|w|=|w|=|9|; |
« recta soporte: el eje de giro;

- sentido: seg'un la regla del tornillo (el sentido de avan-
ce de un tornillo que gire en el mismo sentido que P);

y definimos el vector acelerad’on angular, ¢, como:
o = (;i;’ (colineal con )

Se puede comprobar que:

-——o —-——

v=PO/Aw=wAOP=wi/Ar

eje fijo de —
referencia OP=r

dv
A= == =QAr+wAvVv=0asr+w/ (w/r)

dt - = — —

ar anN

Nota: El punto O en la figura es el centro de la circunferencia descrita por el punto P, pero en realidad la expresiony = PO/ w
se mantiene Vv alida con tal de que el punto O pertenezca al eje de giro (precisamente por eso, se dice que w es un vector deslizante).
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6.3. Movimiento arm’onico simple (m.a.s.).
a) Definid'on: movimiento rectil'meo y peri‘odico que se obtiene al
proyectar un movimiento circular uniforme (m.c.u.) sobre un

di"ametro cualquiera de la trayectoria.

b) Ecuaci'on horaria:

Qt) = & + wt, donde ¢ = cte,y & = G0)

x(t) = aCos(ed + wh) == r(t) = x(t) elongacion /
x(t) = —awSen(& + wi) == v(t) = x(t)t S a S F
(@) = —auf COS(B + wh) == a(t) = x(t)t S A

~<__ _ amplitud

c) Terminolog’ia especifica:

x(t) : elongaci‘on g - amplitud (m"axima elongaci’on) & : faseinicial
at) : fase w : frecuencia-angular o pulsaci‘on T (= 2m/w) : per'odo
"X=-wX == x+wx=0

d) Ecuaci'on diferencial;

6.4. Movimiento helicoidal uniforme (m.h.u.).

a) Definiciones:

- movimiento de un punto que recorre una h'elice con ve- Z A
locidad de m’odulo constante;
« movimiento que resulta de la superposici‘on de un movi-
miento circular uniforme (m.c.u.) en un plano y de un
movimiento rectil meo uniforme (m.r.u.) a lo largo de ML (1) A g b
una recta normal a dicho plano. D, B A,
b) Ecuaciones cartesianas horarias: N | T
P.
{ x(8) = @ Cos(wt) 2(t) = wt 7 ;
| /(8 = asen(wi :
z(t) = vot ©] -
c) Caracterizaci'on; se propone como ejercicio el c’alculo de: () = ot /
- = = X m.c.u. (o)

« geometra de la trayectoria - —» s, T, N, B, Kk, R«
« cinematicadel mh.u. —= v, g, v, ar, an -

6.5. Movimiento central.

Se dice que el movimiento de un punto P es un mo- convergente divergente
vimiento central si existe un punto fijo O* (centro
del movimiento), tal que la recta soporte del vector
aceleraci’on, @, del punto P pasa en todo instante
por dicho punto O*.

-—
Matem’aticamente, si llamamos r * al vector de po- | a
sici‘on relativa de p respecto a O*, la condid’on de 'l /P
movimiento central viene dada por: M-
OP=r"a == r*1a=0 O (centro) O (centroy
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Es importante advertir que el centro del movimiento, O*, no ha de coincidir necesariamente con el origen de coordenadas, O.
Precisamente eso es lo que pretende subrayar el uso del asterisco en nuestra notaci on:

_ . —-——
OP=r"=r=0P
Sin embargo, con vistas a posteriores razonamientos, conviene observar que, al ser O un punto fijo, se verifica (cuando P se
desplaza) que:
. dr™ dr
dr'=dr == =_ =y

dr t

6.5.1. Descripci'on del movimiento plano de un punto en coordenadas polares.

Dado el plano cartesiano OXY , se definen las coordenadas polares

p (radial) y 6 (acimutal):
p= TS v T
¥ = pYH Y N U

Asociada a las coordenadas polares, se define la siguiente base orto- / 5
normal del plano: P

Up = COS(Q) t + Sen(@) j —— direccion radial TA/ \ '

ue = —SeN(f ( + €os()j -— direcci’on acimutal 0 y

, i

de cuya derivaci’on temporal, se obtiene: E’k 0 ?, x ;

ALY o LS~

dt db ' dt a6 = - g

Por tanto, la cinem’atica de un-punto m’ovil, P, que realiza un movimiento plano en O XY se describe (en coordenadas polares)
mediante los siguientes vectores de posici‘on, r, velocidad, v, y aceleraci’on, g:

i dr : ;
r=0P=pup == V== P Up* pOus = a=—

Vp Vo _/n B W aYs TPV N

6.5.2. Concepto de velocidad areolar.

Sea P un punto movil en el plano O XY , y sea O* un punto fijo
en dicho plano. El elemento de afea barrido durante un interva-
lo infinitesimal de tiempo, dt, por el vector de posici‘on relativa
r*= O°P viene dado por:

- 'I <

dA = — - > A vdt

r Adr = r’ A dr = ¥

N’otese la naturaleza vectorial del elemento de area definido: su
direcci‘on es la normal al plano (en la figura, direcci'on k); y su
sentido depende de la orientaci’on del barrido.

(punto fijo)
Se denomina velocidad areolar, /4, del punto p en su movimien-
to respecto al punto O, al a’rea barrida por el vector de posicion
relativa r *= OP en la unidad de tiempo, con signo positivo si

el sentido del barrido es antihorario, y con signo negativo en caso
contrario.

Asignando a la velocidad areolar, \/4, la direcci’on normal al plano del movimiento, se obtiene el vector velocidad areolar, \/4, ~
cuya evaluaci“on instant’anea viene dada por la expresi‘on:

-——

*

En sentido inverso, se puede decir que la velocidad areolar, /4, es el m’odulo dotado de signo del vector velocidad areolar, /4. -
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6.5.3. Teorema fundamental del movimiento central.

El movimiento de un punto P es un movimiento central (con centro en Q) si y s’olo si es un movimiento plano (en un plano que
contiene a O*) y con velocidad areolar constante (respecto a O).

Demostrad’on;
La derivada temporal del vector velocidad areolar, \/a, del punto p en su movimiento respecto a O*, resulta ser:

d\ZA av 1

— —— =TI — - - = /1a

1 dr” 21* 1 2 2‘*

- 1 v+ _ myWmv+ rAa=

Por tanto, teniendo presente la condici’on de movimiento central, se deduce de forma inmediata que:
ava
movimiento central e r*sg=2 24 \Z = Ccte

- N

Pero el vector \72 no es mas que la velocidad areolar \/4 dotada de la direcci’on del vector (r * 4 v). En consecuencia, es obvio
que el vector {73 ser'aconstante si, y s'olosi, son constantes la velocidad areolar \/4 y la direcci'on del vector (r * 4 v).

A su vez, es posible demostrar que la direcci‘on del vector (r * 4 v) es constante si, y's'olo si, el punto P se mueve en un plano
que contiene a O*. En efecto:

a) siel vector (r * 4 v) tiene direcci’on constante, entonces:

—_— =

riiv=2Va=C(cte) == r(rsv)=r"-C= PP-C=0

. . ., 4 —
satisfaciendo el punto p, por tanto, la ecuaci’on vectorial normal de un plano que pasa por O*yes normala C;

b) si el punto P se mueve en un plano que contiene a O*, €s evidente que tanto el vector de posici‘on relativa, r *, como el
vector velocidad, v, estar’an ambos contenidos en dicho plano, y que, por tanto, su producto vectorial, el vector (r */ v),
tendr’a como direcci“on constante la normal al plano del movimiento.

En definitiva, la demostraci’on del teorema fundamental del movimiento central ha quedado completa al. comprobarse que:

Va = cte

=cte —= . - I
direcci‘onde (r "/ v) = cte - < movimiento.plano

NE!

En coordenadas polares:

Un ejercicio complementario interesante consiste en, supuesto que el movimiento de un punto P es plano, comprobar el teorema
fundamental del movimiento central en coordenadas polares.

Eligiendo como polo O (origen de coordenadas polares) al punto O* respecto al que se va a medir el vector velocidad areolar del
punto movil P, es decir, tomando r = r *, se tiene:

= 1 . . .
VA = - —_ —_ — _p 9
1 1 1 5. 2,
. . r 1v= rAv=_ 0uUn/ (PUr+ DAUA = 88k == Va-=
y derivando la velocidad areolar, /4, respecto al tiempo:
dva
— e =pdae
. - 1n{7 PA + nA) =
Por tanto, es obvio que:
dVa . - )
Va = Cte = — =0 < a=0 e a up r=r" (movimiento central con centroen Q%)
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VECTORES DESLIZANTES

E. DRAKE

VECTORES DESLIZANTES

1. Definid’'on de vector deslizante. Momento.-

Un vector deslizante es un vector geom’etrico que queda caracterizado por su m'odulo,
direcci’on, sentido y recta soporte; y que es invariante, por tanto, ante deslizamientos a lo

largo de su recta soporte.

Simb’olicamente, un vector deslizante se puede expresar como (g; A), donde g especifica / /

el vector como si fuese libre, es decir, define su m’odulo, direcci’on y sentido; y A repre-
senta la recta soporte a la que se encuentra sujeto el vector en su posible deslizamiento. a a

Para concretar la recta soporte A, se puede expresar el vector deslizante como (g; P1), / /P,
siendo P un punto cualquiera de A. La ecuaci’on vectorial de la recta soporte es entonces: / /

—-——— —-———

A:OP = OP1#+ Aa

AeR ;] @n) J @P)

donde O es un punto arbitrario de referencia, y P es un punto gen’erico de A.

El momento de un vector deslizante, (g; A), respecto a un

punto, O, se define como:

———

Sefialaremos como propiedades del momento, Mo(q; A). >

que:

a) es un vector ligado al punto O;

Mo(a;A) = OPv4.a | (conpi e A)

-

//T[
v

b) es perpendicular al plano 77 definido por la recta A y el punto O;

c¢) sum’odulo es igual al producto del m“odulo del vector g por la distancia entre el punto O y la recta A:

—-_—— —-——

| Mo(a; A)| = |OP1 2-a| = |alproy, ,[OP1] = |a|d(O,A) :

d) es independiente del punto de aplicaci’on de g con tal de que dicho punto pertenezca a A:

Obs’ervese que, como consecuencia inmediata de la propiedad c), el momento de un vector deslizante no nulo respecto a cualquier

punto de su propia recta soporte es nulo:

Si g=0

o Man=0 = oen

2. Sistema de vectores deslizantes.-

‘A A2 A
. . / 1 S A \ Bn
Un sistema de vectores deslizantes (en adelante, s.v.d.) es un r PR 1o \
conjunto, finito 0 infinito, de vectores deslizantes. a 3 ol » 2
De forma gen’erica, un s.v.d. de n vectores deslizantes se puede “ P2 % sas
expresar COmo: i P g . = P, Pn\
— AT L As as | \
S = {(ai; D) Fri= 1
Ps

DPTO. FiSICAAPLICADAIII
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2.1. Resultante y momento resultante.

La resultante, R(S), de uns.v.d. S es el vector libre que se obtiene de la suma geom’etrica de todos los vectores deslizantes del

sistema como si fuesen libres: n

R(S) = ai
i=1

El momento resultante, Mo (S), de un s.v.d. S respecto a un punto O (0 en un punto Q) es el vector ligado a O que se obtiene
de la suma geom’etrica de los momentos de cada uno de los vectores deslizantes del sistema respecto a dicho punto O:

— noo no__5
Mo(S) = Mo(ai; Ai) = OPi f ai (CONP; £ Ai)
i=1 i=1

Al conjunto £/R(S); /\70(5)}, se le llama reducd’on del s.v.d. § en el punto O (o sistema reducido en Q):
50" = {R(S); Mo(S)}

Y, por eso, al punto, O, respecto al que se calcula el momento resultante de un s.v.d., se le llama centro de reducd’on.

2.2. Campo de momentos: ecuadon y propiedades.

Se denomina campo de momentos de un s.v.d. S a la aplicaci’on que hace corresponder a cada punto del espacio ordinario, £3,
el momento resultante del sistema respecto a dicho punto:

=

Fi P éEs——Mp(S)

La ecuad’on del campo de momentos es aqu’ella que permite relacionar entre s1a los momentos resultantes de un s.v.d. respecto
a dos puntos distintos (cambio del centro de reducci’on). Deduzc amosla:

no__5 Fr - -——— IS gy _ ——

Mp (S) = PPi/fa = (PO+ OPi) 4 ai = OPi 1 ai + PO/ a = Mo(S)+ PO/ R(S)
i=1 i=1 i=1 i=1

S

Abreviadamente, queda:

-—— — -———

Mp =Mo +PO/R o bien Mp = Mo + R/ QP

Algunas propiedades del campo de momentos de un s.v.d. son las siguientes:

a) El campo de momentos queda univocamente determinado si se conocen:

- Laresultante, R, y el momento resultante, Mo, en un punto O cualquiera.

— —_ —_—
- Los momentos resultantes, Mo+, Mo> Y Mos, €n tres puntos no alineados cualesquiera, 01, Oz Y Os.

b) Si la resultante, R, es nula, entonces el campo de momentos es uniforme, ]
es decir, toma id"entico valor en todos los puntos del espacio: - Vo
P
sSiR=0 Y| / =% /
— — -——— — MO
Mp =Mo+ R 4 OP = Mo 0
YPO€ E3 [N =0
c) Si la resultante, R, es distinta de cero, entonces los lugares geom’etricos —
definidos por los puntos de igual momento resultante son rectas paralelas a Me =2
la resultante R: LSS Mo
\ P s,
si R=0 | 0 ‘

r R:O = —

_ /
ypP=0, __ = —
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2.3. Momento axico.

El momento akico resultante, M, (S), de uns.v.d. § respecto a un eje
I" de direcci’on y es el escalar que resulta al proyectar sobre el eje I el
momento resultante del s.v.d. respecto a cualquier punto de dicho eje:

Mu(S) = u-Mo(S)  (con|u|=1; O€T)

Para comprobar que esta definici’on es correcta, hemos de verificar que en efecto puede ser cualquiera el punto del eje I elegido
para calcular y proyectar el momento resultante del s.v.d., ya que la elecci’on de dicho punto no afecta al valor del momento axico
resultante:

OP -- u-Mp =u-(Mo+ R/ OP) =u~Mo_+ u-(R20OP)=u-Mo
N e

2.4. Invariantes.

Un invariante de un s.v.d. es cualquier magnitud, caracter stica del mismo, que sea independiente del centro de reducci’on.
Aungue no son los unicos, hay dos invariantes fundamentales:
a) La resultante, R, cuya invariancia es evidente a partir de su propia
definici’on, ya que se trata de un vector libre.
b) La proyecci’on, m, del momento resultante sobre la direcci’on de la
resultante:
—
R . M — — — —
- = IO = ur-Mo = Proy o[Mo ]
R

cuya invariancia se demuestra.a partir de la ecuaci’on del campo de momentos:

-0
vpOeEs -o BMp _R(Mo+xRAOP) - R:-Mo ,R(RiOP) _R Mo
IR IR IR| IR IR|

2.5. Eje central.

El eje central, A, de un s.v.d. (de resultante no nula) es el lugar geom’etrico de los puntos del espacio en los que el momento
resultante del s.v.d. tiene m’odulo m'mimo. Es decir, Ilamando C a un punto gen’erico del eje central, se tiene:

YCeAC -  MC=M

min

Como consecuencia de la tercera propiedad del campo de momentos estudiada en el apartado 2.2 (propiedad c), el eje central ha
de ser necesariamente una recta paralela a la resultante R.

-
Por otra parte, el momento resultante, Mp, de un s.v.d. en un punto p arbitrario puede siempre descomponerse en la suma de
dos componentes vectoriales: una, paralela a la resultante R; y otra, perpendicular a dicha resultante:

- - R 1R —1R

Mp =Mp +Mp =mur+ Mp

donde se observa que la componente paralela a la resultante es invariante, ya que sabemos que tanto la proyecci'on m, como la
direcci‘on de la resultante yp = R/|R |, son ambas invariantes de un s.v.d.

En consecuencia, el momento resultante de un s.v.d. tendr’a m’odulo m'mimo en aquellos puntos del espacio en los que sea m'mima
su componente perpendicular a la resultante. Pero el valor m'mimo posible de una componente es cero. As1que, antes que nada,
procede preguntarse si existe una recta paralela a la resultante en cuyos puntos se anule la componente del momento resultante
perpendicular a la resultante. Vamos a demostrar que en efecto existe dicha recta, la cual constituye obviamente el eje central,
Ac, del s.v.d.
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— /IR —-—

M =0 & proy,z[Mc]=0 < R/IMc=0 == RA[Mo+R210C]=0 ==

= —-——— = —-——— —-——— —-——— ﬁﬂ M
RAMO+RA(R/IOC)=R/1MO+(R-OC)R—|R|ZOC=O == OC= ° R
. ARPC
Teniendo en cuenta que C es un punto gen’erico de una recta,
y que, por tanto, la expresi‘on: Ac
R-OC _, t |
|R |2 UR —» = min >
= MUR e
corresponde a un par’ametro escalar variable, se obtienen las

siguientes conclusiones:

« La eauad’on vectorial del eje central A viene dada R
por: .
//
R/ M 7
—— y
FCeAc -— | OC=—l+AR 7
R y
7/

donde O es cualquier punto en el que se conozca el
— —
momento resultante, Mo, del s.v.d.

« El valor param’etrico A= corresponde al punto C* que se obtiene de proyectar ortogonalmente el punto O sobre el eje

central: {
C’ ¢ Ac N
= I oc +&LZ
R -- W - VS0 - VIR

« En todos los puntos del eje central, el momento resultante del s.v.d., o bien es nulo (si el invariante m = 0), o bien es
paralelo a la resultante (si el invariante m = 0), pudiendo expresarse en cualquier caso como:

Mcene = |M™ = mur Em ﬁ

Por altimo, cabe senalar que los s.v.d. de resultante nula no tienen eje central, ya que, tal como se indic’o con anterioridad, su
campo de momentos es uniforme.

3. Sistemas particulares.-

3.1. Vector suelto. A
Es un s.v.d. que consta de un uhico vector: /a//' -
S = {(a M)} e D,
Propiedades:
e R=a
em= & > _o

« Ac = A, Yaqueel momento resultante es nulo (y, por tanto, tiene m’odulo m'mimo) en cualquier punto de la recta soporte
del vector deslizante.
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3.2. Par de vectores. p, , M RO
Es un s.v.d. que solo consta de dos vectores de modulos iguales, a .
rectas soportes paralelas y sentidos opuestos: /1
7/ -a
/ /
S ={aA), (~a L} cON A1 A2 7 ,7 P
Propiedades:
«R=a+(-a) = 0 (portanto, campo de momentos
uniforme e inexistencia de eje central). 1 K/I’
« El momento resultante M (independiente del centro de re- /
” . . . / p, 2 M )
ducci‘on O a consecuencia de la uniformidad del campo) P 4 ;& //
es perpendicular al plano 77 definido por A1 Y Ao, tiene el // a 4 7
sentido que resulta de aplicar la regla del tornillo al giro P > ,/
indicado por el par de vectores, y su m'odulo es igual al T 4 ,’d A A) 7P a /’
producto de | a| por el brazo del par (distancia entre las 7 PO oY o
dos rectas soporte, d(A1, A2)): *
M = Mo =OP14a+ OP2/ (-a) = (OP1-0OP2) 1 a= P2P1/1a
| M| = |P2P14.a| = |a|Proy,,[P2P1]1=|a|d(A1, A2)
3.3. Vectores concurrentes.
Es un s.v.d. tal que todas las rectas soporte tienen un punto A en \\Az
com’un (punto de concurrencia): \ N
\ F03
/
S = {(ai; D)}t tAlQUe 7A & AL (VD) 0 /
Propiedades: A1 V&
~ ~ \ Z
i \ n >
e Ma=0 \ \ / An
— al Vi ™ -
R-M - £~
e m = A M = 0 A\
~ min

.. =0 ==
« Si existe eje central Ac (es decir, si R = 0), entonces el punto de concurrencia, A, pertenece a dicho eje (A ¢ Ac). Por
tanto, la ecuaci’on vectorial del eje central Ac admite, adem’as de la expresi‘on general, la siguiente expresi’on particular:

VCENC -— OC=OA+AR

« Teorema de Varignon: el momento resultante de un s.v.d. concurrentes respecto a un punto arbitrario O puede calcularse
como el momento respecto a dicho punto O de la resultante, R, ubicada en el punto de concurrencia, A:

-

yOeEs —— Mo = Ma +OA /1 R=0A/ R
=0
3.4. Vectores paralelos. As
\
Es un s.v.d. tal que todas las rectas soporte son paralelas: Aot \
\ \
S = f(aiu; D) prie1 ©ON Ju] = 1 LR
4 . > -~
Propiedades: A az\ \as \\An
n n , \ P \
« R= aiu = g u=Ru == R u (SIR=0) \ \ “ “
i=1 i=1 \\ \‘ \ sy
\ \ 3 \
- no__ n -—- P1 \ \
* Mo = OPifaiu= % \ o
i=1 i=1 - a1 4
\
—_ u n‘
= \
csiR=0 -= m= R0 M =0 \ v
-0 =o ~ min \
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« Si existe eje central Ac (es decir, si R = (), entonces seguro que dicho eje pasa por un punto G, llamado centro del s.v.d.
paralelos, el cual es independiente de la direcci’on de  y tiene como vector de posici’on:

n
-———

ai OP;

Por tanto, la ecuaci’on vectorial del eje central A admite, adem’as de la expresi’on general, la siguiente expresi’on particular:

YCeAc -—  OC=0G+AR

-
Demostradon: si existe eje central (R = 0), sabemos que M™" = 0. Exijamos entonces la existencia de un punto G que
pertenezca al eje central Ac para y y:

= n -—— 4 -—-0 n ——s —=5 - ai OP:
M = aGPi fu=0 (Fu) == ai GPi = ai (GO +0OP) =0 == 0GEL—
ai
i=1

- Teorema de Varignon: el momento resultante de un s.v.d. paralelos (de resultante no nula) respecto a un punto arbitrario
O puede calcularse como el momento respecto a dicho punto O de la resultante, R, ubicada en el centro, G:

YOeEs == Mo = M6+0G/R=0G/R

=0

4. Equivalencia de sistemas de vectores deslizantes.-

Se dice que doss.v.d., Sq = {(ai; A)n=1 Y Sb = {(bi; Ti)} —4™ Son equivalentes (S, Sp) siverifican las dos siguientes
condiciones:

1) tienen la misma resultante:
R(Sa) = R(Sb)

2) generan id"enticos campos de momentos:

=

Mp(Sa) = Mp(Sy)  (¥P € E3)

Nota: En realidad, la definici’on de equivalencia entre dos s.v.d. se puede reducir a la segunda condici’on en solitario, ya que el
cumplimiento de esta implica necesariamente el cumplimiento de la primera.

Teorema de equivalencia:

Es condici'on necesaria y suficiente de equivalencia entre dos s.v.d. que tengan igual resultante e igual momento resultante en un
punto O (elegido arbitrariamente).

Demostradon:

« Condici’on necesaria:

Mp(Sa) = Mp(Sy)  (FP €E3) == Mo(Sa) = Mo(Sh)
« Condici’on suficiente:

-

¥P e E3 - Mp (Sa) = Mo(Sa) + PO 4 R(Sa) = Mo(Se) + PO 4 R(Sb) = Mp (Sb)
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5. Reducci'on de sistemas de vectores deslizantes.-

Reducir un s.v.d., S, en un punto, O (centro de reducci’on), es hallar otro -

svd., S§ (3|stema reducido en O o reducci‘on en Q), el cual, estando b A
constitmdo solamente por un vector suelto y/o un par de vectores, es equi- < S A Z: A
valente al sistema original . > BT \
Por otra parte, en el apartado 2.1 de este mismo tema, ya se defini’'o como [ a -5 an "",
sistema reducido en O de uns.v.d. S al conjunto: \ 2 ree |
\ II Pi o i > P\ /
n—.'u 3 as \
= {R(S); Mo(S)} N U
S SN P;~ .~

¢Cuales son entonces el vector suelto y/o el par de vectores que constitu- ot T
yen S,'", y que vienen simbolizados o0 representados por el conjunto de redp o

resultante, R(S), y momento resultante, M:c;( $)? e —— ----A__‘_

« El vector suelto es la propia resultante del s.v.d. S con una recta (s) o :
soporte, Ao, que pasa por el punto O. Es decir, se trata del vector ":
deslizante (R(S); Ao)- = /
- El par devectoreses cualquiera de los infinitos pares existentes cuyo S red L Mol
- - - 0 oy R o
campo de momentos (uniforme) es igual.a Mo (S).
Mediante el teorema de equivalencia, se confirma que el sistema reducido en O y el sistema original son equivalentes (S 'ed _9).

En efecto:
a) Laresultante de un vector suelto es el propio vector, mientras que un par de vectores tiene resultante nula. Por tanto:

R(SED = R(S)

b) Un vector suelto tiene momento nulo respecto a los puntos de su recta soporte, mientras que un par de vectores tiene campo
de momentos uniforme. Por tanto:

=

Mo(S =Y = Mo(S)

Es evidente que un s.v.d. de resultante nula tendra el mismo sistema reducido en todos los puntos del espacio: el constituido

exclusivamente por un par de vectores cuyo campo de momentos (uniforme) coincida con el campo de momentos del s.v.d.
original, o bien, un sistema nulo (si el campo de momentos tambi’en es nulo).

Sin embargo, un s.v.d. de resultante no nula tendr’a un sistema reducido distinto en [

cada recta de puntos paralela a la resultante. Pues bien, se denomina reducdon /, -
aan'onica, S “", de un s.v.d. S de resultante no nula a su sistema reducido en { RS), __—=- Ac )
cualquier punto del eje central Ac: X 52
quier p ] Ac \ g
can— = P
§¥" = S ™enc = (R(S); Mc(S)}cenc = {R(S);M""'(S)} S = min
¢ MM =0)
Dependiendo de que el momento resultante de m’odulo m'mimo, Mmi”(s), sea
igual a cero o distinto de cero, pueden darse dos tipos de reducci’on canonica: i g
. = /f— R
a) Si M™"s) = 0, S Solo consta de un vector suelto: la resultante 7 = 2 ™
deslizando por el eje central, es decir, el vector deslizante (R(S); Ac)- { _ /r'_:" ,1
—_ . \\\_- C _,/
b) Si M™"(S) = 0, S %" consta de la resultante deslizando por el eje central g T
(vector suelto) y de un par de vectores de momento paralelo al eje central. P =
: . i M (5#0)
A este sistema, se le denomina torsor.
Aplicacion: La pr'actica habitual -en problemas de mecanica- de ubicar el peso 1% & [
T , . . . ., (I e e
total de un solido r"igido en el centro de gravedad del mismo es una aplicaci’on de /,. : ™ /_, | N
lo que acabamos de ver. Bajo ciertas aproximaciones, el peso de un s’olido consti- (! L | i A l /
tuye un s.v.d. paralelos de resultante no nula (M™™ = (). Por ello, la reducci'on \Y! Y| \ /
can’onica de dicho s.v.d. consta uhicamente del peso total del s'olido (resultante) B el >
deslizando por el eje central. Y se sabe adem’as que el eje central pasa por el ' dmg}’ R=mg

centro de gravedad, ya que este es precisamente el centro del s.v.d. paralelos. [
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6. Clasificaci'on de los sistemas de vectores deslizantes.-

-
La nulidad o no nulidad de R y M™" permite clasificar a todos los s.v.d. en solo cuatro categor’as, cada una de las cuales
tendr’a una estructura caracter 1stica en su campo de momentos y corresponder’a, en el tema de Cinemn atica del s ‘olido, a un estado

cinem’atico espec ifico:

Reducci“on en un punto O (arbitrario) Reducci’on can’onica
=0 sistema nulo O. —
==
-0 Mo .
un par de vectores O _—»
un vector suelto (R; Ao) Y un par
de vectores de momento Mo 4 R un vector suelto (R: Ac)
=0 > = >
R _g-—- SR—
. % g/ Ao Bt Ac
= C
Mo
un vector suelto (R; Ao) Y WPy un vector suelto (R; Ac) y un par
de vectores de momento Mo de vectores de momento M™" R
=0 0 E s 5 — min |
- _Q<' Ao ’__R_____'.--V e
Mo C torsor
7. Equiproyectividad.-
Un campo vectorial, \;p , €S equiproyectivo si satisface la condici’'on matem’atica:

VP - P1P2 = VP2 - P1P2 (¥ P1, P2 € E3)

0, lo que es equivalente:

oy —---- \7 = = proy ---- \7 Y P1 P2 € E:
p yP1P2[ 1] = u = proy P1P2[ P2 ] (¥ P1, P2 3)

Teorema de equiproyectividad: Un campo vectorial es equiproyectivo si y s’olo si es el campo de momentos de un s.v.d.
Demostrad’on:

a) Campo de momentos == Campo equiproyectivo: =0

Mpi = Mp> + P1P2A R == B

= —_—— = _———

Mp1 - P1P2 = Mp: - P1P2
== Campo de momentos:

Mp: - P1P2 = Mp - P1P2 ¥ (P1P2 4 R) - P1P2 = =

(¥ P1, P2 € E3)
b) Campo equiproyectivo (demostraci’on no rigurosa)

-

Vpi - P1P2 = Vbo -P1P2 (FP1, P26 E3) == Ver = Vps + D T

Ve = Vo + P1P2 4 Q, que es la ecuaci'on del campo de momentos de un s.v.d. de resultante ().
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CINEMATICA DEL SOLIDO RIGIDO

1. Definid’'on de s'dlido rigido: condic’'on geom'etrica de rigidez.-
El solido rigido es un modelo matem’atico consistente en un sistema de puntos

materiales que satisface la condici’on de que la distancia entre dos cualesquiera de
sus puntos permanece constante en el transcurso del movimiento.

Por tanto, la condid’on geom'etrica de rigidez se expresa matem’aticamente me-
diante la ecuaci’on:

——

FRQe solrig Yy yt  —— ||QP@) | =|re(t) - ro(®) |* = (Crg)? (cte)

El nimero, r, de grados de libertad de un sistema de puntos materiales es el
n"umero de par’ametros independientes que son necesarios para definir su posici‘on.

La posicion de un s'olido r"igido (respecto a un sistema de referencia O XY Z) queda un’tvocamente definida cuando se fijan las
coordenadas de tres de sus puntos que no est’en alineados:
P1(x1, 1, z1); P2(x2, y2, z2); P3(x3, y3, z3)

lo cual representa un total de nueve par’ametros. Sin embargo, s'olo seis de ellos pueden
ser independientes, ya que la condici’on geom’etrica de rigidez exige que se satisfagan las
tres ecuaciones siguientes:

| P2P1 |2 = (x1- )(2)2 + (y1 —yz)2 + (21 - zz)2 B (CP1P2)2

[P3P1)? = (x1 - x3)° + (y1 - y3)° + (21 — 23)% = (Cpip2)°

En consecuencia, se puede afirmar que un s'olido r'igido libre (agu’el que no se halla so-
metido a ninguna limitaci’on de movimiento que no derive desu propia rigidez) posee seis
grados de libertad (r = 6).

2. Condici'on cinem’atica de rigidez: equiproyectividad del campo de velocidades.-
Partiendo de la condici’on geom’etrica de rigidez en su expresi‘on:

YR Qe solrig Yyt —— [re(t) - ro(t)]-[re(t) - ro(t)] = (Cro)? (cte)
y derivando respecto al tiempo, se obtiene la siguiente condid’on cinem’atica de rigidez:

FPQE solrig y ¢t ——  [ve(t) - QP(t) = vo(t) - QP (1)
Obs’ervese que, conforme a la definici’on de equiproyectividad de un campo vectorial, la condici’on cinem’atica de rigidez admite
el siguiente enunciado: el campo de velocidades de un s olido r'gido es equiproyectivo.
En efecto, basta pensar en el concepto de velocidad para comprender
que si las velocidades de dos puntos de un s’olido tuviesen proyecciones
distintas a lo largo de la recta imaginaria que pasa por los mismos, la
distancia relativa entre ambos puntos no permanecer’ia constante a lo
largo del tiempo y, por tanto, el solido no seria rigido.

Entonces, de acuerdo con el teorema de equiproyectividad, el campo de
velocidades de un s'olido rigido ha de ser necesariamente el campo de
momentos de cierto sistema de vectores deslizantes (a'un desconocido),
Y, en consecuencia, la ecuad’on del ampo de velocidades debe ser:

-——

r 3 - O cacs: 'I.
YP.Q¢ solrg - VP = Vo + WrR /1 QP Cro(cte) —

donde ¢y es la resultante del citado sistema de vectores deslizantes.
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3. Movimiento de rotaci'on.-
3.1. Rotaci'on de eje permanente.

Un s'olido rigido experimenta una rotacion de eje permanente si, estando el s'olido en movi-
miento, al menos dos de sus puntos, /1 € /2, Se mantienen permanentemente en reposo:

rt -—- vn(t)=ve(t)=0

Como resultado de la condici’on geom’etrica de rigidez, una rotaci’on de eje permanente presenta
las siguientes propiedades:

a) Todos los puntos del s'olido r'igido colineales con /1 e /> tambi’en permanecen fijos, cons-
tituyendo el que se conoce como eje permanente de rotaci'on, Aerr:

vl e AePR —-—> vi=0

b) Todos los puntos del s'olido rigido externos al Aepr realizan movimientos circulares de
id"entica velocidad angular, . Sus trayectorias (circunferencias) difieren en el radio, pero
todas est’an contenidas en planos perpendiculares al Aepr Y tienen sus centros en el Agpr.

Estas propiedades del movimiento de rotaci‘on de eje permanente, unidas a la descripci‘on vectorial del movimiento circular
(apartado 6.2.d del tema Cinem ‘atica del punto), permiten expresar la velocidad de un punto gen’erico, P, del s'olido r"igido en
rotaci’on de eje permanente como:

-

v =Plsw (CON/J ¢ A€rR)

Pero entonces, de acuerdo con el concepto de momento de un vector deslizante respecto a un punto (apartado 1 del tema Vectores
deslizantes), se puede escribir:

=

yP ¢ solr'g ——  vp = Mp (w; AEPR)

Se concluye, pues, que el campo de velocidades de un s'olido r'igido sometido a una rotaci’on de eje permanente es el campo de
momentos de un s.v.d., S, constituido por un vector suelto: el vector velocidad angular (o vector rotaci'on) deslizando por el

A\EPR:
S = {(w; AEPR) }

3.2. Rotaci'on instant’anea.

Un s’olido r'igido experimenta un movimiento de rotad’on instant'anea en un instante dado (¢t = to) si, estando el s'olido en
movimiento, las velocidades de al menos.dos de sus puntos; /1 € /2, son instant’aneamente nulas:

v (to) = vi2(to) = 0

A la recta que pasa por /1 e />, cuyos puntos tendr’an todos tambi‘en velocidad instant’anea nula, se le llama eje instant'aneo de
rotacion, Acir.

En el instante ¢+ = to, €l campo de velocidades de una rotaci‘on instant’anea es indistinguible del campo de velocidades de
una rotaci’on de eje permanente, ya que la observaci’on de un uriico instante no permite discernir entre el car’acter instant’aneo o
permanente del eje de rotaci’on. Por tanto, en una rotaci’on instant’anea, se puede escribir;

-
yP € solrg  ——  vp(to) = Mp [w(to); AEIR(t0) ]

Sin embargo, la diferencia esencial entre una rotaci'on de eje permanente y una rotaci'on instant'anea se pone de manifiesto en
que, en esta Ultima, el movimiento del s'olido r'igido despu’es de ¢ = to cambiar’a su eje de rotaci'on o incluso tal vez deje de ser
una rotaci‘on. Por tanto, las trayectorias de los puntos del s'olido ya no van a ser circunferencias, y es por eso que parece m'as
adecuado denominar vector rotaci'on instant’anea al vector deslizante (w; Aeir), en lugar de seguir llam’andole vector velocidad
angular.

Se concluye, pues, que el campo de velocidades de un solido r'igido sometido a una rotaci’on instant’anea es el campo de mo-

mentos de un s.v.d. constituido por un vector suelto: el vector rotaci’on instant’anea deslizando por el Agir (vector que, aunque
dimensionalmente es una velocidad angular, carece de dicho significado cinem’atico):

S = {(w; AER)}
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N’otese que hemos dado un importante paso, desde el punto de vista conceptual, al haber sido capaces de averiguar que tipo
de vectores deslizantes generan, como campo de momentos, el campo de velocidades instant’aneas de un solido rigido. A
pesar de que el movimiento hasta ahora analizado es particular (rotaci’on instant’anea), y a pesar de que el s.v.d. tambi‘en es
por consiguiente particular (formado por un vector suelto), hay un aspecto del resultado obtenido que posee caracter general:
el campo de velocidades instant’aneas de un s'olido r'igido se puede obtener siempre como campo de momentos de un s.v.d.
constituido por vectores rotaci’on instant’anea.

4. Movimiento de traslaci'on.-
4.1. Traslaci'on instant’anea.

Un solido r'1igido experimenta un movimiento de traslaci’on instant’aneasi, en un instante dado (¢ = o), Su campo de velocidades
es uniforme y no nulo: t

yPQe solrig -  vp(to) = vo(to) = v (to) = 0
Si se trata de identificar el campo de velocidades del solido r"igido con el campo de momentos de un s.v.d. constituido por vectores
rotaci’on instant"anea, resulta evidente -a la vista del apartado 3.2 del tema Vectores deslizantes- que la posibilidad m'as sencilla

para generar el campo de velocidades de un solido r'igido sometido a una traslaci“on instant’anea es tomar un s.v.d. formado por
un par de vectores rotaci’on instant'anea cuyo momento coincida con y ;

tras.

)

S = {(wy A1), (—w;, A2)} (con A1 A2 Y /\7: v

4.2. Traslaci'on permanente.

Un s’olido r"igido experimenta un movimiento de traslaci‘on per-
manente si su campo de velocidades es uniforme y no nulo para
todo instante de tiempo:

FRQeSOrg Y vt —— vp(t) = vo(t) = v () = 0
Una traslaci’on permanente presenta las siguientes propiedades:

a) La recta que pasa por dos puntos cualesquiera, P y Q, del
s'olido r'igido se conserva paralela a simisma en el transcur-
so del movimiento (esta propiedad puede utilizarse tambi‘en
como definici’on).

| QP | = cte (rigidez)
QP = cte l .5
d(rp - ro) £ direcci'ony sentido de op= ctes (traslaci’on)

—wn — A — N -

-

dopP

b) Las trayectorias de todos los puntos del solido r"1gido son congruentes.
Ejemplo:
* En una noria de feria, la canastilla en la que se sientan los
usuarios realiza un movimiento de traslaci’'on permanente.

Se comprueba efectivamente que:

- larecta P Q (suelo de la canastilla) se conserva para-
lela a stmisma (horizontal) a lo largo del movimiento;

- las trayectorias de todos los puntos de la canastilla son
congruentes (circunferencias de id"entico radio);

- la traslaci’on de la canastilla se genera por la superpo-
sici‘on de un par de rotaciones de ejes paralelos, velo-
cidades angulares iguales y sentidos opuestos (la rota-
ci'onde la noria alrededor de su eje motor y la rotaci’on
de la canastilla alrededor de su eje de suspension):

S = {f(w; A1), (-w;, A2} con A1 A2
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5. Movimiento helicoidal tangente.-

El movimiento helicoidal tangente (0 helicoidal instant’aneo) de un s'olido r"igido, en un instante dado (¢ = ¢o), consiste en la
superposici‘on de:

a) una rotaci’on instant’anea, de vector rotaci‘on y(to), alrededor de un eje denominado eje instant’aneo de rotad’'ony m'mimo
deslizamiento, Aeirvp (t0); Y

b) una traslaci’on instant’anea, cuya velocidad es paralela al citado eje y se denomina velocidad de mnimo deslizamiento,
v min (to)-
Sumando los resultados previamente obtenidos por separado para los movimientos ins- Aerrwio(to)
tant"aneos de rotaci‘on y traslaci’on, se deduce que el s.v.d. m'as sencillo que permite gene- \
rar, como campo de momentos, el campo de velocidades del s’olido r'igido sometido a un
movimiento helicoidal tangente es el formado por el vector suelto (¢ (to); Aeirmp(to)) Y
por cualquier par de vectores rotaci'on instant’anea de campo de momentos (uniforme)

igual a v™"(t0) Aeirvp(to). A este sistema, se le denomina torsor dnem’atico
{w(to); v

mln(to)}_

La denominaci“on de este movimiento como helicoidal responde a que si, en lugar de ser
instant’aneo, fuese permanente, es decir, si fuese superposici’on de una rotaci‘on de eje
permanente y una traslaci’'on permanente paralela a dicho eje (movimiento de un tornillo),
entonces las trayectorias de todos los puntos del s'olido (excepto los pertenecientes al
citado eje) ser’ian h'elices an“alogas a la del apartado 6.4 del tema Cinem ‘atica del punto.

6. Descripci'on del movimiento instant'aneo de un s'olido rigido: clasificaci’on.-

Al tratar de describir el movimiento instant’aneo de un solido r"igido, hemos comprobado que la equiproyectividad del campo
de velocidades nos permite identificar a dicho campo como el campo de momentos de ciertos s.v.d. constituidos por vectores
rotaci‘on instant’anea. Hasta aqu, dicha identificaci‘on se ha llevado a cabo especificamente para 10s movimientos de rotacion
instant’anea, traslaci’on instant"anea y helicoidal tangente. En el presente apartado, se pretende generalizar el estudio descriptivo.

Sin embargo, antes de continuar, es conveniente establecer la siguiente tabla de analogias entre conceptos de los temas Vectores
deslizantes y Cinem atica del s olido:

Vectores deslizantes Cinem atica del s olido
e R B ]
{(ai; Ni)Fri=1 {(wi; ) }ri=1 (vectores rotaci on instant anea)
n n
R = ai WR = wi (vector rotaci‘ontotal)
= i=1
—_ n —_— n —_—
Mp =  PPisai (CONPi ¢ Ai) vp = PPi s wi (CONPi e Ai)

i=1

~ min R-MO R

M =
min _ WR'VO WR
-~ RIM - + AWR
Ac: OC = AR -LMR-IZ—
N N AR AERMD 0" AER: O] = wR_f’_.vo
Mp =Moo + R/ OP v = vo + wr /1 OP

. - . -
aiaactar daclizanta cualia [RTAYal Ta\ Za¥al MV 2l | t. VeV aYatal
TIrTreet creTMETrIte-Utie e orrrer T Te-ereer

. - .
manakdassactarac daclizantac wiadraclaci an noct.
rpor-tre-yector CEITTETr Tt e oot orT

,
VAV aYaYa
o o

watoksok Liamovimiantadbalicaidaltanaanta
t \. eH-tet g St

en la que subrayaremos el hecho de que el eje central (apartado 2.5 del tema Vectores deslizantes) del sistema de vectores rotaci’on

instant’anea viene dado por Aeir Y Aeirmp €n los movimientos de rotaci’on instant’anea y helicoidal tangente, respectivamente,
a que:
yaq min
Vieaer =0 Y Vie AElRMD = V wR
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Retomando ahora nuestro objetivo de generalizar el estudio descriptivo del estado cinem™atico instant’aneo de un s’olido rigido, el
primer paso consiste en admitir que, mas all'ade los casos particulares ya considerados (un vector suelto, un par de vectores, o la
superposici“on de un vector suelto y un par), cualquier s.v.d. constituido por n vectores rotaci’on instant’anea:

S = {(wi; D) Fi=1

puede servir para describir el movimiento instant’aneo de un solido r'igido con tal de que el campo de momentos de S coincida
con el campo de velocidades del s'olido. Satisfecha esta condicion, el s.v.d. S constituira una descripci‘'on del movimiento
como superposici‘on de n rotaciones instant’aneas simult’aneas. Ahora bien, esa descripci'on no ser‘a la unica posible, ya que
cualquier otro s.v.d. S que sea equivalente a S (recu’erdese que la equivalencia implica igualdad de campos de momentos)
constituir'a una descripci’on alternativa del mismo campo de velocidades y, por tanto, del mismo movimiento. Parece I'ogico,
entonces, dar preferencia en cada movimiento a sus descripciones m'as sencillas, las cuales nos vendr'an dadas mediante la
reduccion cinem’atica en un punto O arbitrario, § “’dog {wr; vo}, 0, siempre que exista, mediante la reducci'on can’onica,

S @ = fuwr: v™"}, de cualquiera de los s.v.d. que permitan describir ese movimiento.

Llegados a este punto, podemos extrapolar la clasificaci’on de s.v.d. realizada en el apartado 6 del tema Vectores deslizantes, y
obtendremos la siguiente clasificaci’'on de movimientos instant aneos de un s'olido rigido:

wr | v™" | Reducci'on cinem’atica (en O arbitrario) Reducci’on can’onica Movimiento instant’aneo
=0] =0 sistema nulo o, —3 reposo instant’aneo
traslaci“on instant’anea de velocidad o
=0l =0 - —_ traslaci“on instant’anea
(0]
(0] —
rotaci’on instant’anea r alrededor
deleje Ao  Agir Mastraslaci‘on rotaci‘on instant’anea yr
instant’anea de velocidad vo 4 Aer alrededor del Agir
=0 =0 - > rotaci’on instant anea
OR v ol R G
’_O - Ao ‘__,/"'— AEIR
= u |
o
rotaci on instant'anea wr alrededor del rotaci‘on instant’anea yz
eje Ao Aeirmp Nastraslaci'on alrededor del Aermp
instant anea de velocidad vo m'as traslaci or:nlirgstant anea
ol =0 de velocidad v AEeirvD movimiento helicoidal
P o - tangente
g - min
3 Q Ao MR U e
= P . /"“" AeiRMD
vo I torsor cinematico

Verificamos, por tanto, que aunque existan diferentes descripciones alternativas del movimiento instantaneo de un s'olido r"1gido,
el c’alculo de s y v ™" reduce todos los estados cinem’aticos posibles a s'olo cuatro: reposo, traslacion, rotaci’on, y helicoidal
(superposici“on de rotaci’on m'astraslaci’on). De modo que, independientemente de cu'al sea la descripci“on inicial de un movimiento
que se nos facilite (n rotaciones instant’aneas simult"aneas, reducci’on cinem’atica en un punto arbitrario, velocidades de tres puntos
no alineados del s'olido, etc.), siempre podremos calcular g y v™", y, a partir de la nulidad o no nulidad de ambos vectores,
clasificar el movimiento en alguna de las cuatro categoras de la tabla anterior:

S = f(wi; A)}Fri=1

in

S red = {WR; vO} == Calculode yr ¥y v == clasificaci’on

(0]

veiyve2 Yvps  (P1, P2 Y P3 no alineados)
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7. Campo de velocidades del s'olido rigido.-

Puede resultar til tener una imagen esquem’atica de la distribud’on del campo de velocidades de un s'olido rigido en cada uno
de los cuatro movimientos instant’aneos posibles. Para ello, recordaremos la ecuaci’on del campo de velocidades:

-——

¥P Q¢ solrig —— vP = vQ + WR /A QP
y distinguiremos los siguientes casos:
« Si wr = 0, el campo de velocidades es uniforme, ya sea nulo (reposo instant’aneo) o no nulo (traslaci’on instant’anea).
« Si wr = 0, el campo de velocidades se caracteriza en su distribuci’on espacial por las siguientes propiedades:

a) Simetria traslacional en la direcci‘on de .

b) Simetr'ia rotacional alrededor del eje central, Agir (rotaci’on instant’anea) o Aeirvp (Movimiento helicoidal tangente).

c) En los puntos del eje central, la velocidad tiene su m’odulo mmimo, v ™", siendo nula (rotaci on instant anea) o paralela
a wr Y, por tanto, al propio eje central (movimiento helicoidal tangente).

d) Fueradel eje central, la velocidad de cada punto p tiene una componente paralelaa g, la cual es invariante (de valor

igual a v ™M) y puede ser nula (rotacion instant’anea) o no nula (movimiento helicoidal tangente); y una componente
perpendicular a g, la cual tiene direcci’on acimutal y es proporcional a la distancia entre p y el eje central (simetr'ia
cil'indrica de |vp |).

AeIR AEIRMD
[ ]
> IS
A -

SiJeNER -— v = vi +wr/IP Si e AerMD -— v = v +wrRAIP

=0 1 WR WR / WR

8. Campo de aceleraciones del solido rigido.-

Partiendo de la ecuaci’on del campo de velocidades del s"olido r'igido:

—-——

yPRQe solrig ——  vp =vo+wr/1QP

y deriv’andola respecto al tiempo, se obtiene:

YPQEe solrig  —— agp =aqq+ Fd—t=ao+a/l QP + wr /1 (vp = vQ)
Adf\D 4l A d(r - rQ)
donde se ha definido el vector aceleraci’'on angular, o = wg
t

Utilizando ahora la ecuaci’on del campo de velocidades para sustituir (vp — vg) en el ultimo t'ermino, se llega a la ecuad’on del
campo de aceleraciones de un s'olido r'igido:

e === —-—— —-—— —-——

YPQe solrig —— lar =ao+ o/ QP + wr /1 (WrR /A QP) :aQ+O(/IQP+((UR'QP)(UR—|U)R|ZQP
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Propiedad:
A diferencia de lo que ocurre con el campo de velocidades, el campo de aceleraciones de un s’olido r'igido no es equiproyectivo
en general (s1lo es, excepcionalmente, en las situaciones de reposo instant’aneo y traslaci’on instant anea).

Demostradon:

-———
Efectuando el producto escalar de la ecuaci’on del campo de aceleraciones de un s’olido r'igido por el vector QP se obtiene:

. . ) L ( ar - QP = ao - QP (en general)
ar - QP =ag-QP + (a4 QP) - QP + (wr-QP)" — |wr|"| QP | == el
=0 ar QP =ao-QP (Si wr=0)

Por ultimo, realizaremos al margen dos observaciones de inter’es pr actico:

« Mientras que el campo de velocidades de un s olido r1igido queda definide por el conocimiento del vector rotaci“on total, g,

y de la velocidad, v, de un punto cualquiera Q (reducci’on cinem’atica); su campo de aceleraciones queda definido por el
conocimiento del vector rotaci’on total, g, €l vector aceleraci’on angular, . Yy la aceleraci’on, go, de un punto cualquiera
Q. Esto se deduce directamente por inspecci’on de la ecuaci’on del campo de aceleraciones de un solido r'igido.

« La aceleraci’on, gp, de un punto cualquiera p se puede obtener por derivaci’on temporal de su velocidad, yp , solo si se
conoce vp (t) (no es suficiente conocer un valor instant’aneo vp (to)).



DPTO. FiSICAAPLICADAIII



E. DRAKE

DPTO. FISICA APLICADA IlI



MOVIMIENTO RELATIVO E. DRAKE 33

MOVIMIENTO RELATIVO

1. Derivaci'on temporal en triedros m'oviles: f ormulas de Poisson.-

Teorema: La derivada temporal de un vector, g, cuyo origen y cuyo extremo son puntos pertenecientes a un solido r'igido se
puede calcular como:

da _
E—UJ/’G

donde  es el vector rotaci’on total del s"olido r"1gido.

* Nota: En el tema anterior, se utiliz’o el sub’indice r para el vector rotaci‘ontotal ¢, dis-
tingui"endolo as'1de las rotaciones instantaneas y; que pueden concurrir simult’aneamente
en un mismo movimiento y cuya resultante es precisamente . Sin embargo, a par-
tir de ahora, dado que s'olo trabajaremos en cada movimiento con dicha resultante y,
adem’as, se necesitar'a espacio para nuevos sub’indices, prescindiremos del sub'mdice R
al referirnos al vector rotaci‘on total de cada movimiento (al que, por cierto, tambi‘en
denominaremos vector velocidad angular).

Demostrad’on;
- a —-———
a=QP =rp-ro == Esz—vozw/IQPzw/la
Aplicaci‘on:

Consideremos sendos sistemas de ejes coordenados cartesianos, O1.X1 Y12 (triedro fijo, triedro “1” 0 solido “1”) y O XoY0Zo
(triedro m'ovil, triedro “0” o's’olido “0), y sus respectivas bases ortonormales asociadas, {11, J1, ki} Y {10, jo, ko}-

Suponiendo que el solido “0” se halla en movimiento relativo

respecto al s'olido “1” (s'olido observador), denominando o1 Zo'\ :

al vector rotaci’on total de dicho movimiento /012, y aplicando \ fQ\ﬂYO
el teorema anterior a la derivaci‘on temporal de los vectores de RE vl

la base movil #10, _jo, ko, e obtienen las que se conocen como T
formulas de Poisson: 7 0
%=wo1/llo %=wo1/1jo %:wowko Xo

Consideremos ahora un vector arbitrario funci'on del tiempo, A(t), que se halle expresado en la base vectorial m'ovil £, jo, ko}:
A(t) = A1(t) 1o + A2(t) jo + As(t) ko

Si se desea derivar al vector A(t) respecto al tiempo, se habr'a de tener en cuenta que son variables en el tiempo tanto sus
componentes, A;(t), como los vectores de la base movil:

7y a lO+aW2jO+da3ts ko + A1 (wo1 /4 to) + A2 (wo1 /1 _jo) + A3 (wo1 /1 ko)
dt |~

a’T =woi /A

0

donde se ha introducido un sub’indice asociado a las derivaciones temporales que es indicativo del punto de vista desde el que
se realiza la derivada o, dicho de otro modo, indicativo de cu'al es el s'olido derivador, entendiendo por tal a aquel cuya base
ortonormal asociada se considera constante durante la derivaci’on temporal.

De este modo, se obtiene la denominada formula general de Poisson:

dA dA
YA -—-- d =d + wot /1 A
et— H—5
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la cual tambi’en se puede escribir en forma operacional, y/o con sub’indices generalizados:

d :d + wo1/ . (éf :gf+wy/’

J

y cuya utilidad radica precisamente en que permite relacionar entre s1 las derivaciones temporales de una misma magnitud
vectorial realizadas desde distintos puntos de vista o, lo que es lo mismo, realizadas por distintos s olidos derivadores.

2. Notad'on y definiciones en el movimiento relativo.-

Para introducir la notaci‘on que nos permitir'a el estudio del A sélido
movimiento relativo entre s'olidos r'igidos, necesitamos ad- ' problema  Z
mitir previamente las dos siguientes hip”otesis:

« Cada s'olido r'igido es un triedro infinito, el cual pue-
de tener o no partes materiales. En efecto, no existe
impedimento alguno para asociar a un s’olido material
un triedro infinito que se mueva solidariamente con ef.
Asimismo, es posible definir triedros auxiliares que ca-

O

sélido

rezcan de parte material. 5 —s 7
jo
L. ) . Olo Yo
« Cada punto geom’etrico del espacio pertenece si-
mult"aneamente a todos los s'olidos definidos. Dicho Slid
de otro modo, en cada punto geom’etrico del espacio ) sofido ]
se superponen en cada instante varios puntos: uno por intermedio
cada uno de los triedros infinitos definidos. Xoy
Notadon:
{ij} -— movimiento del s'olido “; respecto al s'olido observador ;.
- velocidad angular , i
wy vector de . g del s"olido “;” respecto al observador ;.
aceleraci’on angular
—_—
P osici’on
I’[j p
L VyP' J ——  vector de t velocidad J UEI PUNto P, PETENECIEnte al s Oluo ~ ", Tespecto ai opservaaor ;.
af aceleraci’on
En el caso de que s'olo haya tres s’olidos, son t'ipicas las siguientes denominaciones y definiciones:
solido “1” —— solido fijo, solido“0” —— solido intermedio; s'olido “2” —— solido problema

ar# dv$ dwa21
£21} | mov.absoluto | rHPP vy = - ax = w21 | o2t =
1 dt 1 dt 1
arf dvio dw20

{20} mov. relativo r£PP vao

a0 = w20 | o0 =
at o dt dt

aré dvé dwor
{01} | mov. dearrastre | rfPPvor = — oy = wol | cor =
1 dt 1 dt 1
En cualquier caso, generalizando:
v

. p_ dvy dwij
—_— ' ayg = ; aij = ——

. atr .- dt . dt ;

v J J

donde es importante observar que, al definir una velocidad, una aceleraci’on 0 una aceleraci’on angular como derivada temporal,
es imprescindible la coincidencia entre el s'olido observador (segundos sub mdices de la magnitud vectorial que se deriva y de la
magnitud resultante de la derivaci'on) y el s'olido derivador (sub’indice asociado a la derivaci’'on temporal).
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Tambi’en es conveniente reformular las ecuaciones de los campos de velocidades y aceleraciones asociados a un movimiento
gen’erico £i; - {

-——

P
Vij = vg + wij 1 QP
¥P, Q¢ solrg “” -— l
———)———)

a;” = a;° + a1 QP + wij 4 (wij 4 QP)

El estudio del movimiento relativo entre dos s’olidos i} se puede realizar introduciendo un tercer s'olido “k”, y aplicando
composid on de movimientos:

{ij} = {ik} + {kj} (obien,  i/j = i/k + k/j)

Por ejemplo:
{21} = {20} + {01}

En los pr'oximos apartados del tema, iremos deduciendo una serie de leyes de composid’on, mediante las cuales, las magnitudes
cinem‘aticas (velocidad, aceleraci’on, velocidad angular y aceleraci’on angular) asociadas a un movimiento compuesto ¢i; } podr'an
ser calculadas a partir de sus hom’ologas correspondientes a los movimientos elementales {ik} y ¢k;j . Como punto de partida
para las citadas deducciones, se requiere una relaci’on entre vectores de posici‘on que, de alg'un modo, vincule o concatene a los
tres movimientos participantes en la compasici’on, y que sea derivable respecto al tiempo.

La identidad vectorial geom’etrica:

—_—— ——— -——

O1P = 010 + OP

es atemporal. En principio, solo ser1a V'alida para un ins-
tante, por cuanto no especifica la pertenencia de los puntos
O1, O Yy P a solido rigido alguno. En realidad, seg’un las
hip”otesis admitidas al inicio de este apartado, esos tres pun-
tos geom’etricos pertenecen simult’aneamente a cualquiera de
los s’olidos definidos, pero si deseamos convertir dicha iden-
tidad vectorial en una relaci’on entre vectores de posici‘on que
sea derivable respecto al tiempo, la uhica posibilidad es la
que sigue:

ralt) = ro° @) + rao(t)

3. Composici‘on de velocidades.-

Derivando respecto al tiempo (desde el punto de vista del s'olido “1”) la ultima ecuaci’on del apartado anterior, se obtiene:

drfi(t) _ dro?() . drbo(t)

dat dt dat 4
=va) = Vel
y, aplicando la f'ormula general de Poisson:
drof(t
vAi(t) = volt) + Zgi) + woi(t) 1 rab(t)
0

= vho(t)

Reordenando t'erminos, se obtiene la expresi‘on derivable respecto al tiempo de la ley de composici“on de velocidades:

rt - V() = vab(t) + vorft) + woi(t) 4 rao(®

Sin embargo, renunciando a la derivabilidad temporal, es posible llegar a una expresi’on m'as sencilla de esta ley. Para ello, basta
tener en cuenta que:

———

r5oCtf & roo(t), pero oo = OP = roo  (con validez instant’anea)
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Y, por tanto:
P P_oe
V21 = V20 + Vo1 + W01 /4 roo

= vf

obteni“endose la expresi‘on no derivable respecto al tiempo de |a ley de composidon de velocidades:

P

p P
V21 = V20 + Vo1

No obstante, debe insistirse en que esta expresi'on m'as sencilla de la ley de composici‘on de velocidades, as1 como cualquier

velocidad que haya sido calculada mediante su utilizaci“on, aun teniendo validez en cada instante, no se pueden derivar respecto
al tiempo.

Finalmente, la ley de composici“on de velocidades se puede generalizar escribiendo:

vl = vik + vi

de donde, tomando ; = 4, se comprueba que las velocidades rec iprocas (v;, 8 v, ’son opuestas:

P P P P P
Vi = 0= Vik + ik =2 Vik = = Vki

4. Composici'on de velocidades angulares.-

Se parte de la ley de composici‘on de velocidades en su expresion:
P P P
V21 = V20 + Vo1

y se utilizan las ecuaciones de los campos de velocidades {21}, {20} y {01} para escribir:

—— -=— —-——

o) o) o)
V21 + w214 OP = voo + W24 OP + vo1 + wo1 41 OP

donde O y P son dos puntos geom’etricos arbitrarios.
Reagrupando t'erminos, se obtiene:

o) 0 ) - >y
v21— V2 — Vol + (W21 — w20 — wo1) 41 OP =0 (¥OP) == w21-w20—wo1 =0

=0
y, por tanto, se deduce la siguiente ley de composid’on de velocidades angulares:

W21 = W20 + wWo1

que admite la generalizaci“on:
Wij = Wik + Wkj

de donde, tomando ; = 4, se comprueba que las velocidades angulares rec’iprocas (wik Y wki ) SON Opuestas:

wii = 0= wik + Wki == Wik = —Wki

Es importante sermalar que, la ley de composici‘on de velocidades angulares obtenida es derivable respecto al tiempo (as'1 como
cualquier velocidad angular calculada mediante ella), es decir, que se puede escribir:

w21(t) = w20(t) + wo1(t)

y esto es as1a pesar de que su deducci’on se ha realizado partiendo de la expresi‘on no derivable respecto al tiempo de la ley

de composici‘on de velocidades. Esta aparente contradicci’on se justifica por el hecho de que, a diferencia de las velocidades,

los vectores velocidad angular son invariantes, es decir, independientes de los puntos del s"olido, y por ello no se ven afectados
por desigualdades tales como r,/t) = rooPt). que es precisamente la que impide la derivabilidad temporal de la expresi‘on m'as

sencilla de la ley de composici“on de velocidades.
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Ejercicio te‘'orico. Demu’estrese que
a) la composici’on de dos traslaciones es otra traslaci‘on;
b) Aermoriiz = Aeirvogjiz, Y AeRreiy = AeRrgip

C) Si Aewreiky Y Acrgijp SON concurrentes en un punto O, entonces O ¢ Aeireijz-

Soludon:
{ikp traslacion -—  wik =0 . o
. == wy=wik+wk =0 == {ij}traslaci'on (o reposo)
{kj}traslacion  —— g = 0
AER¢ij AER¢jip
b) v/e¢ i -— widvy =0 == wilvi! =0 == [¢
AEIRMD{ i} AEIRMD{ji}
O€Nergsiky —-— viP=0
c) ‘ == O € NeRe}
~ == v,--o = v,»ko + vk,-o =0
1 Wi ”
O AEIRMD{ ;i} A 1) > ol
(] . Ji | P -
AElR{ji} S-Sl T i o - 5 -
AEIR{iJ‘} -
I O s Tl 2= s
0)“ O‘)Jl JI : - > . -

5. Composici'on de aceleraciones: teorema de Coriolis.-
Partimos de la ley de composici‘on de velocidades en su expresi‘on derivable respecto al tiempo:
P P o P

v21(t) = vao(t) + voi(t) + woi(t) 4 rao(t)
Deriv'andola respecto al tiempo (desde el punto de vista del s'olido ““1”’), se obtiene:

P PO 3 dwoi(t) p 5 Pt
dvg(t) | _ dvaol) dr et 1 ra0(t) + worlt) 1D
dvoq(t)
i P e ' +p— —(( Wl
= ax(t) = do1(t)

pero la f'ormula general de Poisson establece que:

P P PP

, P
d
dvao(t) dt o+ wor(t) 1 vao(t) ; Lol df— o0 + woi(t) 4 rao(t)
_ dvoo(t) _ drao(t)
= ao(t) = veo(!)

Sustituyendo estas igualdades en la expresi‘on anterior y reagrupando t'erminos, se obtiene una primera expresi‘on de la ley de
composici’on de aceleraciones:

P P o) P P P
a21(t) = axo(t) + aoi(t) + ao1(t) 1 rao(t) + wor(t) 4 [wor(t) 4 rao(t) 1+ 2 woi(t) 4 vao(t)
Sin embargo, renunciando a la derivabilidad temporal (carente de utilidad en este caso), es posible llegar a una expresi’'on m'as
sencilla de esta ley. Para ello, basta tener en cuenta nuevamente que:

P P P P

-——

rao(t) = roo(t)  Pero  roo = OP =roo  (convalidez instant’anea)

, por tanto:
y.p PPOPPP

az1 = a0 + Aol + 001 /4 roo + wot 4 (wWo1/4 roo) + 2wo1/ V2o
P

ao1
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obteni“endose la expresi‘on definitiva de la ley de composid’on de aceleraciones:

ab1 = alo + afi + 2wor /4 vof

gue es expresi On IMAem auca ael Uenominado teorema ae LOrIolIs: (a dceleract on apsowtd ( g, ) s guat a @ suma ae a
aceleract on relativa ( g,g ), la aceleraci’on de arrastre ( gy19 y la aceleraci on de Coriolis (2 wo1 /4 vao )P

Finalmente, la ley de composici’on de aceleraciones se puede generalizar escribiendo:
P P
ai = Gix + cﬂg + 2Wkj A Vik
de donde, tomando ; = j, se comprueba que en general las aceleraciones reciprocas (g;, Py ay; )P0 guardan entre s1una
relaci’on sencilla:

P P P
ai =0=dk+dhi+2wkitvik == afP=-aki+2wkii i == akP= -ax

Cuesti'on: ;/Bajo gu'e condiciones particulares son opuestas las aceleraciones rec iprocas?

Solud'on: Para que g;,” = —g/; , €s necesario que se anule el t'ermino 2 wy; 1-v,;" , 10-cual ocurrirasi, y solosi, se verifica alguno
de los siguientes supuestos:

e wki =0 (esdecir, ¢k} es una traslaci'on instant’anea o un reposo instant’aneo).
« v =0 (esdecir, {kipesunarotacioninstant'anea,y P ¢ Aergy)-

o vfi  wki (esdecir, skipesunmovimiento helicoidal tangente,y p ¢ Aeirmpykiz)-

6. Composici'on de aceleraciones angulares.-

Se parte de la ley de composici‘on de velocidades angulares:

w21(t) = w20(t) + wo1(t)
y deriv'andola respecto al tiempo (desde el punto de vista del s'olido “17’), se obtiene:

dw2i(t)  _ dwao(t)
dt & ddbi(t)1

= 21 = Qo1

que, aplicando la f'ormula general de Poisson, se convierte en:

o1(t) = dwz% + wot(t) 1 w2o(t) + ao1(t)

0

= o20(t)

Reordenando t’erminos, se obtiene la ley de composidon de aceleraciones angulares:

21 = 020 + Q01 + Wo1 /1 w20

que admite la generalizaci on:
oy = Ok + Qkj + Wkj /1 Wik

de donde, tomando ; = 4, se comprueba que las aceleraciones angulares rec’iprocas (aik Y aki ) SON opuestas:
aii = 0= ik + Oki + Wki 1 Wik == ik = —Qki

=0
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Aplicaci‘on:

Se definen el triedro fijo O X1Y1Z1 (solido “17); el triedro in-

termedio O XoYoZo (Solido “0”), tal que OZzo = OZ1 Y cuyo
eje 0 Xo forma un angulo gt) con el eje O X1; Y, por ultimo, el

triedro problema p X>Y>Z>, cuyo eje p X> es colineal con el eje
OXo, Y CUyos ejes py> y p 7, son paralelos, respectivamente,
alos ejes QYo Y OZo, distando de ellos p(t).

R fR05e+ £OddidateMagniguafsosior om,1de mbwimientos
P P

Z1=Zo
Solud’on:
{01} —— rotaci'onde eje permanente O 74 oot = awonr) B
—, " 0 k1 = Bko
1
W) = Bk1 = Oko q© = dvoi(t) - 0
O k EZ-_ 1
01
{20} -— traslaci'on permanente paralela al eje O xo oo = el \
at o
paE =B aP = dvao(t) — B
P L a_t 0
20

21} -— {20} + {01}

W21 = W0 ==V K vy + wo1 4 OP = P16 + pgjo
P P P P o

621 = G+ AP W A4 20 =dBkP ao1 + a1 1 OP + woi/ (wo1 4 OP) + 2 wo1 /1 vao = (P - P°) 1o+ (PO + 0 6)jo"
P PP P P O p
LS EIVESE qUE 185 EXPIesIOnes agu 1 ODIENIUES PArd a1 Y @1 COINCIUEN CON 1as Uel aparauo u.o.1 Uel lema Linem darca aet
P P

punto (teniendo en cuenta que o = up Y jo = ue)-

7. Pares cinem‘aticos. S olidos en contacto puntual.-

Seg'un vimos al inicio del tema Cinematica del s’olido r'igido, cuando un s'olido “2” sea libre en su movimiento respecto a

BIASREBHE N 8S Ol e AL8; EegHeb OB Bl defativav(p i 8). MO IBRICRIR (264 S8 RAHAIY &SRIFATIRE0 de componentes
(@]

Sin embargo, cuando el s'olido “2” est'e vinculado res-
pecto al “1” (denominaremos vinaulo a cualquier li-
mitaci’on impuesta sobre el movimiento relativo de
ambos solidos), el n"umero de grados de libertad re-
lativa ser'a inferior a seis ér < 6), ¥, en consecuen-

s} SEADIRERRSIBIE MRk RPEIRISTRIRA L
o

en el caso frecuente de que el v'inculo prohiba las ro- 0.1 Y, o1 Y,
taciones o traslaciones relativas en ciertas direccio-

nes, una adecuada elecci’on del centro de reducci'on y X, Y1 X, Vi

de los ejes coordenados garantizara la nulidad de una
0 varias componentes de la reducci’on cinem’atica del
movimiento vinculado.

observador observador

Un par de solidos vinculados entre s1y en movimiento relativo constituye lo que se conoce como un par dnem‘atico. Existe
una gran diversidad de pares cinem’aticos, mostr'andose en el siguiente esquema algunos de los m'as usuales, acompanados de



sus correspondientes reducciones cinem’aticas: el par cil indrico (cojinete de sustentaci’on), el par de revoluci’on (bisagra), el par
esf’erico (rotula) y el par helicoidal (tornillo).
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par par de par par
cilindrico revolucion esférico helicoidal
Z Z N
1 Zl 1
O
©z
2 (2
<! o-
J0 (Dxx, Y,
== -
o N =1, @
qi " X, 1)
Xlk/./' e [ !
w21 =[0,0 wz] w21 =100 wz] w21 = [wx, Wy, Wz ] w21 = [0, 0 wz]
vi =100 vz] vi =1000] v =1000] v§ = [0,0 wh/2m]

Por su car’acter b’asico, son de especial importancia aquellos pares cinematicos (par plano—esfera, par esfera—esfera, ...) que
consisten sencillamente en que dos s olidos r'igidos se mueven manteniendo sus superficies en permanente contacto puntual.
Si ambas superficies son regulares, entonces tendr’an un plano tangente com’un, 7, en el punto de contacto instant’aneo, O. En
ese caso, o si al menos una de las dos superficies tiene definido plano tangente 77 en el punto O, la reducci’on cinem’atica del
movimiento #21} en el punto de contacto instant aneo se-descompone del siguiente modo:

rod piv. o de
{w21 = WAL+ Wy Va1 = Vo %0 }
. . L ] . ] 1]

m o Ilm m Il Tm

aonae wZTPdGS I1a VeI10Claaa anguilar ae roaaaura (rotacl on aireaeaor
de un eje paralelo al plano r7), que representa dos grados de libertad
rotacionales dado que existen dos direcciones independientes para-
I€1ds a un piano, w2F1"Ves Id VEI0CIUad anguidr ue pIivotarmento (ro-
taci’on alrededor de un eje perpendicular al plano 77), que representa

un (nico grado de libertad rotacional dado que existe una uriica di-
TeCCI 011 perpenaicuiar da ur piano, 'y, por u iuimno, VZPGQ;‘S Id velocluau

de deslizamiento (traslaci’on en direcci‘on paralela al plano ), que
representa dos grados de libertad traslacionales.

N’otese, por tanto, que cuando dos s'olidos r'igidos se mueven manteniendo sus superficies en permanente contacto puntual, el
v'inculo consiste exclusivamente en la prohibici’on de la traslaci’on relativa en la direcci’on perpendicular al plano tangente en el
punto de contacto. EI n"umero de grados de libertad resultante es r = 5.
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MOVIMIENTO PLANO

1. Definid'on de movimiento plano. Propiedades.-

U: /ﬂ\
Se dice que un s'olido r'igido “2” realiza un movimiento T <
plano respecto a un triedro de referencia “1” si los despla- /l/

zamientos de todos sus puntos son permanentemente para-
lelos a un plano de dicho triedro (plano director, 7).

As, por ejemplo, el movimiento que realiza el chasis de
un coche, respecto a la calzada por la que este circula, es
un movimiento plano.

La condici’on de movimiento plano se puede expresar matem’aticamente mediante la ecuaci’on:
s'olrig “2” = dri) s un =
¥ P ¢ solrig y rt - drat) uz =0
donde ;,; es el vector unitario normal al plana director 7.

El movimiento plano presenta las siguientes propiedades:

a) Los campos de velocidades y aceleraciones son paralelos al plano director.
Partiendo de la condici’on de movimiento plano y utilizando la definici’on de velocidad instant anea:
yP e solrig“2”'y yt -- drfi(t)-un=0 == dtvi®) un=0 == vi{) -ur=0

Diferenciando la ultima ecuaci‘on (desde el punto de vista del triedro “1”) y utilizando la definici’on de aceleraci’on ins-
tant’anea: )\ 5
dv{}f’t)-un+ v21(t) - dumr = 0 == dta»(t)-ur=0 == at):ur=0

=0
b) Los vectores velocidad angular y aceleraci’on angular son perpendiculares al plano director:

Multiplicando escalarmente por (;; la ecuaci‘on del campo de velocidades, y operando:

-

ur - [VA(E) = voRRt) 1= 0 = wre = [w21(E) 4 Qﬁ(t_ﬂ =2 QP(b) - [und w2i()]

—-——

0 para 7 QP (t)

dw21(t) un = a21(t) un

== un/g w21(t) =0 == w21(t) = w21(t) un == o(t) =
ddb(t)
¢) Las distribuciones de velocidad y aceleraci’on en cual-

quier plano paralelo al plano director son id enticas, res-
pectivamente, a las distribuciones de velocidad y acele-

r o director.

a

c ' PO

i se verifica que:

i V21 ‘: V2P + waf PO = V21 P
=0

(o] P I _-p”
a azz11+0(21/lPO+w21/l(w21APO)—az1

=0 =0

~ 0

1T o2

353Q —T



uT[ 1 TED
Como consecuencia de esta propiedad, el an’alisis de un

movimiento plano se reduce al an’alisis del movimiento
en el plano director (problema bidimensional).
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d) El movimiento plano tiene tres grados de libertad, y su reducci’'on
can‘onica es una rotaci 'on instant anea en el caso m'as general.

La reducci’on cinem’atica del movimiento plano en un punto arbitra-
rio O del plano director viene dada por:

{w21 = w21k; Vo = vxi + vy }

/ T T T

aonae (), ¢ representa un graao ae I1peraa ae roac on, y vy, ®epre-

reduccion cinematica
senta dos grados de libertad de traslaci’on. (en punto arbitrario Q)

Por otra parte, la reducci’on can’onica de un movimiento plano viene
dada, en el caso m'as general, por:

w21
{w21 = 0; vomin= M& =
|war| |w21]

y se trata, por tanto, de una rotaci‘on instant’anea (existe un eje ins-
tant’aneo de rotaci’on, Agirs214)-

|
No obstante, dentro del movimiento plano, pueden darse tambi‘en AERG1} :
los dos siguientes casos particulares: reduccion candnica

- Si w21(t) = 0, entonces el movimiento es una traslaci‘on permanente paralela al plano director.
— Si existe en el plano director un punto O que permanece fijo (v»;(@) = 0), entonces el movimiento es una rotaci'on
de eje permanente perpendicular al plano director.

2. Centro instantaneo de rotacd’on (C.I.R.).-

| AERGLY

2.1. Definicion del C.1.R.

En un movimiento plano 21}, se denomina C.1.R.#21} (o bien, /1) al
punto de intersecci’on del eje instant’aneo de rotaci'on, Agrs212: Con el pla-
no director, 7.

121 = AERR1} T

2.2. Propiedades del C.1.R.

a) ElI C.I.R. es el unico punto en el plano director cuya velocidad instant’anea es nula:

v =0

b) Elcampo de velocidades en el plano director tiene simetr’ia rotacional D

alrededor del C.I.R. ‘-Xﬁ

SiPem -- |vA |=vA +was RIP = |wara 1P

=0

{ vh L I_21_P
== 5
\ VA | = |w21]|| 121P |
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2.3. Determinaci'on del C.1.R.

A) DETERMINACION GRAFICA:

Supueslds conociuds 1as velocigaues, \/2-(4 y V21:Bue Uos puns A 'y B € el piano airecCor, €s posioie aetermminar
gr’aficamente la posici‘on del C.1.R. (punto /21).

- Procedimiento general: 1
VA 1 I121A | A recta / v,8
v21 L [21B recta que pasa por B

1 == /I =

- Procedimiento particular: se utiliza en caso de que, al aplicar el procedimiento general, se observe que las dos

rectas respectivamente perpendiculares a las velocidades son coincidentes entre s1y que, por tanto, su intersecci’on
no define
un unico \

punto, | v = w21 || 24T | 4o vl N
Fvrt = (independiente del punto)
B—— ———
[vai| = lwar[[/2B] | == |4 = w21 | = tan(y)
recta / voA recta que pasa por los

== J21 =

que pasa por A EXIEMOS 0€ vy, ¥ vyq

- Caso de la traslaci'on plana: la aplicaci’on de los procedimientos (general y particular) de determinaci’on gr’afica del
C.I.R. al caso especial de una traslaci’on plana conduce a un par de rectas paralelas entre s7, perpendiculares ambas a
la velocidad de traslaci“on, y cuya intersecci’on habr’a que buscar en el infinito.

Por tanto, aunque en sentido estricto una traslaci’on plana no tiene C.I.R. (no es una rotaci’on), se puede considerar a
efectos pr'acticos(por-ejemplo, a la-hora de aplicar el teorema de los tres centros estudiado en el siguiente apartado)

que dicho C.I.R. se ubica en el infinito en la direcci’on normal a la velocidad de traslaci”on.

v N g

V21

I2* :
B

procedimiento general

B) DETERMINACION ANAL'ITICA:

-
v
-
N

.

P |~
5 -
& vh
e\ !
I21 A B

procedimiento particular

*tras
21

—> In
(en =)

caso de la traslacién plana

Supuestds conociuas Ia velociaaa anguiar, ¢, ¢, y 1a velociaad, vy, ,Qxe urn punto Q en el piano airector, es posioie aeerminar

anal ‘tticamente la posici‘on del C.I.R. (punto /»1) mediante la expresi‘on:

(0]

{1]201)24 |\;91

Una f'ormula an"aloga a e"sta (para (_)E‘T) se dedujo en la secci'on 2.5 del tema Vectores deslizantes. Ahora se aplica aqu
porque el centro instant’aneo de rotacion, /-1, €s precisamente el punto (an‘alogo a C*) que se obtiene de la proyecci'on

ortogonal de cualquier punto del plano director (en particular, el punto O) sobre el eje instant’aneo de rotaci’on (eje central).

Obs’ervese que, en el caso especial de la traslaci’on plana, la ubicaci’on del C.1.R. en el infinito S'olo puede interpretarse,
en el sentido analitico, como resultado de un proceso de paso al 1'mite en el que una velocidad angular nula es capaz de
generar velocidades finitas a distancias infinitas.
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3. Teorema de los tres centros o de Aronhold-Kennedy.-

Si tres s olidos r'igidos realizan movimientos relativos planos y paralelos entre
s y se elige un plano director com'un, entonces los tres centros instant ‘aneos

de rotaci’on est an alineados. T o) '0;__,
Demostracion: I, ,’/2 N

Sean tres s'olidos (07, 17y “2”) que satisfacen las hip“otesis del teorema, y sea s :

A un punto arbitrario en el plano director com’un rp. Aplicando la ley de com- |21_,/f

posici‘on de velocidades en el punto A, y sustituyendo en ella las ecuaciones de : D

los campos de velocidades correspondientes:

—_ —_ —_—
VA = v+ vof =3 VAT + ward 1A = o + wa0 4 T0A + voit + wor 4 T01A

:O :O :O

Utilizando ahora la ley de composici‘on de velocidades angulares:
—_— —_— —_—— g —_—— —_— —_—

(w20 + wo1) /1 121A = w204 120A + wot /4 Jo1A~ == w20/ (J21A — [20A) = wo1 4 (J01A — [21A)

=/21/20 = fo1/21
Multiplicando escalarmente esta ecuaci‘on por /o1 /21:
fo1/21 - (w20 /4 [21420) = lo1/21 - (wo1 /1 fo1/21) = O
=0
Finalmente, aplicando la permutabilidad c¢’iclica del producto mixto:
lo1/21 == {lo1, J20./21} alineados
/ T
/ T

Ejemplo de aplicaci'on:

En la figura adjunta, se muestra la posici‘on instantanea de un siste- Fs
ma mec anico formado por cuatro varillas r'igidas (solidos <07, “1”, '
“2” 'y “3”), concatenadas sucesivamente mediante articulaciones en
sus extremos, y que se mueven de forma simult’anea realizando movi-
mientos relativos planos con un plano director com’un .

l20= lo2

Obs’ervese que las posiciones de los puntos /g1, /31, /20 € />3 Se de-
terminan mediante simple inspecci‘on, ya que todos ellos son centros - -
permanentes de rotaci’on relativa impuestos por la presencia de articu- _\g’(’ A
laciones. Sin embargo, las posiciones de los centros instant’aneos de 3
rotaci‘on /»1 € /30 Se determinan, cada una de ellas, mediante doble ‘1g3: I
aplicaci’on del teorema de los tres centros. ~ N /

Por otra parte, aprovechamos el ejemplo para senalar que la condici’on N
de movimiento plano entre dos s olidos r'igidos es rec iproca. Adem’as,

se cumple que /;; = /;; porque, tal como ya sabemos, las velocida- =12 Tb

<k Z " oy 1 I H "
UTO ITU IIJIULCI,D OUTT UIJUCDI.GD y, IJUI iy, ST arurarrcrrcrimmormmy PUI U,

Nota final:

Aungue no vamos a estudiar especificamente el campo de aceleraciones de un movimiento plano, conviene hacer notar, con
vistas a la realizaci’on de problemas, que la ecuaci’'on del campo de aceleraciones en el plano director de un movimiento plano se

o i QTS I SRS Ehgierg, ABpIeR B YL, SRR, RSN 0 Tunr 0P
@) — — @)

()

=0
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INTRODUCCION A LA DINAMICA

1. Leyes de Newton.-

La Din‘amica es la rama de la Mecanica que se ocupa de estudiar el movimiento de los cuerpos y las propiedades del mismo en
relaci’on con las causas (fuerzas) que lo producen.

Se denomina fuerza, F, a toda causa capaz de modificar el estado de equilibrio o movimiento de un cuerpo, o de producir en
él estados de tensi'on. Como magnitud f'isica, la fuerza se representa en general mediante un vector ligado. Sin embargo, se
comporta como un vector deslizante cuando act'ua sobre un s’olido r'igido.

Todas las fuerzas presentes en la Naturaleza pueden explicarse en funci‘on de las cuatro interacciones b’asicas: gravitatoria, elec-
tromagn’etica, nuclear fuerte y nuclear d’ebil. No obstante, las fuerzas cotidianamente observadas entre cuerpos macrosc’ opicos se
deben a la fuerza gravitatoria (ca'ida libre, movimiento planetario, ...) y-a la fuerza electromagn’etica (fen”omenos electrost aticos,
imanes, fuerzas de contacto, ...).

Tomando el punto material como modelo matem’atico inicial, la Din"amica cl'asica se desarrolla a partir de algunos postulados
fundamentales como son las leyes de Newton y-el principio de superposici“on:

« Principio de inercia (0 primera ley de Newton).

Todo punto material sobre el que no act ua fuerza neta se mantiene indefinidamente en estado de reposo o de movimiento
rectil theo uniforme respecto a un sistema de referencia inercial.

Obs’ervese que los estados de reposo permanente y de movimiento rectil meo uniforme comparten, desde el punto de vista

cinem’atico, el hecho de que el vector velocidad es constante y, por consiguiente, el vector aceleraci’on es nulo. Por tanto,
lo que el principio de‘inercia establece es que:

F=0 == a=0

Por otra parte, la ley de composici'on de aceleraciones (teorema de Coriolis) permite deducir que todos los observadores
cuyos movimientos relativos consistan en traslaciones de velocidad constante medir'an la misma aceleraci’on para un punto
material cualquiera.

En efecto:

woi(t) = 0 ({01} traslaci‘on) ) ) . ;
= 2wol /4 Vo =a
tras tras a + dor + 20 20

== GP21 - 0 - O

En consecuencia, postulada la existencia de un primer sistema de refe-
rencia en el que se cumple el principio de inercia (as'1 como las otras
leyes de Newton), queda garantizado que eSte se cumplira tambi’en en
todos los sistemas de referencia que permanezcan en reposo o se tras-
laden con velocidad constante respecto al primero (a todos ellos, se les
denomina sistemas de referencia inerciales, SR.1.).

« Segunda ley de Newton.

Todo punto material sometido a una fuerza experimenta una aceleraci’on en la misma direcci’on y sentido en que act'ua la
fuerza y de m'odulo proporcional al m’odulo de la fuerza.

La constante de proporcionalidad entre fuerza y aceleraci’on es una propiedad carac-
;. . . . .. , ->
teristica de cada punto material, la cual mide su resistencia intr'mseca a ser acelerado a=F/m

y se denomina masa inercial, m:
F =ma m }»
SR
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« Principio de acd'ony reaccion (0 tercera ley de Newton).

Si un punto material B ejerce una fuerza (acci’'on Fag) sobre otro punto mate-
rial A, entonces A responde sobre B con otra fuerza (reacci’on Fga) de igual
m’odulo y direcci’on, pero de sentido contrario.

Matem”aticamente:
FBa = - FaB

FUNDAMENTOSFISICOSDEL AINGENIERIA

En el marco de la Mecanica clasica, a pesar de que estas dos fuerzas act’'uan, respectivamente, sobre dos puntos que
pueden estar m'as 0 menos distantes, ambas act’'uan siempre de forma simult’anea, por lo que parece m'as correcto hablar de

interacci’on (como sin“onimo de fuerza) en lugar de hablar de acci’on y reacci’on.

« Principio de superposid’on.

Si sobre un mismo punto material act uan dos fuerzas simult‘aneamente, la ace-
leraci’on que adquiere es la suma vectorial de las aceleraciones que le comu-
nicar tan cada una de las dos fuerzas por separado.

Tambi’en se conoce a este como principio de independencia de acci'on de las
fuerzas, y se puede generalizar para un n'umero arbitrario, n, de fuerzas.

2. Din"amica del punto material.-

2.1. Punto material libre.

Teniendo en cuenta la segunda ley de Newton y el principio de superposici‘on, el
estudio de la din"amica de un punto material libre (aguel no sometido a limitaciones
en su posici'on 0 movimiento; y; por tanto, con.r-=-3.grados de libertad) se reduce,
como problema matem’atico, a resolver una ecuaci‘on diferencial vectorial de segundo
orden con condiciones iniciales:

n

Fi(t,r, r.) - (¢on r(to) = ro Y r (to) = wo)
i=1

cuya soluci“on permite predecir la posici’on del punto material en todo instante:

r = r(t, ro, vo)

4GSR

v

B=F/

i S
r (v trayectoria

Sobre un punto material libre, s'olo act'uan las denominadas fuerzas activas £;, cuya dependencia del tiempo, la posici'on y la
velocidad puede ser mas 0 menos compleja, pero siempre conocida antes de resolver el problema mec’anico. En ese sentido,

podemos afirmar que las fuerzas activas son datos del problema.
Ejemplos de fuerzas activas:

* Fuerza gravitatoria terrestre, F.

Aunque la interacci’on gravitatoria es inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia entre los cuerpos (ley de gravitaci’on universal), se admite la
aproximaci'on de que, en las inmediaciones de la superficie terrestre, el campo
gravitatorio, g, es pr'acticamente uniforme y, en consecuencia, el peso de un
cuerpo viene dado por:

Fg =P =mg (independiente de la posici‘on)

siendo m en este caso la masa gravitatoria del cuerpo, la cual coincide ex-

perimentalmente con la masa inercial. En el caso de un s’olido r'igido, el peso
total se aplica, a efectos mec anicos, en el centro de gravedad G (tal como se
coment’o al final del apartado 5 del tema Vectores deslizantes).
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* Fuerza el astica de Hooke, Fk. |
Si un resorte elastico i = estirado c
, OP, de longitud natural [y y constante = A y A

k. Se contrae o se estira una longitud moderada A/ = [ - (o, -—-’—\?/ \ /\/\ / \/4\\—/;— P

entonces ejerce sobre su extremo P una fuerza recuperadora v ad ¥

(tendente a recuperar su longitud natural), £, que viene dada

por la ley de Hooke: lo

relajado
= - = - - con = Al / A\ f A \
Fk k Aluor k ([ [O) Uor ( | Uor | 1) o+ \ ; /\\ //,. -,\v / \\‘ ‘/‘,“ .\/f .\\ A p

y, sobre su extremo O, ejerce otra fuerza, — Fx, de igual Z & 2 4

m’odulo y direcci’on, pero de sentido opuesto. |

En el caso particular de que la longitud natural del resorte sea contraido 3

nula (o = 0), se tendra: =5 | R Tor

> —
. - . . o] vV V V.V V VIp
Fk = —kluor = —kOP = kPO (siempre atractiva)
2.2. Punto material vinculado. Principio de liberaci'on.
Si un punto material, adem’as de estar sometido a fuerzas activas, estasujeto
a vinaulos (tambi’en llamados enlaces o ligaduras), es decir, si est'a sujeto a z Ejemplo de
limitaciones en su posici‘on 0 movimiento, se dice que se trata de un punto 9 punto material
material vinculado. Cij"jb . vinculado
La mayoria de los v'inculos (los denominados bilaterales) se traducen ma- ——z_*ﬁg;\P\ o =2
tem’aticamente en la obligaci’on por parte del punto material de satisfacer >\ _
una ecuadon de ligadura del tipo: R o / \N
flrrt)=0 ' Y

. ; : ; 3 5 Cope- B !
Atendiendo a sus caracter ‘1sticas, existen diversas clasificaciones de los ==
v'inculos. As, por ejemplo, se dice que el v'inculo €S escler'onomo cuando ¢ [
el tiempo no aparece expl icitamente en la ecuaci’on de ligadura (re’onomo, X
en caso contrario). El v'inculo es geom ‘etrico si no aparece expl icitamente //
ninguna componente de velocidad en la ecuaci'on de ligadura, es decir, ,_;f/
si el v'mculo tan s'olo impone condiciones a las coordenadas posicionales f_:ﬁ_ -~ X+ yi+ 2% = R
(cinem atico, en caso contrario). Por ultimo, otra clasificaci‘on interesante = (ecuacion de
es la que distingue entre v'inculos lisos (sin rozamiento) y v inculos rugosos 1 ligadura)

(con rozamiento).

La existencia de v'mculos implica una reducci’on en el n‘'umero, r, de grados de libertad del punto material, que pasa a ser
r = 3 - h, donde h es el n"umero de ecuaciones de ligadura. Para abordar el problema del movimiento de un punto material
vinculado, se hace necesario formular el siguiente principio de liberaci'on:

Todo punto material o sistema de puntos materiales sometido a v inculos puede ser tratado como si estuviese libre de los mismos

si se sustituyen dichos v'inculos por las denominadas fuerzas de reacci'on vincular @y, las cuales presentan las siguientes
caracter isticas:

« cumplen la misma funci’on que los v inculos sustituidos, es decir, se oponen a cualquier estado de reposo 0 movimiento que
sea incompatible con ellos;

- son perpendiculares a los v'inculos geom ‘etricos cuando estos consisten en superficies o curvas lisas (sin rozamiento).

Por tanto, el tratamiento de la din"amica de un punto material vinculado requiere, en virtud del principio de liberaci“on, la incor-
poraci’on a las ecuaciones de las fuerzas de reaccion vincular ¢ (en adelante, f.r.v.), las cuales, por ser desconocidas a priori,

introducen nuevas inc ‘ognitas en el problema matem’atico: [
nm
] Fit,r, 1)+
r=md_,
k=1
o, r: t) (conj=1,.,h -- ecuaciones de ligadura

No obstante, la compatibilidad de este sistema de ecuaciones exige que el n"umero de inc’ognitas introducidas a trav'es de las f.r.v.
sea igual al n"umero, h, de ecuaciones de ligadura.
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3. Integrales primeras: teoremas de conservacion.-

Una vez comprobado que las ecuaciones din“amicas de un punto material son ecuaciones diferenciales de segundo orden, un
primer paso en el proceso de resoluci’on de las mismas consiste en la b'usqueda de integrales primeras: funciones de la posici‘on
y la velocidad del punto material que se conservan constantes a lo largo del tiempo.

A continuaci‘on, partiendo de la segunda ley de Newton, deduciremos algunos teoremas importantes en los que intervienen
nuevas magnitudes (energ1a, cantidad de movimiento, momento cin’etico) que son susceptibles de constituir integrales primeras
en aquellos problemas en que se den las condiciones adecuadas.

Por razones de comodidad, supondremos en adelante un punto material libre, aunque la validez de los teoremas se extiende al

caso de que existan v'mculos sin mas que incorporar las correspondientes f.r.v. Tambi’en asumiremos de forma impl’icita que,
en tanto no se diga lo contrario, todas las magnitudes cinem’aticas y din"amicas asociadas al punto material ser'an relativas a un
sistema de referencia inercial (S.R.L.).

3.1. Teorema de la energ'ia.

El trabajo elemental, SW, realizado por una fuerza, F, que act'ua sobre un

punto material, cuando €ste sufre un desplazamiento infinitesimal, dr, se define
como:

W = F-dr 0<m2—> dW>0
0=n/2 —> W=0
de donde, sustituyendo £ de acuerdo con la segunda ley de Newton y operando, & 0>m2 —> sW<0
se obtiene: =
6W=ma-dr=mdL~vdt:mv~d—v - ~m/ =dT
dt 1 %
At — navs o A — A s — A
siendo T la energiia cin'etica del punto material:
= l = mv°
21

La igualdad entre el trabajo elemental realizado sobre el puntd’hfatétial y la variaci on infinitesimal de su energ'1a cinetica consti-
tuye la versi'on elemental del teorema de la energia (T.E.), el cual tambi’en recibe otras denominaciones como son teorema de
la energ’ia cin ‘etica, teorema del trabajo—energ 'wa cin etica y teorema de las fuerzas vivas:

W = dT

Por integraci’on a lo largo de una trayectoria finita (entre dos puntos A y B ), se obtiene la versi‘on finita del T.E.:

B
wh = Smvts)F - 2177 [W(ta) 2= AT
E introduciendo el concepto de potencia instant’anea pyy, (trabajo realizado por unidad de tiempo):
_ 19)4 _ dar _
Pw = 7 =F E =F-v
se obtiene la versi‘on instant ‘anea del T.E..
W dr
Pw =" ~ar

A partir del T.E., y teniendo en cuenta la naturaleza de las fuerzas presentes en cada problema, se pueden deducir algunos
teoremas de conservaci‘on que facilitan la obtenci’on de integrales primeras:

« Teorema de conservaci'on de la energiia cin‘etica.

Si la fuerza neta que act ua sobre un punto material es nula o perpendicular a la trayectoria del mismo, su energa cin etica
se conserva constante a lo largo del tiempo.

Demostraci on:

si F =0
obien, F 7 dr

- SW=F-dr=0 == di=0 == T=_cte
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« Teorema de conservadion de la energ’ia mec’anica.

Se dice que una fuerza es conservativa, £ ©, si el trabajo que realiza sobre un punto material que se desplaza depende de sus

posiciones inicial y final, pero es independiente de la trayectoria concreta que sigue. Asociada a toda fuerza conservativa,
se puede definir una funci’on de la posici’on (denominada energ'ia potencial, (/) de tal modo que el trabajo realizado por la
fuerza a lo largo de un desplazamiento del punto material coincide con la variaci’on -cambiada de signo- que experimenta
dicha funci‘on U:

SW=F%.dr=-du, eintegrando - Wf = FC dr=-(Us - Ua) = -AU

A

Conocida una fuerza conservativa, la obtenci’on de su energia potencial asociada se realiza por integraci on, apareciendo en
el proceso una constante de libre elecci’on (origen de energ’ia potencial).

Veamos dos ejemplos:
-
* Fuerza gravitatoria terrestre, fFg.
Considerando el campo gravitatorio g en el sentido negativo - F I
del eje Z, se tiene: A __dr B y I/: Fo Az
dr*

SW=Fg-dr=mg-dr==-mgk-(dxt+dyj+dzk) =
-mgdz = —-dU

= -mJ Az

Z A d > -
z vl Fo =mg (independiente de

== U=U(Q)+ > mg dz = U(0) + mgz —~7 7777 I/n}l;n\;:'nfy‘:m\

* Fuerza el astica de Hooke, F.

Considerando fijo el extremo O del resorte, se tiene: I

SW = Fk-dr = —k(l - lo) uor - dluor = —k(l - lo)dl = -

_’A =
v

l

1
== U=U(o)+ —
2

Ll 0 AL = LI o+ bl )2

El proceso inverso, es decir, la obtenci’on de una fuerza (conservativa) a partir de su energ1a potencial asociada, es aun m'as
sencillo puesto que consiste en derivar y cambiar el signo.

Una vez definido el concepto de fuerza conservativa, enunciamos el teorema de conservaci’on de la energ’ia mec anica:

Si las fuerzas que realizan trabajo sobre un punto material son todas conservativas, su energ 1a mec'anica E (suma de las
energ 1as cin ‘etica y potencial) se conserva constante a lo largo del tiempo.

Demostraci on:
SW=FC.dr=-dUu=dT == dT+dU=0 == dT+U)=0 == E=T+U-=cte

Por ultimo, cabe serralar que, en el caso de que fuerzas no conservativas, F N (por ejemplo, fuerzas de rozamiento), realicen
trabajo sobre un punto material, la variaci’on de su energ’ia mec’anica coincidir'a precisamente con dicho trabajo no conservativo:

SW=FC.dr+ FN.dr=-dUu+sW"=dT = sW'=dr+du=df => W' =AE

3.2. Teorema de la cantidad de movimiento.

Se define la cantidad de movimiento, p, de un punto material como el producto de su masa por su velocidad: p=mv
Derivando respecto al tiempo (a masa constante) y teniendo presente la segunda ley de Newton, se obtiene:

gE :mﬂ:ma: F

DPTO. FiSICAAPLICADAIII



50 E. DRAKE FUNDAMENTOSFISICOSDEL AINGENIERIA

Esta igualdad entre la fuerza neta que act'ua sobre un punto material y la derivada temporal de su cantidad de movimiento
constituye el teorema de la cantidad de movimiento (T.C.M.) en su versi‘on instant ‘anea.

En sus versiones elemental y finita, el T.C.M. recibe el nombre alternativo de teorema del impulso mec‘anico:

F dt

tAB

ya que es con este nombre como se conoce al producto Fdt (impulso elemental) y a su integral en un intervalo de tiempo finito.

A partir del T.C.M., se puede deducir el siguiente teorema de conservad’on de la cantidad de movimiento:

Si la fuerza neta que actua sobre un punto material es nula, su cantidad de movimiento permanece constante a lo largo del
tiempo.
o dp
Demostraci on: F=0 == — =0 => p=¢cte
dt
Proyectando este teorema de conservaci on vectorial sobre una direcci’on fija (representada por un vector unitario constante v), se
obtiene un teorema de conservaci’on para componentes de la cantidad de movimiento:

Flv == F-v=0 => d_p ; =0 == p-v=_Ck
A dft)

3.3. Teorema del momento cin'etico.

Se define el momento dn'etico, / o, de un punto material
P respecto a un punto geom’etrico-© como: }.)
= SRI
Lo = OP 4 mv ,/ o
7/
Derivando respecto al tiempo'y teniendo presente el teo- /’ 3
rema de la cantidad de movimiento, se deduce el siguien- Pl
te teorema del momento dn’etico (T.M.C.) para un pun- £~
to fijo O:
déto _ doP W; =v/imv+ OP / Z—i:OP/I F = |Mo
4 mas L MD 2 d( V) 1

=0
el cual establece que la derivada temporal del momento cin’etico de un punto material respecto a un punto fijo O es igual al
momento, Mo, respecto a dicho punto O, de la fuerza neta £ que act'ua sobre el punto material.

A partir del T.M.C., se puede deducir el siguiente teorema de conservaci'on del momento dn'etico:

Si la fuerza neta que actua sobre un punto material P es nula o es central con centro en un punto fijo O, su momento cinetico
respecto al punto O permanece constante a lo largo del tiempo.
Demostraci’on:

Si F = O/ —_ ——- dL

0
--o - Mo=0OP/sF=0 == =0 == Lo =Cte
obien, F op dt

Proyectando este teorema de conservaci on vectorial sobre una direcci’on fija (representada por un vector unitario constante v), se
obtiene un teorema de conservaci’on para componentes del momento cin’etico:

- dLo
— = = . = Cte
7 0 = Lo-v

N _ R d(Lo™v)

=N -
Nota: Obs’ervese que, conforme a la segunda ley de Newton, una fuerza central produce un movimiento central (apartado 6.5 del
tema Cinem ‘atica del punto), y que la conservaci’on del momento cin’etico guarda "mtima relaci’on con el valor constante del vector
velocidad areolar. En efecto:

-—o

a F op == [o=2mVa=Ccte
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4. Din"amica en sistemas de referencia no inerciales.-

La ley de composici‘on de aceleraciones (teorema de Coriolis) establece que:
at = af + adi + 2wor /1 vaf

Supongamos que el solido “1” es un sistema de referencia inercial, mientras que el s'olido “0” es un sistema de referencia no
inercial (es decir, gfi = 0 Y/0 wg; = 0). Entonces, conforme a la segunda ley de Newton (de obligado cumplimiento en
sistemas de referencia inerciales), se tiene que:

F = ma% = m(ax + aof + 2wo1 4 voof

ecuaci’on que permite comprobar que, en principio, la segunda ley de Newton no se cumple para el observador no inercial “0”,
ya que:

trayectoria
F = ma% y! {20}
. . . TS0 |:’
No obstante, despejando el t'ermino ma,§, se obtiene: P, arr

ma5 = F — madi - 2muwo1 /1 vyo™= F + Farr + Fcor

de donde se deduce que el observador no inercial “0 podr'a aplicar las leyes de

Newton siempre que considere que el punto material P se halla sometido, adem’as oy
de a la fuerza neta real F, a las siguientes fuerzas de inercia: \

" SR
no inercial

- maby = Farr (fuerza de arrastre)

—2muwor 4 vig.= Feor  (fuerza de Coriolis) K

Las fuerzas de inercia presentan las siguientes caracteristicas:

« Son fuerzas aparentes o ficticias (inexistentes para los observadores inerciales), pero tienen, para el observador no inercial,
propiedades an"alogas a las de las fuerzas reales (pueden producir trabajo, pueden ser conservativas, etc.).

« Son fuerzas proporcionales a la masa inercial.

« No conllevan la introducci’on de nuevas inc’ognitas en el problema din‘amico 20} (supuesto conocido el movimiento no
inercial {01}).

5. Aproximaci'on a la din'amica de un rotor:-

La din"amica del s'olido r"1gido ser'a estudiada con car acter general en la asigna-
tura Mec ‘anica Racional (segundo curso). No obstante, realizaremos aqu’i una
breve aproximaci“on al problema especifico del movimiento de un rotor (s'olido
que rota alrededor de un eje fijo, Aerr).

Tal como ya sabemos (apartados 6.2 de Cinematica del punto y 3.1 de Ci-
nem atica del s olido r'igido), si el s'olido rota alrededor del Aepr con velocidad
angular  y aceleracion angular ¢, cada punto P del s'olido se mueve en un
plano perpendicular al Aepr, realizando un movimiento circular de centro en
el Aerr, radio r = d(P, Aerr), Velocidad angular ¢ y aceleraci’on angular o

5.1. Energ’ia cin'etica de rotad’on. Momento de inercia.

La energ1a cin’etica de un sistema de puntos materiales en general (y de un s'olido r'igido, en particular) se define como la suma de
las energ1as cin’eticas de todos sus puntos. As1que, en el caso del rotor, asignando la masa infinitesimal dm al punto gen’erico P,
teniendo presente que la velocidad escalar de dicho punto es v = rw, € integrando en toda la distribuci’on de masa, se obtiene:

1
T= _2 _ _ = lw

1

2 2 2
v dm = Ful dm = rdm w® =
donde / es el momento de inercia del s'olido respecto al eje de rotaci‘on:

2

/= r’dm
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El momento de inercia es una medida de la resistencia del s'olido a experimentar modificaciones en su movimiento de rotaci’on
alrededor de un eje. Es el an‘alogo rotacional de la masa inercial. Obs’ervese que el valor del momento de inercia depende del
s'olido (de su distribuci’on geom’etrica de masa), pero tambi’en depende de la ubicaci’on del eje de rotaci’on.

——
_;f‘/f""ﬂ“’ﬂ S, =
,.-"'—/-ﬂ- ____--—"——‘ \
S m
Lo _L -1 \Rr? 2 \R?
|—12|V|L I ML |—2MR |—5MR

Momento de inercia de algunos s6lidos homogéneos (de masa M)

5.2. La segunda ley de Newton para la rotaci'on.

Al elemento de masa situado en el punto gen’erico P del rotor, se le asocia el siguiente momento cin’etico infinitesimal respecto
a un punto O del Aepr:

-———

dLo = OP 4 vdm
cuya componente axial (denominando ya a un vector unitario en la direcci’'on del Aepr) Viene dada por:

ua-dlo = UA-(él_D_’/l v)dm = v- (ua/ Ob_)qdm = |v||ua/ Ols]_am = v proy, ,. [OP_]_am = vrdm = wr’dm

=r
Integrando ¢/ o en toda la distribuci‘on de masa, se obtiene lo que se conace como momento cin’etico, / o, del s"olido r'igido:

Lo = _O_P 4 vdm
cuya componente axial viene dada por:

Ua-Lo = Ua-dLo = wrldm=w rFdm=lu

Derivando esta Ultima ecuaci’on respecto al tiempo, se obtiene:

dlo _ ,dw _
Un T—IE—IO(

Por otra parte, el T.M.C. para el s'olido r'igido (obtenido mediante la integraci’on de la ecuaci‘on del T.M.C. asociado al elemento
de masa que ocupa el punto gen’erico p) establece que:

dLo = EXL

dLo =, ext
_:MO - UA'—:uA'MO

dt

EXL

= Ma

—

OP / dF esel ngnélento resultant&(respecto a 0) de todas las fuerzas que act'uan sobre el s'olido r'igido, y

& & es la gemponente axial de [V super'mdice * se debe a queé los momentos de fuerzas internas que se ejercen entre s
A 0

las particulas de un sistema se anulan por pares, y, por ello, el momento resultante de fuerzas que act'ua sobre el sistema coincide
con el momento resultante de las fuerzas externas.

. . . dLo
Finalmente, igualando las dos expresiones halladas para ya - — se obtiene la que algunos autores denominan sequnda ley de
Newton para la rotaci’on:

ext _
MA = la
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1. Introducci‘on.-

Dado un sistema de puntos materiales, una posid’on de equilibrio mecanico es una posici‘on tal que, si el sistema es abandonado

E. DRAKE

ESTATICA

en ella en reposo inicial, entonces permanece all'1 por tiempo indefinido convirti’endose el reposo en permanente.

Al igual que ocurre con el movimiento, el concepto de equilibrio es inherentemente relativo a un sistema de referencia u obser-
vador. Por simplicidad, consideraremos que el equilibrio de un sistema de puntos materiales se refiere siempre a un observador

Unico e inercial.

La Est'atica es la rama de la Mecanica que se ocupa del estudio del equilibrio mec’anico en los sistemas de puntos materiales.

53

Evidentemente, para que determinada posici’on de un sistema sea posici‘on de equilibrio, el conjunto de fuerzas que act'uasobreel -

cuando la ocupa no puede ser arbitrario, sino que ha de cumplir ciertas condiciones. Aunque la justificaci’on de las condiciones
de equilibrio mecanico de los sistemas de puntos materiales corresponde al ambito de la Din"amica, podemos adelantar aqu’t

cuales son en el caso de los dos modelos que nos interesan:

modelo

condiciones de equilibrio mec anico

punto material

nulidad de la resultante de las fuerzas

s'olido r'igido

nulidad de la resultante y del momento resultante de las fuerzas externas

2. Equilibrio del punto material.-

Desde un punto de vista cinem’atico, si un punto material es abandonado inicialmente en reposo-(velocidad nula) en cierta
posici‘on, se quedara all'1 de forma permanente si y solo si su aceleraci‘on es nula. Ahora bien, sabemos que el comportamiento
din"amico del punto material se rige mediante la segunda ley de Newton, la cual establece que el producto de masa por aceleraci’on

es igual a la resultante de todas las fuerzas aplicadas sobre el punto (tanto activas, f;, como de reacci’on vincular, @):

Por tanto, es obvio que la condici’on necesaria y suficiente para que cierta posici'on de un punto material sea posici‘on de equilibrio

n

ma

I
n

I
iy
+
S
=~

ma

—— punto libre

—— punto vinculado

mec”anico es la nulidad en ella de la resultante de las fuerzas aplicadas sobre el punto:

punto material | n2de grados de libertad fuerzas condici“on de equilibrio mecanico
) n
libre r =3 {Fi}ni=1 R = Fi=0
i=1
n m
vinculado r<3 {(Filnic1 , {O}r-1| R+ D= Fi + P =0
i=1 k=1
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2.1. Equilibrio del punto sobre una superficie lisa.

Un punto material, p, obligado a permanecer en todo instante sobre
una superficie, S, lisa (sin rozamiento) es un caso particular de punto
vinculado. Al estudiar el principio de liberaci‘on (apartado 2.2 del te-
ma Introducci’on a la Din’amica, se enunci’c como caracter istica de las -
fuerzas de reacci’on vincular (f.r.v.) su perpendicularidad a los v'inculos Ns
geom’etricos lisos. Por tanto, en el caso presente, habr'a de introducirse,
en aplicaci’on del principio de liberaci'on, una f.r.v. ® expresable como:

®=ANs

donde ) (inc’ognita) es el m'odulo de la f.r.v., y Ns (dato) es el vector F
unitario normal a la superficie S en el punto ocupado por la part'icula p .

Recu’erdese tambi’en que las f.r.v. cumplen la misma funci’on que los v'mculos sustituidos, es decir, se oponen a cualquier estado de
reposo 0 movimiento que sea incompatible con ellos. Precisamente, en el caso que nos ocupa, ® es perpendicular a la superficie
S porque el hecho de que e5ta sea lisa conlleva que no ejerce oposici’on ni resistencia alguna ante movimientos tangenciales de
la part'icula, y sin embargo le proh'ibe cualquier movimiento.en su direcci’'on normal.

Si se supone la existencia de un n"umero arbitrario, 7, de fuerzas activas £; actuando sobre el punto material p, la condici’on de

equilibrio mec”anico viene dada en este caso por:

n =

Fi+ANs=0
i=1
Por ultimo, conviene tener presente, con vistas a la resoluci’on de problemas, que el punto vinculado a una superficie est'aobligado,
tanto en su comportamiento din"amico como est atico, a satisfacer la ecuaci’on de la superficie (ecuaci’on de ligadura).

2.2. Equilibrio del punto sobre una curva lisa.

Un punto material, p, obligado a permanecer en todo instante sobre una curva,
C, lisa (sin rozamiento) es otro caso particular de punto vinculado. Al tratarse
nuevamente de un v'inculo geom’etrico liso, habr'a de introducirse, en aplicaci’on
del principio de liberaci‘on, una f.r.v. ® perpendicular a la curva C y expresable,
por tanto, como:
el -

O=OvN + DB B
donde dn Y ds (incognitas) son, respectivamente, las componentes intr’insecas
normal y binormal de la f.r.v. en el punto de la curva ocupado por la particula P .

Con la expresi’on propuesta, se garantiza que @ es perpendicular a la curva C, es
decir, perpendicular a su direcci’on tangente T L7

o
plano normal
alacurvac

=
®- T =0
Esto es consecuencia de que, dada la ausencia de rozamiento, no existe oposici’on ni resistencia alguna ante movimientos de la
particula tangenciales a la curva, mientras que, por el contrario, se le impide cualquier movimiento perpendicular a la misma.

Si se supone la existencia de un n"umero arbitrario, p, de fuerzas activas £; actuando sobre el punto material p, la condici’on de

equilibrio mecanico viene dada en este caso por: \
= —

Fi+CDN/:/+(DBB?=0
i=1

Por supuesto, el punto vinculado a una curva est'a obligado a satisfacer las ecuaciones de dicha curva (ecuaciones de ligadura).

3. Equilibrio del s'olido rigido.-
3.1. Condici'on est atica de rigidez. Teorema de transmiisibilidad.

La condidon est’atica de rigidez establece que: si en dos puntos cua-
lesquiera de un s olido r'igido en equilibrio mec anico se aplican sendas
fuerzas de m’odulos iguales e id'entica recta soporte, pero de sentidos
opuestos, el equilibrio del s olido no se ve alterado.

equilibrio
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Una consecuencia de la condici“on est atica de rigidez es el denominado teorema de transmisibilidad:

Las fuerzas aplicadas sobre un s olido rigido se comportan como vectores deslizantes.

La deducdon del teorema de transmisibilidad a partir de la condicion est'atica de rigidez puede realizarse a trav'es de los
siguientes pasos:

1. Sea un s'olido r'igido en equilibrio mec anico que soporta una fuer-
za F aplicada en su punto A (dado que el s'olido se halla en equi-
librio, F no puede ser la unica fuerza aplicada sobre el).

2. Sea B otro punto del s'olido perteneciente a la recta soporte de
la fuerza F. En aplicaci’on de la condici’on est atica de rigidez, se
puede garantizar que el equilibrio mecanico del s'olido se man-
tendr’a si aplicamos sendas fuerzas — F y F en los puntos A y B,
respectivamente.

3. En el punto A se produce entonces la cancelaci’on de la fuerza
original F con la reci'en aplicada - F. Por tanto, comparando
esta situaci’on final con la inicial, se comprueba que el equilibrio
mec anico del s'olido se ha conservado a pesar de que;.a todos los
efectos, la fuerza original F ha deslizado, a lo largo-de su recta
soporte, desde el punto A hasta el punto B.

La validez del teorema de transmisibilidad se extiende:

« tanto al ambito de la Est'atica (se acaba de demostrar) como al de la Din"amica (asignatura Mec ‘anica Racional);

. tanto a fuerzas activas (f£;) como a fuerzas de reacci‘on vincular ().

3.2. Condiciones de equilibrio del solido.

Para que cierta posici‘'on de un s’olido r'igido sea posici‘on de equilibrio mec’anico es necesario y suficiente que el sistema de
fuerzas externas (vectores deslizantes) aplicadas al s'olido en dicha posici‘on se pueda reducir a un sistema nulo (resultante nula'y
momento resultante nulo):

s'olido r'igido | nZde grados de libertad fuerzas externas condiciones de equilibrio mec anico
n
R = Fi=0
. i=1
libre r=6 {(Fi; P) Jri=1 R .
t Mo = OPi / Fi = 0

i=1

_ {(Fi; Pi) Fri=1 i=1
vinculado r<6

i | | g+ =

Observaciones:

« No se ha utilizado el super'mdice ® a pesar de que las unicas fuerzas que es necesario tener en cuenta al exigir las
condiciones de equilibrio de un solido r'igido son las fuerzas externas. No obstante, cabe senalar que la resultante y el
momento resultante de las fuerzas internas valen tambi’en cero, ya que, como consecuencia dél principio de acci'on y
reacci'on, se produce la cancelaci’on de los t'erminos asociados a cada par de puntos.
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- -

« Los conjuntos /R: Mo} Y {®; o}, formados por la resultante y el momento resultante en un punto O de los s.v.d.
constituidos por las fuerzas activas y por las fuerzas de reacci’‘on vincular, se denominan, respectivamente, reducci'on
mecanica y reducd’on vincular en el punto O. Por tanto, las condiciones de equilibrio para un s'olido rigido se resumen
en la nulidad de la reducci’on total de fuerzas externas (suma de la reducci’on mec anica y la reducci’on vincular en un punto
O arbitrario).

« Al formular las condiciones de equilibrio de un s’olido r'igido, el centro de reduccion O en el que se exige la nulidad del

momento resultante de las fuerzas externas es de elecci’on arbitraria por la sencilla raz’on de que la nulidad de la resultante
de las fuerzas externas conlleva la uniformidad del correspondiente campo de momentos.

« Exigiendo la condici'on de equilibrio mecanico a cada uno de los puntos materiales que constituyen el solido r'igido y

teniendo en cuenta el principio de acci’on y reacci'on para las fuerzas internas, podriamos demostrar con relativa facilidad
que la nulidad de la resultante y del momento resultante de las fuerzas externas es condici’on necesaria de equilibrio para
un sistema de puntos materiales (incluso aunque no sea un solido r'igido). Sin embargo, la justificaci’on de que la nulidad de
dichas magnitudes es adem’as condici’on suficiente de equilibrio en el caso espec’ifico de un s'olido rigido requiere el previo
estudio de las ecuaciones din"amicas de este modelo.

4. Desvinculaci'on de s'olidos.-

Desvincular un solido r"1gido vinculado consiste en aplicarle el principio de liberaci’on, es decir, sustituir los v'nculos por las
fuerzas de reacci'on vincular (f.r.v.) capaces de provocar los mismos efectos mec anicos que ellos.

Ahora bien, una desvinculaci’on, para ser correcta, requiere que no se introduzcan mas inc’ognitas de reacci‘on vincular que
las estrictamente necesarias. Por ello, conviene aplicar el siguiente procedimiento general de desvinculaci’on, que tiene su
fundamento en el @mbito de la Din“amica del s olido rigido:

a) Para prohibir u ofrecer resistencia a la traslaci’'on de un s‘olido en cierta direcci‘on, es necesario introducir una fuerza (de
reacci’on vincular) en dicha direcci’on.

b) Para prohibir u ofrecer resistencia a la rotaci’on de un s’olido alrededor de un eje con cierta direcci’on, es necesario introducir
un momento de fuerza (de reacci’on vincular) en la direcci‘on de dicho eje.

4.1. Desvinculaci'on de un contacto puntual y liso.

En el apartado 7 del tema Movimiento relativo, tuvimos oportuni-
dad de analizar cinem aticamente el par de s'olidos que se mueven
manteniendo sus superficies en permanente contacto puntual. Con-
cluiamos en aquel estudio que el contacto puntual permanente cons-
tituye un v'mnculo entre dos s olidos por cuanto proh‘ibe la traslaci‘on
relativa perpendicular al plano tangente 77, a pesar de que permite
la traslaci’on paralela a 77 (deslizamiento), la rotaci‘on paralela a 1
(rodadura) y la rotaci’on perpendicular a rr (pivotamiento).

Entonces, admitiendo que el contacto es liso (no existe rozamiento),
el procedimiento general de desvinculaci’on nos lleva a introducir en
este caso una unica f.r.v. normal al plano tangente rr;

Eid

traslaci'on ; 7t prohibida == @1 =N

Observaci“on: En la notaci’on de dos sub'indices para fuerzas (an"alogamente para momentos de fuerza), el primer sub“mdice indica
el s'olido sobre el que se aplica la fuerza, mientras que el segundo sub indice indica el s'olido que la ejerce.

4.2. Desvinculaci'on de pares de enlace usuales (lisos).

As1como un par de s'olidos vinculados entre s1 recibe la denominaci’on de par cinem atico cuando se analiza desde el punto
de vista de los movimientos relativos permitidos, se prefiere sin embargo la denominaci’on par de enlace cuando se trata de
enfatizar el caracter restrictivo del v'mculo, es decir, cuando se pretende subrayar los movimientos relativos prohibidos con miras
a la desvinculaci’on.

A pesar de su diversidad, los pares de enlace se reducen b’asicamente a contactos entre s'olidos a trav'es de superficies m'as 0

menos complejas en su forma (a veces tambi’en intervienen pequends s olidos intermediarios). Teniendo esto presente, caben dos
procedimientos, ambos equivalentes, para desvincular un par de enlace:
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a) Desvinculaci'on punto a punto.

57

Se basa en la equivalencia: par de enlace liso = conjunto finito 0 infinito de cont

actos puntuales lisos

Consiste en:

1. Desvincular todos los contactos puntuales lisos, dando lugar a una distribuci’on de f.r.v.

normales a los contactos.

2. Calcular la reducci’on vincular en un punto O, {®; ra’}, de la citada distribuci’on de f.r.v.

Ejemplo:

* El par esf erico (I’ otula). ra

La desvinculaci'on punto a punto del con-
tacto liso entre las dos superficies esfericas
conc’entricas genera una distribuci’on continua
de f.rv. concurrentes, cuya reducci‘on en el
centro de C{zncurrencia O resulta ser:

(1321 = [(DX, (Dy, (Dz] Xi
1% =1000]

distribucion
de frv.
radiales

b) Desvinculac’on directa.

Se basa en la equivalencia: par de enlace liso = prohibici“on de ciertos movimientos relativos

Consiste en aplicar el procedimiento general de desvinculaci’on anteriormente citado:

direcci’on prohibida para la traslaci’on == frv. enesadirecci‘on

direcci‘on prohibida para eje de rotacion =~ == momento de f.r.v. en esa direcci’on

Ejemplo:

* El par esferico (r"otula).

La prohibici’on vincular de las traslaciones en
las tres direcciones independientes del espacio
obliga a introducir una f.r.v. con componentes
en las citadas tres direcciones. Dicho de otro
modo, a la reducci’on cinem’atica (en O):

w21 = [Wx, Wy, Wz ]
v =1000]

le corresponde la reducci“on vincular (en O):

P21 = [CDX, CDy, CDZ] .
o0 [0,0,0] permitidas sdlo
21 ” las rotaciones

Desvinculaci'on de pares de enlace planos.

La mayora de los pares de enlace que vamos a tener que desvincular en los ejercicios
pr acticos propuestos en este tema corresponden a movimientos planos. Conviene por
ello recordar que un s’olido r'1igido en movimiento plano posee, como m’aximo, tres gra-
dos de libertad (dos de traslaci’on paralela al plano del movimiento, y uno de rotaci’on
perpendicular a €l). La reducci’on cinem’atica (en un punto Q) de un s’olido libre en el
plano 01 x1Y1 viene dada por:

w21 =[0,0 wz]
o)
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A continuaci’on, se incluyen esquemas representativos de algunos de los tipos m'as usuales de pares de enlace planos (y lisos) con
sus correspondientes desvinculaciones:

pasador fijo

0] E ‘x

5P
b5

1\2, [ 2

J

o A
deslizadera 0 articulacion empotramiento

5. Teorema de las tres fuerzas.-

Dado un s olido rigido sometido a un sistema de tres fuerzas externas {(Fa; Aa), (Fs; AB), (Fc; Ac)} coplanarias y no para-
lelas, es condici'on necesaria (aunque no suficiente) de equilibrio mec anico que las tres fuerzas sean concurrentes.

Demostrad’on:

- OC Fc == O0f€Ac

— =

Se comprueba, por tanto, que la concurrencia de las tres fuerzas externas viene exigida por
la 22 condici“on de equilibrio (nulidad del momento resultante). Sin embargo, la citada
concurrencia de fuerzas no es condici’on suficiente de equilibrio porque no garantiza la
nulidad de la resultante (12condici’on de equilibrio).

Con independencia de la notaci“on utilizada en la demostraci’on del teorema, esfe se aplica
tanto para fuerzas activas como para fuerzas de reacci’on vincular.

Aplicaci'on:

La varilla AB, de longitud £ y masa despreciable, soporta un cierto peso colgado de su
extremo B, mientras que descansa apoyada sin rozamiento sobre una pared vertical (en su
extremo A) y sobre un clavo (en un punto intermedio C). La aplicaci'on del teorema de
las tres fuerzas establece como condici’on necesaria de equilibrio la concurrencia de las tres
fuerzas externas presentes sobre la varilla (im g Na Y N¢). Por tanto, analizando la geometria
del problema, se puede determinar, en funci‘'onde L y d (distancia entre el clavo y la pared), el
Unico valor del dngulo @ (entre la varilla y la horizontal) para el cual es posible el equilibrio:

d=L[cos(®)] == O=arccos (d/L)”

— —

No obstante, para que tal posici‘on llegue a ser efectivamente posici‘on de equilibrio, se requiere adem’asque mg+ Na + Nc = 0.
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6. Principio de fragmentaci’on.-

Cuando se realiza una partici'on en un sistema de puntos
materiales, cada fragmento continua en id’entico estado
de equilibrio o movimiento si se sustituye el resto del sis-
tema por las reacciones vinculares de contacto que ejerce
sobre dicho fragmento.

Se puede aplicar el principio de fragmentaci’on a una ca-
dena de s'dlidos rigidos, y entonces se tiene:

{ ki Fk?} —— reducci“on vincular del par de enlace 7k} {Pxj; Fk? } —— reducci'on vincular del par de enlace {kj}

El principio de fragmentaci’on guarda estrecha relaci‘on con el principio de liberaci'on. En realidad, fragmentar una cadena
equivale a liberar (desvincular) a cada uno de los solidos que la constituyen.

No obstante, al desvincular los fragmentos de una cadena
para analizar su equilibrio 0 movimiento, hay que tener
presente el principio de acd’ony reacd’on para no intro-
ducir inc”ognitas innecesarias:

[ Qik = — ki [ ik = —Pkj
o - _=© | o -0
[ik ki Lik = - Tkj

El equilibrio mec anico de una cadena de s olidos r'igidos implica, conforme al principio de fragmentaci”on, el equilibrio mecanico
por separado de cada uno de los s'olidos que la integran. Sin embargo, con frecuencia es util aplicar tambien las condiciones de
equilibrio mecanico a la cadena como a un todo, es decir, exigir la nulidad de la reducci‘on global de las fuerzas aplicadas a todos
los s’olidos. Esta operacion, si bien no supone anadir informaci’on nueva respecto a la exigencia de equilibrio de cada s'olido por
separado, presenta la ventaja de provocar, en virtud del principio de acci‘on y reacci‘on, la desaparici’on de las inc’ognitas asociadas
a las reacciones vinculares internas.

Por altimo, cabe serfalar que, para la fragmentadi'on in-
terna de un s'olido rigido, este puede ser interpretado co-
mo una cadena de fragmentos s olidos vinculados mutua-
mente mediante empotramientos (v‘mculo que prohibe to-
dos los movimientos relativos posibles entre dos s’olidos

r'1igidos). empotramientos

7. Contactos reales entre s'olidos. Rozamiento seco de Coulomb.-

Hasta ahora, cuando hemos hablado de s olidos r"1gidos en contacto, nos hemos referido a contactos ideales que se caracterizaban
por ser lisos (sin rozamiento) y puntuales (un unico punto de contacto). Sin embargo, el contacto real entre solidos es siempre
rugoso (con rozamiento) y superficial (existe un area de contacto).

- =

. . .y . (@]
La reducci'on vincular en un punto O del contacto real entre s’olidos viene dada por: #®21 = N + f; 21 = T + p}, donde:

Fuerza de reacd’on normal.

Z1
l

Fuerza de resistencia al deslizamiento (fuerza de rozamiento).
— Impide el deslizamiento (traslaci“on) o se opone a el
— Es paralela al plano tangente en el punto de contacto.

~
l

T - Par de resistencia al pivotamiento.
— Impide el pivotamiento (rotaci’on) o se opone a el
— Es perpendicular al plano tangente en el punto de contacto.

p - Par de resistencia a la rodadura.
— Impide la rodadura (rotaci’on) o se opone a ella.
— Es paralelo al plano tangente en el punto de contacto.
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7.1. Estudio experimental de la fuerza de rozamiento.

Gr'afica de m'odulos:
f A deslizamiento
inminente
fmax g B e i i i e | e e e e e S .
reaccion L 2 ¢ --
normal —2-: .
N P :
fuerza de fuerza i te N
rozamiento aplicada e ) ug N
f F :
\L/ (450 i
Il | ~
E F<peN
‘ I |_F
region estatica region dinamica
Modelo vectorial:
[ -F (Si0<F<Fi=pueN Yy vpy =0) -— regionestatica
des
f= voifes
l ~md N (S vfes= 0) ——  regi'on din"amica
| VeS|
Observaciones;
regi‘on est atica — No se produce deslizamiento (v mculo prohibitivo).

— El rozamiento est atico es la base fundamental de la locomoci“on por tierra.

regi‘'on din"amica | — Se produce deslizamiento (v'inculo resistivo).

— Se produce disipaci’on de energ’ia calor’ifica y deterioro irreversible de las superficies de contacto.

— El rozamiento din’amico puede ser efecto indeseado (p“erdidas energ’eticas y deterioro de piezas) o
deliberadamente buscado (procesos de frenado, calentamiento por frotaci’on, lijado de superficies).

7.2. Leyes de Coulomb.
1. Lafuerza de rozamiento alcanza su m"odulo m'aximo, £, qx, cuando el deslizamiento es inminente, y dicho m’odulo m"aximo
es proporcional a la reacci’on normal, N, que se transmite a trav'es de la superficie de contacto:
frax = peN  (para F = F Yy v,{®= 0)
donde e es el coeficiente de rozamiento est atico (caracter 1stico del contacto entre dos materiales).
2. El m’odulo m'aximo, f7,4x, de la fuerza de rozamiento es independiente del area de la superficie de contacto.

3. Elm’odulo, £, de la fuerza de rozamiento din"amico es proporcional a la reacci’on normal, A/, independiente de la velocidad
de deslizamiento y algo menor que el m’odulo m’aximo, £mqx, de la fuerza de rozamiento:

des
fa=uaN  (Para vy = Q)
donde 14 es el coeficiente de rozamiento din‘amico (ug < pe)-
Lo caracteristico del modelo de rozamiento seco de Coulomb es la independencia de la fuerza de rozamiento din’amico con

respecto al modulo de la velocidad de deslizamiento. En otros modelos de rozamiento (fuerzas viscosas o de arrastre), la fuerza
de rozamiento din"amico es proporcional al m“odulo de la velocidad (si esta es moderada) o a su cuadrado (si la velocidad es alta).
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7.3. Deslizamiento inminente y vuelco inminente.

Cuando se considera el m'odulo, £, de la fuerza de rozamiento en problemas de equilibrio mecanico (regi’on est'atica del modelo
de Coulomb), pueden presentarse hasta tres situaciones distintas:

a) La situad’'on m'as general es aqu'ella en la que se desconoce c’'omo de pr'oximo se encuentra el sistema respecto a un
eventual deslizamiento. En ese caso, £ es una inc’ognita de la que solo se conoce a priori una cota superior, ya que la
condici‘on de no deslizamiento establece que:

fS[.leN

b) Si la situaci‘on es de deslizamiento inminente, entonces # no es una inc’ognita, ya que la condici'on de deslizamiento
inminente establece que:

f=ueN

c) Si la situaci’on es de deslizamiento imposible, entonces £ es una inc’ognita que en principio no tiene cota superior alguna.
Cabe interpretar que esta situaci’on corresponde a un v'mculo completamente ajeno a los fen”omenos de rozamiento (v tnculo
cremallera o engranaje), o bien que corresponde a un caso 1'imite de rozamiento est'atico con coeficiente yje — oo.

Finalmente, para completar el estudio del equilibrio mec’anico del s"olido r"1gido, conviene incorporar el riesgo de vuelco de este”
como consecuencia de la existencia de rozamiento en una superficie plana de contacto.

Observaciones:

« La reacci'on normal que la superficie plana transmite al solido es en realidad una fuerza distribuida (sistema de vectores
deslizantes paralelos) cuya reducci’on can’onica es (N?Ac)-

« Cuando la fuerza aplicada, F, y la fuerza de rozamiento, £, est'an desalineadas y crean sobre el s'elido un par de vuelco (0

momento de vuelco), este debe ser neutralizado por un par de anti-vuelco (ya que el equilibrio mec’anico exige momento
resultante nulo). Se produce por ello una redistribuci’on de la reacci‘'on normal que provoca un desplazamiento de su eje
central Ac, de tal modo que el peso, p, Y la resultante de reacci‘on normal, /;son ahora capaces de evitar el vuelco
creando el necesario par neutralizador.

La condid’'on de no vuelco exige que el eje central Ac de la reacci’'on normal distribuida, aunque se haya desplazado para evitar
el vuelco, quede dentro de la superficie de contacto 0, al menos, situado entre los puntos extremos del contacto.

La condid’on de vuelco inminente consiste en que el eje central A de la reacci’on normal redistribuida pase justamente por el
borde de la superficie de contacta o por alguno de los puntos extremos del mismo.

Ac | Ac'! Ac |
5 : F
i L ’
—> ! — ’ E —)“
N N — N
—> > t -
P Py 3 :
no hay par de vuelco condicion de no vuelco condicion de vuelco inminente

DPTO. FiSICAAPLICADAIII



