A AU

AMERICAN ANDRAGOGY
UNIVERSITY










Introduccién al Control de Procesos para Ingenieros

I Jean-Francois DULHOSTE



Tabla de Contenido

Tabla de Contenido

Tala AE CONLENIAO......ccvvvumssrrrereessssssseseseseessssssssssessssssssssssssessssesssssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssesssssssssesssssssssssssssesssssssssssssesssssses

IVETOTUCTION ... eeeessessssssssssssssss s s R
Tema 1. Introduccidn @ 10S SiStEMAS dE CONEION...........ovceeeceverrreeveeeeeeiesesessssssssssss s ssssssssssssssssssssssss s 1
SISEEMA B CONTIO...vvvvrrri et eeesiesss e ssssssss s sssssssss s sessssssss s ssssssss s sessssssessssssses 1
DIEFINICION. ..o oeeeeeeveeeesssssssssseesess s essssssssssssssssss s e s st bR w1
Ejlemplo de Un SistEmMa de CONEIOL..........crreeeieeessseenssessesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss s 1
Ventajas de UN CONEION QUEOMIELICO. ... seeeessssssssasssssssssssssss s sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssmmsssssssees 1
TEININOS BASICOS......vvvvvesmsnnresiseesssseesssessssssssesssssssssssssssssssssssss s ssssss s ss 558588000 1
Elementos de un SistemMa de CONEIOL............reeereeeeeee e esssssssssss s sssssssssssssssssssssss s sssssssssssssssssessess 1
Clases de SIStEMAS AE CONLIOL.......rrreeeeeeeueereeeeeeesssssessssseesssss s sssssssss s ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses .1

Sistema de control Pasivo, sistema de control de Lazo Abierto y sistema de control Retroalimentado. 12

Sistema de Control Continuo vs. Sistema de Control Discontinuo 14
Sistemas de Control Analdgicos vs. Sistemas de Control DIGItales...............eeeeeeeeeeeeeeesseneeeeesesisseneeeeens 17
Sistemas de Control Reguladores vs. Sistemas de Control SEQUIAOIES .............reeeeeeessnsnnnsseeeesssssssnnee 17
Sistemas de control invariantes en el tiempo vs. Sistemas de control variable en el tiempo.................... 18
Sistemas de control con pardmetros concentrados vs. Sistemas de control con pardmetros

QISTIIDUIAOS «..ovvvoeee vttt ess s sss s ee s e ks R ke 19
Sistemas de control lineales vs. Sistemas de control N0 lINEAIES ...........vvveeerveeererrereree e 19

Sistemas de control una entrada y una salida (SISO) vs. Sistemas de control de multiples entradas y

SALIAAS (IMIIMO)..cu.e ettt sttt sttt a st sse e ses s s sasssssssssasssassasssassaes 19
Sistemas de control deterministicos vs. Sistemas de control estocasticos. 20
Caracteristicas de l0S SiStEMAS A8 CONIOL.........reeeeeemirsreeesssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 20
ESTADIIIAAM cevvvr et seessssss s sssssssssss s sssssss s sssss s ssss s s s 20
EXQCHTUD .ooovvveereeceeeesss e ceceesssssssess s ssssssssssssssssssssssssssssssssssss s ssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssnns A
Velocidad de RESPUESTA ...........ccerreeeesssenesssessssssssssssssssssssssessssssssess .2
Lazos de control comUnmente utilizados en procesos industriales 21
Control en cascada s sssees 22
Control de relacion 22
CONtrOl dE rANGO PAITIAO. ... rvvverrrreeeseereeiesess st ssessesssssssesssssssssssssssssssssss s ssssesssssssessssssssesssssssessssssssssssssssssnns 23
EJercicios ... TSSOSO POORRPOOOOON 23
Tema 2. MOJEIR00 MAEMELICO .........rrveveeerreeeeens e sssessessssssesssssss s sssss s sssss s ssssss s sss s ssss s sss s s snseses 25
INETOAUCCION........oooe et sss s sss s s ss s s R SRRt 25

Escuela de Ingenieria Mecanica - ULA [



Introduccién al Control de Procesos para Ingenieros

SISEEMIAS IMBCANICOS .....cevvvveeseeeeeesssseeeseeessssss e sessss s s es s e ee R R R 25
Sistemas MeCANICOS ROTALIVOS........rrrerceeeereeereeseeissssssmssssssssss s ssssssssssssssssssssssssssssss w26
SIStEMAS EIECLICOS .covvvvvveeeressrsseseseeeeceeeeeneesssssssssssssssssssssssssssssseeeees w27
ANAIOGIA EIECHIOMECANICA. ... rrvveerrreeeseesriiesenssssises s ssssssssssssssssssssssssssssssss s ssss s sssssssssss s ssssss s ssss s ssssssseses 29
DIagrama dE IMPEAANCIAS. .........ccrrvvermrrressssesssssssessssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssessssssssssssssssssesssssssnnes 29
Sistemas Térmicos . 30
Sistemas Hidraulicos.... e 32
SISEEMIAS INQUIMGLICOS......cevevvvsseeeeeeeesseeeseeesessssesesesesssss s sesesss e es sk RR R 34
EJErCIiCIOS ummrreerrreeeeereeeeann. . 36
Tema 3. Formas de representacion del modelo matematico 38
VT OTUCCION. .ot ssessessssssssssssss s kR e R 38
Representacion de un modelo matematico con la Funcidn de Transferencia...........coovevcevecsssnnnnnsevessessenne. 39
L@ MatriZ dE TraNSTEIENCIA ..couuuuvrreeeeeesseeseeseesessssssesssseessssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsses 40
Polos y ceros de un SiStema LTI, SISO ......vvveuucereeiiireeesesessisssssessssssssssssssssssssssssssssssssessssssannes .4
Representacion de un modelo matematico en Espacio de EStado.......recrnrrevesnnnseisseseessessssssssesssseesns 43
DIETINICIONES........cvvvreseeeeeeeeensseeseeesssssssssseeesssssss e sesssss s es ek Re R840 Rk 44
Representacion de sistemas dinamicos en el espacio de eStadO ... vevvenreeeveesssesssssssssssssessssssssssens 45
Relacion entre funcién de transferencia y espacio de €stado ........oeeeereeceevvvveeeeesnnnsnnssnns 50
No unicidad del conjunto de variables de €StadO.........owwvcureeeieeeeiereeeeses s ssss s sesss s ssssssssssssssssssssssses 52
Tema 4. Diagramas dE BIOGUE..........v..creeerrveesmesesesssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssssesssssssssssssssmsssesssssssssssssssns 59
YT OTUCCION. ..ot eeeesesssssssssssssssss s RS e 59
Elementos de un diagrama de bloques . 59
Ejemplos de diagrama de bloques........ 60
Forma candnica de un sistema de control retroalimentado . 60
AIGEDIA B DIOGUES.....co oo 61
Simplificacion de diagramas d DIOGUEL..........ccurvveeeeemrreceeesisssssceesssss s ssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssns 63
Diagramas de bloque de varias €Ntradas.............cenrreeessssssessssssssssssssssssssssnns w64
ENtradas y Salidas MUHIPIES.........oorvwerreeenreeeisee s sessssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssessssssnssesess 65
Construccion de un diagrama de bloques a partir de las funciones de transferencia de los elementos del
SISERIMIA oot eeesss s ss e ssss et AR AR .. 68
Tema 5. RESPUESTA 08 SISTEMAS.......uucereeieemmeeseeceessssssssssssssessssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssses . 74
IMETOAUCCION....vvrrrrrseeeeesssseessesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnnssssses 74
Tipos de excitacion w14
ENErada €N @SCAION.......eeeeeeeeees e sesssessssssss s ssssssessssessssssssssssss s sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 74
ENErada ©N FaMIPA.....ccueeeeeeemmmmmmmmmisssss e sssssssssssssssssssssssssssssssssssss s sessssssssssssssssssssssssssssss e 75

I Jean-Francois DULHOSTE



Tabla de Contenido

Entrada sinusoidal 75
ENErada €N PUISO .ot ssssssssssess s sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnnssssess 75
Entrada en impulso 76
Entrada en onda CUAAIada ... ceeeeesesssssssssssssss s ssssssssssssssssssssss s 76
Respuestas de sistemas de primer y SEGUNAOD OFTEN...........ccomrrrvvveennssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 77
Respuesta de sistemas de Primer Orden 77
Respuesta de sistemas de SEGUNAO OIUEN............ccecueurrreeeeeeemmssesssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 83
Solucién de las ecuaciones en representacion de €STAO..........o..vverrevenrecviinrsreiiss s sssssssessssssessssens 91
Tema 6. EStabilidad de SISTEMAS ... cereeeeeeesssessssssssssmsssss s sessssssssssssss s essssssss s 98
VT OTUCCION. ..o eeeeesssssessesssss s R R4 R 98
Definiciones de eStabilidad BIBO...............uuuuueeeeeeeeesseeeeeessssssssssssmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssees 98
Estabilidad lIMItada ........oceeeeeeeeeceeeeieiisesceesiiis e sssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssis w99
CONCIUSION . emeeesssssseessssssssssssssssesssseses s sesssseeees w99
Criterio de EStabilidad ROULH ... cereiiiisesceeissssssssesscessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssanas ) . 100
Observaciones al Criterio de ROULN.............reeeeiiieceeeeeeissnssessssessisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss s 101
Criterio de eStabilidad A HUMWITZ..........ccc.eceeeeceiise e esisssesesssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssseesss 103
Analisis de estabilidad de sistemas en ESpacio de ESTadO...........ccmreevviisseennseesssessssssssssssssssssssssssssssssssssssens 105
Determinacién de |0s valores propios de UNa MALHIZ............uwweeeeeerereeesesesesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 105
EJEICICIOS . vevver et ceeeteeceeessse s sessssesesesss s sssss s ssss s esss s ks R ks b 00 . 106
Terma 7. Analisis de |a reSpUESta €N fIECUBNCIA .........crrvvvererrreeerrseeissns s sssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssns 109
IVETOTUCCION. ... et eeiesssee e ceesssss e cesssss e s ess s R e ke R £ R R 109
Calculo de la reSPUESTA BN fIECUBNCIA...........comerrvveerreesieens i ssss s sssssssssssssesssssssessssssssessssssessssssssessssssssssssoes 109
Procedimiento para la obtencién de la respuesta en frecuencia .10
Diagramas de BODE . - 10
Diagramas de Bode de FUNCIONES COMUNES.............rveermreeesmnsesesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssesssssssssssssssns 1l
Procedimiento general para trazar diagramas de Bode...........ccoeeeeeeimmnnrreeesensensnneenens 114
Analisis de estabilidad utilizando 10s diagramas de BOGE.................ccrreeesmmmnseeeessssssssssssesssssssssssssssssssssnns 114
DIagrama A NYQUIST..........ccuurrreeessessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssss 122
Diagramas de Nyquist de Funciones comunes.................... 123
Formas generales de los diagramas polares... we 125
EJEMPIOS ....covvveeerrrs e essssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnns s sssssaanens . 126
Analisis de estabilidad utilizando diagramas de NYQUISE .............veeeeereessessmssssssssssssssssssssssssssssssssssssees 126
EJEMPIOS ....covvveeerrrs e essssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnns s sssssaanens . 128
Tema 8. Controlabilidad y OBSErVabIlIAQ............c.c.uuccrrrmriecerrriieesccerrriisseceessisessecesssssesssesesssssesmsssssssssessssesssees 133

Escuela de Ingenieria Mecanica - ULA [



B Introducdion al Control de Procesos para Ingenieros

Controlabilidad

ODSEIVADIITA. ...t ee e e eeseeeseeseeaseesseassessesssase e sessessses e seasesanessseaseenssseesesasesnseasessosssaseessanes

DUBIIAAA. ... eeeseeseeesseesseessseesesesseneseenssasesens

Teoria de 18 r@AIIZACION. ... ceneeseeeessesseenn

Formas candnicas de representacion de EStAT0 .........ovvrrivenrveessssssisssssssssssssssssesssssssssssssssesssssssessssssssssess

EJEICICIOS oot et eetsssesss s ssssssssssssssssssssssssssssssssnsnsees

Tema 9. ACCIONES AE CONLIOL.....eeeeeeeeeeeeeeeeseeeeees s eseeesennaes

INVETOOUCTION. oo seeseeeseeseneseseeseeeseeesesessesesseasesaseesssenn

Tipos de accion de CONLION ........rrrveeevesnenenneesssssessssesssssennes

1. Accion de control discontinua o de dos posiciones (ON-OFF)

2. Accion de control ProPOICIONGL (P)........wvwvucreeeeseressesessessssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssss

3. Accién de control derivativa (D)

4. ACCION dE CONEIOL INEGIAl (1)..ovuuuuurrrrieeeeeseerereeeessseeeseesessss s ssssssesssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssses

5. Control proporcional mas derivativa (PD)

6. Control proporcional mas integral (PI)

7. Control proporcional mas integral mas derivativo (PID)....

RESUMIEN ..ttt eeseasessssssasessssssssssssssnasesnns

Ejlemplo de estudio del efecto de una accién de control en un sistema

Si el controlador es proporcional

Si el controlador es proporcional mas derivativo

Si el controlador €s ProporcioNal MAS INTEGIaL...........vceceuereeeeiieseeeeeeeeeessese e esssssssessesessss s ssssssssssssssssees

Si el controlador es proporcional mas integral mas derivativo.......

Tema 10. Ajuste de Controladores PID...................

INVETOTUCCION. oot esseeseeseeeseseseenseensssensesnmserasesaeeesssens

Métodos de Ziegler - NiChOls..................ooevveeemessessersereeneeeeessssssssnen

Método de Ziegler - Nichols basado en la respuesta al escalon.

Método de Ziegler - Nichols basado en la respuesta frecuencial

Métodos por asignacion de Polos Dominantes....................

Polos Dominantes

Meétodo aproximado para designar POlos dOMINANEES...............rrreeemrreeesreeisessesssesssssssesssssssssssssssssesssssssnes

EJEICICIO vevvveeeeeeiecceereiinicceeenssssissssesssssssssisssssssssssssssssssnnsses

Tema 11. Control por Retorno de Estado

Retorno de @Stado lINEAL. ... eeeereereereeesseeseeesees

El CONEION NOEL....... oo eese s eesseeseeaseeseens

I Jean-Francois DULHOSTE

133
136
137
137
138
141
143
143
143
143
144
145
146
147
147
148
148
149
149

153
155
159
159
159
159
160
161
161
164
166
169
169



Tabla de Contenido

Control de salidas con valor constante no nulo................... 174
CONLION PAICIAL...ovvvveveveeeeeemsmssssssssssssssseees s sssessssssssssssssssssss s e sessssssssssssssssass e 177
EJEICICIOS: vt seesss e sesss s sesss s sssss s sess s s ss s s RS8R RS R R0 177
ODSEIVAUOIES ......cccvecerreeveevveeesssmmmsmmsssssssss s esssesssssssssssss s R . 178
STNTESIS Ol ODSEIVAUON ....cvvvevveeeereeeeeemesmsmsssssssssssssssses s seesssesesssssssssssssssssssassssssssss s e RR R e 178
CoNtrol POF rELOINO dE SAIIAA........ et sss s s ssss s sssssesssss s ssssssssssssssss s s ssssssnsses 181
ESTrUCTUIA el CONTIOL.......orceeeeeiecceeeiiiicce i ersseis s sssssiss s ssssss s s sssss s 182
INSErCION de UN Pre-COMPENSATO ... vvvearreeeesessesssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsssssssssasnns 183
EJEICICIOS. ..evvveeeeeeesee et cesis s sessss s sesss s sssss s s st e s 5858885885808 RS R 185
Tema 12. Introduccion a los Sistemas Digitales..... 187
VT OTUCCION. ..ot eeeeeesssesssssssssssss s kR R4 R 187
Convertidores Analogo-digital y digital-aNAI0GO..............reeeeuumereeeeiisseesseeesssssseseeessssssssessssssssssssssssssssssssssseess 189
ConVertidor ANAIOGO-DIGItAl...........crrrveeeeursrereeeieesssesessessessssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssesssssssess 189
CONVErtIAOr DIGItAl-ANGIOGO. .....ccoveueereeeeeemsseeseeeissssssessseeessssss s seesssssss e sessssss s e ssssss s ssssss s e ssss s enees 190
ECURCIONES MECUITENTES........coveveeeeee et ceeiieeeesessessessss s sesssses e ssss s sess e b bbb b 192
L traNSTOrMAAE ©N Z.....oeeeeee e eeeeseesssssssssss s essssssssssss s sessssssssees 193
Sistemas DiIgitales €N LAZO COITAUO. ... rrrreuuimeeeeeieissmssseesesessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseses 200
La representacion de Estado Digital 201
Estabilidad de [0S SiStemMas DIGItalES ...........orrreeeeeienreceeeesessnessseessssssssssssssssssssssssssssssssssssesseees 201
Controlabilidad y Observabilidad de Sistemas Digitales.........cooreeeeemmnrrreeeeessennsseeessennnns . 206
Determinacion de un Controlador DIGItal ... eeeeeeeeesssssssssssssmssssssssssssssssssssssssssssssssssees 206
Implementacidn del CONEIO! DIGItAl ... eeeeeeeisessssessssssssssss s sessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnes 210
BIDIIOGIATIAL. . .eovorveeessrreeesereeeesee e see st sssssessessssesssssss s Rs RS 213

Escuela de Ingenieria Mecanica - ULA I



IR Introducdién al Control de Procesos para Ingenieros

I Jean-Francois DULHOSTE



Introducciéon  FENEE

Introduccion

El control de procesos, que en sus inicios estaba restringido a maquinas sofisticadas y procesos muy
complejos y costosos, esta hoy en dia en practicamente todas las actividades humanas. Entre estas
actividades las actividades de la Ingenieria Mecanica tienen una importancia primordial, pues estas van
desde las maquinarias industriales, pasando por los automéviles hasta llegar a los equipos simples de los
hogares como homos, neveras, calentadores, etc.

A la vez de si difusién en las actividades humanas las técnicas del control de procesos han evolucionado, y
se ha vuelto una ciencia que para ser manejado en su globalidad requiere de estudios especiales de este
dominio, sin embargo casi todos los ingenieros mecanicos se topan en su carrera con sistemas
automatizados a los cuales deberan operar, mantener o incluso modificar. En vista de esto la carrera de
Ingeniero mecanico incluye en su pensum dos asignaturas referidas a esta ciencia, la primera
Instrumentacion cuyo objetivo es el aprendizaje de la ciencia de las mediciones de variables y la segunda
Teoria de Control cuyo objetivo es el aprendizaje de los fundamentos primordiales del control de procesos.

Este documento se presenta como una ayuda a la ensefanza de la asignatura Teoria de Control para la
carrera de Ingenieria Mecanica, para lo cual se ha hecho un intento de presentar de una forma simple los
conocimientos primordiales que deberia poseer un Ingeniero Mecanico para trabajar con sistemas de control
de procesos en todos sus ambitos de trabajo, y que deben ser adquiridos en el transcurso de un semestre
académico. No pretende por lo tanto ser un documento extenso sobre el tema, como lo son libros
fundamentales sobre el tema.

Con este objetivo el documento se desarrolla en tres unidades que engloban estos conocimientos
primordiales del control de procesos.

Una primera unidad referida a la Representaciéon Matematica de Sistemas Lineales, la cual presenta las
diversas formas de representacion de sistemas lineales desde el punto de vista matematico y gréfico, utiles
para las diversas técnicas existentes en el control de procesos, y ademas comienza con una somera
introduccion al control de procesos, esta se divide en cuatro temas: Tema 1 Introduccion a los sistemas de
control, Tema 2 Modelado Matematico, Tema 3 Formas de representacién de modelos matematicos y Tema
4 Diagramas de Bloque.

Una segunda unidad referida al Analisis de la Dinamica de los Sistemas, en la cual se presentan los
principales criterios de estudio en referencia a los sistemas desde el punto de vista de sus diversas
representaciones. Esta incluye los siguientes temas: Tema 5 Respuesta de sistemas, Tema 6 Estabilidad de
sistemas, Tema 7 Analisis de la respuesta en frecuencia y Tema 8 Observabilidad y Controlabilidad

Una tercera unidad referida a las Técnicas de Control, en la cual se presentan las principales técnicas de
control desde el punto de vista del control clasico o del control modemo, y culmina con una introduccion a
los sistemas digitales. Esta unidad esta organizada en los siguientes temas: Tema 9 Acciones de control,
Tema 10 Ajuste de Controladores PID, Tema 11 Control por retorno de estado y Tema 12 Introduccion a los
Sistemas Digitales.
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Tema 1. Introduccion a los Sistemas de Control

Tema 1. Introduccion a los Sistemas de Control

Sistema de Control

Los controles automaticos o sistemas de control constituyen una parte muy importante en los procesos
industriales modemos, donde se les usa principalmente para regular variables tales como la presion,
temperatura, nivel, flujo, viscosidad, densidad etc.

Definicion

Una definicién de un sistema de control puede ser:

“Es un arreglo de componentes fisicos conectados de tal manera, que el arreglo pueda comandar; dirigir o
regular a si mismo o a otro sistema”.

Ejemplo de un Sistema de Control.
Control de nivel de un tanque de agua.

Pivote

Flotador

Valvula +

—

Entra agua
Agua
Sale agua

|

Ventajas de un control automatico
Las ventajas de un control automatico son principalmente econdmicas, ya que permite:
® Mejorar la calidad de los productos.
¢ Disminuir los tiempos de operacion.
® Reducir la dependencia de operarios para manejar procesos.
® Reducir costos de produccion.

Términos Basicos

Planta. Es un equipo o conjunto de equipos que permiten realizar una operacién determinada. Cuando se
tiene un conjunto de equipos interactuando para generar un producto se tiene una planta industrial.

Proceso. Esta constituido por una serie de operaciones coordinadas sistematicamente para producir un
resultado final que puede ser un producto.

Sistema. Es una combinacion de componentes fisicos que actlan conjuntamente para cumplir un
determinado objetivo.

Elementos de un Sistema de Control

Proceso a controlar. Es como su nombre lo indica el proceso que se quiere controlar o regular. En el gemplo
del tanque se trata de un proceso flujo a través de un tanque en donde se quiere un nivel dado.

Variable controlada. Es aquella que se mantiene en una condicién especifica deseada, es la que se quiere
controlar. En el gemplo es el nivel del liquido.
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Variable manipulada. Es la sefal sobre la cual se actia o se modifica con el fin de mantener la variable
controlada en su valor. Esta cambia continuamente para hacer que la variable controlada vuelva al valor
deseado. En el giemplo es el flujo de entrada del liquido o la apertura de la valvula.

Senal de referencia (set point). Es el valor en el cual se quiere mantener la variable controlada. En el eiemplo
seria el nivel deseado del tanque.

Error o sefial actuadora. Es la diferencia entre la sefal de referencia y la variable controlada. En el eiemplo
seria el error en el nivel deseado.

Perturbacion. Es un agente indeseable que tiende a afectar adversamente el valor de la variable controlada.
En el eiemplo podria ser un cambio en el flujo de salida, lluvia, evaporacién, etc.

Elemento de medicion. Es el encargado de determinar el valor de la variable controlada. En el eemplo es el
flotador.

Controlador. Es el encargado de determinar el error y determinar qué tipo de accién tomar. En el gemplo
seria el juego de barras y pivote que une el flotador con la valvula. Este si el nivel baja hace abrir la valvula,
por el contrario si el nivel sube hace cerrar la valvula.

Elemento final de control. Es el encargado de realizar la accion de control modificando la variable manipulada.
En el glemplo es la valvula.

Entrada. Es el estimulo o excitacion que se aplica a un sistema desde una fuente de energia externa,
generalmente con el fin de producir, de parte del sistema, una respuesta especifica. En el gemplo existen dos
entradas: la apertura de la valvula y la perturbacion.

Salida. Es la respuesta obtenida de parte del sistema. En el gemplo la salida es el nivel de liquido.

Clases de sistemas de control
Existen diversas formas de clasificar un sistema de control entre las cuales estan:

Sistema de control Pasivo, sistema de control de Lazo Abierto y sistema de control
Retroalimentado.

Sistema de control Pasivo

Es cuando la variable el sistema se disefia para obtener una determinada respuesta ante entradas
conocidas, una vez disefiado el elemento no existe ningln elemento que realice o modifique la accién de
control. No existe un sistema de que modifique la accion de control en funcién de las variables del sistema.
Algunos ejemplos de control pasivo son:
El direccionamiento de flechas o cohetes
pirotécnicos. En este caso el disefio de los
elementos con una vara larga y unas plumas
en la parte posterior permite direccionar las
flechas o cohetes en direccion longitudinal.

Los sistemas de suspension de vehiculos. En
este caso se disefa un
sistema de resorte y
amortiguador que permite
absorber el efecto de los
defectos de la via. En
algunos casos se ha
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sustituido este sistema pasivo por un sistema activo.

Sistema de control de lazo abierto
Es cuando el sistema de control utiliza la informacién de la entrada para realizar una accion de control, sin

tomar en cuenta el valor de la variable controlada.
Este se puede esquematizar en el siguiente diagrama de bloques

Perturbacion
Variable + Variable
i Elemento manipulada Controlada
Ajuste Controlador |-»| p Proceso
final de + 3 ’
+ |

C T

Diagrama de bloques tipico de un sistema de control de lazo abierto

Un glemplo de este tipo de control es un calentador de agua a gas.

NNNNN

Intercambiad El funcionamiento del calentador
or de calor es el siguiente: Cuando se

consume agua el diafragma siente

una disminucién de presion y se

desplaza hacia arriba de manera
Entra Saleagua e [a valvula permite el paso de

aguafria  Ajuste caliente gas hacia el quemador, haciendo
— —»> - .

v VV\V que este endenda, y caliente el
agua. La lama sera proporcional al
fluo de agua que pase por el
calentador segun el ajuste dado
previamente al tomillo de ajuste.
Pero este no mide si se esta
legando o no al valor de la
temperatura deseada.

Diafragma

Gas Valvula Quemado

r de gas

Esquema de un calentador de agua a gas

Otro gemplo de este tipo de sistemas de control es por
gemplo una lavadora automatica. En este caso el aparato
tiene un control que permite seleccionar el tipo de programa de
lavado, seleccion que realiza el usuario en funcion del tipo y
condiciones de la ropa a lavar. Una vez seleccionado el
programa este se ejecuta independientemente de la limpieza
obtenida para la ropa.
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Sistema de control retroalimentado (Activo)

Es cuando la variable controlada se compara continuamente con la sefial de referencia y cualquier diferencia
produce una accion que tiende a reducir la desviacion existente. En otras palabras la accién de control
realizada por el sistema de control depende del valor de la variable controlada en todo instante, por lo tanto

también toma el nombre de control dinamico.

Esto se puede representar en forma de un diagrama de bloques que muestra la interaccién légica de los
elementos que conforman un sistema de control retroalimentado.

Variable
Controlada

Perturbacion
Sefial de Variable +
Error Elemento manipulada
| Controlador || final d P Proceso
+ Inal ae + a
- +—1
Elementode |,
Sefial de retroalimentacion o medicion
mediddn

Diagrama de bloques tipico de un sistema de control retroalimentado

Un glemplo de sistema de control retroalimentado

Agua

Sale agua

Valvula de
En donde:
. . control
®  Proceso es el flujo de nivel a
través del tanque con un nivel —III
constante. v
® Controlador es el controlador B Entra
neumatico. S]? o d'e Controlador
¢ Elemento final de control es la LJEeEnday .
. neumatico
valvula de control.
¢ |a variable manipulada es €l
caudal de entrada. )
., Transmisor
e Perturbacion puede ser un - -
. . de presion
cambio en el caudal de salida,

evaporacion o lluvia.
¢ \Variable controlada es el nivel.
® Elemento de medicidn es el transmisor de presion.

¢ Sefial de referencia es la presion de referencia.

* Error es la diferencia entre la presion de referencia y la presion medida.

Sistema de Control Continuo vs. Sistema de Control Discontinuo

I Jean-Francois DULHOSTE
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Sistema de control continuo

Es aquel en que la modificacién de la
variable manipulada se efectda
continuamente.

Por gemplo un controlador de temperatura
con vapor.

Este instrumento calienta el agua con la
ayuda de un serpentin por el cual pasa un
fluo de vapor. Este flujo de vapor es
aumentado o disminuido por una valvula de
control, la cual se abre o cierra suavemente
en una cierta proporcion segun el mensaje
enviado por el controlador, el cual trabaja
con la diferencia entre una sefial de
referencia y el valor de la temperatura del
agua de salida. La temperatura del agua es
medida por un transmisor de temperatura.
Como la apertura de la valvula puede tomar
una infinidad de valores entre totalmente
cerrada y totalmente abierta, entonces el
control es continuo.

Sistema de control discontinuo (ON-OFF)

Tema 1. Introduccion a los Sistemas de Control

—»| Controlador |« Transmisor <
de
|
'Y >
Sale agua
caliente
Vapor
Intercambiad
Entra
i or de calor
agua fria |
> : Drenaje

Esquema de un calentador de agua a vapor

Es aquel en que la modificacion de la variable manipulada no es continua sino que solo puede tomar un valor

e Vo
|

—>

Sale agua
caliente
Bimetalic
(e
R
agua fria
—>
L

Esquema de un calentador de agua eléctrico

maximo o un valor minimo. Estos pueden valores
pueden ser: abierto o cerrado, conectado o
desconectado, etc.

Un glemplo de estos sistemas es el calentador
de agua eléctrico.

El sistema funciona calentando agua mediante
una resistencia eléctrica la cual se conecta o se
desconecta, segun el valor de la temperatura en
el recipiente, por la accién de un bimetalico
(comUnmente conocido como termostato), el
cual al calentarse se deforma. Este elemento
sirve a la vez de instrumento de medicidn,
controlador y elemento final de control. Ya que
cuando el agua se calienta hasta el valor
deseado su deformacion hace que se
desconecte el circuito eléctrico apagando la

resistencia eléctrica y cuando el agua se enfria se vuelve a enderezar conectando de nuevo el circuito con lo

cual la resistencia vuelve a calentar el agua.
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D . [AAAR
e EAVARVARVARN

Minimo

“y

t

Sistema continuo Sistema discontinuo

I Jean-Francois DULHOSTE



Tema 1. Introduccion a los Sistemas de Control

Sistemas de Control Analogicos vs. Sistemas de Control Digitales

Un sistema de control Analdgico es aquel en que todas las variables son continuas y en funcién de un tiempo
continuo. En cambio, en un sistema de control digital las variables son discretas, es decir solo pueden tomar
valores predeterminados en funcién de la precision del sistema, y estas variables se conocen solo en algunos
instantes de tiempo. Los sistemas de control que usan una computadora son en esencia sistemas digitales.

Variable

Continua
/ P i g
Sefial Analdgica
A . 1T
A 1 I ]N L\l\ rf ]‘ .

[J- T
Sefal Continua tiempo discreto

Discreta

o

. P
=~ 0 e

Senal discreta tiempo continuo

byt

™

L 7 SIL

Senal Digital

Sistemas de Control Reguladores vs. Sistemas de Control Seguidores

Sistema Regulador

Es aquel cuya funcidn es mantener la variable controlada en un valor constante
Un gemplo de este tipo de control es el regulador de Watt, que permite controlar la velocidad de motor,
manteniéndola en un valor constante cualquiera sea la carga.
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En este sistema el motor estd conectado mecanicamente a un sistema de centrifugas. Si la velocidad del

motor aumenta entonces la fuerza centrifuga ejerce una fuerza que hace cerrar la valvula de paso de
combustible, esto hasta que la velocidad se estabilice nuevamente en el valor deseado. Lo contrario ocurre si

R: Posicion de la rueda del
timén

Motor Carga Timdn ion de la pala del
y 2
Lector de D—d Controlador
posicion
Centrifuga
\
Motor
I Abre
. Cierra
Combustible I qv e
Valvula de "
control
Esquema de un regulador de velocidad de Watt Control de direccion de un barco

la velocidad del motor disminuye.

Sistema seguidor

Es cuando la sefial de referencia varia constantemente y el sistema de control trata de mantener la
igualdad entre la variable controlada y la sefial de referencia. El control trata de seguir el punto de ajuste.
Por eemplo el control de direccién de un barco.

En un barco grande es imposible llevar el timén en forma manual. Luego el movimiento se realiza mediante un
sistema hidraulico. La rueda del timon indica la posicion deseada (sefial de referencia que en este caso
cambia continuamente) y es el motor hidraulico el que se encarga de mover la pala.

Sistemas de control invariantes en el tiempo vs. Sistemas de control variable en el tiempo

Un sistema de invariante en el tiempo (con coeficientes constantes) es aquel en que los parametros no
varian en el tiempo. En cambio para un sistema de control variable en el tiempo los parametros varian en el
tiempo. Por giemplo en un sistema de control de vehiculo espacial, en el cual la masa disminuye al consumirse
el combustible durante el vuelo.
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£l

Sistema Invariante en el Tiempo Sistema Variable en el Tiempo

Sistemas de control con parametros concentrados vs. Sistemas de control con
parametros distribuidos

Los sistemas de control que pueden describirse mediante ecuaciones diferenciales ordinarias son sistemas
de control de parametros concentrados. Mientras que los sistemas que requieren la utilizacion de

ecuaciones diferenciales parciales para su representacion son sistemas de control de parametros
distribuidos.

_— —_—
— | S —p
—_— —_—
L |
Parametros Concentrados Parametros Distribuidos

Sistemas de control lineales vs. Sistemas de control no lineales

Se denomina sistema lineal aquel la relacion entre la entrada y la salida puede definirse mediante una
ecuacion lineal.

Sistema Lineal: Sistema No lineal:

Se dice que una ecuacion es lineal si a esta se le puede aplicar el principio de superposicion.
El principio de superposicion establece que la respuesta producida por dos funciones excitadoras distintas
es la suma de las respuestas individuales.

Si s fe entoncese a b-s fa fb
Es de notar que los sistemas reales son todos no lineales, sin embargo en muchos casos la extension de la
variacion de las variables del sistema no es amplia y se puede linealizar el sistema dentro de un rango
relativamente estrecho de valores de variables.

Sistemas de control una entrada y una salida (SISO) vs. Sistemas de control de multiples
entradas y salidas (MIMO)

Un sistema puede tener una entrada y una salida, por eemplo los controles de temperatura vistos
anteriormente. Pero existen también sistemas con mdultiples entradas y salidas, por eemplo el control de
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una caldera en donde las variables controladas (salidas) son la temperatura y la presion, las cuales son
controladas a través de un flujo y del calentamiento.

B
— C «
/RN s AN AV e SR s B A
SISO MIMO

Sistemas de control deterministicos vs. Sistemas de control estocasticos

Un sistema de control es deterministico si la respuesta a la entrada es predecible y repetible. De no serlo el
sistema de control es estocastico.

Sistema deterministico Sistema Estocastico

Caracteristicas de los sistemas de control

En un sistema de A A
control  existen tres \C \VC
caracteristicas

fundamentales que son: /\ /\
La ‘ estabilidad, ‘ la /\ ~ /\

exactitud y la velocidad \/
de respuesta.

Estabilidad

Se dice que un sistema
de control estable es
aquel que responde en t t
forma  limitada  a Estable Inestable

cambios limitados en la

variable controlada.
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Es decir si ocurre un cambio en la sefial de referencia o se produce una perturbacion el sistema al principio se

desviara de su valor y volvera luego a alcanzar el valor correcto.
Un sistema inestable en cambio producira oscilaciones persistentes o de gran amplitud de la variable

controlada.

Exactitud y

Un sistema exacto es aquel ~ \C VC
capaz de mantener el error

en un valor minimo, o en B
todo caso aceptable. _—— S / \ /\
En la realidad no existen —— 7

sistemas  absolutamente \/
exactos debido a las

pequefas imperfecciones de
sus componentes, pero se

consideran sistemas o =
exactos  aquellos  que t t
satisfacen los Exacto Inexacto

requerimientos del sistema.
Por lo general el costo de un sistema tiende a aumentar con la exactitud.

Velocidad de Respuesta
Es la rapidez con que la variable controlada se aproxima a la sefial de referencia.
Un  sistema debe

responder a cualquier - 4 ve !
entrada en un tiempo
aceptable, ya  que
aungue un sistema sea /\

estable y tenga Ila / 4 - —
exactitud requerida, si [ \_/ )
este es demasiado /

lento no tiene ningin |
valor. f

\ 4

r—l-v

Por lo general la

tabilidad |
estabiica y a Alta velocidad de Baja velocidad de
velocidad de respuesta

son caracteristicas que t t
se contraponen, es decir mientras mas rapido sea un sistema mayor sera la tendencia a la inestabilidad y

viceversa.

Lazos de control comuinmente utilizados en procesos industriales

Existen disposiciones de los sistemas de control diferentes a la basica, en donde pueden por elemplo
coexistir varios controladores, elementos de medicion u algin otro componente. Estas disposiciones o
comunmente llamados lazos de control permiten controlar sistemas mas complejos de una manera practica.
Los lazos mas comunes son.
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Control en cascada

Es aquel en el cual un controlador primario (maestro) manipula el punto de ajuste (sefial de referencia) de un
controlador secundario (esclavo).
Por giemplo el control de temperatura de un control isotérmico

Controlador
estro

Sefial de
referencia

1T @

REACTOR

Controlado TC T

esclavo 2

Agua 7 B Condensad
enfriamientc = = e

Control de temperatura en cascada para reactor isotérmico

En este caso el controlador maestro actia de acuerdo a la diferencia entre el valor deseado y la
temperatura del reactor, dando como sefial de salida el valor deseado en el controlador esclavo, es decir la
temperatura necesaria para el agua de enfriamiento que se introducir al reactor. Este controlara la
temperatura del agua de enfriamiento por intermedio de una valvula de control que controla la proporcién de
agua fria y agua caliente (recirculacion).

Control de relacion

Es aquel en el que se controla una variable en relacion a otra. El objetivo es mantener la relacion entre dos
variables en un valor especifico. El control se efectia manipulando una valvula que afecta a una de las

variables mientras que la otra g
jpermanece constante. Producto

Por gemplo en un control de una Sefial de
mezcla de componentes se controla referencia
la proporcion de uno (o varios) de
ellos en funcion del componente
principal para asi  mantener
constante la proporcion.

Mezcla

Flujo
manipulado

Producto

En este caso una de las variables es

la controlada mientras que la otra
se utiliza para generar el valor Control de una mezcla de componentes

deseado. La no controlada es
multiplicada por un coeficiente ajustable en un instrumento llamado estacion de relacion (RS). La sefial de
salida de la estacion de relacion es la sefial de referencia del controlador de flujo.
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Control de rango partido

En este caso el controlador tiene una entrada y dos salidas. Una de las salidas actuara desde un valor A
hasta uno B y el otro desde uno B

hasta uno C. sl 7 M ()
i ~ » TC }« T )«
Por gemplo en un control de rango Sefial de N
partido de temperatura. referencia ] —

En este la sefial de salida del Prqducto
controlador se conecta a dos caliente
valvulas de control. Si la sefal de Agua fria Drenaje

salida del controlador esta en el

rango de 3 a 15 psi, se ajustan las Intercambiador
valvulas de la siguiente forma: es de calor v
1. Lavalvula de vapor se
mueve desde Vapor |__lCondensado
_’

completamente abierta

hasta completamente - I  J
cerrada cuando la sefial Producto frio
oscile entre 3y 9 psi. Esquema de un control de temperatura de rango partido

2. La valvula de agua fria se
mueve entre completamente cerrada y completamente abierta cuando la sefial oscile entre 9 y 15
psi.
El controlador se ajusta de tal manera que produzca una sefial de 9 psi cuando error sea nulo.
En este momento las dos valvulas estaran cerradas, cualquier variacion en el error abra un u otra valvula
para enfriar o calentar el producto.

Ejercicios

1) Muchas maquinas, tales como tornos, Aceite bajo presion
fresadoras y esmeriles, estan provistos de
trazadores para reproducir el contorno de Plantilla_g i las
plantillas. La figura es un diagrama
esquematico de un trazador hidraulico en el

cual la herramienta duplica la forma de la
plantilla sobre la pieza de trabajo.

a) Explique el funcionamiento del sistema | {Pieza de
b) Haga el diagrama de bloque e trabajo
identifique los elementos del sistema ”Herramienta

c) Clasifique el sistema de control

2) Las neveras para mantener el producto a una temperatura dada poseen un sistema de control.
a) Explique como es o como cree que debe que debe ser el sistema de control (Haga un esquema).
b) Haga el diagrama de bloque tipico de un sistema de control e identifique los componentes en el
sistema de la nevera.
c) Clasifique el sistema de control.
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3) Los motores d ecombustion interna requieren, para funcionar correctamente, de un sistema de
enfriamiento, que mantenga la temperatura del motor en un valor adecuado. Ni muy alto ni muy bajo.
Existen varios sistemas para controlar esa temperatura, los dos mas conocidos son:

e El clasico que usa untermostato que regula el flujo de refrigerante (agua), y donde el ventilador esta
acoplado mecanicamente al motor.

e Enlos vehiculos mas recientes se usa, ademas del termostato, un controlador de temperatura que
prende y apaga un electroventilador.

Seleccione uno de los dos sistemas antes mensionados y:

a) Explique su funcionamiento, utilizando figuras.

b) Haga el diagrama de bloque tipico de un sistema de control retroalimentado identificando los
componentes del sistema.

c) Clasifique el sistema de control.
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Tema 2. Modelado Matematico

Introduccion

Par el estudio de los sistemas de control es necesario conocer el comportamiento de los elementos que
eventualmente pueden formar parte de un sistema a controlar y del sistema de control. Este
comportamiento se puede expresar en forma de un modelo matematico.

Se conoce como modelo matematico a las expresiones que representan el comportamiento dinamico de un
sistema.

El estudio dindmico consiste entonces en determinar analiticamente la respuesta (salida) cuando la
entrada experimenta una variacion en el tiempo (excitacion). Dicho de otra manera poder representar la
respuesta transitoria del sistema.

Los modelos matematicos de los sistemas fisicos son ecuaciones diferenciales, que pueden ser ordinarias
para los sistemas a parametros concentrados o parciales para los sistemas distribuidos. Estas ecuaciones
diferenciales pueden ser lineales o no lineales seguin el rango de funcionamiento en el cual se quiere estudiare
al sistema.

En este capitulo estudiaremos los modelos matematicos, lineales y simplificados de algunos tipos de
sistemas mas comunes. Quedan fuera del alcance de este capitulo los modelos matematicos no lineales de
los sistemas fisicos, los cuales son mas precisos pero mas complegjos para la correcta comprension del
resto de la asignatura.

Sistemas Mecanicos
Un sistema mecanico esta conformado por los elementos siguientes:

Elementos Representacion grafica Ecuacion fundamental
Resorte /\/\/\/\/\/\ F = Kx
dx
Amortiguador F=CV= th
dx
Friccidn F=BV=B—
dt
Masa d’x
F=Ma=M —
M q '[2
Donde:
F : Fuerza X : Desplazamiento V : Velocidad
a: Aceleracion K : Constante del resorte C : Constante del amortiguador
B : Coeficiente de friccion M : Masa

El' modelo matematico se obtiene haciendo un diagrama de cuerpo libre sobre cada masa del sistema.
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Ejemplo 1:
lF El sistema posee en este caso una sola masa, se hace entonces un
, diagrama de cuerpo libre en la masa:
M El modelo matematico del sistema sera:
lF
M dx . .d’x
F-Kx-C =M~
T dt dt
Fr Fa 0 escrito ene. Orden comuin de una ecuacion diferencial
N A M . ; ordinaria:
MEZ e B kx=F
dt*>  dt
Esta ecuacion es una relacién del desplazamiento de la masa (salida) en funcion de la fuerza aplicada
(entrada).
Para simplificar la escritura de la ecuacion diferencial se puede utilizar el operador matematico de derivada:
p=4
dt
d 2
Que para una derivada de segundo orden es: D’ = rrd

. ., . s . . 2
Con esta representacion la ecuacion de nuestro sistema mecanico se escribe: MD x5+ CDx+ Kx=F

Sistemas Mecanicos Rotativos

Un sistema mecanico rotativo esta conformado por los elementos siguientes:

Elementos Representacion grafica Ecuacion fundamental
Ejes T=G6

’ o ~do
Cojinete T=C =C~

s dt
Masa o Volante de L ﬂ
o T=lg=1"
inercia dt

O o Np .
= = relacion de velocidad
Tren de engranes 02 oo 1
T10:=T,0, relacion de trabajo

Donde: T Torque 0 momento 0 : Desplazamiento angular o deformacion angular
o : Velocidad angular o : Aceleracion angular
G : Coeficiente de deformacion de ejes C : Coeficiente de friccion viscosa
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| : Momento de inercia de masas N : Numero de dientes de engrane

El modelo matematico se obtiene haciendo un diagrama de cuerpo libre sobre cada volante de inercia del
sistema.

Ejemplo 2:
Se hace el diagrama de cuerpo libre sobre el volante de inercia:

2
Gl(@ 10 2)—G$=| a6

C T 2
G2 ees G . 7 duat” .
| ] Y se escribe adicionalmente la ecuacion que relaciona el
e momento aplicado con al extremo del gje con el que momento que
recibe el volante de inercia:

T =Gy —02)
0, 01 Con estas dos ecuaciones se puede hallar una expresiéon entre el
momento aplicado al sistema (entrada) y el movimiento angular

YAV

VAV

del momento de inercia:
140 40 g, 1
dt? dt
0 escrito utilizando el operador matematico: ID’9, +CDQ, + G0, =T
También se puede definir una salida diferente por gemplo el desplazamiento angular en el extremo del gje. En
este caso se combinan las dos ecuaciones de una forma diferente:

Se obtiene primero la expresion 02 =01 — GL
1
La cual se sustituye en la primera relacién obtenida:
ID(| g i\(ﬂ;um TI- (+(52||9 T \_T
K G, ) G, ) 1= G }_

| C (G2
ID%0; + CD@y + G0, = — DT + — DT +1122+1 1T
01 01 201 G G Kelj

Sistemas Eléctricos

Un sistema eléctrico esta conformado por los elementos siguientes:

Elementos Representacion grafica Ecuacion fundamental
Resistencia /\/\/\/\/\/\ V=RI, Zz=R
, 1 1
C t V==|Idt; Z. =
apacitor ( : J'O c=ch
Bobi Vv Lm Z =LD
obina = =
—/(00000* A
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Introduccion al Control de Procesos para Ingenieros

Elemento cualquiera

En un nodo

En una malla

Elementos en serie

Elementos en
paralelo

Donde:

V : Voltaje o diferencia de potencial

| : Intensidad

Z : Impedancia
R : Resistencia
C : Capacitancia
L : Inductancia

Elemplo 3: Hallar V = f(1)y V = f(V;)

Primera parte V = f (1)
Sabemos inicialmente que:
V=271
Donde
I =Z21+2,+25+27,

Z1:R1,'

1

; Z4 = L4D

7+ Ccph+ 1
/ﬁg, 3 /(3D

Luego

V =

R, +

Segunda parte V = f(Vs)

I Jean-Francois DULHOSTE

1 n 1
I 7 +CD+ 1
l\ /ﬁ2+C2D /ﬁg 3 /(3D

| £
IN

)
+uDy




Tema 2. Modelado Matematico

Hallamos primero | = f (V)

V3 :Zgl = I :Z_3
Luego

V:ZTV_3

Zy

Analogia Electromecanica

Este es un método que permite resolver en forma relativamente mas sencilla problemas mecanicos, como i
se tratase de sistemas eléctricos. En este caso hacemos:
V andlogo a F, e/ andlogo a x

Elementos Representacion grafica Ecuacion fundamental
Resorte /\/\/\/\/\/\ Zr =K
Amortiguador Z,=CD
Friccion Zr =BD
Masa Zy =MD’
M
Elemento cualquiera F=2x
Z
Elementos en serie Z; = ZZ‘
Z Z
Elementos en 1
ZT =
paralelo 7 }/
/7,
Z

El método sirve para sistemas con una sola fuerza y se resuelven los problemas haciendo primero el
diagrama de impedancias.

Diagrama de impedancias
Para realizar el diagrama de impedancias:
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Introduccién al Control de Procesos para Ingenieros

¢ Se coloca en la parte superior una linea horizontal que representa la coordenada donde esta

aplicada la fuerza.

® Se coloca en la parte inferior una linea que representa la tierra, o referencia.

* Se colocan entre las dos anteriores lineas que representen las otras coordenadas existentes.

e Se colocan las impedancias correspondientes a cada elemento y se hace la conexion de este a las
coordenadas correspondientes. Notese que cada elemento estarad conectando siempre dos

coordenadas. En el caso de las masas estas siempre iran conectando la tierra y la coordenada

donde se encuentran, mientras que los otros elementos pueden conectar dos coordenadas

diferentes a la tierra.
Ejemplo 4:

La ecuacion del sistema obtenida por
éste método sera:

F = ZR +ZA +ZM )(,

F =(K+CD+MD 3x

F = Kx+CDx+ MD’x

Sistemas Térmicos

Esquema

i e z ||z || =

7T Frr77r77777 77171 7r7rrrri

Un sistema térmico esta conformado por los elementos siguientes:

Diagrama de Impedancias

Elementos Representacion gréafica Ecuacién fundamental
n e T,-T
Pared delgada —+H—> SiTy>T,: Q=—t—2
(no absorbe calor) Ri
R:
dr
7 T Q=C
Pared gruesa T 2 —di
(con Q - T,-T, T, -T>
almacenamiento de Q.= Qo=
G’ Rtl Rt2
calor) P R
‘ © Q1 —Q, =C;DT,
Donde:

Q: Flujo de calor
Rt : Resistencia térmica
especifico)

Jean-Francois DULHOSTE

T : Temperatura
Cr: Capacitancia térmica (masa por

calor




Tema 2. Modelado Matematico

Ejemplo 5: Termdmetro de mercurio con pozo térmico de cobre.
El termdmetro esta formado de tres paredes que absorben calor, mas un
elemento receptor que también absorbe calor:

®  Hg. Mercurio Trg, G

e V:Vidrio Ty, G

e CCobreT &

Entre cada elemento se consideran resistencias térmicas:
® R resistencia térmica entre el ambiente y el cobre v
® R resistencia térmica entre el cobre y el vidrio
® Rs:resistencia térmica entre el vidrio y el mercurio

Se requiere en este caso relacionar T = f(Te)

Las ecuaciones fundamentales seran en este caso:
(1) Qi—Q, =CcDTc
(2) Qz —Qa =CyDTy
(3) Q3 = CHg DTHQ

Te —Tc
4) Q.= R,
T.-T

5) Q="
R,

Ty —Thg

6) Q3= —
Rs
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Obtenemos entonces 6 ecuaciones con 7 variables (Te, Tc, Ty, Trg, Q1,Q2,Qs3)

Para obtener una expresion de Tyg = f (T ) debemos entonces reducir nuestro sistema de ecuaciones a

una ecuacion con dos variables:

e Con4y5entobtenemos Te = f(Tv,Tc ): (7) T_E=(|i+i+CcD||Tc—_v
R \R. R, JR,

=| +CyD [Ty =~
TH_Q({ - v —

e (Con5y6 en2 obtenemos Ty =f(Tv’TC)Z(8) +
s (R Rs JR,
* (Con6 en3 obtenemos Ty =t (Hg ):(9) v =Rsl| _+CgD [T
(1 )
\Re—l|— #Cug D 1Ty +_—
R, {1

R, \||Re—+—+CCD d
(1
\Ri Rz

. Co?9y10en8 obten7mo/s '{Hg = f(TE} R3||W+CH9D)||TH9 +'|£

® (Con9 en7obtenemos Tc = f (FHg ,TE) (10) Te =

Tho _ |1 +CyD [Rsl | +Cyg D [T N !
R S T )
3 H_ L+cDi
_|_ —
+
\ Ry
Te =a,D°T R,
Conipg + DT )
51; +:£5|_ng +CCe +CCc | |
+ayThg
a; =Ryl | S A A ARG
a.l = R1R3C R2
aCe Bl |_ -1 |
( RSCHQCV n R3CHqCv i R3CHqCC \\
k Rl R2 R2 )
(RCis Ciy C  RCuw  C
(1 1 )

+ 2
kR1R2 R, )




Sistemas Hidraulicos

Un sistema hidraulico esta conformado por los elementos siguientes:
Elementos Representacion grafica Ecuacion fundamental

Escuela de Ingenieria Mecanica - ULA



Tema 2. Modelado Matematico

dP
Tanques G i 2.R=G dt’ Q. -Q. =CDP
= r M o= AP =vh
=9 o
Ductos & >< Ps o AP_ o= P. — P
Rh I "

Donde:

Q: Flujo o caudal

P : Presion

h : Nivel

R : Resistencia hidraulica (perdidas que se producen en tuberias y accesorios)
Cs : Capacitancia hidraulica (volumen que es capaz de absorber)

Ejemplo 6: Hallar h, = f(Q.)

_I—Il Q

h Ihz G2 q
P; P> i§2<i —>

ol>:<20

El sistema hidraulico esta conformado por dos tanques conectados entre si. Estos tienen una entrada de

agua por el primer tanque y una salida por el segundo. Las ecuaciones fundamentales del sistema,
considerando presiones manométricas ( Pam = 0) seran:

(1 Pr=vyhy
(2) P=yh,
(3) Qe _Q = Cthpl
4) Q_Qs = Cthpz

(5) Q= 2
R,
_ P
6) Qs _Rz

Tenemos por lo tanto 6 ecuaciones con 7 variables ( hy, h,, P, P ,Q.,Q,Qs).
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Introduccién al Control de Procesos para Ingenieros

Debemos entonces reducir el sistema a una ecuacion que relacione h, = f(Q. ):

« Con’5en3 obtenemos Q. = f(P1,P,): (7) Q. =1 (L+Cth l|Pi—=

1

Con 5 en4 obtenemos Q; = f(P,P | (8) Q .
1

Con6 en8 obtenemos P = f(P;} (9) Py = R1|{k—Cth+ +

JR:

#of -

Tipz
R;
ijz
+
R, R,

Con9 en 7 obtenemos Q. = f (P, } (10) Q. = |(_1_+Ch1D*|Rfl| -CD r _1_\| ||5’z —

\ Ry
Qe = KRGy Cr,DP, +1 | Chi—Crpo+_— | |DP2 +_l_

\ R
Con 2 en 10 obtenemos Q. =

2

Un sistema neumatico esta conformado por los elementos siguientes:

)\

) 2
f{h): Qe =—RiCuCray D'+l Cu—Cra+

\

+
Ri R JR

\Ih, th;l-r

1Chl
h
R, | "

R, )

Elementos Representacion grafica Ecuacion fundamental
dP
Tanques m-, G P m.s Zm :Cndt c Mg —Meg :CnDP
e e
m.
P P AP P.—P
e S —_
Ductos m- = = & s
Rn Rn Rn

Sistemas Neumaticos

Donde:
m : Flujo masico
P : Presion

R: : Resistencia neumatica (perdidas que se producen en tuberias y accesorios)

C.,: Capacitancia neumatica (V' RT)
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Tema 2. Modelado Matematico

Ejemplo 7: Hallar m, = f(P)
Pi P
El sistema consta de dos tanque de aire m;
comprimido interconectados entre si. Existe una G — G
entrada de aire y una salida en el tanque 2. ms
Las ecuaciones fundamenjca[es del sistema, R, - P,
suponiendo presiones manométricas, son: R
P-P M, ’
(M my=2L1_2 —>
1
P, R
(2) M3=—

3
(3) —m; =C,DR,
(4) My +My, —M3 = CzDPZ

Nota: M, debe ser conocido (entrada), o en su defecto la presidn de entrada debe ser conocida.

Tenemos por lo tanto 4 ecuaciones con 5 variables (P, P, ni; m;; ms).
Debemos entonces reducir el sistema a una ecuacion que relacione M= f (P ): 1

Conen3 obtenemos P1 = f(P): (5) P, =| |1+_°D | IP1

Ry

1 2 _1+||_ _+C2D||P2

Con 5 en6 obtenemos M-, = f(Pl): m-, =_1+| |— P_f(i:ZD |i|| 1ﬁDﬁ| P

« Conly2en4 obtenemos M, = f(P,P):(6) m, = n
Ri (Ri Rs )

Mm,=" “DP+I| 5+ +C I|L)Pb+|_$rl_j‘pl

+
R Rs AR )

1

cclc C. 1)
R RRs )R &|




Escuela de Ingenieria Mecanica - ULA



Introduccién al Control de Procesos para Ingenieros

Fjercicios

Sistema mecanico

Hallar:
Ki X = f(F) y
© —WMW- C x= ()

WWW F—™" M:
c T

M2

Por los dos métodos

1.
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~J
~
~
~

\ ERERRRRYERARR R AR

2. Sistema termo-neumético

Rs Hallar:
R P Re Pa
- S —_ m; = f(Te, Ps)
— GcMs [ — '
ml mz
R4 .,
G Pi= Cte Nota: la ecuacion de
| -« relacion entre los dos
My sistemas:
Pv=mRT
A P = pRT
Gas Donde se supone:
pR =Constante
Vidrio
Cobre e
3. Sistema termo-eléctrico Rs
G
Hallar T = f (Ve.Te) T T
Lajg L> C
Nota: la ecuacion de relacién de los dos Ve G R
sistemas es: I¢ Al
W Jean-Francois DULHOSTE G o Aislante
¢ Pared




Qr=VI=I"R=V*R

4. Sistema hidraulico

Tema 2. Modelado Matematico

l Qm
A
G
h ¢ G
2
R R>
1 Pi e p, Rs
— , hs
Qs a 1
- AN
b R4
V v X[Ce
Qe2
Hallar Qs = f(QEl:QEZ)
5. Sistema neumético con pistdn
d :
Piston Ps :
de area - G M G
m
>
R el Patm
m Rs
P 2 .
I
R
Hallar m= f (F)
Nota la ecuacion que relaciona el sistema neumatico _|
iston es: P=F /A o
con el pistén es: / '
. T Gn
6. Sistema Mecanico Hidraulico P h R
Hallar y; = Q) " ' g:
Nota: para la relacion entre el sistema mecanico y el v
hidraulico C, =Area del tanque § Ko d#i
M2 Ki

yi WEsciela de Ingeni
Ks

Mecanica - ULA [
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Introduccién al Control de Procesos para Ingenieros

Utilizar el método de la silla (analogia electromecanica)

Tema 3. Formas de representacion del modelo matematico

Introduccion

El modelo matematico de un sistema fisico es una ecuacion diferencial, en el caso simple de ecuaciones
diferenciales lineales sera una ecuacion diferencial ordinaria invariante en el tiempo, cuya expresion general
se puede escribir como:

dny dn_l_y gy de dI’T'I—].X
=2 ia, " FHota. ay=by~ = +b,- S +..+b= 4px n=m
g T g P Y TR gy TP gy Tat

Existen diversas formas de representar esa ecuacion diferencial, ya sea simplemente con nomenclaturas
diferentes, por eemplo utilizando el operador matematico
a,D"y+a, D"y +...+a,,Dy+a,y =b,D"x+b,D" X +...+b, ;Dx+b,X

O utilizando puntos para representar las derivadas:
n n-1 m m-1

Qy+a; Y+...taytaciy+any =bo Xx+by X +...+NpoX+byX+b,X
Pero también existen otras formas de representar las ecuaciones diferenciales cuyas caracteristicas
facilitan su estudio bajo ciertas condiciones, vamos a ver a continuacion dos de estas formas de
representacion: la funcidn de transferencia y la representacion en espacio de estado. Adicionalmente con el
desarrollo de los sistemas de control mediante computadoras se ha desarrollado la representacion de los
modelos matematicos de forma discreta
Se utiliza la representacién de un modelo matematico mediante funciones de transferencia en la denominada
teoria de control clasica mientras que se representan los modelos matematicos mediante ecuaciones en
espacio de estado en la denominada teoria de control modema.
La teoria de control modema surge a partir de los afios 60 para permitir el control de sistemas cada vez
mas complejos, con multiples entradas y salidas, y con requisitos de funcionamiento cada vez mas severos.
Su desarrollo y aplicabilidad se han ido acrecentando con el uso de las computadoras personales.
Las diferencias entre la teoria de control modema y la teoria de control clasica son las siguientes:

Teoria de control clasica Teoria de control modema
Sistemas lineales Sistemas lineales y no lineales
Sistemas invariantes en el tiempo (LTI) Variables o invariables en el tiempo
Una sola entrada y salida (SISO) Multiples entradas y salidas (MIMO)
Procedimientos en el dominio de la frecuencia | Procedimientos en el dominio del tiempo
complejas

Adicionalmente con el desarrollo de los sistemas de control mediante computadoras se ha desarrollado la

representacion de los modelos matematicos de forma discreta, estos modelos discretos también se pueden
representar en forma de ecuaciones, funciones de transferencia discreta o representacion estado discreta.
Se incluira en este tema un aparte completo a la representacion de sistemas e forma discreta.

_Jean—Franc;ois DULHOSTE
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Representacion de un modelo matematico con la Funcion de Transferencia

Esta representacidn se conoce también con el nombre de representacion externa, pues no considera
variables internas al sistema. Las funciones de transferencia son funciones que permiten caracterizar las
relaciones entrada salida de componentes o sistemas que pueden describirse por ecuaciones diferenciales
lineales, invariantes en el tiempo.

Esta se define como la relacion entre la transformada de Laplace (L) de la salida (funcion respuesta) y la
transformada de Laplace de la entrada (funcién excitacién), bajo la suposicién de que todas las condiciones
iniciales son cero.

I—(salida )

Funcién de transferencia: G(s)=
L(entrada) Cl=o
Para la ecuacién diferencial anteriormente presentada es la entrada e  es la salida, en este caso la
funcién de transferencia se obtiene tomando la transformada de Laplace de ambos miembros en forma
independiente, con la suposicion de que todas las condiciones iniciales son cero y se obtiene:
YE) bs"+bs" +.. b, s+b,
Gls)= °

X) B W S W e

Utilizando este concepto de funcién de transferencia se puede representar la dinamica de un sistema por
ecuaciones algebraicas en . Si la potencia mas alta de  en el denominador es  se dice que el sistema es
de orden

Ejemplo 1: Para el sistema mecanico mostrado en la figura se tiene la
ecuacion diferencial:
MD?x +CDx+Kx = F lF
La transformada de Laplace de cada miembro de la ecuacion es:
Ms’ X (s CsX (s KX (s)= F(5) M

Donde: T
Transformada de la salida: X(S)= L[X(t] y
Transformada de la entrada: F(S)z L[F(t)] K C

La funcion de transferencia de este sistema sera:

_ X6)
G6)= FE) Msz+i35+K

Esta funcidn de transferencia expresa la salida como una funcién de la

entrada:
X6)=GEF()= e Ff)

VAN AN A A AAAA

Comentarios sobre la funcidon de transferencia

1. La funcidn de transferencia es en efecto un modelo matematico ya que permite expresar la relacion
entre la variable de entrada y la variable de salida de un sistema.

2. Esta esta limitada a sistemas de ecuaciones diferenciales lineales invariantes en el tiempo (LTI) con
una sola entrada y una sola salida (SISO).

3. La funcidn de transferencia es una propiedad del sistema en si, y es independiente de la magnitud y
naturaleza de la entrada.
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4. La funcion de transferencia incluye las unidades necesarias para relacionar la entrada con la salida,
sin embargo no brinda ninguna informacién respecto a la estructura fisica del sistema. Sistemas
fisicamente distintos pueden tener la misma funcién de transferencia.

5. El conocimiento de la funcion de transferencia permite el estudio de la respuesta del sistema a
diversas formas de entrada, con lo cual se puede lograr una mejor comprension de la naturaleza del
sistema.

6. La funcion de transferencia se puede obtener experimentalmente introduciendo entradas conocidas
y estudiando la respuesta del sistema. Esto se conoce como identificacion de sistemas, para lo cual
existen una multitud de métodos.

7. Una definicidén alternativa para la funcién de transferencia es: La transformada de Laplace de la
respuesta al impulso:

y contienen la misma informacion.

Modelo algebraico
Modelo temporal

Funcion de transferencia y respuesta al impulso

Sea un sistema LTI, SISO sometido a una entrada y representado

por su funcion de transferencia

Definicion de la respuesta al impulso: Un sistema que tiene como funcion de transferencia G s , tiene como
respuesta al impulso la funcién:

La respuesta de este sistema a una entrada cualquiera u t se puede calcular utilizando el teorema de
convolucion: La respuesta de un sistema cual funcion de transferencia G s esta dado por la siguiente
integral de convolucion:

El producto de convolucion se expresa en general como * *

La Matriz de Transferencia

El concepto de Matriz de Transferencia es una extension a sistemas MIMO — <
de la funcion de transferencia. —>
Definicion: la matriz G s € se denomina Matriz de Transferencia, y relaciona la entrada U con la
salida Y
Y G U
Con:
: NUmero de entradas; : numero de salidas

BN jcan-Francois DULHOSTE
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Que también puede expresarse en notacion matricial explicita por elemento:

Se puede por lo tanto determinar la salida con:

)

Ejemplo 2: Se tiene el sistema mecanico MIMO con dos entradas ( et ) l
ydossalidas( et ):

Las ecuaciones del sistema son: I

-

]
=

La transformada de Laplace de las salidas sera: ‘1/
I 457 S5 A0T SEF A0 L3 45T S 4
Donde:
2
La matriz de transferencia, que determina la relacion G es:

Gs

Polos y ceros de un sistema LTI, SISO.

Los polos y los ceros permiten la caracterizacion dinamica de un sistema. Estos se pueden definir a partir de
funciones o matrices de transferencia (mas facil para los sistemas SISO) o a partir de modelos de estado
(mas practico en modelos MIMO).

La ecuacién caracteristica y los polos

Para un sistema LTI la ecuacién caracteristica se define como el mas pequefio denominador comin de
todos los posibles menores de no nulos. En el caso de sistema SISO, este corresponde al denominador
de la funcion de transferencia.

El orden de un modelo LTI ( ) corresponde al exponente mas elevado de la ecuacion caracteristica, y es
también igual al minimo nimero de estados del modelo.
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Las raices de la ecuacion caracteristica ( ) se denominan Polos del sistema. Para matrices de
transferencia, si  es un polo de un elemento de entonces sera un Polo del sistema. Estos Polos son
necesariamente nimeros reales o complejos conjugados.

Si tiene raicesen ,elpolo  se dice que tiene multiplicidad

Ejemplo 3:
Para la funcion de transferencia del sistema mecanico del gemplo 1:
1

La ecuacion caracteristica es:

Les polos seran entonces las raices de la ecuacion:

Ejemplo 4:
Consideramos la matriz de transferencia:

La ecuacién caracteristica que se asocia al mas pequefio comdn denominador es:
*1 2 4 5 2

Los polos del sistema seran las raices de esta ecuacién caracteristica:
S 1;s 1;s 2

Los ceros

En el caso de los sistemas denominados cuadrados, en donde el nimero de entradas es igual al nimero de
salidas, los ceros se pueden determinar mediante la matriz o funcién de transferencia.

Se define el polinomio o ecuacion de los ceros como el mas grande comun divisor de los numeradores de
los menores de orden maximo de normalizado, para tener la ecuacién caracteristica como
denominador. Este polinomio se obtiene con:

— 16 |
Les ceros (z ) son las raices de este polinomio de orden  , y se obtienen para: N z 0

Ejlemplo 5: para la misma matriz de transferencia del eemplo 4: G s

Existe un menor méximo de orden 2 que es:
2
I

El polinomio de los ceros es:

1 31 s 1

Existe un solo cero: z 1
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NOTA
Todas las definiciones son aplicables al caso mas simple de un sistema SISO para las cuales es una
fraccion racional donde:
® El numerador es y sus raices son los ceros
e El denominador es y sus raices son los polos.
Definiciones:
¢ |a diferencia de grados entre y ( 'y ) sedenomina el grado relativo.
e Si 0 el modelo es estrictamente propio (grado relativo positivo)
e Si 0 el modelo es bipropio (grado relativo cero).
e Si 0 el modelo es propio.
e Si 0 el modelo es impropio (grado relativo negativo).

® Los sistemas reales son estrictamente propio.
® |os controladores pueden ser propios o impropios. Los impropios se modifican para poder
construirlos.

Representacion de un modelo matematico en Espacio de Estado

La representacion en espacio de estado, también conocida como representacion interna, fue utilizada en
otras disciplinas como la mecanica o termodindmica desde hace largo tiempo. Por ejemplo, para el
comportamiento macroscopico de un gas puede describirse y predecirse con un nimero finito de variables
fisicas: el volumen — de ese gas, su presion  y su temperatura . El conjunto , , representa el estado
termodinamico del gas. Su evolucion en el tiempo dependera del entorno exterior (aporte de calor por
glemplo) pudiéndose caracterizar su comportamiento dinamico con el conocimiento de ese entorno, que en
control denominamos entrada del sistema.

En condlusion el estado dinamico de un sistema puede ser representado por un conjunto de variables
denominadas variables de estado. Este conjunto de variables caracteriza completamente la configuracion
dindmica actual del sistema. Para esto se requiere de un nlimero minimo de variables de estado necesarias y
suficientes que permiten la descripcion dinamica del sistema.

Los sistemas automaticos modemos, a partir de los cuales se desarrollo la representacion de estado para
el control de procesos, aparecen en los afios 60 para permitir el control de sistemas complejos tales como
las aplicaciones espaciales Apolo y Polaris, las cuales tienen multiples entradas y salidas (MIMO), y criterios
de funcionamiento cada vez mas severos. El uso del espacio de estado para representacion de sistemas de
control proviene de la capacidad que tiene esta representacion de representar sistemas multivariables
complejos. Su desarrollo y aplicacion crece luego con el uso de los computadores.

El conjunto de variables de estado no es Unico, pero debe estar conformado para cada sistema por un
numero idéntico de variables de estado independientes. Esto significa que la seleccion de estas variables, asi
como de sus condiciones iniciales, constituye un conjunto que se puede fijar de forma arbitraria.

El estado inicial del sistema constituye su memoria: dado un estado inicial a un instante dado el
conocimiento del pasado no permite el conocimiento del futuro del sistema, se requiero por lo tanto de unas
funciones (ecuaciones de estado) que permiten la prediccién del futuro, las funciones cominmente utilizadas
son las resultantes de una integracion.
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Para comprender correctamente el funcionamiento de esta representacién se estudiaran las definiciones
basicas de estado, variable de estado, vector de estado y espacio de estado. Luego se presentara la forma
de las ecuaciones en espacio de estado, su relacion con las funciones de transferencia y la forma de
representar sistemas lineales en espacio de estado.

Definiciones

Estado

El estado de un sistema dinamico es el conjunto mas pequefio de variables (denominadas variables de
estado) tales que el conocimiento de esas variables en t =1y, conjuntamente con el conocimiento de la
entrada para todo tiempo t =1y, y las ecuaciones que describen la dinamica v Y v
determinan completamente el comportamiento futuro de los estados y salidas del sistema para

cualquier tempo t > 1.

Variables de estado

Las variables de estado de un sistema dindmico son las variables que constituyen el conjunto mas
pequefio de variables que determinan el estado de un sistema dindmico.

Noétese que las variables de estado no deben ser necesariamente cantidades fisicas mensurables u
observables. Sin embargo es conveniente escoger como variables de estado de un sistema magnitudes.

Vector de estado

Si se requieren  variables de estado para describir completamente el comportamiento de un sistema dado,
se puede considerar a esas  variables comolos  componentes de un vector . Vector que recibe el nombre
de vector de estado.

Ecuaciones en el espacio de estado
Las ecuaciones en espacio de estado manejan tres tipos de variables:
e |as variables de entrada, o vector de entrada , Ve
e |as variables de salida, o vector de salida , Ve
e Las variables de estado, o vector de estado , s
Donde , 'y ,representan el nUmero de variables de estado, salida y entrada respectivamente.
La expresion general de estas ecuaciones es la siguiente:
® Para unsistema nolineal:

x(t): f (x,u,t) Ecuacién de estado
y(t)= g(x,u,t) Ecuacion de salida
® Para unsistema lineal
X(t): A(t)((t}# B(t)J(t) Ecuacion de estado
y(t): C(t)((t}y D(t)J(t) Ecuacion de salida
Donde:
Alt) se denomina matriz de estado

B(t) se denomina matriz de entrada
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C(t) se denomina matriz de salida

D(t) se denomina matriz de transicion directa
Si las funciones o vector de funciones y ,olas matrices , , y comprenden explicitamente el tiempo
el sistema se denomina variable en el tiempo, en el caso contrario el sistema se denomina invariante en el
tiempo. En el caso de un sistema lineal invariante en el tiempo (LTI) las ecuaciones de estado se escriben

entonces como:
x(t)= Ax(th+ Bult) Ecuacion de estado

y(t)= Cx(th+ Dut) Ecuacion de salida

Representacion de sistemas dinamicos en el espacio de estado
Cualquier ecuacion diferencial de orden  se puede expresar como una ecuacion de estado de primer orden en

notacién vectorial-matricial. Se presenta a continuacion las técnicas para la obtencién de estas ecuaciones
de estado para dos ecuaciones diferenciales comunes.

Representacion en espacio de estado a partir de ecuaciones diferenciales ordinarias (tipicamente
sistemas SISO)

Caso de una ecuacion ordinaria de orden  en donde la funcién exitadora no incluye términos derivativos
Sea el siguiente sistema de orden

n n-1

y+a; Y+...+ay+a,y=u

Suponiendo que las condiciones iniciales y(0), y-(0).... yn(d) y la entrada U(t) para un tiempo t >0 son

conocidas, entonces las variables de estado deben ser tales que definan completamente el comportamiento

futuro del sistema. Bajo esta premisa se puede entonces escoger como variables de estado:
n-1

X1=Y, X=Y, .. X%=Y
Entonces la ecuacion diferencial se puede escribir como:
Xl == XZ

XZ :X3

Xn-1 = Xn
Xn = _a.nxl _...a]_Xn +U
y=X

0 en forma matricial:

X = AX + Bu
y =Cx

Donde:

X Al
_11 01 v |0|
S |8l
0 00 e 1 0]

L_an _an—l _a-n—z —a1J||1| LJ

(8 10 ... 01f0]
: .C=[L 0 ... 0]
|
|
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Esta forma de representacion se denomina cominmente forma candnica controlador.

Nota: La representacién de estado de un sistema no es Unica, pues depende de la forma como se seleccionan
las variables de estado, sin embargo todas las representaciones de un mismo sistema tendran el mismo
ndmero de variables de estado.

Ejemplo 6: para el sistema mecanico mostrado en el eiemplo 1 se tiene la ecuacion diferencial:
My+Cy+Ky=F

Dondeu = F

Se puede entonces definir las variables de estado como: Xy =Y; X, =Y -

U—(Cx + Kxy)

Sustituyendo esto en la ecuacion obtenemos:

Mx; +Cx; + KX, =u = X, =

M
Se obtiene entonces el sistema de ecuaciones de estado:
X1 = Xz
K C 1
Xo =——X;—— X, +—U
M M M
y=>X
El cual puede expresarse matricialmente como:
X = AX + Bu
y =Cx
Donde:
0 1 0
; 1 1 0

Caso de ecuaciones diferenciales de orden n en donde la funcién excitadora incluye términos derivativos

Sea el siguiente sistema de orden n:
n n-1 n n-1

y+a; Y+...+ay+ay=bou+b; u+...+b, u+byu

Suponiendo que las condiciones iniciales Y(0), y-(0).... yn(é) y la entrada U(t) para un tiempo t >0 son

conocidas, entonces las variables de estado deben ser tales que definan completamente el comportamiento
futuro del sistema. En este caso en particular las variables de estado deberan ademas ser tales que
eliminen las derivadas de u en la ecuacion de estado. Bajo esta premisa se pueden escoger como variables de
estado:

Xl = y - Bou

Xz =Y = Bolt — Bal = X — B1U

X3 = y'— Bou — Blu - BQU = XQ - Bzu
n-1 n-1 n-2

Xh=Y— BO u- Bl u—...— Bn—Zu = [_))n—lu =Xp1— Bn—lu
Donde Bos B --- Bn SON coeficientes que se determinan como:
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Bo = byo

Br=Db1—aifo

B2 = by — a1 —axBo

Bs = bs —a1B2 —aP1 —asBo

Tema 3. Formas de representacion del modelo matematico

l}n = bn - aanfl e anfll?)l - an[30

Con esta escogencia de variables de estado se obtiene el sistema de ecuaciones de estado:

Xl = X2 + Blu
X2 = X3 + l?)zu

Xp1 = Xp + Bn—lu

Xp = —an Xy —an1Xo —

Yy =X+ Bol
0 en forma matricial:

X = Ax + Bu

y =Cx

Donde:

’7X1—| ( 8

el

10
01

.—a1Xn+ﬁnU
01 p: |
Y i§||
: ;B=l : [;,c=L 0 .. 0 D=g ,=h
' ||

|
~a I




Ejemplo 7: para la ecuacién diferencial siguiente:
y-+18y +192y + 640y =160u + 640u

Queremos obtener una representacién en espacio de estado.

Se definen entonces las siguientes variables de estado:

X1 =Y — ol

X2 =Y — Boll — BaU = Xy — Bau

Xg =Y —BoU = Bl —=B2U = X, — U
Donde:

Bo=bo =0

Br=Db1—aBo =0

B2 = b, —aifs —aBo =160

Bs =bs — a2 — aB1 —asPo = 640-18(160)= —2240

La ecuacion de estado del sistema sera entonces:
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[x.] [ O 1 Txﬂ [0
|x2|:| 0 0 Xo + 160 u
| x| |[-640 -192 —18lx3 | -2240|
La ecuacién de salida sera:
[ X ]
y=[L 0 0 x2|

%]

Representacion de estado a partir de un sistema de ecuaciones diferenciales

En el caso de disponer de un sistema de ecuaciones diferenciales en lugar de una sola ecuacion ordinaria es
posible obtener una representacion de estado directamente de este sistema de ecuaciones, los dos ejemplos
siguientes ilustran esta opcion.

Elemplo 8: Se tiene el sistema térmico del termdmetro mostrado en la figura,
representado por las ecuaciones:

M Q —Qz =CcDTc 2) Q2—-Q;=CyDTy (3) Qs =CyyDTyyq

T Te-T T
(4) Q= _Te-T T Ty
— 5) Q= - ® Q=""1

Para el cual queremos obtener una representacion en espacio de estado.
El sistema puede simplificarse inicialmente para ponero en funcidn solo de las

temperaturas:
G R ok L
LRl Rz ) RZ Rl
T
(8) fﬁ_ G Ll e e
K 2 3 } 2 3

Q) T, = R3|(|T+(;HQL)M|Hg

\Rs
)

En este caso queda claramente identificado que la entrada es y la salida es
Los estados se pueden definir de la siguiente manera:

TC; X C TV 1 + THg
En base a esta def inicion de los estaélos se puede re-escribir el sistema como:

1X1+1X+CVx-=l+ :
R R * Ry R
1 1 X X
R, Rs R

2



X3 + Rchg X3 = X2

A partir de estas ecuaciones se puede escribir el sistema en forma de espacio de estado:
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X1 = 1 Xl - 1 Xl + 1 X, + 1
R.Cc R.Cc R.Cc R,Cc
Xz = 1 Xl - 1 X2 - 1 X2 + 1 X3
R.Cy R,Cy RsCy RsCy
X3 = 1 X2 - 1 X3
RiCryg R:Crg
Y=X;
El cual puede escribirse en forma matricial como:
Donde: )
1 1 1 0| ]
RiCc  RCc R.Cc ’ [1]
A= 1 11 1 ;B=||0||;C=[O
| RG RC, RC,  RCv | ||
0 1 1 }
| R3CHg Rchg J

Ejemplo 9: Consideremos el sistema mecanico MIMO con dos entradas (
mostrado en la figura:
Las ecuaciones del sistema son:

En este caso tenemos:

Y podemos seleccionar como estados:

Si sustituimos los estados, entradas y salidas en las ecuaciones
originales tendremos:

Y obtenemos la representacion de estado siguiente:

0 1]

y )ydossalidas( y ),

|

I

-

-

F BT S O GF I SR O SR £

5
:
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Expresado en forma de Matriz:

|

|

|

|
© o o
o M
oo
= o
S o

Relacion entre funcion de transferencia y espacio de estado
Se puede obtener la funcion de transferencia de un sistema expresado en espacio de estado mediante una
expresion simple.
Para el sistema expresado en espacio de estado en forma matricial:
X = Ax+Bu
y =Cx+Du
Las transformadas de Laplace estan dadas por:
sX (s)-x(0)= AX(s}+ BU(5)
Y(s)=CX(s)}+ DU(s)
Como la funcidn de transferencia se define como la relacién entre la trasformada de Laplace de la salida y la
transformada de Laplace de la entrada cuando las condiciones iniciales son cero:

o= 18

)

Se supone entonces que la condicién inicial 0 es igual a cero, se obtiene entonces que la expresion de las
transformadas sera:

sX(s)- AX(s)= BU(s) 6 (sI — AX(s)= BUfs)
Pre multiplicando ambos miembros de la ecuacion por (SI — A) - se obtiene:
X(s)=(s1 - A) BU(s)
Y al sustituirse esta expresion en la ecuacion de salida obtenemos:
Y6)= €61 -A) B+DUJS)
Por lo tanto:
G(s)=Clsl —A) B+D

Ejemplo 10: para el sistema mecanico teniamos que el modelo matematico expresado en espacio de estado

es:
X=AXx+Bu
y =Cx
Donde:
[0 1] [0 ]
A=| K _EJ; B = | 1_J,-c:=[1 0]
[ ™ M '_M

Si queremos obtener la funcidn de transferencia a partir de esta expresién del modelo debemos entonces
usar la expresion:
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(rl 0‘|_|_ 0
BT

| |

G(s)=Clsl -A) B+D=[1 0]y

Al resolver esta ecuacion obtenemos:

['s [ 0]
wrralf Ll

Recordatorio : Donde:
— 1 elementos de la matriz adj A
menores principales

Que es exactamente la funcion de transferencia encontrada a partir de la ecuacion diferencial.

Ejemplo 11: A partir del modelo matematico en representacion de estado obtenido en el eiemplo 8, queremos
obtener la funcion de transferencia de éste sistema se puede entonces obtener con la expresion:

G@:C@-A)§+D

I T 0|1*
S+
G(S): [O 0 1] Ricc R.Cc Rz(_:i_c | TQ1
1 11 RCT |
| RzCV R_ZCV R3CV ‘ }‘O‘{
} 0 1 S+ 1}
RsCiyg RsCryg
Con:
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‘|(s+ Hi )@Hrul, ')' (
\ RCy K&y 3 Hg (s _ I
‘|_(|| 1 Y||—1 \ ‘ ld R2CVJ| +R3cHg N U RECV‘JK' 'R'C_JJ
el (
_ ( 1
I( 'R'C_J | S+K3L’HQJJ ((S+ R,Cc * Rolc )dl S+ﬁ3l"H9 D U (| S-‘_Hlbc Rolc )Kll m}U
m 1 L Vs V|
( ﬂ —(ﬂ Y "RCe _25)\ W — I
| (_'R'C_M_R'C_H [P - |
| A B L R |
bi-a] Lk
((5.:,. 1 Y1 1Y|Y s+ 11 A (i](l S+ 1 ) Y 1 4 1)
k R:Cc A chv | RiCrg \3 v H)(E'g U | RiCc RLCc )

-1 = = ||Is+ ‘ve |I— | s+ I
En este caso se observa que el calculo algebraico se wu 1i’ﬂ?uvarﬂ?gqﬁ Jargo, por lo cual es mas facil
obtener la funcién de transferencia directamente de la ecuacién diferencial del sistema:

TE = a.leTHg + azDZTHg + agDTHg + a4THg

Con:

al = R1R3CHgCVCC
( RCriCy + R:CiieCy + RsCrieCc 3
R R, R, )

a, = R1|(| R:Cryg " Cy C ReChyg N Chg+ CoCc +CyCe | |
\RR; R R 2R

a=Rif 1 , 1 v, T 4 T oRGy - T
\RR. R’ Re

a, =Ry | -1 I#
En cuyo caso la funcién de transferencia puede escribirse como:

3

Gl)= Y(s) 1

+a,S +a
No unicidad dg (con)unto de Varlai)lesaae estado

La no unicidad del conjunto de variables de estado significa que para un sistema cualquiera existen diversas
representaciones de estado posibles. De forma reciproca matrices diferentes pueden representar un

mismo sistema y por ende una misma ecuacion caracteristica.
Para probar que esto es posible utilicemos el gemplo siguiente:

Ejemplo 12: Supongamos que inicialmente se tiene el sistema en forma de ecuacion diferencial:
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y+6y+11ly+6y =6u
Para obtener una representacion en forma de espacio de estado se pueden tomar los siguientes estados:
Xi=Y, Xe=Y, X=Y
Con estos estados se obtiene la representacion de estado siguiente:
X1 =Xz
X2 = X3
X3 = —6X; —11x, —6X3 +6U
Que puede expresarse en forma matricial como:

X = Ax+Bu

y =Cx
Donde:

0 1 0
8 100
6 11 6 6
La funcidn de transferencia de este sistema es: ¢
6
6 11 6 1 2 3

Consideremos ahora el sistema lineal representado por las mgtrices:

1 0 0
0 2 0 > 6 ; 1 11
0 0 3
3
Se puede obtener la funcién de transferencia del sistema conlarelacion: 1 0 0 3
1 0 0
1 11 0 10 0 2 0 6
0 01 0 o0 3 3
0
19
1 0 0 3 o — 3
111 0 2 0 6 111 2 0 6
0 0 3 3 —1 3
0 0
3
| | | 36 3 6 3
1 2 3 1 2 3
3
6
1 2 3

Se observa que esta segunda representacion de estado corresponde exactamente al mismo sistema pues
posee la misma funcion de transferencia.
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Forma canodnica de Jordan

La forme canonica de Jordan o forma Modal, es la correspondiente a la segunda representaciéon del eiemplo
anterior, en la cual la matriz  solo posee elementos en la diagonal, es una matriz llamada diagonal. Estos
elementos de la diagonal corresponden directamente a los valores propios de la matriz, los cuales son los
polos del sistema o raices de su ecuacién caracteristica.

Pl 0 01
A=l 0 0
[0 0 2]

La no unicidad de la representacion de estado permite modificar la representacion para obtener modelos
mas simples de manipulacion, tal como el caso de la forma de Jordan con matrices diagonales.

En el glemplo 12 vimos que la matriz bajo la forma candnica de Jordan es:
(—1 0 0 W
P=lo -2 0
|0 0 -3

Si determinamos la ecuacion caracteristica correspondiente a esta nueva matriz obtenemos:

[7&1 0 0 —‘
P17l o a+2 0 '=Q(+1h+2h+3)=0
| 0 0 A+3|

La ventaja de la representacion candnica de Jordan es que muestra directamente la estabilidad del sistema
y ademas las operaciones matematicas con las matrices diagonales son mas sencillas.

La representacion candnica de Jordan es solo otra representacion en espacio de estado posible para un
sistema lineal.

Cambio de variable lineal
De hecho se puede demostrar que para toda representacion de estado de un sistema se puede determinar
un nuevo conjunto de variables de estado, mediante un cambio de variable lineal de la forma:
z=Px
Donde  es una matriz cualquiera con las mismas dimensiones que .
En este caso el nuevo sistema queda determinado por:
Pz = APz+Bu
y=CPz
Es decir:
z =P APz+P'Bu
y=CPz
Donde es la inversa de
Ejemplo 13: Supdngase que se quiere definir un nuevo conjunto de variables de estado para nuestro eemplo
usando la matriz
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1 1 1]
p=l1 o 1l

3 2 1]

La inversa de esta matriz es:

FP-1= '7_11 1_/i 1’62 —| |

|1 12 -1/2]

En este caso nuestra nueva representacion de estado estara definida por:

z=A,z+Bu
y=C,z
Donde las matrices vienen definidas por:
(<17 -8 -12] 3]
A=Pap=l_2 5 ol B.=PB=N 0% ¢ _cpp 11
|20 10 13| -3

Podemos observar que esta nueva representacion de estado corresponde al mismo sistema lineal, de hecho
la ecuacion caracteristica de esta es:

P +17 8 12
AT 2 a2 O
| -20 -10 A+13]
= (A +17)0 + 2 +13)-240)— (- 240(r +2)+16(A +13))
=27 +607 +110 +6 = (A +1)A +2JA +3)=0

Diagonalizacién de matrices

De hecho la representacion de Jordan es un caso particular de cambio de variable, donde la matriz que
permite la diagonalizacién de la matriz . La forma de la matriz  necesaria para la obtencion de la
representacion candnica de Jordan se puede generalizar par una matriz cuya forma es de tipo candnica
controlador:
0 10 .. 0]
0 o1 .o
A=| : s -
0 00 Lot (
L_ a& —a; —a ... — a.1J|
Como:
11 1 ..o 1
R PR PR
‘o

P=ln 22 32 o

e a0t gy
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Para nuestro gemplo la matriz que permite la obtencion de la forma candnica de Jordan es:
[ 1 1 1]
v=|_1 2 _3l

|1 4 9]
Cuya inversa es:
3 25 05
pai=-3 -4 -1 |
|1 15 05|
De hecho:

P1AP='-3 -4 —1|' 0 4 A_l 2 -3l=lp
|1 15 05]-6 -11 -6lj149 1 10 | | |

En esta representacion bajo la forma candnica de Jordan las matrices y seran:

[3 2.5 osToW F31

I:’>J:I-’—1I:’>:|—3 -4 0| !

|1 15 05]6]| t J
(11 1}
C)=CP=[L 0 0]-1 -2 -3|=[L 1 1]

|1 4 9|

Nota: Para que una representacion de estado sea equivalente a otra obtenida por cambio de variable es
necesario la transformacién de todas las matrices que representan el sistema.

Ejercicios
1. Para los gjercicios del tema 2 obtener una representacion en espacio de estado de las ecuaciones
del modelo, utilizando la ecuacién diferencial obtenida y otra utilizando el sistema de ecuaciones que
representa el sistema.
2. Obtener la funcién 0 matriz de transferencia de los sistemas utilizados para el ejercicio 1.
3. Para los siguientes sistemas en representacion de estado obtener la funcidén de transferencia, la
ecuacion diferencial del sistema y la forma candnica de Jordan.

0 1 0 [0]

/-\Z[ 0 0 J.—‘ |0’
|-12 -8 -4 \_1_] c=f o 0

0 1 0 K

/-\=|{0 0 1—|| B:|O—’

-2 1 -2 [2f  c=f o0
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Tema 4. Diagramas de Blogue

Tema 4. Diagramas de Bloque

Introduccion

Un diagrama de bloque es una simplificacion, una representacion grafica de un sistema fisico que ilustra las
relaciones funcionales entre los componentes del sistema. Este nos permite evaluar las contribuciones
individuales de los componentes del sistema.

Elementos de un diagrama de bloques

1. Bloques

Sistema Ent[ada Salida

Es el elemento principal de un diagrama de bloques ya que representa los componentes del sistema. Es el
elemento que contiene la relacién entre la entrada y la salida del componente del sistema, ya sea con un
nombre o directamente la funcion de transferencia del elemento.

2. Lineas

v

Son las que representan la trayectoria de las sefiales que transportan la informacién y energia. Dicho de

otra manera indican la conexién de una variable entre diversos bloques. Se usan por lo general flechas para
indicar el sentido de la sefial.

—i»?i

Este se representa por un circulo e indica que la salida es igual a la suma de las dos sefiales que entran, o la
resta en caso de que aparezca el signo negativo:

Z=Xz=Y
Existen dos nomenclaturas posibles, ya sea con los signos al exterior, en cuyo caso la ausencia de signo
indica una suma, o separando el circulo en segmentos mediante una X y asignando el signo dentro del
segmento correspondiente.

3. Punto de suma

4. Punto de ramificacion o de reparto

T+

Es el lugar donde la sefial se separa para seguir dos 0 mas trayectorias. En otras palabras indican que una
variable se usara en varios bloques.
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Fjemplos de diagrama de bloques

Perturbacion
Sefal de Variable Variable
Error Elemento manipulada Controlada
| Controlador | final de P T Proceso >
a
+ — +—1
Elemento de

Sefial de retroalimentacion o
medidon

”l
-

medicion

Diagrama de bloques tipico de un sistema de control retroalimentado

El cual podria también presentar la forma siguiente:

sin(t)

+

K+&+Ks K _2—1

+ s ‘ ' + Ms®+Cs+K
Ku

A

Diagrama de bloques tipico de un sistema de control retroalimentado para un sistema

mecanico

Forma canodnica de un sistema de control retroalimentado

>
+I

En este diagrama se pueden definir lo siguiente:
: Funcién de transferencia directa
: Funcion de transferencia de retroalimentacion
: Funcion de transferencia de lazo abierto

X . . o
U : Razon de retroalimentacion primaria

CimC|<

En este caso la funcion de transferencia se puede obtener como sigue:

Y=ExG (1)

Sustituyendo (3) en (1)
N Jean-Francois DULHOSTE

X =Y xH ()

: Funcién de transferencia de lazo cerrado

: Razdn o sefal impulsora, o razén de error

E:U;X 3)



Tema 4. Diagramas de Bloque

Y=UzX)G @)
Sustituyendo (2) en (4)
Y=UzYHG (5) Y(1+GH)=UG Y__6G
U 1+GH

El diagrama de bloque de este sistema puede transformarse entonces en:

G

1+ GH

A4

Algebra de bloques

Los diagramas de bloques de sistemas de control complicados se pueden simplificar usando una serie de
teoremas de transformacion, las cuales se obtienen facilmente por deduccion del significado de los
elementos.

Teoremas de transformacion

Diagrama de Blogue | Diagrama de blogue equivalente | Ecuacion
1 | Combinacidn de bloques en cascada
V = G]_U, Y = G2V
> > | > —» f——
Y =(G,G, U
2 | Combinacién de bloques en paralelo
o Y=V+W
Ly Y =G1+G,J
3 | Retroalimentacion negativa
Z=GY; Y=GX
"= G
‘ u 1 Y X=U-Z
1+ G1Gz Gl
j— Y = U
1+ Gle
4 | Retroalimentacion positiva
G X=U+Z
‘ S 1 T =U+
e 1-G,G, y G, U
- 1-G,G,
5 | Movimiento de un punto de suma después de un blogue
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Introduccién al Control de Procesos para Ingenieros

—> S X =GU:Z=GV
Y =Gy(U +V)
—

6 | Movimiento de un punto de suma antes de un bloque
—> e X =G,U
v é Y =G,U+V
1
7 | Movimiento de un punto de ramificacion después de un bloque

o et R = =al B

1
1 U= s Y
G, !
8 | Movimiento de un punto de ramificacion antes de un bloque
Zipp| ——> >
Y = G1U
I . >
9 | Redistribucién de puntos de suma
X=U+V; Z=U+W
Y=X+W=2Z2+V
Y=U+V+W=U+W+V
10 | Redistribucién de puntos de ramificacién

!

» »
Ll L

11 | Movimiento de un punto de ramificacion antes de uno de suma

I Y=U+V

12 | Movimiento de un punto de ramificacion después de uno de suma

_Jean—Frangois DULHOSTE



Tema 4. Diagramas de Blogue

Y=U+V

é u=Y-Vv

Para el enunciado de estos teoremas de transformacion se utiliza la notacion siguiente:
o Funcién de transferencia de un bloque cualquiera
, , .entradas del sistema
: salida del sistema
, :otras sefales o variables del sistema
Los movimientos 11y 12 no son de uso comun, ya que suelen complicar el diagrama mas que simpilificarlo.

Simplificacion de diagramas de bloque
El objetivo es la reduccion de un diagrama de bloques complejo a uno mas sencillo.
Ejemplo 1:

-

Para reducir el diagrama se pueden seguir los siguientes pasos:
1. Numerar todos los puntos de suma y ramificacion:

! 2 3 4 6
—
l«
2. Reducir desde lo mas interno, por eiemplo entre 2y 3, y entre 4 y 5:
1 2 3 6

3. Llevar el diagrama a la forma candnica de un sistema de control retroalimentado:
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Introduccién al Control de Procesos para Ingenieros

| G1G4(G, +Gs) 6

1- G1G4H1

4. Simplificar finalmente el diagrama a el de un sistema de lazo abierto
G:G4(G; +Gs)
1- G1G4H1 + H2G1G4 (Gz + G3)

—

A\ 4

Diagramas de bloque de varias entradas

Cuando hay varias entradas se trata cada una de ellas en forma independiente de las otras y se procede
segun el procedimiento siguiente:

1. Igualar todas las entradas a cero excepto una.

2. Transformar el diagrama de bloque hasta obtenerlo en lazo abierto

3. Calcular la respuesta debido a la entrada actuando sola

4. Repetir los pasos 1, 2 y 3 ara cada una de las entradas restantes

5. La salida total es la suma de todas las entradas individuales

Elemplo 2:
Igualamos primero 0 y reducimos el diagrama resultante:
CEQ
——p >
1+ MCEQ
Igualamos primero 0 y reducimos el diagrama resultante:

_Jean—Franc;ois DULHOSTE



Tema 4. Diagramas de Bloque

- »> -
Q =
1+ MCEQ
Finalmente el diagrama resultante sera la suma de los dos diagramas obtenidos:
CEQ

1+ MCEQ
Q

1+ MCEQ

— CE
Q|
1+ MCEQ

Entradas y salidas muiltiples

En este caso primero se determina una de las salidas ignorando las otras y asi sucesivamente para cada
una de las salidas.
Ejemplo 3:

>O—->1 —e >

,_

4

—

«

Primero determinamos a  ignorando a

|
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B Introducdion al Control de Procesos para Ingenieros

Igualamos  a cero y determinamos la funcion de transferencia entre 'y

=O—> e »
A

A —

”
-
»

A
—> T-ABCD -

Igualamos  a cero y determinamos la funcion de transferencia entre  y

* >

A

A 4

-ACD
1-ABCD

Para la salida tenemos entonces:

1- ABCD

-ACD
1-ABCD

_Jean—Frangois DULHOSTE
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Segundo determinamosa  ignorando a

I

Igualamos  a cero y determinamos la funcion de transferencia entre  y

h —

F Y

> —&—>

-ABD
1+ ABCD

Igualamos  a cero y determinamos la funcidn de transferencia entre  y

»

> o—» —.é_

1- ABCD

A

|

Para la salida tenemos entonces:

Escuela de Ingenieria Mecanica - ULA I
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-ABD
1+ ABCD

D
1- ABCD

Construccion de un diagrama de bloques a partir de las funciones de transferencia de los
elementos del sistema

El objetivo principal de un diagrama de bloques es representar un sistema fisico graficamente. Esta
representacion puede realizarse a partir de dos tipos de datos:

e El primero, que es el mas comln, es cuando se conocen los elementos que conforman el sistema de
control, su conexion asi como las funciones de transferencia de sus elementos. En este caso la
construccion se hace haciendo el diagrama de bloques segun la organizacion de los elementos y luego
se coloca en cada bloque la funcidén de transferencia correspondiente.

¢ La segunda forma, menos comUn pero no menos importante, es cuando se conocen las funciones de
transferencia de los elementos sin conocer la forma como los elementos estan conectados. En este
caso se debera realizar primero un diagrama de bloques preliminar, luego se deberan identificar en
este los componentes principales por ejemplo: Proceso, controlador, elemento final de control y
elemento de medicion. Y finalmente volver a dibujar el diagrama en forma ordenada y reducirlo para
obtener la funcién de transferencia si esto es necesario.

Elemplo 4. Representacion en
diagramas de bloque a partir del Vilvula de
esquema del sistema de control control
retroalimentado.

|

El esquema siguiente representa
un sistema de control de nivel . Entra
neumatico, en donde se han Sefial de
' referencia | Controlador Agua
colocado elementos de control —==—2, L
. neumatico Sale agua

cuyas funciones de —
transferencia son:

Transmisor de presion

_ Transmisor
G(S)_ Yok de presion

Controlador neumatico:

G(S): Ke Sistema neumatico de control de nivel
Valvula de control:
Gfs)= Ky
Para este sistema:
¢ Dibuje el diagrama de bloques completo.
¢ Determine la funcidn de transferencia de lazo cerrado.
¢ Obtenga una representacion en espacio de estado para el proceso y para el sistema completo.
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Solucion.
En este caso lo primero que debemos hacer es identificar los componentes, dibujar el diagrama de bloque
tipico de un sistema de control retroalimentado y colocar en cada bloque las funciones de transferencia.

——»O—»- Ko [——»f Ky | G(S)

A

Controlador Elemento final de Proceso
control

’YHZOKT

Elemento de medicion

Donde:
: caudal de entrada al tanque
: caudal de salida del tanque
: nivel del tanque
: presion medida que corresponde directamente al valor del nivel
: presion de referencia, la deseada en el tanque, que tiene una correspondencia directa con el nivel
deseado
: posicion del vastago de la valvula que regula el paso del flujo de entrada.
Observamos aqui que necesitamos conocer la funcion de transferencia del proceso para completar el
diagrama de bloque.
Esta funcién de transferencia corresponde al de un sistema hidraulico, donde la entrada corresponde a la
diferencia entre el caudal de entrada y el de salida ( ). y la salida del sistema sera el nivel ( ).
Se tienen las siguientes ecuaciones:
Qe—Qs :CDP (1) P:'YHZOh (2)
Con estas dos ecuaciones podemos obtener la ecuacién de la dindmica del sistema que es:
Qe _Qs =Y HZOCDh
A partir de esta ecuacién podemos obtener la funcion de transferencia:
he) 1
(Qe - Qs XS) YH ZOCS

El diagrama de bloques completo del sistema sera entonces:

1

KpK -
o YHzoCS

YH20Kr

Para obtener la funcion de transferencia de lazo cerrado debemos reducir el diagrama de bloques del
sistema, que es un diagrama de dos entradas ( , ) yunasalida ().
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Igualamos primero a cero y obtenemos:

K KV KrKy
~ YH 20CS Vh ,0CS
1+y 2o Kr KeKy
YhoKr ] v h20CS
KepKy ’

7 'YHZO(CS+ Kr KPKV)

Igualamos luego  a cero y obtenemos:

(O — : 1
_ 'Y HZO(:S 'Y HZOCS ”»
- 1+ szoKTKPKv

Y r20Kr KpKy szoCS

-1 ”
'YHZO(CS + Ky KPKV)

El diagrama de bloques simplificado sera:

— KpKy -
[ —
'YHZO(CS+KTKPKV)

_

Este diagrama de bloque se puede entonces expresar como una funcion de transferencia o ecuacion en
transformada de Laplace que relaciona la entrada con la salida:

h= KeKy P _ 1

’YHZO(CS + KrKeKy ) ' ’YHZO(CS + Kr KKy

Esta ecuacion expresada en tiempo seria:

szoCDh +yn20Kr KeKvh =KpKyP ~Qs
Como es una ecuacion diferencial de primer orden podemos entonces definir un solo estado, en cuyo caso lo
mas sencillo es: X =, y tenemos dos entradas: Uy =P ; u, = Qs

)Q

Obtendremos entonces una ecuacion de estado y una ecuacion:
Kr KpK KK 1
X=_'YH20 T INPIAY X + P Vul_ u-
Y200 Y 2oL Y H20C

y=X
_Jean-Franc;ois DULHOSTE
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Esta ecuacion expresada en forma vectorial seria:

X = AxXx+Bu
y =Cx
Donde:
Ao yooKeKoKs g [ KKy L
'YHZOC LszoC

u:[u‘]

Uy |

Ejemplo 5: Representacién del diagrama de bloques a partir de las ecuaciones de los componentes
Las siguientes ecuaciones representan un sistema de control:

e=2"". v=&e; 2=Cyu; x=KZ__C4y; q=Csv; y= Ce (@—Csw)
2 AD K-C,Cq 1+tD
Donde:
e ., ., , , :sonsefales
o : es la variable controlada
o : es la sefial de referencia
o : es el operador diferencial (derivada respecto de )
. , 2 » 5 » » . ., , :sonconstantes (ganancias)
Determinar la funcién de transferencia de: Identificar:
* Proceso ¢ Variable manipulada
e Controlador e  Perturbacion
¢ Elemento final de control
¢ Elemento de medicién
Solucién: Primero se dibuja un diagrama de bloques preliminar:
. o & S G
B 2 AD
_ G K
K-C;,Cs
- Ce C,
—» Cq
1+1D K-C,Cs

Luego se wvuelve a dibujar el diagrama de bloques pero en una forma mas ordenada que permita identificar
mas facilmente los componentes, con ~ comoentraday como salida:
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'

Ce
K 1 C ) C
—p C2 » — - . C ._’é_’ 6
K-C.Cs | % "2 [ AD i 1+1D
C,
K—-C.C

Comparando con el diagrama de bloque tipico de un sistema de control retroalimentado se pueden

facilmente identificar los componentes, se hacen determinan entonces las funciones de transferencia para
cada uno de ellos:

Cs
K —C:Cs 2AD+C, | .7 141D
C,
K —C:Cs

3
7
y
o
A 4
£
v
| ~
é‘l'
o
$

K _C7C3 2AD +C1 CS At 1+1D

K-C,GC; C,
C2 K K - C7C3

_Jean—Frangois DULHOSTE
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O ‘ C,KC, Cs CsCs
.—H

A 4

Y (K -C:C5)J2AD +C;) Cs 1+1D
Controlador Elemento final de Proceso
control
C. |
C,K

Elemento de mediciéon

De esta Ultima forma del diagrama observamos entonces que la variable manipulada es y que la
perturbacion es
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Tema 5. Respuesta de Sistemas

Introduccion

El modelo matematico dindmico de un sistema fisico esta representado por una ecuacion diferencial. La
ecuacion diferencial suele ser en general de cierta complejidad, pero en muchos casos practicos el modelo
puede simplificarse y transformarse en una ecuacion diferencial ordinaria lineal de la forma:

n n-1

y+a; Y+...+a,y+ay+tay=u
Donde:

La parte izquierda de la igualdad representa el sistema en si

y Representa la respuesta o salida del sistema

U Representa la entrada o excitacién del sistema
El estudio de la respuesta de un sistema consiste entonces en determinar la respuesta () que produce un
sistema ante una entrada ( ) cualquiera. La respuesta de un sistema dependera entonces de la ecuacion y
de la excitacion que se le aplica. Existe una infinidad de posibilidades de ecuacion y de excitacion, por lo tanto
una infinidad de respuestas posibles. Sin embargo ciertos tipos de sistemas y ciertos tipos de excitacion
pueden ser Utiles para la comprensién del fendmeno de la respuesta de sistemas. Es por ello que el estudio
de la respuesta de sistemas es introducido aqui con dos tipos de sistemas simples y tres tipos de
entradas.

Tipos de excitacion

La funcion excitacion de un sistema puede tomar cualquier forma en la realidad, y por lo general no puede
conocerse con anticipacion ya que suele ser de caracter aleatorio. Sin embargo en muchos casos practicos
el estudio de algunas funciones de excitacion especificas suele ser suficiente, ya que puede aportar
conocimientos importantes sobre el sistema.

Las funciones de excitacion mas representativas son:

Entrada en escalon

En este caso la entrada sufre un cambio instantaneo y u
finito.

Esta se puede expresar de la siguiente forma:

u(t):Jo parat <0

|H parat>0
O expresada en transformada de Laplace:
H
uis)= —
0- "
Donde: \ "
: es una constante 0

Cuando  es igual a 1 se dice que la entrada es un
escalon unitario.
Nétese que la funcidn escalon queda indefinida para 0.

La funcién escaldn es la mas simple de las entradas que se le puede aplicar a un sistema, y por esto suele
ser la mas utilizada porque permite hacer analisis simples de la respuesta del sistema. Esta permite
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Tema 5. Respuesta de Sistemas

principalmente definir la respuesta de sistemas en donde los cambios son instantaneos y que luego se
mantienen en el tiempo, por gemplo la respuesta de un termdmetro clinico al ser introducido en un bafio a
una temperatura dada.

Entrada en rampa
En este caso la entrada varia linealmente con el
tiempo.
Esta se puede expresar de la siguiente forma:
(t):{( 0 parat<0
|Ht parat>0

O expresada en transformada de Laplace:
H
En este caso H define la pendiente de la rampa:
a
H==
b 0

La funcion rampa suele ser también muy utilizada ya >
que permite el estudio de la respuesta de un sistema sometido a una entrada que varia constantemente.
Por glemplo la respuesta de un motor al aumentar progresivamente la inyeccion de combustible.

u

v

Entrada sinusoidal A

En este caso la entrada cambia su magnitud de

acuerdo a una funcién sinusoidal de amplitud ==

constante 2y frecuencia

Esta se puede expresar de la siguiente forma:
u(t):{( 0 parat<0

v

|Hsingt parat>0 T
O expresada en transformada de Laplace:
U(S)= zH—wz
S"+m® < 1/ >
La funcion sinusoidal suele también ser muy 0

utilizada para definir la respuesta de sistemas en

donde la entrada suele variar muy rapidamente y

oscilar entre valores maximos y minimos. Por eeemplo la respuesta del sistema de amortiguacion de un
vehiculo.

Entrada en pulso

En este caso la entrada sufre un cambio instantaneo y
finito, pero de duracion finita en el tiempo. Esta se puede
considerar como una entrada en escalon de altura  /
pero de duracién finita en el tiempo, comenzando en el
tiempo 0 y terminando en el tempo

Esta se puede expresar de la siguiente forma:

OI:SCJeIa ae Ingenieria viecaniCa - ULA _



Introduccién al Control de Procesos para Ingenieros

{O parat<0,t >t

ut)=1
— para0<t<t
o
0O expresada en transformada de Laplace:
H §
Uls)= —[1-e™
6= La-e|

0

Donde y son constantes.

Entrada en impulso

Cuando el tempo  tiende a cero entonces se trata de un caso especial de la funcion pulso denominada
funcién impulso:
Esta se puede expresar de la siguiente forma:

{ 0 parat<0,t>t,

u(t)= %[!oi—q’ltﬂ para0 <t <ty

0
O expresada en transformada de Laplace:
Uls)=H
En este caso como la altura de la funcion impulso esiguala  / yla duracidnes  entonces el area bajo la

curva seraiguala . Cuando la el area de la funcién impulso es igual a la unidad entonces esta funcion recibe
el nombre de impulso unitario o delta de Dirac. Esta se designa cominmente como:

5(-t)

Y cumple las siguientes condiciones:
S(t—t)=0parat =t
§(t—t)=ooparat =t,

[5 (E-tpt=1

Se debe notar que un impulso de magnitud infinita y duracion cero es un término netamente matematico que
no existe en la realidad. Sin embargo, cuando la magnitud de un pulso es muy grande y su duracion muy
pequefia, entonces el pulso de entrada se puede aproximar a una funcion impulso que es mas sencilla de
tratar matematicamente.

La funcion impulso unitario es muy utilizada para el estudio de respuesta de sistemas ya que permite entre
otras cosas estudiar la respuesta de sistemas en presencia de una entrada discontinua, como el estudio de
impactos por gemplo.

Entrada en onda cuadrada A
La entrada en onda cuadrada se puede considerar

como una serie de pulsos sucesivos con signos _
alternados.
Esta se puede expresar de la siguiente forma: /
I Jean-Francois DULHOSTE <
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Tema 5. Respuesta de Sistemas

0 parat<O

ﬂ para0<t <ty
0

B parat, <t <2t

to

Esta funcion suele ser muy utilizada para definir la respuesta de sistemas en donde la entrada varia muy
rapidamente y oscilar entre valores maximos y minimos. Por eemplo la respuesta de sistemas electronicos y
de audio. El objetivo de esta funcién de entrada es muy similar al de la funcion sinusoidal pero permite
observar mas facilmente los resultados obtenidos siendo su computo mas complejo por tratarse de una
funcion discontinua.

Respuestas de sistemas de primer y segundo orden

Los modelos matematicos de sistemas fisicos lineales (o linealizados) se pueden clasificar segin el orden de
la ecuacion diferencial que los representa, es asi como se puede hablar de los sistemas de primer orden, los
sistemas de segundo orden y los sistemas de orden superior.

La respuesta de un sistema corresponde a la solucion de la ecuacion diferencial del modelo que lo
representa, la cual consta de dos partes:

e Una respuesta transitoria, correspondiente a la solucién transitoria (homogénea) de la ecuacion
diferencial y que representa la transicién entre el estado inicial del sistema y su estado una vez
absorbido por completo el efecto de la entrada. Esta influye en un periodo de tiempo corto después
de aplicada la entrada.

* Unarespuesta en estado estable, correspondiente a la solucion en estado estable (particular) de la
ecuacion diferencial y que representa la respuesta del sistema para un tiempo infinito después de la
aplicacion de una entrada cualquiera, momento en el cual se puede considerar que el sistema a
absorbido por completo el efecto de la entrada aplicada.

En casos practicos se considera que un sistema se encuentra en estado estable cuando la respuesta
transitoria es despreciable respecto de la respuesta en estado estable. Cuando un sistema tiene una alta
velocidad de respuesta la parte transitoria sera de muy corta duracion mientras que si posee una velocidad
de respuesta lenta la parte transitoria puede extenderse por un tiempo relativamente largo.

Se estudiara en esta parte la respuesta de sistemas de primer y sequndo orden sometidos a entradas en
escalon, en rampa y en sinusoidales. Estas respuestas permiten tener una comprensién clara de la
respuesta de sistemas en general.

Respuesta de sistemas de Primer Orden

Los sistemas de primer orden son aquellos cuyo modelo matematico responde a una ecuacion diferencial de
primer orden de la forma:

Donde:
: Representa la salida o respuesta del sistema
: Representa la funcion entrada al sistema
: Se denomina constante de tiempo del sistema.
: Ganancia en estado estacionario o ganancia del sistema. Este es un parametro muy importante
que interviene en la respuesta del sistema y cuyo valor permite en muchos casos ajustar el tipo de
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variable de entrada y salida (por efemplo fuerza con desplazamiento). Cuando la variable de entrada
es del mismo tipo que la de salida su valor suele ser 1 (por gemplo temperatura a la entrada y
salida).

Respuesta de un sistema de primer orden a una entrada en escalén

En este caso la entrada para t >0 sera: U= H, luego la ecuacién diferencial del sistema se puede escribir
como:

La respuesta de este sistema corresponde entonces a la solucion de la ecuacién diferencial, la cual se
obtiene en dos partes:

Respuesta en estado transitorio o también llamada solucion homogénea

Para obtener esta parte de la respuesta se iguala la ecuacion diferencial a cero, dicho de otra manera se
considera que la entrada es cero:
tDy+y=0
Y se obtiene la ecuacion caracteristica despejando la respuesta del sistema e igualando este a cero:
tD+1=0
Se obtienen las raices de la ecuacién caracteristica:
p_=1
T
Luego la solucion homogénea depende de la forma de las raices de la ecuacion caracteristica, que en este
Caos por ser una sola raiz real, la solucién homogénea sera de la forma:
Yr = Ce_tlr
Donde Ces una constante que depende de las condiciones iniciales del sistema.

Respuesta en estado estable o también llamada solucién particular
Para obtener la solucion particular de una ecuacion diferencial se supone que la solucion sera similar a la
entrada:
yEas =A
Donde A es una constante.
Se obtiene la derivada de la solucion supuesta:
Dyess =0
Se sustituye la solucién supuesta y su derivada en la ecuacién original, para obtener el valor final de la
solucion particular:
A=KH
Ye =KH

Respuesta completa

La respuesta completa del sistema sera entonces la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en
estado estable:

y=Y¥r+tV¥e

y=Ce 't + KH
Falta entonces obtener el valor de C con las condiciones iniciales. Para un sistema de primer orden se
requiere de una sola condicion inicial, la cual depende del estado en que se encuentra el sistema en el
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momento inicial en que se aplica la entrada (t = 0). En este caso tomaremos por simplicidad y sin pérdida de
generalidad las condiciones iniciales siguientes:

t=0 = Yy,=0
Para determinar el valor de la constante C se debe sustituir el valor de las condiciones iniciales y del tiempo
en el cual estas se aplican en la ecuacion de la respuesta del sistema:

0=Ce™ +KH

C=-KH
Finalmente la respuesta del sistema sera:

y=-KHe"'{ + KH
Con esta ecuacion que define la respuesta del sistema se puede determinar el valor de la respuesta y para

cualquier instante de tiempo, es asi como por eemplo, y en el caso que la ganancia 1:
Parat=1

y=H[L-e £ )=0.6321H
Para t =4t
y=H[-e"/)=09817H

Esta respuesta se puede representar graficamente como sigue:
A

98.17%
63.21% t—--

A\ 4

0 4

A partir de estos resultados se define la constante de tiempo ( ) como el tiempo requerido para que la
respuesta de un sistema de de primer orden alcance el 63.21% del valor del escaldn al cual fue sometido.
Otra definicion de la constante de tiempo es el tiempo necesario para que un sistema de primer orden
sometido a una entrada en escalon alcance su valor en estado estable si mantuviera la velocidad de
respuesta inicial.

Esta constante de tiempo es entonces un parametro que define la velocidad de respuesta de los sistemas
de primer orden, mientras mas grande es la constante de tempo mas lenta sera la respuesta del sistema.
Se considera que un sistema de primer orden se encuentra en estado estable cuando el tiempo transcurrido
a partir de la aplicacion de la entrada es superiora 4 .

Respuesta de un sistema de primer orden a una entrada en rampa

En este caso la entrada para t > 0 sera: U = Ht, luego la ecuacion diferencial del sistema se puede escribir
como:
Dy +y=KHt
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La respuesta de este sistema corresponde entonces a la solucion de la ecuacion diferencial, la cual se
obtiene en dos partes:

Respuesta en estado transitorio o también llamada solucion homogénea

Para obtener esta parte de la respuesta se iguala la ecuacidon diferencial a cero, dicho de otra manera se
considera que la entrada es cero:

Dy+y=0
Y se obtiene la ecuacion caracteristica despejando la respuesta del sistema e igualando este a cero:

tD+1=0
Se obtienen las raices de la ecuacion caracteristica:

p_—L

T

Luego la solucion homogénea depende de la forma de las raices de la ecuacion caracteristica, que en este
caos por ser una sola raiz real, la solucion homogénea sera de la forma:

yr =Ce '/

Donde Ces una constante que depende de las condiciones iniciales del sistema.

Respuesta en estado estable o también llamada solucién particular

Para obtener la solucion particular de una ecuacion diferencial se supone que la solucion sera similar a la
entrada:
yEaS = A+ Bt

Donde A es una constante.
Se obtiene la derivada de la solucién supuesta:
Dyes =B
Se sustituye la solucién supuesta y su derivada en la ecuacién original, para obtener el valor final de la
solucion particular:
B+ A+ Bt=KHt
Se obtienen dos ecuaciones, una con los términos cont y otra con los términos independientes:

B=KH
1B+ A=0< A=—KH
Ve =—tKH + KHt

Respuesta completa

La respuesta completa del sistema sera entonces la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en
estado estable:

y=Y¥r+Y¥e
y=Ce 't —tKH + KHt
Falta entonces obtener el valor de C con las condiciones iniciales. En este caso tomaremos por simplicidad y

sin pérdida de generalidad las condiciones iniciales siguientes:
t=0 = Yo = 0

Para determinar el valor de la constante Cse debe sustituir el valor de las condiciones iniciales y del tiempo
en el cual estas se aplican en la ecuacion de la respuesta del sistema:

0=Ce % —tKH + KHO
I Jean-Francois DULHOSTE



Tema 5. Respuesta de Sistemas

C=1tKH
Finalmente la respuesta del sistema sera:
y =tKHe £ —tKH + KHt

Esta respuesta se puede representar graficamente, en el caso de 1, como sigue:
A

En este caso la respuesta en estado estable tiende a una recta paralela a la entrada pero desfasada en un
valor

Respuesta de un sistema de primer orden a una entrada sinusoidal

En este caso la entrada para t >0 sera: U= H sinmt, luego la ecuacién diferencial del sistema se puede
escribir como:

Dy +y = KH sinwt
Consideraremos aqui el caso en que 1 solamente, para mayor simplicidad:

Dy +y =Hsinwt
La respuesta de este sistema corresponde entonces a la solucion de la ecuacion diferencial, la cual se
obtiene en dos partes:

Respuesta en estado transitorio o también llamada solucién homogénea

Para obtener esta parte de la respuesta se iguala la ecuacion diferencial a cero, dicho de otra manera se
considera que la entrada es cero:

tDy+y=0
Y se obtiene la ecuacion caracteristica despejando la respuesta del sistema e igualando este a cero:

tD+1=0
Se obtienen las raices de la ecuacion caracteristica:

p_-L

T

Luego la solucion homogénea depende de la forma de las raices de la ecuacion caracteristica, que en este
caos por ser una sola raiz real, la solucion homogénea sera de la forma:

yr = Ce_tlr

Donde Ces una constante que depende de las condiciones iniciales del sistema.
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Respuesta en estado estable o también llamada solucion particular

Para obtener la solucion particular de una ecuacion diferencial se supone que la solucién sera similar a la
entrada:

Yeas = ASIN pt + B cospt
Donde A es una constante.
Se obtiene la derivada de la solucion supuesta:

DYeas = Am COSmt — By Sin ot
Se sustituye la solucion supuesta y su derivada en la ecuacion original, para obtener el valor final de la
solucion particular:

T(Awcoswt — Bmsinmth+ Asinot + Bcosot = H sinot

Se obtienen dos ecuaciones, una con los términos con y otra con los términos con
A _ H
—-tBo+A=H 147207
TAo+B=0 B— —toH
S
l+t°m
La solucion particular serd entonces:
H —ToH
Ye = ————Sinw t-a—z—zcoscot
1410 2 1+1°®

Respuesta completa

La respuesta completa del sistema sera entonces la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en
estado estable:

Yy=Yr+VYe
_t —toH
y=Ce 'k + ﬁsm ot + ——— Cos ot
+1d 1+1°®
Falta entonces obtener el vanr de con las condiciones iniciales. En este caso tomaremos por simplicidad y
sin perdida de generalidad las condiciones iniciales siguientes:
t=0 = Yo =
Para determinar el valor de la constante  se debe sustituir el valor de las condiciones iniciales y del tiempo
en el cual estas se aplican en la ecuacion de la respuesta del sistema:

0=Ce®%+_ 1 sinwo+ =T2H coswo
1+t 2 1+t ‘o
o H
=7
1+t "o
Finalmente la respuesta del sistema sera:
y= O el H _sin ot _TOH  cosoo
= Ll T -
1+16 2 1+td ° 1+t 0
Para tener una forma de respuesta mas facil de representar graficamente utilizaremos la relacién

trigonométrica:
. -1
Msino t+Ncoso {= M*+ N sin(oot +tan (N )
Obtenemos entonces que la solucién en estado estable se puede expresar como:
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ToH -t H

y= e k+ sin(ot +
1+1d ° J1+t o (ot:+4)
Donde:
ToH )
b = tan™ S0 _ tan(e)
H) (1+t(5 )

Esta respuesta se puede representar graficamente como sigue:
4

~H
v+t e’

0 ‘ g
M

La respuesta en estado estable tiende a una funcion sinusoidal de menor amplitud y desfasada un angulo ¢ .

Respuesta de sistemas de Segundo Orden
Los sistemas de segundo orden son aquellos cuyo modelo matematico responde a una ecuacion diferencial
de segundo orden de la forma:

D’y + 2£ DY +@ n’Y = KU

Donde:
: Representa la salida o respuesta del sistema
: Representa la funcion entrada al sistema
: Es la relacion (o radio) de amortiguamiento del sistema
: Es la frecuencia natural del sistema
: Ganancia en estado estacionario o ganancia del sistema.
Para mayor simplicidad consideraremos a continuacion solo el caso en que 1:
2
La respuesta para un 1 puede obtenerse con la mismo procedimiento expresado para los sistemas de
primer orden.
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Respuesta de un sistema de segundo orden a una entrada en escalon

En este caso la entrada para t >0 sera: U= H, luego la ecuacién diferencial del sistema se puede escribir
como:

2 2 2
La respuesta de este sistema corresponde entonces a la solucion de la ecuacion diferencial, la cual se
obtiene en dos partes:

Respuesta en estado transitorio o también llamada solucion homogénea
Para obtener esta parte de la respuesta se iguala la ecuaciéon diferencial a cero, dicho de otra manera se
considera que la entrada es cero:
D*y+2t0 DY+
Y se obtiene la ecuacion caracterfstica despejando la respuesta del sistema e igualando este a cero:
D* + 22';(9 D+o

. , _n, .
Se obtienen las raices de la ecuacidon caracteristica:

~260 | t?4E ‘b
Dl,2= /|,2

D1,2 = _E;OJn + on ‘\/é ? -1

Luego la solucién homogénea depende de la forma de las raices de la ecuacion caracteristica, en este caso la
forma de las raices depende del radio de amortiguamiento ( ), la solucién homogénea puede entonces tomar
varias formas como se presenta a continuacion:
Si & >1 aparecen dos raices reales positivas.
La solucién transitoria sera entonces de la forma

-+ )

L v J& 1)t

Yr =C€& w0 o ) +Ce " y

Si & =1 aparecen dos raices reales iguales.

La solucién transitoria sera entonces de la forma
yr =Cie e, +Cote "

Si 0 <& <1 aparece un par de raices imaginarias.

La solucién transitoria sera entonces de la forma

fr =& o Casinlon &7 t~Cacosd {757 H

Si & =0 aparece un par de raices imaginarias puras.
La solucion transitoria sera entonces de la forma
yr = C;sin gt — C, cos gt

Donde 'y son constantes que dependen de las condiciones iniciales del sistema.

Respuesta en estado estable o también llamada solucién particular

Para obtener la solucion particular de una ecuacion diferencial se supone que la solucidon sera similar a la
entrada:
YEas = A
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Donde A es una constante.
Se obtienen las derivadas de la solucion supuesta:

DyEas = 0; D2 YEas = 0
Se sustituye la solucion supuesta y su derivada en la ecuacion original, para obtener el valor final de la
solucién particular:

Mn ’ A= Mn ’ H

ye=H

Respuesta completa

La respuesta completa del sistema sera entonces la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en
estado estable:

Yy=¥r+Y¥e
Donde  es cualquiera de las cuatro opciones determinadas anteriormente.
Sig>1:
-+ ) - - )
UL T LR
yT:Cle Eo ® 5 +C2e o ® ) +H
Sig=1:
yT = Cleiiwnt + Czte};wnt + H
Si0<g<l:
-t . 2
Y1 =€ ¢, |CySiN F*)” - t(ﬁncz]coa( )t)v‘ H
Sig=0:
yr =C;sin gt — C, cos .t + H
Falta entonces obtener el valor de las constantes y  con las condiciones iniciales. Para un sistema de
segundo orden se requiere de dos condiciones iniciales, la cuales depende del estado en que se encuentra el
sistema en el momento inicial en que se aplica la entrada ( 0). En este caso tomaremos por simplicidad y

sin perdida de generalidad las condiciones iniciales siguientes:
t=0 = y,=0; Dy,=0
Para determinar el valor de las constantes y  se debe sustituir el valor de las condiciones iniciales y del

tiempo en la ecuacion de la respuesta del sistema y en su derivada:
Sig>1:

'—?;0) nHwng “~1'0 ! 0)_1\‘0
0=Cel ol " yCel I 4
’ n n‘\} _]7\0 ( ' 7 _) (‘&(D n‘g)“é —1)\\0
0=C (—Fn +mnF 2—1‘&_ ' +C2 _2_3(0“_0)“ ~1F
Cl + C2 = —H

Cl~Ean +an B 1|+ Cs &an —aon (ET L -0

Escuela de Ingenieria Mecanica - ULA I



BT Introducdion al Control de Procesos para Ingenieros

Q:—H—HW?Q Vo
2mn &.: -1

/.,

C2 = ™ o (1
2mn é -1

Sig=1:

0=Cie ey +Co0e," +H

0= —&(,)ncle_gmno + Cze_gmno - &_,(Dncz Oe_&wno

0= Cl +H C1 =-H

=

0= —féconcl +C, C, = _{;(Dn H
Si0<g<1:

0= e‘ém"0 C,sin {Dn W - dzstT )O)+ A

0= o"[Cusin b, I & Leed o]

+€ Cl(@n 1;[—5 cos O()n ]‘ng 0+C, (DL Lq[gz sin wn( 1—1/§2 0
0=-C, +H c2=h
- _ (‘CDOJnH

Sig=0:

0=C;sin,0-C, cos,0+H
0 = Cymn €0S n 0+ Cyn SIN 9, 0

0:—C2+H CQZH
O=C10)n C1=O

Finalmente la respuesta del sistema sera:

Sig>1:

yr = [ H— Hégm O n&/ﬁ__l}\
L 20, & J I

Sig=1:
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yr =—He," —g@nHte " + H

Si0<g<l:
yT_egm"t(HsinLgn\/l_g’)H(%)co%@n ¢ )t]+H
Sig=0:

yr =—H cos.t+H

Con esta ecuacion que define la respuesta del sistema se puede determinar el valor de la respuesta y para
cualquier instante de tiempo. Esta respuesta se puede representar graficamente como sigue:

A

;I\ yso<e<i)\ /\
N\ ;\yoe=o [

En funcion de estos resultados las respuestas de los sistemas de segundo orden se clasifican segun el valor
del coeficiente de amortiguamiento (& ):

Si & >1: Respuesta Sobre-Amortiguada. El sistema responde a una entrada en escalon lentamente.

Si € =1: Respuesta Criticamente Amortiguada. El sistema responde a una entrada en escalén con maxima
velocidad de respuesta sin oscilar.

Si 0<& <1: Respuesta Sub-Amortiguada. El sistema responde rapidamente pero comienza a oscilar
tratando de alcanzar el valor del escalon.

Si & =0: Respuesta sin amortiguamiento. El sistema oscila constantemente entre 0y 2 .

Definiciones utilizadas en la respuesta transitoria de sistemas
Tiempo de retardo. Es el tiempo que tarda la respuesta en alcanzar por primera vez la mitad del valor final.
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Tiempo de crecimiento. Es el tiempo requerido para que la respuesta vaya del 10 al 90% (sistemas sobre-
amortiguados) o del 0 al 100 % (sistemas sub-amortiguados) de su valor final.

Sobreimpulso méximo. Es el valor del pico maximo de la curva de respuesta medido desde el escalon.

Tiempo de pico. Es el tiempo requerido para que la respuesta alcance el primer pico de sobreimpulso.

Tiempo de establecimiento. Es el tiempo requerido por la curva de respuesta para alcanzar y mantenerse
dentro de un determinado rango. Por lo general este rango es del orden del 2 al 5% de error respecto al valor
del escalon.

Respuesta de un sistema de segundo orden a una entrada en rampa

En este caso la entrada para t > 0 sera: U = Ht, luego la ecuacién diferencial del sistema se puede escribir
omo:
2
Dy + 280 DY +m 1’y = n* Ht
La respuesta de este sistema corresponde entonces a la solucion de la ecuacién diferencial, la cual se
obtiene en dos partes:

Respuesta en estado transitorio o también llamada solucién homogénea
Las mismas cuatro opciones que para la entrada en escalon.

Respuesta en estado estable o también llamada solucién particular
Para obtener la solucion particular de una ecuacion diferencial se supone que la solucidn sera similar a la
entrada:
Yeas = A+ Bt
Donde A es una constante.
Se obtiene la primera y segunda derivada de la solucion supuesta:
Dy = B; DYews =0
Se sustituye la solucién supuesta y su derivada en la ecuacién original, para obtener el valor final de la
solucion particular:

2&(,) B+o 2
. s ~a ) , R s . . .
Se obtienen dos ecuaciones, una con los términos cont y otra con los términos independientes:
o, n B=o B=H
N = -2& H
2}:30) B+o A=
AN n

La solucion en estado estable sera:
™ n

Respuesta completa

La respuesta completa del sistema sera entonces la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en
estado estable:

Y=Yr+V¥e
Ye =Yr — 2—E—"H+Ht
Mn
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Donde ( Y1) es cualquiera de las cuatro posibilidades vistas en la entrada en escalon. Falta entonces
obtenerelvalorde y  conlas condiciones iniciales, para obtener la solucién completa.

La respuesta obtenida se puede representar graficamente como sigue:
4

»
»

| <l | | | |

~2EH |-

n

En este caso la respuesta en estado estable tiende a una recta paralela a la entrada pero desfasada en un
—2EH
valor — 7.

Respuesta de un sistema de segundo orden a una entrada sinusoidal
En este caso la entrada para t >0 sera: U= H sinmt, luego la ecuacién diferencial del sistema se puede
escribir como:

Dy + 280Dy +mn’y =@ n*Hsing t
La respuesta de este sistema corresponde entonces a la solucion de la ecuacion diferencial, la cual se
obtiene en dos partes:

Respuesta en estado transitorio o también llamada solucién homogénea
Las mismas cuatro opciones que para la entrada en escalén.

Respuesta en estado estable o también llamada solucion particular
Para obtener la solucion particular de una ecuacion diferencial se supone que la solucion sera similar a la
entrada:
Yeas = ASIN ot + B cospt
Donde A es una constante.
Se obtiene la primera y segunda derivada de la solucion supuesta:
DY es = A COS ot — B SiN ot : D’ Vew =—Aw” Sinwt — By’ Cosot
Se sustituye la solucion supuesta y su derivada en la ecuacion original, para obtener el valor final de la
solucién particular:
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- An?sing t-Bo “cose th2ew Ao c0se t-Bw sing the
Se obtienen dos ecuaciones, una con los términos con y otra con los términos con

-Aw’ -2t Bo +d

2 P\ - L1
-Bop +2twm Aw  +o
D_ N
A ((onzz—(o ‘o n H
((Dnzz_(DZ)A_ngnm B=0 (mnz _(02)2 +(2§0)n® 2)
—
2&,(,02 ( n(zJ) A+)60n — B= 2&,0) 3 n®
D—n B ( 2 2)2"_;_ (2 2)
0, -0 Ewn®
La solucion particular sera entonces:
2 2 2 3
— H . 2
Ve = 2(0‘)n o b _sinot— — é(‘z)u " ~cosot
(con —® ) +(Ewne 2) ( 0! ) +REm ne 2)
)
JHleon )
Veas = ( , ) 2, (((Dn - )sm (,)t—za(,)ng) COS(,)t)
n - n

(O]

Respuesta completa

La respuesta completa del sistema sera entonces la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en
estado estable:

Yy=Y¥r+Ye
Donde ( Y1) es cualquieragde las cuatro posibilidades vistas en la entrada en escaldn. Falta entonces

obtenerelvalorde y  ¢onlas condiciones iniciales, para obtener la solucién completa.
|

La respuesta obtenida se pliede fiep,

ente como sigue:

La respuesta en estado estable tiende a una funcion sinusoidal de menor amplitud y desfasada un angulo ¢ .
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Solucion de las ecuaciones en representacion de estado.

En el caso de los sistemas representados en espacio de estado para obtener la respuesta del sistema es
necesario primero resolver la ecuaciéon de estado (ecuacion dinamica):

Una vez que se tenga esta solucion la respuesta del sistema corresponde a una operacion algebraica
establecida en la ecuacion de salida:

Como se trata simplemente de una representacion diferente de un mismo sistema tendremos también una
respuesta transitoria (también llamada respuesta libre) y una respuesta en estado estable (también
llamada respuesta forzada).

Respuesta transitoria

En el caso general en donde el modelo es variable en el tiempo, se requiere definir una matriz de transicién de
estado ® que interviene en la solucion de la ecuacion de estado.

Matriz de transicion: La solucién de la ecuacion de estado homogénea (con entrada 0):
Donde es continua respecto de , esta dada por la respuesta libre del sistema, que es la respuesta del
sistema producto de sus condiciones iniciales:
o v
Donde ® , es la denominada matriz de transicidn, solucion de la ecuacion diferencial:
¢, , v

Esta matriz posee las siguientes propiedades:

e & , D , o,

e & , esinvertble paratodo ytodo

o O , o, Y ,

En el caso general, de un sistema variable en el tiempo, es raramente posible calcular la solucion exacta de la
matriz de transicion, por lo cual su solucion suele calcularse de forma numérica. Mientras que para sistemas
LTI, la matriz de transicion si se puede calcular de forma explicita, solucidbn que sera mostrada mas
adelante.

Respuesta en estado estable

La respuesta en estado estable es la respuesta del sistema a sus sefiales de entrada para condiciones
iniciales nulas. Esta solucién se obtiene para sistemas en espacio de estado con la expresion:
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Respuesta completa
La respuesta completa del sistema representado por la solucion de la ecuacion dinamica de estado:

Se puede obtener entonces, aplicando el principio de superposicion, a partir de matriz de transicién, este
sera la suma de la respuesta transitoria mas la respuesta en estado estable, de la cual resulta la expresion:

o, (OJNS

La salida del sistema se puede entonces calcular con la expresion:

P, o,

Caso particular de los sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI). Solucion en el dominio del
tiempo.
Consideremos el modelo LTI:

El cual se caracteriza completamente por las matrices , , , ,donde € es el vector de estado,
€ es el vector deentradae € es el vector de salida. Se define el orden ( ) del modelo a partir
de la dimensién del vector de estado.

En el caso de un modelo estrictamente propio, para el cual la matriz de transicién directa 0, se tiene
el modelo LTI homogéneo (sin entrada) y con las condiciones iniciales ,

La matriz de transicién se puede calcular con la expresion:
%,

Que se puede calcular con un desarrollo en serie de Taylor:
1 2' “es ' ess '

La respuesta en estado transitorio del sistema sera entonces:

Nota: Se debe tomar en cuenta que a diferencia de los nimeros escalares ( . . ) las operaciones con
matrices no son conmutativas ( . . ), por lo tanto:
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Teorema de Cayley-Hamilton.

Este teorema permite simplificar el calculo de la aproximacion del exponencial por la serie de Taylor,

limitandolo a un nimero finito de términos.

Toda matriz cuadrada  es solucidén de su ecuacidn caracteristica. Por lo tanto, si es el polinomio

caracteristico de : . entonces para una matriz cuadrada de dimension
es un polinomio de grado

El teorema de Cayley-Hamilton dice que  cumple con la propiedad:
0

Es decir,  se puede expresar como una combinacion lineal de las potencia inferiores de A :

En consecuencia se puede calcular:

— )

Utilizando solamente las potencias de estrictamente inferiores a , es decir que existe un juego de

coeficientes 0, 1... 1 tales que
)]

La respuesta en estado estable de un sistema LTI se puede calcular con:

Un sistema LTI de la forma:

Tiene como solucién de su ecuacion dindmica de estado:

La respuesta completa de este sistema se puede calcular con la expresion:

Caso particular de los sistemas Lineales Invariantes en el Tiempo (LTI). Solucion en el dominio de
Laplace.

También se puede determinar la matriz de transicion utilizando la transformada de Laplace del modelo del
sistema, para ello partimos del modelo LTI:
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Considerando las condiciones iniciales iguales a cero, condicién que se aplica a todas las transformadas de
Laplace, le solucién de la ecuacion de estado es de la forma:

P 0 )

Y se puede demostrar que:
o

Se puede por lo tanto determinar la solucién de la ecuacidn de estado obteniendo la transformada de

Laplace inversa de &
P o

Ejemplo: se quiere determinar la matriz de transicion del sistema LTI representado por la matriz:

0 2
1 3
La matriz de transicién en transformada de Laplace se determina con la expresion:
@ 10 0 2 2
0 1 1 3 1 3
1
o L 3 2 1 3 2
1 3 2 1
3 2
® 1 2 1 2
1
1 2 1 2

Para determinar la transformada inversa se debe descomponer los elementos de la matriz en fracciones
parciales, por eiemplo para el primer elemento de la matriz tenemos (

3
1 2 1 2
Con: ——, por lo tanto:
1 3
1 2 2
2 3
1 2 1
La matriz de convierte entonces en:
2 1 2 2
1 2 1 2
® 1 1 1 2
1 2 1 2
La matriz de transicion del sistema sera entonces:
® ® 2 2 2
2
Si consideramos unas condiciones iniciales diferentes de conocidas, por eemplo 0 0 1, se

pueden determinar entonces los valores de los estados para cualquier tempo

I Jean-Francois DULHOSTE



Tema 5. Respuesta de Sistemas

Ejercicios l
1. Cuales el valor o el rango devalores de  para que el sistema de '
la figura responda en forma sobreamortiguada, criticamente
amortiguada, subamortiguada y sin amortiguamiento. Hallar las \L
expresiones para y . Para el mismo sistema trate de hacer
una grafica aproximada de la respuesta ( ) para cada uno de los
cuatro casos. Determine adicionalmente el valor de la frecuencia

natural amortiguadae « = nf1-€ * .

171717177777

2. La grafica representa la
respuesta de un
termometro clinico
(primer orden) cuando 0 2 3 4
se introdujo | .
repentinamente en un 5.2 84k m e
bafio a -20 °C.

Determine la ecuacion 20
del termdmetro v
sabiendo que la

temperatura ambiente es de 20°C.

3. Determine  al cabo de un segundo de cerrar el siguiente —0
circuito, donde 24 voltios 20 , 20 Henrys. <« » “«—>
Vr Vi
4. Untermdmetro clinico se introduce repentinamente en un ,

bafio a 80 °C, calcule el valor de la constante de tiempo ( )
para que en 20 segundos indique 75 °C. La temperatura ambiente es de 25 °C.

20

\ 4

5. Se tiene una resistencia eléctrica introducida en un bafio, el cual se puede considerar aislado
térmicamente del exterior, y que se encuentra inicialmente a temperatura ambiente. La resistencia
se prende, y a los 5 minutos se introduce un termémetro de primer orden. ;Cual es la lectura del
termdmetro a los 2 minutos de haberse introducido? Si: 202, 2, 2000

10 , 8 / ° ./ 2 ,constante de tiempo del termdmetro de
30 . Haga una gréafica aproximada de la respuesta del proceso.

6. Se tiene untanque de aire comprimido conectado a un compresor mediante una valvula, a un
mandmetro por otra valvula, y a la atmdsfera por otra valvula. Inicialmente el compresor se
encuentra apagado y todas las valvulas abiertas. Se cierran las valvulas del manémetro y descarga
a la atmosfera y posteriormente se prende el compresor, con lo cual el tanque comienza a llenarse de
aire, con un incremento de presion lineal a razén de Un Psi por segundo. Treinta segundos después se
abre la valvula del mandémetro. Un minuto después de abierta esta Ultima se apaga el compresor, y
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se cierra la valvula que comunica el compresor con el tanque para evitar pérdidas. Cual es el valor
indicado por el mandémetro al cabo de 2 minutos de haberse prendido el compresor, si este es un
instrumento de primer orden con una constante de tiempo de 0,5 min.

7. Se tiene un envase con mezcla de agua y hielo sobre un mechero para calentarla, y fuera del envase
se tiene un termdmetro de primer orden con una constante de tiempo de 0.5 minutos. Se prende el
mechero, con lo cual el agua comienza a calentarse a razdn de 1 °C por minuto. Treinta segundos
después se introduce en el envase el termdmetro. Un minuto después de introducido el termdmetro
se reduce la llama del mechero, con lo cual la temperatura del agua se mantiene constante. Cual es
el valor indicado por el termémetro al cabo de 2 minutos de haberse prendido el mechero.

8. Enunsistema neumatico se tiene un mandmetro conectado a un tanque mediante una valvula A, el
tanque posee dos valvulas mas una B que lo conecta a un compresor y una C a la atmosfera.
Inicialmente todas las valvulas se encuentran abiertas, se cierran Ay Cy se prende el compresor con
lo cual la presién en el tanque aumenta a razén de 1 psi/seg, al cabo de un minuto se cierra la valvula
B, se apaga el compresor y se abre la valvula A. Dos minutos después se vuelve a prender el
compresor y se abre la valvula B con lo que la presion sigue aumentando con caracteristicas
similares al proceso anterior. Si el mandmetro se comporta como un instrumento de segundo orden
con radio de amortiguamiento igual a 0.8 y frecuencia natural igual
a 1/60 rad/seg, determine la presion indicada por el manémetro al
cabo de tres minutos de haberse cerrado la valvula B.

9. El esquema de la figura representa un sistema mecanico de masa P
resorte amortiguador, inicialmente el sistema esta en reposo, es
decir 0 y no existe peso sobre él, posteriormente se van
colocando pesos sobre la masa de la siguiente forma: para 5
2 ,para 10 seafiadel ,yen 30 selequitan 2
Silosvaloresde , vy sonrespectvamentel ,1 / vy
1 / ,determinela posicion dela masa  para untiempo de 45
segundos. Considere la gravedad de la tierra como 10 /

\ 4

‘——g

10. Se tiene un voltimetro de corriente continua, el cual debido a su estructura interna se comporta
como un instrumento de segundo orden con relacion de amortiguamiento igual a 0.9 y frecuencia
natural igual a 1 / . Elinstrumento se encuentra inicialmente desconectado y se conecta
a una bateria de 12 . Al cabo de un minuto se le conecta a la bateria un cargador por lo cual
su voltaje comienza a aumentar a razén de 0.1 voltios por segundo hasta llegar a 14 , a partir
de este momento el voltaje de la bateria permanece constante. ;Cual sera el voltaje indicado por el
instrumento al cabo de 2 minutos de haberse conectado?

11, Se tiene un medidor de flujo para gasolina, con el cual se quiere medir la cantidad de combustible que
gasta un vehiculo en un momento determinado. Inicialmente el vehiculo se encuentra apagado por lo
que el flujo de combustible es nulo, y se enciende el motor dejandolo en velocidad de marcha minima,
con lo cual empieza a consumir un caudal de combustible de 5 litros por hora. Al cabo de 5 minutos
se comienza a acelerar el motor progresivamente por lo que el consumo de combustible aumenta a
razon de 1 litro por hora cada minuto hasta alcanzar la velocidad maxima del motor, en donde éste
consume 20 litros por hora. Tres minutos después de haber alcanzado la velocidad maxima se apaga
el motor. Si el instrumento es de segundo orden con radio de amortiguamiento de 12y frecuencia

N jean-Francois DULHOSTE



Tema 5. Respuesta de Sistemas

natural de 60 radianes por segundo ;Cual sera el valor de flujo indicado por el instrumento 24
minutos después de de haberse encendido el motor?

. En la figura se observa un tanque de agua en donde se quiere medir el nivel mediante un manémetro
conectado en el fondo a través de la valvula V1, dicho tanque tiene un area 10  poseeuna
entradadeagua  através de la valvula V3y una salida Qs a travez de la valvula V2. EI mandémetro

funciona como un instrumento de segundo orden con 0.8ye— einicialmente la valvula V1

se encuentra cerrada, indicando el manémetro presion atmosférica; el nivel de agua en el tanque se
encuentra en 2 metros y los flujos de entrada y salida son iguales ( 5 / ).

Repentinamente se abre la valvula V1 y por tanto el
mandmetro empieza a medir la presion en el fondo del

V3 l l
tanque que es proporcional al nivel, al cabo de 2 '
minutos se abre un poco mas la valvula V2 por lo que 2m
el flujo de salida aumenta repentinamente al doble del I

N\

Vi1

flujo de entrada ( 2 ), dos minutos después se
wuelve a cerrar un poco la valvula V2 hasta que los

flujos de entrada y salida vuelven a ser iguales ( —
), esto se mantiene durante 1 minuto al cabo del V2

cual se abre un poco la vélvula V3 por lo que el flujo de

entrada pasa a ser el doble del flujo de salida ( 2 ). a) Haga la grafica aproximada del

proceso, entrada (nivel del tanque “ ” ), salida (nivel indicado por el mandmetro

“or ). b) Cual seréa el valor del nivel en el cual se encuentra el tanque ( ) al cabo de 7

minutos de comenzar el proceso. c) Cual es el valor de presion ( ), en psi, indicado por el

manometro el cabo de 7 minutos de comenzar el proceso. d) Cual es el error que se comete en la
lectura del nivel a través del mandmetro.

Datos adicionales: y 9800 / . 1 / 145 10 4 /
Y
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Tema 6. Estabilidad de Sistemas

Introduccion

La nocién de estabilidad es fundamental en el desarrollo de sistemas de control y en particular para los
sistemas retroalimentados. La ausencia de esta propiedad vuelve inGtil en la practica a cualquier sistema.

Existen diversas formas de definir la estabilidad. Por eemplo se puede hablar de la nocién de estabilidad de
un sistema autonomo que no es idéntica a la utilizada en sistemas sometidos a entradas y salidas (en
donde la energia puede tener ciertos limites). También podemos referir que la estabilidad entre la entrada y
la salida no necesariamente implica una estabilidad interna a los sistemas. Se puede hablar entonces de
estabilidad local, global o semiglobal seguin el sistema no lineal en consideracion.

Aqui nos vamos a interesar solamente a un tipo de estabilidad, utilizada para una clase de sistemas
especificos, entre los que se encuentran los sistemas LTI, la cual es la descripcion de estabilidad entrada

salida, la cual nos lleva a la definicidn de estabilidad de entradas y salidas limitadas, cominmente
denominada estabilidad BIBO (Bounded Input Bounded Output).

Definiciones de estabilidad BIBO

1. Unsistema es estable si responde en forma limitada a una excitacién limitada.

2. Unsistema estable es aquel en que los transitorios decaen, es decir, la respuesta transitoria
desaparece para valores crecientes del tiempo.
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| | \U‘ ..'\,,IJ "' | ’ I\ [ .'n | .ll l|
> > — —>
t ¢ ’ V
Estable Estabilidad

Inestable

Tal consideracion sugiere que los coeficientes de  en los términos exponenciales de la respuesta transitoria
sean numeros reales negativos o nimeros complejos con parte real negativa.

Esto implica que para que un sistema sea estable las raices de la ecuacion caracteristica deben ser

negativas o con parte real negativa. Esto es ya que la ecuacidn caracteristica representa la parte
transitoria (homogénea) de la ecuacion que rige el sistema.

De lo anterior podemos observar que la estabilidad no depende de la entrada sino que es una caracteristica
propia del sistema.

Ejemplo 1. Para un sistema de primer orden la ecuacion caracteristica es:
tD+1=0
La solucién transitoria es de la forma:
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yr = Ce .
Este sera estable siempre que la constante de tiempo sea positiva.

Para un sistema de segundo orden:
D’ + 2&_‘0) D+e

La solucién transitoria es de la forma:
Si & >1 aparecen dos raices reales positivas.

’l - + _ \‘t
Yr =Cse' o' ) +Ce e
Si & =1 aparecen dos raices reales iguales.
- E-—
yT = Cle ) + Czte 30
Si 0<§& <1 aparece un par de raices imaginarias.

v —e iy Sin((,On ﬁr)t—cz cos({,)n WH

Si & =0 aparece un par de raices imaginarias puras.
yr = C;sin ot — C, €oSs gyt

Si & <0 aparece un par de raices imaginarias puras.

Vr :eimnt C,sin @n\ﬁr t—C,cos L’” \Ii__gr%)

Solo en este Ultimo caso el sistema serad inestable, ya que el coeficiente de t en el
exponencial es positivo, luego los transitorios aumentan en el tiempo.

Estabilidad limitada

Es el caso que sirve de frontera entre | estabilidad absoluta y la inestabilidad, y se presenta cuando las
raices de la ecuacion caracteristica tienen partes reales iguales a cero.

La respuesta resulta ser una oscilacion permanente cuya amplitud ni crece ni decae en el tiempo.

Esto es el caso de & =0 para un sistema de segundo orden por gemplo.

Conclusion

De todo lo anterior podemos obtener las siguientes conclusiones:

1. Unsistema es estable si todas la raices de la ecuacion caracteristica son negativas o con parte
real negativa.

2. Unsistema es inestable, si tiene en su ecuacion caracteristica alguna raiz positiva o con parte real
positiva.

3. Unsistema tiene estabilidad limitada si alguna de sus raices son pares de imaginarios puros. Una
raiz cero no influye sobre la estabilidad porque la respuesta no es oscilatoria.

4. Si el polinomio de la ecuacion caracteristica tiene algun coeficiente ausente o negativo entonces el
sistema es inestable.

Ejemplo 2. Algunas ecuaciones caracteristicas

1. D+1D+2|D+3)=0 Es estable porque todas las raices son negativas
2. (S+1s+2)s- 3152 + 4)= O Inestable por tener una raiz positiva
3. 6 +1132 - 4) =0 Inestable por tener una raiz positiva (+2)
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4. (S 2+ 4)(82 +16): 0 Estabilidad limitada ya que tiene dos pares de raices imaginarias
puras
5. (3 2 +16)(S +1)=0 Estabilidad limitada. Ya que el exponendial domina sobre la otra

funcién y no hay ninguna raiz positiva, ni con parte real positiva. Los exponenciales siempre dominan
sobre los cosenos y senos.

6. (52 +2s-8 [S + 2)${2 +1 % 0 Quees lo mismo que: (s +4)s —2)s + 2)52 +i =0 )Es inestable
por poseer una raiz positiva.

Para hallar la estabilidad de cualquier sistema, se pueden utilizar métodos para facilitar la operacién, Ya que
en algunos casos si el polinomio es de orden elevado serd poco practico encontrar las raices. Entre los
métodos mas sencillos para determinar la estabilidad estan:

e (riterio de Routh

e (Criterio de Hurwitz

¢ (riterio de la fraccion continuada
Estos métodos sirven para hallar la estabilidad de ecuaciones caracteristicas en forma de polinomios.
Existiran ademas métodos mas complejos para determinar la estabilidad a otros sistemas y obtener mayor
informacion.

Criterio de Estabilidad Routh
Es un método que sirve para determinar si la ecuacién caracteristica tiene o no raices con parte real
positiva sin necesidad de determinar el valor preciso de estas raices. Y sirve para determinar la estabilidad
de un sistema cuya ecuacion caracteristica es de orden ny de la forma:

a,D" +a,,D"" +...+a,D +a, = 0 en el dominio del tiempo

a,s' +a,,8" +...+a;5+a, =0 en el dominio del Laplace

Y esta se aplica usando la tabla de Routh

S a, dno Ay
S |dh1 dn3 ans
s°lb, b, b
S C, C Cs

Donde:
an, any,..., 80 son los coeficientes de | ecuacion caracteristica.

b _ anilaniz _ana.n_3 b _ a.nilan74 - anan_5 b _ an—lan—S —anan_7
1= : Dy = ;D=
an71 an—]_ an—l
= ans —a, 1b, A bans —an-1bs
1= ;G = s etc.
b1 bl

La tabla se continta horizontal y verticalmente hasta que solo se obtengan ceros.
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El criterio de Routh dice que:
1. Todas las raices de la ecuacion caracteristica tienen partes reales negativas si todos los elementos
de la primera columna de la tabla de Routh tienen todos el mismo signo.
2. Delo contrario el nimero de raices con partes reales positivas es igual al nimero de cambios de
signo.
Si existe un cero no terminal el sistema tiene un par de raices imaginarias puras.
4. Si existen ceros terminales implica una raiz cero.

w

Observaciones al criterio de Routh

1. Si alguno de los coeficientes de la ecuacion caracteristica es cero se concuye que el sistema es
inestable y no es necesario construir la tabla de Routh.

2. Si alguno de los coeficientes de la ecuacion caracteristica es negativo se conduye que el sistema es
inestable y no es necesario construir la tabla de Routh.

3. Todos los elementos de una fila cualquiera pueden multiplicarse o dividirse por una constante no
negativa sin que se perturben las propiedades de la tabla.

4. Si el primer valor de una fila es cero, mientras que los otros valores no lo son el procedimiento
consiste en sustituir el cero por un € pequefio y positivo, y se continua el arreglo.

Ejemplo 3.
Para el sistema: La tabla de Routh sera:
$*%6s +125+8=0 $l1 12 0
6 8 0
sI32/3 0 0
8 0 0

Como en la primera columna no hay cambios de signo entonces el sistema tiene 3 raices negativas o
con parte real negativa y por lo tanto es estable.

Elemplo 4.

Si se tiene la siguiente primera columna de Routh

determinar todas las conclusiones posibles:

$°| 2

$l3 El sistema tiene dos raices positivas o con parte
s real positiva porque hay dos cambios de signo.

s[4 El sistema tiene una raiz cero por el cero terminal.

s’-5 Hay dos raices negativas o con parte real negativa.

5|2 El sistema es de quinto orden.

& o Por lo tanto es inestable.

Ejemplo 5.
Determinar todas las conclusiones posibles de la
siguiente primera columna de Routh:
El sistema es de orden 4, posee 4 raices.
No tiene cambios de signo, luego no tiene raices
positivas.
Posee u par de raices imaginarias puras.
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s*3 Posee un par de raices negativas o con parte real
Sl negativa.
) El sistema tiene estabilidad limitada por el cero no
s[5 terminal.
s |0
$[2
Ejemplo 6.
Haga un estudio de la estabilidad del siguiente  El primer paso es entonces el construir la tabla de
sistema usando el criterio de Routh Routh:
D +3D*x + 7D’ + 20D°x + 6Dx +15x = U 1 7 6 0
s?1'3 20 15 0
113 1 0
11 15 0
s{e/i1 0
s°{15 0

La primera columna de la tabla de Routh no posee cambios de signo luego todas sus raices son negativas o
con parte real negativa, por lo tanto el sistema es estable.

Elemplo 7.
Determinar todas las conclusiones posibles de la
siguiente primera columna de Routh:

s°| 3

s’ 2
. El sistema es de orden 10

$[5 Tiene una raiz cero

s'| 4 Tiene dos raices imaginarias puras

Sl3 Tiene un par de raices positivas o con parte real
5 positiva

$|2 Es inestable por poseer un cambio De signo
s'0

1

s*|0

s |2

[0

Ejemplo 8.

Determinar, con el criterio de Routh, la estabilidad  La tabla de Routh sera:
del sistema cuya ecuacion caracteristica es:

s'+s¥—s-1=0
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