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Figura 10.5 Sistema de coordenadas ( —q yP —p
e Primera columnade matriz 4
qg=1 y gq;=0 B
S 7 .C' Cosa = —=
G
= C' U, =Cosa=§
L b
1 = 1
1 -
P2=73 Ps% 0 pg =0
1 _ <1
p: =0 Pe =3 Py=g
g, =1 y q=0 i+2
1
pp=0 Ps =7 p; =0
1
p; =0 Ps = 7 pg =0
pz=1 Ps =0 Ps =
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e Terceracolumnade matriz 4

p; =0 Pe=1 p; =0
py =1 ps =0 pg =0
ps = Ps = Pe =0
e Cuarta columnade matriz 4
%=1 y q=0 i#4 U
C' Sena=—2
AT 1
a-.
1 - Cll
B 3
o e U, =Sena =—
_.“C \)/m/'« 5
od 1 0
=0 p=-g W
1 =
p2=0 Ps™ "4 4 Rk
3
pa=20 ps =0 P9=g
e Quinta columna de matriz 4
gs=1 y =0 i#5
B Cc
p1=0 Ps=0 pr=1
p,=0 ps =1 pg =0
p: =0 Pe =0 P9=0
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1
30000
l0
3 1 0 0
0 1. 0 0 0
- - -
Tl -
0 4 40
1 1
_ . -1
1= 0 4O 4
1
30000
l0
3 0 0 1
0 0 1
4 3
[50 5 0]

e Matriz de rigidez de las columnas de hormigoén

8E), 4E)
33

33

e Matriz de rigidez de la viga de hormigon
ks -
@ = 2
,

e Matriz de rigidez de la diagonal de acero

k(4) = [ §A5 0]

e Matriz de rigidez de la estructura

n
K= > 4000
i=1

K= 1000 O L oy o0 ey
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4043)48)
1 | 0 | 0 | 0 | 0
3
1
= 0 0 0 1
;1o | |
[ O | 0 | 0 | 1 | 0 ]
o L R T T B
3 3 3 3
3 3 3 3
o | o | o | 2EA, o
- A "3 ]
_n 8E), o | o Lo I 4E),
11 0 9 3
3 3 - - - - === =
- T 0 | 0 | 0 | 0 I 0
o0 0 - - _ _ _ - _ _ _
- - = 90 | 0 | 0 | o | o
o0 0 - - _ _ _ - _ _ _
- - - . . 2EA,
0 0 1 | | -5 10
P
lo 1 0] b 0 0 | 0 B
[ 3 3 ]
444
3
A O N
P4 . 4EA )
- - 0 _ 0
[ . 11 25 I 2 | ]
4 16ESAO 50
&£ loon 0 0
¢ 125 | | 125 |0
0 0 | 0 | 0 | 0 | 0
0 0 | 0 | 0 | 0 | 0
3 12EA 9,
S 0 0
5 125 | R L
[o)[ O | 0 | 0 | 0 | 0]

Al sumar los triples productos matriciales indicados se encuentra, la siguiente matriz de rigidez.
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16E), 12E 4, 4F),
16E, 4
-6— ] ZECAO 0 (0
- 36 16 8 3E),
. 4}, 38, 11E), ), + -
B 3882 3E),
12E4, 94, -
3E), 3E), 26, 3E), 3E),
4EJ, 3E), Bl 11 - - + + -

3Eclp

10.3 CALCULO DE K CON CUALQUIER SISTEMA P — p

En los ejercicios que se han resuelto en éste capitulo, se ha venido trabajando con el siguiente
sistema de coordenadas de elemento.

4 N

AN N ]ﬁ

Figura 10.8 Sistema de coordenadas P — D.

Lo mas comun es trabajar con el sistema P — p indicado en la figura 10.8. En general, se

puede calcular la matriz de rigidez de una estructura con cualquier sistema de coordenadas de miembro
como se haindicado en los capitulos anteriores. Con el propésito de ilustrar lo anotado en este apartado
se repasa lo estudiado para el sistema de coordenadas del elemento indicado en la figura 10.9 para
posteriormente realizar ejercicios con éste sistema.

I | L
i b A

L L
Figura|109 Sistema de coordenadas P|— p

Para éstas coordenadas, las deformaciones de un elemento, son:

Pr =W —U
P, =V, —V; — L0
Pz =0, —0:

La matriz de rigidez para el sistema indicado en la figura 10.9 al no considerar el efecto de corte
es:



384 Roberto Aguiar Falconi

UFA-ESPE
EA
[T 0 0
k=l o 12|53| _6_|52| |
L L ﬂ
o  _SEL  4El
L2 L |

A manera de repaso se presenta a continuacion los valores con los cuales se obtienen las
deformaciones de un elemento y la respectiva matriz de rigidez para el caso de un elemento axialmente

rigido que se indica en la figura 10.10 y para el caso de un elemento transversalmente rigido que se
indica en la figura 10.11.

1
-
| hee | | - -
| Nt
E_ L ol le L ol
P-p P-p
Figura 10.10 Elemento A = o0 Figura 10.11 Elemento | =o0.
Pr=V,—V; = L0 Pr=U —U
P2 =02 — 61
[12EI B
k:‘ L 6l | K:[.EAW
_ U= L [
481 |
L2
L |

o EJEMPLO N.- 3

Calcular la matriz de rigidez para la estructura indicada en la figura 10.1, para el sistema de
coordenadas Q — ( indicado en la figura 10.2, si ahora el sistema de coordenadas de los elementos
es el indicado en la figura 10.12.

e  SOLUCION

Por ser el sistema P — p muy poco usual se procede a calcular los términos de la primera

columna de la matriz A para el efecto en la figura 10.13 se presenta la deformada elemental Qs . Es
conveniente que el lector analice elemento por elemento para el célculo de las deformaciones.

Para el elemento AB , las condiciones de borde que Unicamente @, =1, las restantes
coordenadas del elemento son nulas. Las deformaciones del elemento AB son:
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C\

Figura 10.12 Sistema P — p Figura 10.13 Deformada elemental  Q;

pl :Vz _Vl —elLZO—O—O*GZO
P, =0,-0.=1-0=1

De la figura 10.13 se observa que para el elemento BC solamente @, =1 y las demas
coordenadas son nulas. Luego las deformaciones valen:

ps =0-0-1%4 10 =-4-10
P4 =0-1=-1

Para el elemento CD las deformaciones son nulas, lo que se aprecia en la figura 10.13. Por lo
tanto ps = ps =0.

Se han utilizado las férmulas indicadas para elementos axialmente rigidos. Se deja al lector el
célculo de la segunda y tercera columna de la matriz de compatibilidad de deformaciones que resulta.

0 0 1
1 0 0
______________ |
A=[-4"10 0 0
11 0
______________ |
0 _10 -1
0 1 0 |

Ahora se evallia la matriz de rigidez de cada elemento con la siguiente ecuacion:

12E| _ 6EI
3 2
| L L
_-UI:I @
s L

Al reemplazar valores se tiene:
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(1 1] [ 9 9 |3 3
KO _} 18 6 K® :|I60" 10 80 KO :‘ 125 25
_t 4 = 3 _2 4
| 6 6 L 50 10 | 25 5
Los resultados del triple producto matricial son;
{0.667 0.000 0.167—’
APt k® A® —10000 0.000 0.000
| 0.167 0.000 0.056 ||
{0.949 0.474 o.ooow
AP k@ A@ _10474 0.949 0.000
| 0.000 0.000 0.000 |
{o.ooo 0.000 o.ooow
AP k® A® ~10,000 0.800 0.120
| 0.000 0.120 0.024 |

K = z A(i)t k(i) A(i) :A(l)t k(l) A(l) + A(Z)t k(2) A(Z) + A(3)t k(3) A(3)

i=1

[1.616 0.474 0.167—|
K =l 0474 1.749 0.120
| 0.167 0.120 0.080 |

Notese que se obtuvo el mismo resultado en el ejemplo 1 esto no es una casualidad. La matriz
de rigidez es la misma por que el sistema de coordenadas de la estructura Q —( es el mismo. Para

terminar con éste sub apartado se menciona el hecho de que se puede calcular K empleando
diferentes sistemas de coordenadas de elemento como se vera en el siguiente ejemplo.

e EJEMPLON.-4

Para la estructura del ejemplo 3, calcular la matriz de rigidez de la estructura K usando el
sistema P — p que se indica en la figura 10.14
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Figura 10.14 Sistema P — p para cada elemento.

SOLUCION

Con el sistema P — p de la figura 10.14 la matriz de compatibilidad de deformaciones resulta

00-1 ]
1 00
______________ |
1| 00 |
A=
o|1o |
______________ |
o| ~10 -1 |
0-10 | ]
Las diferentes matrices de rigidez de los elementos son:
12E| _6EIT |1 -1
o 3L L | 18 6
_ v 4EI _\_.l éj
s L] Le 6
4El 2El )
| L "—L'Z 1] 3
2El | 1 220
mn "E' |
12E| _6El'] lF 3 3
O 3L L | 125 25
_UI:I @ \ 9 éJ
| e L] L 2 5

A(l)t k(l) A(l) y A(3)t k(3) A(3)

se realizo en el ejemplo 3 y que el producto A(z)t k(z) A(Z) se lo ejecutod en el ejemplo 1. Por lo tanto

Si se observa con detenimiento los ejemplos 1 y 3, se ve que

la matriz de rigidez de la estructura K tiene que ser la misma.
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10.4 EDIFICIO DE CORTE

Por ser importante dentro del Analisis Sismico de Estructuras y por considerar que es oportuno
tratarlo en este punto se procede a calcular la matriz de rigidez para el modelo numérico de calculo que
se conoce con el nombre de Edificio de Corte, previamente se describe el modelo. El edificio de corte
esta constituido por vigas infinitamente rigidas y columnas axialmente rigidas, en los cuales la masa
esta concentrada a nivel de entrepiso. Su denominacion proviene de la analogia de éste con la viga en
voladizo de masa y rigidez uniforme distribuida cuyas deformaciones se deben exclusivamente al
esfuerzo de corte.

e EJEMPLON.-5

Para la estructura de la figura 10.15, edificio de corte de dos pisos, se presenta en las figuras
10.16 y 10.17 los sistemas de coordenadas de la estructura Q —( y de elemento P — p. Se desea
encontrar la matriz de rigidez de la estructura.

A= 00 2
1= 00 ™ ™
H, A= 00 A=00 64 ) 3( )
) b . L s o |
A=00 1 N \.__/
I= 00 4 -4
H A= o0 A= o0 2 N AN
1 | Iy
. \\ /'T' I\\_/,B
| L aa E'B
Figura 10.15 Figura 10.16 Figura 10.17
_ L -
H 0
1
1
.H 0
1
L 0
H,
1
.Hl 0
A= ommm - |
1 1
H, H,
1 1
H, H, }
-1 1 ‘
H2 H,
_1 1
- H, H,
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e  SOLUCION

Nétese que los elementos horizontales no contribuyen a la formacion de la matriz de rigidez de

la estructura. De acuerdo a la matriz A se tiene que los elementos 1 y 2 corresponden a las columnas
de la planta baja y los elementos 3 y 4 a las columnas de la primera planta alta.

K® _ 2EL [2 1] k@ = 2El 2 1]
H, []1 2| H, [1 2|

k(s)_@L B k«»_ZEIﬂ *
H, 2] H, 2]

_ mt 0 A0 : .
Luego de efectuar K= z A™ K™ A" se obtiene:
i=1

(12E1,  12EL ) (12EL,  12EL,) _(EZEIZ 12El, )|
? +_H133J|K}"'z TH ) L H H 'J|

K 1L H _(&252 +312E|32 \| (12€1, +}2I:I32 1||||
i H3 H2 ) K HZS Hz }U

Por otra parte se define a k,, como la rigidez del piso n, de la siguiente manera:

X5

Donde H, es la altura del entrepiso n; |; es el momento de inercia de la columna i en el piso

n; E es el modulo de elasticidad del material; | es el nimero de columnas en el piso n. Para la
estructura que se analiza se tiene que la rigidez del piso 1 es:

K, = 12El, | 12El,
H'  H?

Para el piso 2, la rigidez de piso vale:

K, = 12E!2 +12E:3
H> H;

Con ésta notacion la matriz de rigidez de la estructura para el pértico de la figura 10.15, es:

K:[K +k, —k, |
—k o |

Al generalizar los resultados obtenidos en el ejemplo 5, para un edificio de corte de n pisos
como el mostrado en la figura 10.18, para el sistema de coordenadas de la figura 10.19, la matriz de
rigidez es la siguiente:
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ki+ke  —k 0 0 .. . 0],
-k 0 |
2 K, +Ks —ks 0
0 —ky  ketks =k 0l
K o |
0 0 0 0 —Ko Ky |

— NIVEL N * N
PISO N

<+ N-1 N-1
N-1

2 N.2 N-2

5 ~ L] > P ~L
[ ]
R e ~ ~

L ]

T > 2
2

31 1
1

T s TR Q-G
Figura 10.18 Edificio de Corte Figura 10.19 Sistema de coordenadas.

La matriz de rigidez es simétrica, en la cual los términos de la diagonal son  K; +K,; Kk, +Ka;

ks + Ky Ks +ks; .... hasta Kk, ylos elementos de las diagonales adyacentes son —K,; —ks; — K,

10.5 EJERCICIOS RESUELTOS
. EJEMPLO N.- 7
La estructura de la figura 10.20 esta compuesta por elementos totalmente flexibles de igual

longitud y seccién transversal. En las figuras 10.21 y 10.22 se presentan los sistemas Q—q y P —p
respectivamente. Se pide obtener la matriz de rigidez de la estructura.
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.2 fS
Ao ' L ad_o| 5.
T lo N -3 N P - --‘::-.4 __/’.u-._
{ 'SR
2 7
- Ao Ao
lo lo
9
1
\ _.} \|r®
. L a-3 B.p
Figura 10.20 Figura 10.21 Figura 10.22

e SOLUCION

Para el sistema P — p indicado en la figura 10.22, la matriz A resulta.

5 ]
1 0 0 0 0 0
1
5 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
__________________________ |
0 1 7 S 0
L L
A=\0 1 CE— 1
L L
10 0 1 0 0 |
__________________________ |
1
0 0 0 = 0 1
L
0 0 0 1 0 0
L
0 0 0 0 1 0
i |

391

Las tres primeras filas corresponden a la matriz A(l), las tres siguientes son A® y las tres

dltimas son A® .

Por otra parte como los elementos son de igual longitud y de igual seccion transversal, la matriz

de rigidez de cada uno de ellos es la misma. Luego se tiene:
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[ 4El, 2El,
L

| 2El, AEI,
_| - :
0

Roberto Aguiar Falconi
UFA-ESPE

EA
L

0J|

La contribucion de cada uno de los elementos en la matriz de rigidez de la estructura se

presenta a continuacion.

(12 El, 6 El,
e 0 L2 0
EA,
| 0 - 0 0
AL @ A0 | BEI, 4 El,
- 0 0
L
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
IV-EILAO 0 0 — EI:AO
| 0 12E], 6EI,
| L® L? 0
. 6EI 4EI, 0
@t 1,2 AQ = L* L
AT KO A= EA
-~ 0 0 0 i
12El, 6El,
O - L3 - LZ O
6El, 2E|,
0 == - 0
L L L

0 01
0 0
|
0 0l
. o
0 0
0 0
0 01
12EI, 6EI, |
R K
6EL 2El, |
L2 L
0 0
1El, GEL |
L® L> |
6EI, 4EI, |
L2 L J
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AP KO ABZ 0

393
0 0 0 0 W
0 0 0 0
0 0 0 0 \
12EI,
0 i 0 _65:0 |
EA
0 o 0
0 L
6EI, 12E1, |
0 o - L J

La matriz de rigidez de la estructura se obtiene sumando la contribucion de cada uno de los

elementos.

K = A(l)t k(l) A(l) + A(Z)t k(2) A(2) + A(3)t k(3) A(3)

[12E|0 EA,
R +-
’ L
0 12El, EA,
| s T
| L L
6ElI, 6El,
e K
| EA, 0
L
12El,
0 _—L3
6El,
0 P

. EJEMPLO N.- 8

SIMETRICA
12El,
+-
LE L

12k,

A g ek

3 L
0 .

Calcular la matriz de rigidez para el pértico plano de la figura 10.23, si los sistemas Q —( y
P — p son los presentados en las figuras 10.24 y 10.25.
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4H
2
1(
I ]
5
9 ,J
.‘/ "-‘
le L o
5 "
Figura 10.23 Figura 10.24 Sistema Q —( Figura 10.25 Sistema P — p.
. SOLUCION

Las matrices de rigidez de cada uno de los elementos son:

[4EL, 2Bl (4B 2EL ]
L 2L
k(l) — \ _2E|o 4E|o 0 k' :||__;Ao —|| k(3) — ‘ _2E|0 ﬂ 0
| L L | | 2L | 2L 2L
L 0 o EA J L 0 o A
L oL |
La matriz de compatibilidad de deformaciones es: _
1
i 0 0 0 0
1
L 0 1 0 0
0 10 0 0
--------------------- |’
A== 0 a2 0
: |
_____________________ |
1
0 0 1 : 0
2L
0 0 0 - +
2L
L_l 1 2L 1 0
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395
; =
12; ' 5 6? 5 5
0 24, 0 0 0
AL D AD _ L
65;3 41, 5 5
L L
0 0 0
0 0 0 0 0
[ 1 0 -L -1 0]
0 0 0 0 o'
ADU @ p@ _| 0 2 L 0 |_2EA0
-1 0 L 1 0 L
0 0 0 0 0
[ EA EA, EA,
. . —EA, .
2L 2L 2L 0
_F EA, EA,
- - - 0
2L 2L o 2L
AP KO A® =~ EA, 2Els 5| En, 32EL'2 FEA, .E'°| |
L
B EAO EAO @ N @ N E'A0 3E|0 ||
2L 2L 217 218 2L 217 |
El, 3El, 2El, |
0 0 : S .
i L 2L L |
Al sumar las tres matrices correspondientes a los triples productos matriciales se obtiene K .
I - | (1
EAL . 1) ﬂ&?lo
L L 2) | L
o 3EA,
9 2L
. . IMET
K=[-BA[ 241+ + EAEA[2+2) 6El,
| L L RICA
2+ .
6 EA{ 3. EA, (- 3E1,3El, E
+ , T ( 2+1) +—_
E 2L* 2L 2L A,
| e . 2El, |
[ A el 3eI-
: 2

L2L°



2+1
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e EJEMPLON.-9

Roberto Aguiar Falconi
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Para la armadura plana indicada en la figura 10.26, calcular la matriz de rigidez K si todos los

elementos tienen la misma rigidez axial EA.

= o

R

e  SOLUCION

Figura 10.26

En primer lugar se procede a calcular la longitud de cada uno de los elementos el resultado se

indica en la tabla 1.

Tabla 1 Longitudes de las barras de Ejemplo 9

Elemento Longitud
1=2=3 L
4=5 2L
6=7 3L

En segundo lugar se determina un sistema de coordenadas generalizadas Q —( y un sistema
de coordenadas de los elementos P — p, los mismos que se indican en las figuras 10.27 y 10.28,

respectivamente.

P-p

Figura 10.27

Figura 10.28
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En tercer lugar se determina la matriz A tal que p = A (. Notese que la matriz A que se ha

escrito esta multiplicada por % .

) 0 2 0 0

1 3 o o 3 -3

1|0 0 13 -3 -l
A=, 3 0 0 0 0
0 0o -1 30 0

0 0 0 1 1

0 0 0 0o - 1 J

. En cuarto lugar se obtiene la matriz de rigidez de cada uno de los elementos de la armadura

K™ =K~ =K = |r_EA1
L Ll

¢ =k = [EA]
2L

=k = EA 1|
[-3L]

Finalmente se efectla el triple producto matricial con cada uno de los elementos y se determina
la matriz de rigidez de la estructura. El resultado que se obtiene es:

7 3 —4 0 -3 73
3 9 0 0 3 ~3| |
K .EA -4 0 7 -3 -3 _.'3
4Lt 0 0 -3 9 -3 -3
-3 3 -3 -3 6+2 '3 0
'3 -3 -3 -3 0 64273

A pesar de que en éste capitulo no se ha hecho referencia a las armaduras planas, se ha
obtenido la matriz de rigidez para una de ellas siguiendo los mismos lineamientos que se han formulado
para los porticos planos. Esto se debe a que los conceptos son generales, se aplican a cualquier tipo
de estructura. Unicamente por facilidad se ha trabajado con pérticos planos y ahora se empieza con

armaduras planas.

e EJEMPLO N.-10
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Una estructura articulada consta de tres elementos conectados en la unién A como se indica
en la figura 10.29. El elemento AC es vertical. Las secciones rectas A; y Az son de 50 mm?y A, es

de 100 mm? El valor de  E =200%10° N /mm?’. Calcular la matriz de rigidez de la estructura K de
acuerdo a lo formulado en el apartado 10.1, para el sistema Q —( que se indica en la figura 10.30.

Q-3 P-p

Figura 10.29 Figura 10.30 Figura 10.31

e  SOLUCION

Considerando el sistema P — p mostrado en la figura 10.31, la matriz A es la siguiente:
[ 0.6 - 0.8]
A=" 00 -1.0
|-06 -0.8|

Las matrices de rigidez de los elementos son:
K = K = |F_A1 El_ [50*2001 [, KNT
L J 5000 [ [ mml

kw:|FA2 E | _[100%2007 _[¢ KN
L [_4000 U1 mm|

k o 01 T2 o o]
k=0 k@ 0 |=|0 5 0

0 0 k“’h 0 o 2

Se realiza el triple producto matricial con la matriz A completa.

K=A"k A
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20 o” 0.6 -038]
~0.6]
%8 o )
' ' 0 0 2||-06 ~0.8]
K =| 144 0.00]
0.00 7.56|

e EJEMPLON.-11

Calcular la matriz de rigidez K para el pértico plano indicado en la figura 10.32, trabajando con
los sistemas Q —(Q y P — p indicados en las figuras 10.33 y 10.34.

3
c N o - i ,"‘_T
B A S 00 ~ R ( l~~12 1 ( e 3
- ————0. | O e o @ ] -— —L—O\ i
I Is I N o1 A I s \' '--\_.4 f
26
L A=o0
Iy
< op v o] =
5 = o 8.4 Pep
Figura 10.32 Figura 10.33 Figura 10.34
e  SOLUCION

Por trabajar con un sistema de coordenadas de elemento no tan comudn se procede a detallar
el calculo de la matriz de compatibilidad de deformaciones A.
*  Primera columnade A

g.=1vy =0 1=l

Figura 10.35 Deformada elemental  Q;
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p1=V.—V; -0, L=0

P.=0,—-0:=1
Ps=V.—V;—0: L=—-L,
Ps=0,-0:=-1

=  Segunda columnade A

g2=1y =0 i=#2

=== —'- --o|

Figura 10.36 Deformada elemental ()

Pr=V,—V;—0: L=0

P. =0, -0.=0
Ps=V, =V, =0, L=0
Ps =0, -0: =1
Por consiguiente:
[ 9 y
| 0
A=|-m—m |
L |

. -, . | . .
La forma de la matriz de rigidez dle miembro para el sistema P — p con el que se esta
trabajando es:

12EI __ GEI
3 2
K — L L
_-UI:I @
| v L J
Al sustituir valores se tiene:
[ 12EI, _ 6EI, | [ 12El, _BEl, |
Ly ! | L |

@ 1 %) | 2,
K {' 8El, 4EL, | k { 8kl 4EL, |
L2 L2

z L, L, z
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El resultado de los triples productos matriciales es:

[4Eh
AW @ A® T 0
L o 0
[ 4E1, 2El, |
1 - |
A L@ A | L L. |
2El, 4El, |
) L |
r4Eh_+4Eb ?Eb]
K= A(l)t k(l) A(l) +A(2)t k(2) A(2):| ll' I—2 Lo |
2El, 4E1, |
I—Z Lz J

e EJEMPLO N.-12

Si en la estructura del problema anterior se trabaja con el sistema Q —( presentado en la
figura 10.37. Calcular la matriz de rigidez utilizando los resultados obtenidos en el ejemplo 11.

0-q

) Figura 10.37
. SOLUCION

Al comparar las figuras 10.33 y 10.37 se encuentra que Unicamente se ha cambiado la
numeracioén del sistema de coordenadas generalizadas, concretamente se cambi6 el 2 por el 1. Esto

significa por ejemplo que en este ejercicio ; es la rotacion del nudo C, mientras que en el problema
anterior ; es la rotacion del nudo B. Para encontrar la nueva matriz de rigidez se procede de la

siguiente manera:

+« Enla matriz encontrada en el ejemplo anterior se cambia la fila 1 por la fila 2, quedando:
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2El, 4El, |
L2 L2
4El, |, 4EL, 2El, |
L2 L1 I—2 J

« Finalmente se cambia la columna 1 por la columna 2, encontrando de ésta manera la matriz de
rigidez K para el sistema de coordenadas de la figura 10.37.

[4EL

2
Eﬁ 4El, 4El ||
[Lz L L

El fundamento de lo expuesto se debe a la matriz de transformacion de coordenadas T .

e EJEMPLO N.- 13

Escribir directamente la matriz de rigidez para el portico de la figura 10.38 si el sistema de
coordenadas generalizadas es el mostrado en la figura 10.39.

A= oo W
K3 I=¢o
A= A=
H lo lo
A= 00 2
+ I=c0
A=o0 A=co
H lo lo
A= 00 1
JF s —_—
H A= o0 A=
Io lo
L sy
. | a-q
Figura 10.38 Figura 10.39

e  SOLUCION

La forma de la matriz de rigidez para el edificio de corte presentado es:
rkl +k, —k; 0 —’
K:’ —K kz +Ks —ks
L0 kK
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Donde k; es la rigidez del piso i. De acuerdo a lo indicado en el apartado 10.4 se tiene:

:QEh+QHo:MHO

k
! H? H3 He

En el gjercicio se considera que todas las columnas tienen la misma seccion transversal y altura
de piso. Por lo tanto:

k]_ =k2 =k3 = 24E3|0
H
Luego
[ 48El, 24 El,
H? ~H®
K =!|-24El, 48 El, 24El, |
H? H? TH?
0 _24EL  2E
L H® H® |
. EJEMPLO N.- 14
1 0 01
Si en el problema anterior la matriz T = 1 0 ' define una matriz de transformacion
1 1 1]

de coordenadas de laforma =T q* . Se pide calcular K™,

o SOLUCION
|_48El, _ 24El, 0
3 3
11 1] A H 1o OW
K =TkT=lo 1 21,-27" 4El, 2Bl 13
| _H3 H3 _H3 |||
0 0 1] ; | 2El, 24EL, 1 1 1]
L H3 Hsj
| 24El,
24El,
0 o = |
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Como se vera en los préximos capitulos es conveniente que la matriz de rigidez sea diagonal
debido a que es mas facil obtener su inversa. Por lo que se recomienda resolver el edificio de corte en
las coordenadas asterisco.

e EJEMPLO N.- 15

Demostrar que si una matriz cuadrada K de orden m es simétricay que si A es de orden mxn.
Entonces el producto A' k A es simétrico.

e  SOLUCION

t . . L
Sea B=A K A para demostrar que la matriz resultante del triple producto es simétrica

bastara probar que B '= B. Al obtener la matriz transpuesta de B se tiene:
t t
B =(A kA=A K A |

Pero (A‘)t = A (Propiedad de las matrices) y k' =k (Por ser simétrica la matriz de rigidez).
Luego se tiene que:

B'=A"kA
Con lo que se ha probado que B = B' gue era lo que se queria demostrar.

Esta propiedad que se ha demostrado, ayudara al lector a comprobar los resultados cuando
calcule la matriz de rigidez de una estructura que debe salir simétrica.

e EJEMPLO N.- 16

Demostrar que en estructuras isostaticas se cumple la siguiente propiedad:

-1

Ki=[A kA =Atk? (A

e  SOLUCION

Si la estructura es isostatica se tiene que la matriz A es cuadrada y regular. En consecuencia

. -1 . o . . z
existe A . En estructuras hiperestaticas no se puede encontrar la inversa de la matriz A . Con ésta
introduccion todo lo que se indica a continuacién es valido para estructuras isostaticas.

Se sabe que:
p=Aq = q=A"p
P=kp = p=k™"P
Q=A'P = N

Al reemplazar la Gltima ecuacion en la anterior y el resultado en la primera se tiene:
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-1,-1 t |1
q=A"k (A ) Q
Por otra parte se conoce que:

Al igualar éstas dos Ultimas ecuaciones y simplificar Q se tiene:
KL= Atk (A\l )*1
Pero

K=A kA K= (A KATEATKT (A

10.6 EJERCICIOS PROPUESTOS

Trabajando con la matriz de compatibilidad completa en los ejercicios 1 y 2 encontrar la matriz
de rigidez de la estructura.

Ejercicio N.- 1

Ao o
o
o o1 L
Ao 80
\"'. —
le L e[ L |
b bl iy "|




406 Roberto Aguiar Falconi

UFA-ESPE
Ejercicio N.- 2
1=00 o
Ao I
Ao L
lsoo
A
L L | L |
r i *

En los ejercicios 3 y 4 calcular la matriz de rigidez de la estructura trabajando con sub matrices.

Ejercicio N.- 3
Ao
X
le
Ao
Ao
1=2| A =
s o 1=200 |L
X
le L ol
| 1
b 1
A, > 100
Ejercicio N.- 4
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Calcular la matriz de rigidez de las estructuras de los ejercicios 5 y 6 empleando dos sistemas
de coordenadas de elemento y comprobar que sale la misma matriz de rigidez.

Ejercicio N.-5
B Ao Ao
o lo
Ao Ao
|=2lo 3lo
4 L AL L>
’ ' e -1
l, 1
AH? 90
Ejercicio N.- 6
A=00 A =00
lo lo
A=00 A=00
H 2lo 3lo
le Li ale L2 .
Ejercicio N.- 7

Calcular la matriz de rigidez de la estructura del ejercicio 6 considerando los siguientes

sistemas de coordenadas generalizadas.
o < i [ &
1 N2 \/'3
H
L L»
- e .
Caso a
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L~ 2

p
Vi
V)
B

En el caso b no se ha considerado el desplazamiento lateral del pdrtico. El objetivo del ejercicio
es que el lector reconozca la forma de las matrices que resultan.

Ejercicio N.- 8

Utilizando cualquier algoritmo o método encontrar la matriz de rigidez del ejercicio anterior. Se
recomienda el Método de las Rigideces sucesivas si desea impongase alguna carga y encuentre el
desplazamiento y giros.

Ejercicio N.-9

. .. . . * * .
Para el ejercicio resuelto N.-8 interpretar cual es el sistema Q —(Q Yy obtener la matriz
triangular inferior unitaria.

Ejercicio N.- 10

Demostrar que (A t)t = A y demostrar que (A B C) “=C' B' A'. En el ejemplo resuelto
N.- 16 se consideré ya demostradas estas propiedades.

Ejercicio N.- 11

Demostrar que la matriz de rigidez de una estructura es simétrica de dos formas. La primera
por medio de la teoria de estructuras y la segunda con algebra lineal, probando que K = K'.

Ejercicio N.- 12

Elaborar un diagrama de flujo que permita obtener la matriz de rigidez de un pértico plano cuyos
elementos se consideran totalmente flexibles, siendo dato la matriz de compatibilidad de deformaciones

A



CAPITULO 11

EL METODO DE LOS DESPLAZAMIENTOS

RESUMEN

Se presenta la solucion manual de porticos planos y armaduras planas por el Método de los
Desplazamientos, en forma matricial. Por otra parte con el propésito de que el lector siga paso a paso
los calculos efectuados se presentan programas desarrollados en MATLAB.

La solucién del sistema de ecuaciones lineales es un aspecto muy importante a considerar en
el Método de los Desplazamientos razén por la cual en éste capitulo se presenta en forma detenida su
teoria, diagramas de flujo y tres programas de computacién uno para ecuaciones asimeétricas, otro para
simétricas trabajando Unicamente con arreglos de una dimensién y otro para ecuaciones simétricas con
ancho de banda constante, todos ellos en MATLAB. Se destaca que la libreria de MATLAB tiene un
programa para resolver ecuaciones pero trabaja con toda la matriz de coeficientes lo cual limita el
namero de ecuaciones a resolver; en este caso para grandes sistemas de ecuaciones es muy eficiente
el uso de los dos ultimos programas que se presentan en este capitulo.

11.1 CONSIDERACIONES GENERALES
11.1.1 Resefa Historica

En 1954, Turner, Clough, Martin y Topp presentaron el Método de los Desplazamientos,
también conocido como Método de las Rigideces pero no fue utilizado por cuanto en esa época el
desarrollo informatico era incipiente. La teoria general por ellos formulada dio origen a una serie de
algoritmos para resolver estructuras con una simple regla de célculo que era lo que se disponia por
aquella época.

En el Ecuador en los afios 1970 y 1980 se contaba con computadoras que ocupaban un gran
espacio pero con muy poca capacidad de memoria en los cuales cada linea de instruccién se perforaba
en una tarjeta de 80 caracteres, de tal manera que un simple programa era escrito en un paquete de
unas 50 o 100 tarjetas las mismas que debian ser entregadas al operador del sistema para su
procesamiento. Con ésta limitacion no quedaba otra alternativa que usar algoritmos aproximados para
resolver las estructuras en lugar de aplicar el Método de los Desplazamientos que estaba orientado al
uso del ordenador.
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Uno de esos algoritmos fue el Método de las Rigideces Sucesivas desarrollado por el Ing.
Alejandro Segovia Gallegos con el cual se podia resolver porticos planos con una regla de calculo y los
resultados obtenidos eran muy satisfactorios. Este Método fue muy utilizado no solo en el Ecuador sino
en otros Paises como Venezuela.

Entre 1980 y 1985 empieza el gran desarrollo informatico, se suprime la entrada de datos por
tarjetas, ahora los programas se graban en casetes y los computadores se conectan a un televisor.
Realmente fue un gran avance en comparacion con la forma con que se trabajaba antes, ahora es
posible tener un ordenador en casa aunque sea muy primitivo con relacion a los que se cuentan en el
siglo XXI. Este avance informatico obligd a incluir en las materias de Ingenieria Civil la catedra de
“Anadlisis Matricial de Estructuras” puesto que ya se vislumbraba que la Informatica tendria gran
desarrollo.

En la Escuela Politécnica del Ejército en 1982 se incluye la materia de “Analisis Matricial de

Estructuras” en la carrera de Ingenieria Civil. En otras Universidades Ecuatorianas fue incluida afios
antes o afios después lo cierto es que ya era factible pensar en programar una estructura en el
computador.

Entre 1985 y 1995 hay un gran avance tecnolégico en los computadores personales los
famosos PC. Se cuenta con computadores con gran capacidad de memoria en los cuales uno ya no
tiene que estar pensando en resolver grandes sistemas de ecuaciones lineales por bloques debido a
gue no se tenia suficiente memoria en el ordenador. Se cuenta con computadores muy rapidos en los
que ya no importa mucho el nimero de operaciones que se realicen porque las maquinas son muy
rapidas.

A partir de 1995 continla en forma vertiginosa el desarrollo informatico de las PC cada vez son
més poderosas. A fines del siglo XX las Pentium Il son toda una sensacion y dos afios después pasan
a ser obsoletas porque ya se tienen las Pentium IV. A partir de 1995 también se da el gran desarrollo
de los computadores personales, cada afio aparecen nuevas maquinas mas pequefias y por ende mas
livianas pero con mayor capacidad de memoria y rapidez de ejecucion.

Todo éste desarrollo informatico llevé a que la materia de Andlisis Matricial de Estructuras sea
una de las méas importantes, a que el Método de los Desplazamientos sea estudiado con mas
detenimiento toda vez que permite programar la solucién de estructuras en forma sencilla, empleando
matrices.

El gran desarrollo informético no solo se tiene en los ordenadores también se tiene en los
programas de computacién. Por ejemplo antes de 1980 no se conocia el MATLAB, ahora es muy
utilizado ya que permite programar con bastante facilidad. Pero aparte de que MATLAB es muy
sencillo, el autor de este libro ha desarrollado el sistema de computacion denominado CEINCILAB
utilizando la libreria de programas de MATLAB simplificando notablemente el célculo de estructuras,
en un capitulo posterior se indicara el uso de CEINCILAB.

11.1.2 Ideas generales del Método de los Desplazamientos

Para elaborar los diagramas de corte, momento y carga axial de un pértico plano, por ejemplo,
es necesario conocer el vector de coordenadas ( y para ello se debe resolver la ecuacion basica de
estructuras, definida de la siguiente manera:

Q=Kq (11.1)

Donde Q es el vector de cargas generalizadas, estudiado en el capitulo IV; K es la matriz de
rigidez de la estructura que se ha venido estudiando en los Ultimos capitulos.

La ecuacion (11.1) representa la solucion de un sistema de ecuaciones lineales donde el vector
Q es el término independiente, la matriz K es la matriz de coeficientes y el vector (| es el vector de
las incégnitas.



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 411

Al resolver una estructura en el computador la solucién del sistema de ecuaciones es lo que
mas tiempo de maquina demanda, aproximadamente del 50% al 80% del tiempo total. Por lo tanto es
indispensable que el lector al programar el método utilice el algoritmo méas adecuado para resolver
ecuaciones tomado en consideracion que la ecuacién (11.1) es un conjunto de ecuaciones simétricas
y bandeadas. La verdad es que con las computadoras tan rapidas con que se cuenta actualmente ya
no es tan importante buscar el algoritmo mas idéneo cuando se tienen porticos de pocos pisos, con
MATLAB la solucién se halla de la siguiente manera.

1=K\Q

De tal manera que es muy elemental resolver ecuaciones lineales con MATLAB pero el nimero
de ecuaciones que se puede resolver es limitado. Cuando uno resuelve una estructura cuya matriz de
rigidez tiene mas de 1000 grados de libertad, no va a poder resolver en la forma indicada con MATLAB
por lo que se debe conocer y programar otros algoritmos de solucién, que se presentan mas adelante.

Con el Método de los Desplazamientos se analizan estructuras formadas por barras que
pueden ser lineales o especiales (subestructuras). Por otra parte, se puede resolver medios continuos
por elementos finitos usando éste método. En éste Ultimo caso la solucién del sistema de ecuaciones
tiene mas importancia toda vez que el nUmero de ecuaciones a resolver estara de acuerdo con el grado
de exactitud deseado en la solucion. En efecto para un tipo de elemento dado la convergencia a la
respuesta exacta se garantiza refinando la malla usada en el modelo y esto implica un mayor nimero
de ecuaciones.

11.1.3 Comentarios del Método de los Desplazamientos
En base a lo anotado en los parrafos anteriores se debe manifestar lo siguiente:

i) El Método de los Desplazamientos no es un método nuevo de célculo fue desarrollado hace
més de medio siglo pero que gracias al gran desarrollo informético de los ultimos 30 afios ha
tenido gran actualidad.

i)  Es un Método orientado a resolver estructuras usando el computador. Sin embargo en el
presente capitulo y en algunos restantes los calculos se haran a mano, esto con el propdsito
de que el lector tenga un conocimiento profundo del mismo para que posteriormente elabore
Sus propios programas o use en forma eficiente programas ya elaborados.

i) En éste libro se resuelven por éste método estructuras que tienen elementos lineales
Unicamente. Sin embargo el lector debe conocer que se pueden resolver estructuras
compuestas por elementos que son subestructuras usando el método de los desplazamientos.

iv)  Problemas continuos, por ejemplo una Presa, pueden ser resueltos empleando el Método de
los Desplazamientos, para esto se debe discretizar el dominio en un nimero finito de
elementos. A ésta técnica se la conoce con el nombre de Elementos Finitos.

v)  El lector debe escoger el método méas apropiado para la solucion del sistema de ecuaciones
que permite calcular el vector (. Es recomendable que en ciertos problemas se vea la forma
de disminuir el ancho de banda de la matriz de rigidez de la estructura numerando en forma
adecuada los nudos y por ende los grados de libertad.

vi)  Si el problema amerita se puede emplear la Técnica del Skyline para la solucion del sistema
de ecuaciones. Esta técnica se presentara en el capitulo.

vii)  Engeneral para resolver una estructura existen dos métodos que son: el Método de las Fuerzas
y el Método de los Desplazamientos. Siendo éste Ultimo el que se analiza en éste capitulo.

viii) En el Andlisis No Lineal Estéatico y Dinamico se presenta la solucién de la ecuacién (11.1) de
tal manera que es importante su estudio.
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11.2 SISTEMAS CINEMATICAMENTE DETERMINADOS
11.2.1 Indeterminacidn estaticay cinematica

Para una estructura hay dos tipos de indeterminacién que deben ser considerados en el analisis
estructural, dependiendo de lo que se ha fijado como incégnita. Cuando las acciones o cargas son las
incégnitas como sucede en el Método de las Fuerzas se debe tener en cuenta la Indeterminacion
Estatica. Ahora cuando los desplazamientos y giros son las incognitas como sucede en el Método de
los Desplazamientos se habla de Sistemas Cinematicamente Determinados o Indeterminados.

Por estar estudiando el Método de los Desplazamientos, se debe explicar en primer lugar que
es un Sistema Cinematicamente Determinado y que es un Sistema Cinematicamente Indeterminado.
De ésta manera se deja la Indeterminacion Estatica para cuando se analice el Método de las Fuerzas.

11.2.2 Definiciéon de la matriz A

En el capitulo IX se indico que cuando la matriz A se puede determinar utilizando tinicamente
la geometria se dice que el sistema es “Cinematicamente Determinado”. Esto sirve de base para
determinar si un sistema es cinematicamente determinado o no.

Con el objeto de entender lo expuesto, se analiza la estructura indicada a la izquierda de la
figura 11.1, es un pértico formado por elementos totalmente flexibles. En la parte central y a la derecha

se presentan los posibles sistemas de coordenadas Q —(Q con los cuales se puede resolver la
estructura.

A ™
Ao 1 f \

-+ = - ~\J 3 : J |

A— ——

lo

»l
M
Figura 11.1 Pértico con dos posibles sistemas de coordenadas.

La estructura en estudio tiene cuatro grados de libertad, en consecuencia aparentemente se
dice que el sistema Q —( indicado en la parte central de la figura 11.1es correcto y que el sistema
Q —(Q indicado a la derecha de 11.1, es incorrecto. Ahora bien cuando se trabaja con el sistema
presentado en la parte central de la figura 11.1 se dice que el sistema es estaticamente determinado
ya que la matriz A se puede determinar usando solo la geometria.

En la gréfica de la derecha de la figura 11.1 se ha considerado dos coordenadas generalizadas
menos. En éste caso se dice que el sistema es cineméticamente indeterminado con dos grados de

indeterminacion. Aqui la matriz A no se la puede determinar directamente usando solo la geometria
de la estructura. Evidentemente que para trabajar con éste sistema de coordenadas deben existir
ciertas condiciones por ejemplo que las cargas que actlan en la estructura se encuentren Unicamente

en la direccion del sistema Q —( de la grafica de la derecha de la figura 11.1. Nétese que los
elementos son totalmente flexibles y sin embargo se puede trabajar con el sistema Q — ( de la derecha
de la figura 11.1 pero la solucién es mas complicada y con restricciones por lo que no se recomienda
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este sistema, se ha presentado Unicamente para explicar que es un sistema cinematicamente
indeterminado. En éste libro solo se resuelven estructuras cinematicamente determinadas.

11.2.3 Procedimiento de solucién

La forma como se resuelve una estructura cinematicamente determinada por el Método de los
Desplazamientos ya se lo ha estudiado en los capitulos anteriores, faltando Unicamente indicar el
procedimiento para resolver un problema completamente. Los pasos a seguir son los siguientes:

1. Seleccionar un sistema Q —( completo, sin considerar menos grados de libertad y un sistema
P — p que sean apropiados.

2. Determinar lamatriz A talque p=A(.

3. Calcular la matriz de rigidez de la estructura K = ZA(m k(i) A(i) .

4. Obtener el vector de cargas generalizadas Q .

5. Resolver el sistema de ecuaciones Q =K  y encontrar el vector que contiene a los
desplazamientos y giros (.

6. Utilizando la matriz A determinada en el paso 2. y el vector ( encontrado en el paso anterior
calcular las deformaciones para cada uno de los elementos P para lo cual se multiplica la
matriz de compatibilidad de deformaciones por el vector de coordenadas generalizadas: A ( .

7. Calcular las cargas internas en los elementos P utilizando la relacion: P =k p. Donde K es
la matriz de rigidez del elemento. Hasta aqui se ha resuelto el problema complementario.

8. Para obtener las fuerzas y momentos finales de la estructura, a los valores obtenidos en el
paso anterior se debe sumar los correspondientes al problema primario. Por lo tanto la soluciéon
total es igual a la soluciébn del Problema Primario méas la solucion del Problema
Complementario.

Se puede apreciar que nada nuevo se ha definido en el presente apartado, hasta el numeral 4
se ha estudiado con bastante detenimiento en los capitulos anteriores. Por consiguiente en los
ejercicios que se realicen se colocara cual es el resultado que se obtiene y cuando se crea conveniente
se detallard un poco més su célculo. Sobre la solucion del sistema de ecuaciones el lector puede
hacerlo utilizando cualquier método que se conozca o utilizando el programa MATLAB. Finalmente del
paso 6 al 8, son Unicamente operaciones matriciales las que se deben realizar. Por ahora se terminar
el célculo con la obtencién de los momentos y fuerzas en el nudo inicial y final de un elemento,
igualmente solo se calculan los desplazamientos y giros en los nudos, para obtener las ordenadas de
la elastica en cualquier punto de un elemento se aplican las funciones de forma estudiadas en el
capitulo Il

11.3 SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES
11.3.1 Método de Gauss

Existen algunos métodos para resolver ecuaciones siendo el mas empleado el de Gauss el
mismo que se explica en dos etapas mediante la solucién de un ejemplo. Previamente se advierte que
en cualquier libro de Algebra Lineal o de Métodos Numéricos el lector puede encontrar un desarrollo
de la teoria de éste método. El autor lo que pretende es dar todas las facilidades para que el lector
pueda elaborar su propio programa de computacion para resolver un sistema de ecuaciones lineales,
de ésta forma podra seguir con la solucion completa de una estructura cuando se desarrolla
manualmente como en el presente capitulo.
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e EJEMPLO1

Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales, paso a paso, por el Método de Gauss.

8X1+2X2+3X3=42 EC(].)
2 Xl +10 XZ+X3 :50 Ec (2)
3X1+X2+5X3=40 EC(S)

e  SOLUCION

Se denomina A, a la matriz de los coeficientes de las incognitas; B el vector que contiene al

término independiente y X al vector de las incognitas. De tal manera que el sistema de ecuaciones se
representa de la forma

AX=B

Al escribir en forma matricial el sistema de ecuaciones se tiene:
A P3N
2 10 5
| 1)) %)
E 1 5| X | |L4o I
Al emplear el Método de Gauss en una primera etapa se debe triangularizar el sistema es decir

formar una matriz triangular superior de los coeficientes de las incognitas, esto se logra de la siguiente
manera:

i) Obtener ceros en la primera columna. Para el efecto la primera ecuacién se copia tal como ésta

y luego se hace la Ec (2) - é de Ec (2).

2 X, +10 X, + X;
= 50
-2 X;—0.5X,-0.75X; =-105

0 X; +9.5X, +0.25X; =39.5

g Ec (2).
Siendo ésta Ultima la nueva ecuacion (2). Ahora se realiza: Ec (3) -
33X +
X, + 5X; = 400
-3 X; —0.75X, -1.125X; =-15.75
0 X; +0.25X, +3.875X; =24.25
ii) En una segunda sub etapa se obtienen ceros en la segunda columna del nuevo sistema de

ecuaciones que después de la primera sub etapa ha quedado de la siguiente forma:
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8 2 X421
|(0 95 ozs” 95

K 025  3.875| Lx3 [24.25 |

A partir del término A(2,2) = 9.5 se obtendra un cero en la segunda columna para lo cual se

. 0.25
realiza Ec (3) - Ec (2).
95

0.25 X, +3.875 X3 = 24.25
—-0.25 X, -0.007 X; =-1.039

0X, +3.868 X;= 23211

Para el ejemplo se ha terminado la etapa de triangularizacion, el resultado obtenido es:

|78 2 3 (X1—| |_42—| |
|0 95 0.5 X 1395

2
0 00  3.868 LX3J| |23.211 |

A continuacién se presenta un diagrama de flujo de la primera etapa de triangularizacién del
sistema pero para el caso de que se tengan N ecuaciones lineales.

[F=ATTLY/A(L.D |

y

| BO)=B()-B(L)*F |
|

'; v
emmemeenesneneenoen L gl
: J=L N

I A(lLLJ)=A(lI,J)-A(L,J)*F I

Diagrama de flujo para triangularizar el sistema

La segunda etapa corresponde a la solucion del sistema para lo cual se calculan las incégnitas
desde abajo hacia arriba, es decir usando la Gltima ecuacion se halla Xj

23 .211

3 =
El valor de X3 3.868 =6 X,
se sustituye en la ecuacién (2) y se obtiene
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X, = —0.25*6+39.5 —40
9.5
Finalmente se reemplaza X, y X; enla ecuacion (1) para calcular X;

Por lo tanto la solucién del sistema de ecuaciones reporta:
[2.00]
X ="4.00
6.00]

El diagrama de flujo para la solucién propiamente dicha se indica a continuacién para el caso

general de un sistema de N ecuaciones.
| X (N) =B (N)/A (N,N)

_______________ > 40
L=1,N-1
-

| K= N-L |
i
[ XK=B(K |
!

________ 30
C J=K+1,N

[XR=XK-AKI XD |

o

................................ 30

v

X(K) =X (K)TAKK) |
. v
40

Diagrama de flujo para resolver el sistema triangularizado.

El diagrama de flujo presentado sirve para resolver sistemas de ecuaciones lineales simétricas

0 asimétricas. Por otra parte si el lector en base a lo expuesto quiere implementar un programa de
computacién en cualquier lenguaje debe tener en cuenta es que se va a trabajar con los siguientes

arreglos: A(N,N), B(N), X(N) donde N corresponde al nimero de ecuaciones a resolver. Notese
que la matriz de coeficientes es de N por N eso implica la utilizacién de bastante memoria, para resolver
grandes sistemas de ecuaciones se va a tener problemas ya que ocupan mucho espacio de memoria.

A continuacion se presenta un programa en MATLAB para resolver un sistema de ecuaciones
lineales asimétrico.
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function [X]=gaus (A,B)

% Programa para resolver ecuaciones lineales asimétricas

de la forma: A X =B

La matriz A es una arreglo de (n,n). Se resuelve con Método de Gauss

Dr. Roberto Aguiar
% 12 de junio de 2014

A Es la matriz de coeficientes del sistema, arreglo de (n,n)
$ B Es el termino independiente,un vector de n elementos
X Vector solucidn
N=length (B); %Numero de ecuaciones
% Triangularizacion del sistema
for L=1:N-1
for I=L+1:N
F=A(I,L) /A(LIL);
B(I)=B(I)-B(L)*F;
for J=L:N
A(I,J)=A(I,J)-A(L,J)*F;
end
end
end
% Solucidn del sistema
X (N)=B(N) /A(N,N) ;
for L=1:N-1
K=N-L;
X (K)=B(K) ;
for J=K+1:N
X (K) =X (K) -A (K, J) *X(J) ;
end
X (K) =X (K) /A (K,K) ;
end

La forma de uso del programa gaus con los datos del Ejemplo 1, es la siguiente:

e [X]=gaus (A,B)

>>A=[8 2 3;2 10 1; 3 1 5];B=[42 50 40];
>>[X]=gaus(A,B)

El programa reporta: I = [2 4 6]

11.3.2 Matriz Simétrica

Cuando se tienen ecuaciones simétricas no es necesario introducir toda la matriz de
coeficientes Unicamente se da como datos la matriz triangular superior o la matriz triangular inferior de
los coeficientes. Ademas se deberan crear los elementos que no se han leido.

Para el caso de sistemas de ecuaciones lineales simétricas a mas de trabajar con la matriz
triangular superior no es necesario trabajar con un arreglo de dos dimensiones para la matriz A sino
con un arreglo de una dimensién, para ello se debe renumerar la posicion de los elementos. Para

explicar lo indicado se analiza a continuacion la nomenclatura de una matriz A de 4 x 4 en los dos
casos, trabajando con un arreglo de dos dimensiones y trabajando con un arreglo de una dimension.
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A(L,1 A(1,2) A(1,3) A4 |
21

(AL A2,2) A(2,3) A4
A(3,1) A(3,2) A(3,3) A3.4) |
A(4,1) A(4.2) A(4,3) A(4,4)

Matriz A como un arreglo de dos dimensiones

A(1) A(2) A(3) A(4) W
A(5) A(6) A7)

A(8) A(9) ’

A(10) |

Matriz A como un arreglo de una dimension

Para el ejemplo analizado al trabajar con un arreglo de dos dimensiones se necesitan 16

posiciones de memoria para la matriz A en el segundo caso con un arreglo de una dimension solo se
necesitan 10 posiciones de memoria. En general se concluye que para un sistema de N ecuaciones se
necesitan N x N posiciones de memoria cuando se trabaja con un arreglo de dos dimensiones y N x
(N+1) / 2 para un arreglo de una dimensién.

Sea N el orden de la matriz de coeficientes de las incAgnitas, | el nimero de fila de un término
A(1,J), J el nUmero de columna de un término A(1,J). 1J es la numeracion de la matriz de coeficientes de
las incognitas tratado como un arreglo de una dimension.

Se define una férmula que permite identificar la posicion de los elementos de la matriz A en
un arreglo de una dimension a partir de la posicion que tiene en el arreglo de dos dimensiones de la
siguiente manera:

(h-1p@N-1), (11.2)
2

1J=

En el Ejemplo 1 se terminé la triangularizacion del sistema de la siguiente manera.
( 8 2 NxJ [42]
0 es oz X s
0 0.0 3.868ﬂ||_X3 | l|23.211 1]

La variable X; se obtiene directamente como X3 =23.211/3.868 =6.00 Pero para la

variable X, habria que proceder de la siguiente forma:

205025

95 95

En consecuencia todos los términos de la derecha estan divididos para 9.5 que es el término
de la diagonal. Para el calculo de X; todos los términos de la derecha estan divididos para 8.

42 2y _3y

X, =
8 8 8



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS

419

Por éste motivo es mejor que la etapa de triangularizacion no termine en la forma indicada sino
que termine asi:

2 3
8 §

8 X 1 421
0 e 0B \ ~'305
0 0.0 3 868 | 23.211 |

En el programa gaussim que se presenta a continuacion, la matriz A termina en la forma
indicada en la etapa de triangularizacion esto se lo consigue con A (LI)=F, esto permite calcular
directamente las incognitas, pero el vector B de la etapa de triangularizacion no esta dividido para el
término de la diagonal en este programa. Por éste motivo en la etapa denominada solucién propiamente
dicha se tiene la instruccion X(K)=X(K)/A(KK).

En gaussim se trabaja todo con arreglos de una dimensién de ésta forma se optimiza la
cantidad de memoria. Se ha modificado un poco el programa gaus en lo referente a lo indicado en los
parrafos anteriores para optimizar la solucién. Nétese que basicamente es el mismo programa que
gaus con dos salvedades la primera es que se trabaja Unicamente con la matriz triangular superior y la
segunda es que antes de usar una instruccion en que interviene la matriz A como un arreglo de una
dimension se debe colocar la férmula de paso de 2 dimensiones a 1 dimensién.

function [X]=gaussim(A,B)

A0 A0 d0 A0 A0 d° A° A° O° oP

o©

N=

Programa para resolver Ecuaciones Lineales Simétricas

de la forma: A X =B

La matriz A es un vector que contiene a los elementos de la matriz
triangular superior. Se resuelve con Método de Gauss

Dr. Roberto Aguiar
13 de junio de 2014

A Es la matriz de coeficientes del sistema, arreglo de orden (n)

B Es el termino independiente, un vector de n elementos
X Vector soluciédn
length (B); % Numero de ecuaciones

NTOT=N* (N+1) /2;% Numero total de elementos de la matriz A.

)

Triangularizacidén del sistema

for L=1:N-1

for I=L+1:N
LI=((L-1)*(2*N-L) /2)+I;
LL=((L-1)* (2*N-L) /2)+L;
F=A(LI)/A(LL);
B(I)=B(I)-B(L)*F;
I

for J=1I:N
IJ=((I-1)*(2*N-1I)/2)+J;
LJ=((L-1)* (2*N-L) /2 +J;
A(IJ)=A(IJ)-A(LJ)*
A(LI)=F;
end

end

end

>
]

X

Solucion del sistema

(N)=B(N) /A (NTOT) ;
for L=1:N-1
K=N-L;
X (K)=B(K) ;

KK=( (K-1) * (2*N-K) /2) +K
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X (K) =X (K) /A (KK) ;
for J=K+1:N
KJ=((K-1) * (2*N-K) /2) +3J;
X (K)=X(K)-A(KJ) *X (J) ;
end
end

Para el Ejemplo 1, la entrada de datos y uso del programa gaussim es la siguiente.

e [X]=gaussim (A,B)

>> A=[8;2;3;10;1;5];B=[42;50;40];
>> [X] = gaussim (A,B)

El programa reporta: I = [2 4 6]

En el programa gaussim que se ha indicado, la matriz A muestra los términos de la matriz
triangular superior, un término en cada fila de datos. En el andlisis estructural la matriz A corresponde

alamatriz de rigidez K . En un programa de ordenador se debe calcular K pensando en que algoritmo
se va a utilizar en la solucion del sistema de ecuaciones. Si se va a emplear un algoritmo similar al

programa denominado en el libro gaus se debe programar K con un arreglo de dos dimensiones pero
si se piensa utilizar el programa gaussim se debe programar K con un arreglo de una dimension y

solo se debe obtener la matriz triangular superior.

Si no se tiene en cuenta el método de solucion del sistema de ecuaciones lineales, en la
determinacion de la matriz de rigidez de la estructura, no se optimiza el ahorro de memoria y el tiempo
de solucion.

11.3.3 Sistema de ecuaciones simétricas bandeadas

La explicacion tedrica se va a analizar en base al siguiente sistema de ecuaciones lineales:

20X1+2X2+X3 :23
2 X1 +25X2 +2 X4 =29
X1+ 30X3 - X4 +2 X5 :32

2X2—X3 +30X4+X5 :32
2 X3+ X, +18X5=21

Escrito en forma matricial se tiene:

20 2 1 0 ow(xﬂ [23]
2 25 0 2 ol X '2P'
| 2]

1 0 30 -1 2 || X5 1=1321
0 2 -1 30 L[ Xe | ]32]
0 0 2 1 aslixs | a1l

En el ejemplo propuesto. Notese:

i) La matriz de coeficientes de las incognitas A es simétrica con respecto a la diagonal
principal.
ii) En la primera fila de la matriz A el tltimo término diferente de cero, en éste caso el 1 se

encuentra a tres posiciones de la diagonal principal, incluye en el conteo al término de la
diagonal principal.
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i)

v)

En la segunda y tercera fila de la matriz A el tltimo término diferente de 0 también se
encuentra a tres posiciones de la diagonal principal. En la cuarta y quinta fila el dltimo
término diferente de cero se halla a 2 y 1 posiciébn de la diagonal principal
respectivamente.

El ndmero de posiciones mayor de cada una de las diferentes filas, al que se encuentra
un nimero diferente de 0 con respecto a la diagonal principal, define el ancho de banda

de la matriz A. Para el presente caso éste valor es de 3.

El ancho de banda de una matriz se lo representa con la letra KB.

En éste apartado se presentan ideas generales para resolver ecuaciones lineales con ancho
de banda constante y un programa de computacion. A continuacion se analiza como se numeran los
elementos para el caso de tener un sistema de 8 ecuaciones con ancho de banda de 4.

] _ ST T
X, ‘ B,
AQ); 4(2) § 40) Xo | | Ba
4051 4(6) g5 |dm
: A(9) X B ‘
: : : i : Xl | 8e
o e | ACD | AC2) 403) [44)] o W el
FAE S AQS)| 4(26) | (7). A(28) Yo |Bo
| : 429) |40 46D 4G2]  [Fel [Bo]
| o o0 o o L. |

Identificacién de la posicién de los elementos.

En este punto es importante realizar las siguientes acotaciones:

i)

Los términos A(24), A(27), A(28), A(30), A(31), A(32) son nulos, se los crearon para
tener un ancho de banda constante. Adicionalmente se crea una fila con ceros del mismo

ancho de banda tanto en la matriz 4 y en el término independiente se coloca al final un
cero.

Para identificar la posicion (subindice) de los elementos de la matriz A se utiliza la
siguiente formula.

13 =(KB-1)(1 -1)+J (11.3)

Donde | representa el nimero de la filay J el nimero de la columna de la matriz A
tratada como un arreglo de dos dimensiones. Por ejemplo en el sistema de 8 ecuaciones

el ltimo término se encuentra en la posicion | =8, J =8 al trabajar con un arreglo de
una dimensioén corresponde al elemento de la posicion  1J =29 que se obtiene con la

ecuacion presentada. |1J = (4 —1X8 —1)+ 8=29.

Si se calcula un portico plano de 10 pisos, por ejemplo, se estara pensando en resolver
un sistema de 150 ecuaciones aproximadamente. Aqui se vera con mayor claridad la
ventaja de utilizar un programa para armar la matriz de rigidez de la estructura con ancho
de banda constante con un solo vector en el que afiaden ceros en la Ultima fila.
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function [X]=gausbanda (A,B,KB,N)

Programa para resolver ecuaciones lineales Simétricas con ancho de

banda constante, de la forma: A X =B

La matriz A es un vector que contiene a los elementos de la matriz
triangular superior pero con ancho de banda constante que implica la
creacidédn de elementos ficticios, se debe indicar los elementos ficticios
con ceros, a la derecha y una fila extra en la parte inferior.

Se resuelve con Método de Gauss

o\°

o® o o° o° o° o°

o° o°

Dr. Roberto Aguiar
13 de junio de 2014

o o©°

% A Es la matriz de coeficientes del sistema, se da como un vector con
% los elementos ficticios de la derecha y parte inferior.
% B Es el término independiente, un vector de n+l elementos. El tltimo

elemento del vector B es cero (elemento ficticio)
KB Es el ancho de banda de la matriz de coeficientes
N Numero de ecuaciones
X Vector solucidén cuyo Gltimo valor es cero(elemento ficticio)
Triangularizacidén del sistema
for L=1:N-1
for I=L+1:L+KB-1;
LL=(KB-1) * (L-1) +L;
LI=(KB-1)* (L-1)+I;
F=A (LI)/A(LL);
for J=1:L+KB-1
IJ=(KB-1) *(I-1)+J;
LJ=(KB-1) * (L-1)+J;
A(IJ)=A(IJ)-A(LJ)*F;
end
A(LI)=F;

o o

o o

o°

end
end
for L=1:N-1
for I=L+1:L+KB-1
LI=(KB-1)* (L-1)+I;
B(I)=B(I)-B(L)*A(LI);
end
end
% Solucidédn del sistema
for K=1:N
L=N+1-K
LL=(KB-1) * (L-1) +L
B(L)=B (L) /A (LL)
if (N-L>=KB)
NN=KB+L-1;
else
NN=N;
end
for I=L+1:NN
LI=(KB-1)* (L-1)+1I
B(L)=B(L)-A(LI)*B(I)
end
end
X=B;

El programa gausbanda que se ha presentado sirve para resolver un sistema de ecuaciones
lineales simétrico con ancho de banda constante y trabajando con arreglos de una dimensién. Se han
hecho ligeras modificaciones al programa gaussim una de ellas es que la modificacion del vector B
en la etapa de triangularizacion se lo realiza aparte, esto es conveniente hacerlo para cuando se tiene
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gue resolver varios sistemas de ecuaciones en las cuales cambian Unicamente los términos
independientes.

Lo importante es darse cuenta en el programa gausbanda que la ecuacién reductora, reduce
las siguientes KB — 1 ecuaciones.

Para el Ejemplo 1, los datos y uso del Programa gausbanda son;
e [X] =gausbhanda (A,B,KB,N)

>> A=[8;2;3;10;1,0;5;0,0;0;0;0]; B=[42;50;40;0]; KB=3; N=3;
>> [X] = gausbanda (A,B,KB,N)

El programareporta: ¥ =[2 4 6 0]
El dltimo cero corresponde a la fila ficticia que se dio como dato.
. EJEMPLO 2

En el siguiente sistema de ecuaciones, presente dos arreglos de la matriz de coeficientes 4,
numerados con dos indices y con un indice, y un arreglo del vector B de acuerdo a la forma que
considera gausbanda. Indique ademés los vectores 4B que se hallan al final de la etapa de
triangularizacién y finalmente presente la entrada de datos y resultados del programa gausbanda.

20 2 1 0 —NXJ F23T
) |
| 25 0 2
1 0 30 -1 2 x3 =|32 ||
02 1 ® X %)
oo 21 sfix] )
e SOLUCION
A 11 :‘112 A 13 .: - ‘41 Al ‘43 LITUR Bl
i Ay Az Ay i 1 Ay As Ae Ll B,
LIOET Asg Asy Ass PIL A, A A g—|B:
G001 E1 Agg Aes| o0 LD D Ay Au ar B,
P11 B3 o1 Assdl g o I Bl D1 i Al a1 a5 B:
00 0 A6 A7 A1 0
Arreglo con 2 indices Arreglo con 1 indice Vector B

Se aprecia que el ancho de banda KB = 3 y que se debe dar como datos una fila adicional de
ceros a mas de los ceros que se encuentran a la derecha de la matriz 4. En la parte central se indica
el vector 4 y la numeracién de los elementos del 1 al 18. Al observar estos dos arreglos y con la
siguiente tabla se aspira a explicar la triangularizacion.

Descripcion de la Triangularizacion

Ecuacion reductora Ecuaciones Reducidas Préxima ecuacién reductora
1 2y3 2
2 3v4 3
3 4y5 4
4 5

. Cuandop se esta.con la ecuacijon reductora 4. interviene la f I
las filas réduc0as debetian sef A b g)pero Seafild es 1 que tie

e erl)esmentos ficticios 0, ya que

Los vectores 4 B que se hallan, luego de la etapa de triangularizacion, son:




424 Roberto Aguiar Falconi
UFA-ESPE

AI
=[20 0.1 0.05 248 -0.004 0.08 2994 -0.03 0.06 298 003 0 178 0 0 0 0 O]

B =[23 26.70 30.9577 30.8721 17.8283 0]

En el vector 4 no se escribid todos los decimales por falta de espacio. Finalmente a
continuacion se indica la entrada de datos y resultados, del programa.

>> A=[20; 2; 1, 25; 0; 2; 30; -1; 2; 30; 1; 0; 18; 0; O; O; 0; OF;
>> B=[23; 29; 32; 32; 21; 0];

>>KB=3;N=5

>> [X]=gausbanda(A,B,KB,N)

=1 11 1 1 0]
11.3.4 Otros métodos

Es importante conocer la forma del sistema de ecuaciones que se va a resolver para asi
seleccionar el algoritmo mas adecuado, optimizando de ésta manera: capacidad de memoria y tiempo
de ejecucion. Por ejemplo si la matriz de coeficientes de un sistema de 10 ecuaciones tiene la forma
gue se indica a continuacién y ademas es:

i)  Simétrica con respecto a la diagonal principal.
i) Ancho de banda variable que es el caso mas comun de solucién.

iii) Si el sistema se resuelve empleando el programa gaus que es para trabajar con toda la
matriz se requiere 100 posiciones de memoria para la matriz A de un sistema de 10
ecuaciones. Si se utiliza el programa gaussim que es para matrices simétricas se necesitan
55 registros para la matriz A . Con el programa gausbanda se necesitan 50 posiciones de
memoria toda vez que el ancho de banda es 5 y con el algoritmo de ancho de banda variable
en el cual se han indicado las cantidades diferentes de cero se requieren 28 posiciones de
memoria.

iv) Al resolver con ancho de banda variable el usuario debe dar como dato el ancho de banda

de cada una de las filas de la matriz A . Por lo tanto el usar este algoritmo supone conocer
exactamente la forma del sistema de ecuaciones a resolver.
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Matriz de coeficientes, con ancho de banda variable, por filas

Se considera otro ejemplo en el cual se tiene también 10 ecuaciones lineales pero la matriz A
tiene la siguiente forma

-

Matriz de coeficientes con ancho de banda variable por columnas

i) Simétrica con respecto a la diagonal.

i)  Enlos métodos presentados tanto la triangularizacion como la solucién se realizo por filas.
Para sistemas de ecuaciones que tienen la forma presentada conviene resolver por columna.

iii) Al resolver el sistema de ecuaciones por columnas los cambios que se deben hacer son
minimos con respecto a los programas presentados.
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Es intencién del autor dejar planteadas en el lector inquietudes sobre otras formas de solucién
de un sistema de ecuacion por el Método de Gauss para que ampliara sus conocimientos consultando
libros especializados de Métodos Numéricos.

Adicionalmente se desea que cuando se resuelve una estructura la eleccién del sistema de
coordenadas generalizadas Q —( se la realice de la forma méas 6ptima, que sepa que al usar un

determinado sistema de coordenadas se tendra una matriz de rigidez con determinado ancho de banda
y de determinada forma para que utilice el programa de solucién de ecuaciones mas adecuado.

Como aclaracion debe manifestarse que en el apartado 11.3 se ha utilizado la letra A para

representar la matriz de coeficientes de las incognitas, en lo posterior de éste capitulo la letra A sera
la matriz de compatibilidad de deformaciones definida de la siguiente manera: p=Aq

11.4 PORTICOS PLANOS
11.4.1 Cargas solo en los nudos

Cuando en la estructura solo actlan cargas en los nudos no existe el problema primario. Por
lo tanto la solucion del problema se reduce a la solucién del problema complementario.

e EJEMPLOS3

Resolver el pdrtico plano mostrado en la figura 11.2, que tiene solo cargas en las juntas; si las
columnas son de 30 x 30 cm. y la viga de 20 x 30 cm. Se considera un médulo de elasticidad
E=2173706.513 T/m2. Todos los elementos se consideran totalmente flexibles.

10T

T _ l @ l/,— 15Tm _

20430 L

30130 30:30

—_— —_— -

|

}‘ 40m

Figura 11.2 Estructura de ejemplo 3.

e  SOLUCION

El digito que se encuentra dentro del circulo de la figura 11.3 corresponde a la numeracion de
los elementos. En la figura 11.3 se presenta a la izquierda el sistema Q —( y a la derecha el sistema

P — p. En el elemento 1 el nudo inicial se ha considerado en la parte inferior y en el elemento 3 en la
parte superior; en la viga el nudo inicial a la izquierda.
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Figura 11.3 Coordenadas de la estructura Q —( y de los elementos P — p

Las propiedades geométricas del pértico se indican en la tabla 11.1

Tabla 11.1 Descripcion de los elementos de ejemplo 4.

Elemento b h A=bh b h3
| =
12
(m) (m) (m2) (m4)
1 0.30 0.30 0.090 0.00068
2 0.20 0.30 0.060 0.00045
3 0.30 0.30 0.090 0.00068

La matriz A definida por la relacion p = A ( resulta:

(1 |
. 0 0 0 0 U\
1 0 1 0 0 o‘
4
0 1 0 0 0 o'|

||

0 1 i o L 0

4 4

| 1 " " 1

-1 0 0 1 0 0
|
0 0 1 0

0 4 1

0 0 0 1 0 0
4 |
0 0 0 0 1 0]

Para el sistema P — p de la figura 11.3, la matriz de rigidez de un elemento en el cual se
desprecia el efecto del corte es la siguiente:
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[4E1 2E1
0 0
| 2El 4EI
k= \ & : 0 |
EA
0 =
{ ° |
Al reemplazar valores se tiene:
[1478.1204 739.0602 0.000 |
k® =k® =1 739.0602 1478.1204 0.000
| 0.000 0.000  48908.3966 |
[978.1679 489.0840 0.000 |
k@ ='489.0840 978.1679 0.000
| 0.000 0.000 3260559771
La matriz de rigidez de la estructura K = ZAW k? AY resulta:
i=1
[ 32882.785 ]
0000 49091852 SIMETRICA
< 554.296 366.813  2456.289
| —32605.648 0.000 0.000  32882.785
0000  -183407  —366.814 0.000  49091.852
] 0.000 366.813 489.084 554.296 ~366.814  2456.289 ||

Para las cargas mostradas en la figura 11.2 el vector de cargas generalizadas resulta:

[ 5.00 ]
| ~10.00 '|

Q_|| 0.00 ||
B o.oo‘

0.00
15.00 ﬂ

No se ha detallado el célculo de las matrices A, K, Q debido a que en los capitulos anteriores

se ha tratado cada uno de ellos en forma extensa. Sin embargo en futuros Ejemplos de este Capitulo
si se lo realizard, no de todos pero de algunos para que el estudiante repase.

Para obtener el vector de coordenadas generalizadas ( se debe resolver el siguiente sistema
de ecuaciones:

Q=Kq
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De la solucién del sistema de ecuaciones se obtiene:

0.006271 ]

| —0.000225 '|

—0.002422 |
971 0.006130
0.000020
0.005242

Para ahorrar espacio a futuro se escribiran la transpuesta de los vectores de cargas
generalizadas ( y de coordenadas generalizadas

Ahora se va a calcular las deformaciones P que se producen en los elementos debido a las
cargas exteriores para lo cual se multiplica la matriz A por el vector de coordenadas (

—}1 0 0 0 0 le
}1 0 1 0
0 0 |
= | 0.006271
0 S — 0 B 0'.0002251
4 4 ||
o= | o 1 1 . —|0.002422|
4 A 0.006130 !
-1 0 0 1 0 0| 0.000020
= | 0.005242 ||
0 0 0 L 0 1
4
1
0 0 0 = 0 0f
4
0 0 0 0 1 0
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0.001568
—0.000854

—0.000225 \

—0.002483
0.005181 ||
~0.000141 |

oo
0.001533
0.000020

Notese que el vector resultante P esta compuesto por sub vectores. En efecto las tres primeras
cantidades corresponden a las deformaciones del elemento 1, las tres siguientes al elemento 2 y las

tres Ultimas al elemento 3.

Una vez encontradas las deformaciones P se pasa al célculo de las cargas internas P de

cada uno de los elementos multiplicando la matriz de rigidez del miembro K por el vector p.

= Elemento 1

[1478.1204 739.0602 0000 [ 0001568 | [ 16865]
PO =k® p=! 7300602  1478.1204 0000 || 70q084 =" 01035

| 0.000 0.000  48908.3966 || | —0.000225 || ||-11.0044 | |
= Elemento 2

{978.1679 489.0840 0.000 [-0.002483] [ 0.1052 ]
P@® =k®@ p® ='489.0840 978.1679 0.000 0.005(181 -1 3855 |

| 0.000 0.000  3260559771]1-0.000141| | -44.5974] |
= Elemento 3

[ 1478.1204 739.0602 0000 1[0006775| [11.1472
PO =Kk® p®-! 7390602  1478.1204 0.000 ’|0|00}5?3 = 7.2nl

| 0.000 0.000  48908.3966 || | 0.000020 || 1| 0.9782 |

El significado y convencion de signos de las cargas internas de los elementos P se indica en
la figura 11.4. Con ésta indicacion a continuacion se indican en lineas continuas los valores encontrados
y con lineas entrecortadas los valores de los cortantes y carga axial que se requiere para que exista

equilibrio en los elementos.
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11.0044

£.1035

1.6865

t

1
11.0044 |

s W 38536 D 45974
\4, 01052 :
E :
0.9897 0.9897

41
0.3968

4 09782

e
(T S

11.1472

7.2T3H

'-—L\_j
4.6051

09782

Figura 11.4 Solucion de la estructura del Ejemplo 3.

Las fuerzas indicadas estan en Toneladas y los momentos en Toneladas por metro. Como una
comprobacion del ejercicio realizado se debe verificar que en cada nudo exista equilibrio, como se ve

en la figura 11.5

Junta B

09897 T

10T l

Junta C
09887 T

5T _‘> 45974T 45974T CAE B
By
-0.1052 Tm -3.8535 Tm
0.1035Tm 411472 Tm
¢ [——
03958 T e 46051 T
110044 T BETARTS

ZFX =0,

Como se Euede apreciar e
=0
Y

Figura 11.5 Equilibrio de los nudos.

n cada junta o nudo existe equilibrio. Estrictamente no se tiene que
M =0 por los decimales con que se ha trabajado al resolver con un

computador el pequefio error desaparece. Se deja al lector obtener las reacciones exteriores del portico.

11.4.2 Cargas en los elementos

o EJEMPLO 5

Resolver completamente la siguiente estructura, indicada en la figura 11.6, por el Método de
los Desplazamientos, si las columnas son de 30/30 cm., y las vigas de 25/25 cm. El valor del médulo
de elasticidad es | = 2400000 T/m?.
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Figura 11.6 Estructura con carga en elemento y nudo.

= SOLUCION

A la izquierda de la figura 11.7 se indica el sistema de coordenadas generalizadas de la
estructura ( — ¢; a la derecha se indica el sistema de coordenadas de los elementos, P — .

$ ‘{’) 3 C - S
y -+ 1
1 4 = I
4 <3 & e J /‘,’? ‘.;‘): /‘
6
J3 J
SistemaQ-q Sistema P -p

Figura 11.7 Sistemas de coordenadas de la estructura y de los elementos.

La matriz de compatibilidad de deformaciones es la siguiente.

(3 0 0 0 0 O] 7

3 0 1 0 of L ,a

0 100 0

0 41 0 -4 0| -
A={ 0 ¥4 0 0 -1f4 1| [ 4@

-1 001 0 Of _

0 0013 0 O

0 0 013 0 1 A®)

(0 000 1 O

En la tabla 11.2 se indica el area y el momento de inercia de los elementos de la estructura.
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Tabla 11.2 Area y Momento de Inercia de los elementos

Elemento b h A=b*h . b* h3
12
(m) (m) (m? (m*)

1 0.3 0.3 0.09 0.000675

2 0.25 0.25 0.0625 0.000325

3 0.3 0.3 0.09 0.000675

Con los datos de la tabla 11.2 se obtuvo las matrices de rigidez de los elementos, que se han
denominado f, para las columnas y f, para la viga.

(4EICL 2Elc L 0 | [2160 1080 0 W
kc:|2E|0L 4Elc L 0 ‘2‘1080 2160 0
L 0 0 EAc LCJ |L 00 72000J|
[4EIv L 2EIv L 0 | [781 391 0 W
kV:||2EIv‘L sEWL 0 |-|a01 781 O
0 0 EAV LVJ| |L 00 3750°J|

La matriz de rigidez de la estructura  se halla con la siguiente expresion.

3
K=> 40 40 40
i=1

K=A%ke A+A® kv AP+ A" ke A

[ 38220 0 1080 -37500 00 |
0 72146 293 0 ~146 293 '|
1080 293 2941 0 —293391 |
K= _a7m00 O 0 38220 0 ivou |
0 -146 -293 0 72146 —293|
0 203 391 1080  _,93 2041 }

El vector de cargas ( se halla por medio del Problema Primario y Complementario.

(=[3 —4 2667 0 —4 2.667]
De la solucién del sistema de ecuaciones:
Kq=10
Se encuentra.
q[=[0.0041 0 —0.0024 0.0040 -—0.0001 -—0.0003]
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Las deformaciones en cada uno de los elementos p, se halla de la siguiente manera

- T 0.0041
~— 00000 0 _ _
3 0.0014
o |1 —0.0024
pY%=(=- 01000 =|—0.0010
3 0.0040 y
0100 00) nonnf| L |
5 -| —0.0003
y@ = @4
_ [ 0.0041
1 1
0 = 1 0 == 0 _
4 4 —0.0024
1 1 —0.0024
=l 2 D0 == i =|—0.0003
4 4 0.0040 _ Biti6ay
-1 0 01 0 O] o] L% |
z =| —0.0003 |
3 =48
_ . J 0.0041 7
000 = 00 0 _
3 0.0013 ]
1 —-0.0024
=0 00 = 01 5ot =i 0.0011
] 2
—-0.0001
0000 1 0 oo00q| L |
S - -0.0003 |

Las fuerzas y momentos P en cada uno de los elementos se obtiene multiplicando la matriz de
rigidez del elemento por las deformaciones; de esta forma finaliza el problema complementario.

P = 0 0
2160 1080 0 \"0.0014 ( 8542
PP =11080 2160 0 | —0.0010 =|-0.714
0 0 72000_‘_ 0 |-32

lll

D — @40
(781 391 0 |[-0.0024| |[-1.9525
| 781 0 | -0.0003 =( 1
| 0 0 37500] -0.0001| |-2

B
+
Il
I
O
[

O
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2160 1080 0 [ 0.0013 | {4.0692“
PP =/1080 2160 0 | 00011 |=| 3.7911
| 0 0 72000]-0.0001| |-47691]

07692 T
1.1241 Tm
262017 W = 2ot T
\1.9525T.m 4
323097 07692TT -
L“’”’ LIS 202017
—_— =227
\"/071457 \'/3‘79117
1.8542T.m 4.0692Tm
s AN
g23788T 252017
323097 T 4.7691 TT

Problema Primario

2Tim
2667 Tm N z
" | T . 2667Tm
: :r Y VvV VvV 9V Y v ¥ : )
*y 4 &‘v'
- -
- -
Problema Complementario
0.7145 Tm 37911 Tm
28201 T -
: < ) . 262017
Cosod 47601 T |
lozrggr 323087 476027 v 262017
Ly e—p —t
\ | A
07145 T \379111
1.8542T m 40892 T.m
NP A
& 22 26201 T
3.2309 TT 47691 TT

Problema Primario més Problema Complementario.
Figura 11.8 Fuerzas y Momentos en los elementos

En la parte superior de la figura 11.8 se ha colocado la solucién del Problema Complementario,
que se ha resuelto, destacando que el vector P reporta el momento en el nudo inicial, final y la fuerza
axial en el nudo final, el cortante y la fuerza axial en el nudo inicial se obtienen por equilibrio.
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En la parte central de la figura 11.8 se tiene el Problema Primario, como el Unico elemento que
tiene carga es la viga solo se indican sus valores en dicho elemento.

Finalmente en la parte inferior de la figura 11.8 se tiene la solucion total, la misma que se halla
sumando algebraicamente el Problema Primario méas el Problema Complementario.

323087 aTE92 T
17 ) » 650 :
3 V- 26201 T WW1T,. ¥
3 &
v I Tm
07145 T m
3ToNTm
07145 Tm
. . )
Q03T T G282 T
32308 7“' 47691 '.L
NUDO B NUDO C

Figura 11.9 Equilibrio de nudos.

Para comprobar que esta bien realizado el Ejemplo se debe verificar el equilibrio de los nudos,
esto se presenta en la figura 11.9, a la izquierda del nudo B, donde actla una fuerza horizontal de 3 T.,
y a la derecha del nudo C.

En la figura 11.10 se presentan los respectivos diagramas de carga axial, corte y momento,
para la viga se debe considerar la carga uniforme distribuida. Finalmente se indica el programa que se
realizé en MATLAB para resolver el Ejemplo.

26201 T

-3.2309 T

47691 T

DIAGRAMA DE CARGA AXIAL
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3.2308T
B N
0.3799 T
26201 T
DIAGRAMA DE CORTE
0.7145 Tm 7 37911 Tm
s e |
r 3.8521 Tm
|
| “’,
|
| ;’
|
|
|
| DIAGRAMA DE MOMENTOS
1.8542 Tm
! 4.0692Tm |

.-

Figura 11.10 Diagrama de carga axial, corte y momento.

% Solucidén de pdértico por el Método de los Desplazamientos
% Dr. Roberto Aguiar
% 5 de Junio de 2014
B Matriz ALt ittt it et e et
Al=[1/3 00 00O0; 1/301 000; 0100O00O00O0];
A2=[0 1/4 1 0 -1/4 0;0 1/4 0 0 -1/4 1;-1 0 0 1 0 01;
3

A3=[0 0 0 1/3 0 0;00 01/3 01; 00O0O0T1O071;
...... Matriz de rigidez de miembro...............
bc=0.3;hc=0.3;bv=0.25;hv=0.25;E=2400000; Lc=;Lv=4;
Ac=bc*hc;Ic=bc*hc”3/12; Av=bv*hv;Iv=bv*hv"3/12;
KC=[4*E*Ic/Lc 2*E*Ic/Lc  0;

2*E*Ic/Lc 4*E*Ic/Lc 05

0 0 E*Ac/Lc];
KV=[4*E*Iv/Lv 2*E*Iv/Lv  0;
2*E*Iv/Lv 4*E*Iv/Lv 0;

0 0 E*Av/Lv];

%....Matriz de rigidez de la estructura...

437
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K=A1l'*KC*Al+A2'*KV*A2+A3"'*KC*A3;
%...Vector de cargas generalizadas......
=[3;-4;-2.667;0;-4;2.667];

%..50lucion de ecuaciones..............

O

a=K\Q;

%...Calculo de deformaciones p........
pl=Al*qg;p2=A2*q; p3=A3*q;

%...Problema Complementario. Fuerzas P...
P1=KC*pl; P2=KV*p2; P3=KC*p3;

e EJEMPLOG

En la figura 11.11 se tiene un portico con voladizos y varias cargas sobre la viga. Las columnas
son de 3U/40 cm., y 1as vigas de 3U/3U cm. £l moaulo de elasticioad £ = 2400000 - T,. Resolver el portico
m

por el Método de los Desplazamientos considerando que los elementos son totalmente flexibles.
=  SOLUCION

Hay dos formas de resolver este ejemplo, la primera es encontrando los momentos y fuerzas
de empotramiento de la carga que gravita en los volados, cambiarles de sentido para que actien como
cargas puntuales en el pértico de esta manera no se considera el volado en el analisis estructural; la
segunda forma es considerar los voladizos y para ello se tiene que definir grados de libertad en los
extremos de los volados. Se va a resolver de la primera forma.

30M80 3040

TOT

15m 15m

Figura 11.12 Acciones de empotramiento perfecto en los voladizos.

Enlafigura 11.12 se presentan las acciones de empotramiento perfecto del voladizo las mismas
que pasan al portico como cargas puntuales, cambiando el signo como se indica en la figura 11.13.
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Figura 11.13 Estructura sin voladizos pero con cargas equivalentes.

A la izquierda de la figura 11.14 se presenta el sistema de coordenadas generalizadas de la
estructura y a la derecha las coordenadas de los elementos.

' 9 5

Q-q P-p

Figura 11.14 Coordenadas de la estructura y de los elementos.
Al mirar el sistema de coordenadas P —p se puede inferir que la columna izquierda es el
elemento 1, la viga el elemento 2 y la columna derecha el elemento 3. Con esta acotacion en la tabla
11.3 se indica el célculo del area y el momento de inercia a flexion.

Tabla 11.3 Propiedades de los elementos de estructura de Ejemplo 6

Elemento b H A=b.h 1=b.h%/12
[m] [m] [m?] [m*
1 0.30 0.40 0.12 0.0016
2 0.30 0.30 0.09 0.00068
3 0.30 0.40 0.12 0.0016

La matriz de compatibilidad de deformaciones, 4 es la siguiente.



440 Roberto Aguiar Falconi

UFA-ESPE
E 0 0 0 0 0
3
1 (1)
= 0 1 0 0 0 A
0 1 0 0 0 0
0 e 1 0 - 0
A= 4.5 4.5
1 1 — al?)
0 — 0 0 —— 4
4.5 4.5
=1 P 0 1 0 0
0 0 0 1/3 0 0 e
0 0 0 1/3 0 1
Lo 0 0 0 1 0-

La matriz de rigidez de los elementos al no considerar el efecto de corte @, son las
siguientes.

4E1 2E]

0
[l
2E1 4]
b= =
[l 0
0 0 FA
[ ]

Al reemplazar los datos de la tabla 11.3, se tiene:

5120 2560 0
D =1®=[2560 5120 0 |
0 0 96000

1440 720 0
i@ =1720 1440 0 ]
0 0 48000

La matriz de rigidez de la estructura § = Y- 4" 140 resulta:

49907 0 2560 —48000 0 0

0 96213 480 0 —213 480
_ 2560 480 6560 0 —480 720
—48000 0 0 49707 0 2560

0 —213 —480 0 96213 —480

[ o 480 720 2560 —480 6560]

Con el propésito de tener el ejercicio completo, se indica a continuacién el calculo del vector de
cargas generalizadas, estudiado en el Capitulo 4. Se lo va a determinar empleando el algoritmo
denominado Problema Primario y Complementario, para lo cual en la figura 11.15 se indica el Problema
Primario donde se aprecian las fuerzas de fijacion i que hacen ¢ = |.
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Figura 11.15 Problema Primatrio.

441

Sobre la viga gravita una carga uniforme distribuida de 2 T/m, y dos cargas puntuales de 1 T.,
a un metro del nudo inicial y final respectivamente. Para encontrar las acciones de empotramiento
perfecto se aplica el principio de superposicién, trabajando con cada una de las cargas por separado
como se indica en la figura 11.16. Para las cargas puntuales lo mejor es utilizar las funciones de forma
para hallar las fuerzas y momentos de empotramiento.

| R B

"'.LI:‘ 25Tm 225 TmeT,

4507

0T

—

% ',"Lo 5099 T.m 01728 Tm J,—"
parar (17621

1 E
01728 Tm DEQAO T rr }"

08razy

.
.

pireT

Figura 11.16 Célculo de las acciones de empotramiento perfecto.

41527 T~ .. B

55T

¥

“ e 41527 T.m

1557

Para determinar las cargas de fijacion ¢ se debe efectuar el equilibrio de los nudos, los mismos

gue se indican en la figura 11.17.

Equilibrio de nudo B

2Fx=0—~)R'1=0
+TZFy=O—>R2=—8.ST

ZM =0-R3=-19027T.m

Equilibrio de nudo C

ZFx=O—>R4=O
+TZFy=o—>R5=—8.ST

ZM=O—>R6= 1.9027 T.m
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Figura 11.17 Fuerzas y momentos que gravitan en los nudos.

El vector de cargas ( resulta.

¢=1[0 -85 —19027 0 -85 1.9027]

La solucion del sistema de ecuaciones: K ¢ = ¢, reporta.

(= 10_3[0.0086m —0.0885m —0.3296n —0.0086m —0.0885m 0.3296 1]

El calculo de las deformaciones p y cargas en los elementos P se indica a continuacion

0.0029
y D =y My =1-03267].1073
—0.0885

—0.3296
y @ =4 ® 1 =103291.1073
—0.0173

—0.0029
1y @ =4® 1=1032671.1073
—0.0885

Para obtener las cargas P se trabaja con la matriz de rigidez de los elementos.

—0.8216T.m
P =DM = 11,6654 T.m]
—8.57

—0.2373m
P =@ @ =1 0.2373m ]
—0.8290T

0.8216 T.m
P = 1® 43 = 11,6654 I.m]
—8.57

En la parte superior de la figura 11.18 se indican las cargas P encontradas, las mismas que se
han presentado con linea continua; con entrecortada se indica el equilibrio de elementos.
Posteriormente, se indican las cargas del Problema Primario y finalmente la solucion final que es igual
a la suma del Problema Primario mas complementario.
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02373Tm 02373 Tm_
0829007 _ _lv-’ "\].J)__ao.gm
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85T 85T
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| 1.6654T m : 16654T m
PROBLEMA COMPLEMENTARIO
t 08216 Tm \ 08216 Tm
\ Y \‘:\ Q /I,‘
T os200T 082907 ¥
851 851
1T 17T
. 2Tim .
( )
41527 Tm', B C .. /41527Tm
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Figura 11.18 Solucién de Problema Complementario, Primario y Solucién Final.

11.4.3 Pérticos con elementos axialmente rigidos

Una hipotesis muy comun dentro del célculo estructural es considerar a los elementos de un

portico plano como si fueran axialmente rigidos A =oo. Esta hipbtesis da buenos resultados con
edificios de pequefia altura, al trabajar con ésta hipotesis se reduce notablemente el nimero de grados

de libertad.

e EJEMPLO7

Resolver la estructura de la figura 11.19 pero considerando que todos sus elementos son
axialmente rigidos. En la figura 11.20 se dibujan los sistemas Q —¢ y P — p respectivamente. El
médulo de elasticidad del material es f = 2173706.513 T/m

441 TIm

A=00

I=0.00045m'

A= 00
| = 0,00068 m'

l
2 ¢
fe

(w)

Figura 11.19 Pértico con elementos axialmente rigidos



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS

445
1 2 3-
e /S AT o
l\\ - I\-_ -/—’3 /“‘\Y\___; \_._/'v -"'»~\‘
i v |’ ( s
(|18
NG
Figura 11.20 SistemaQ —( ysistemaP — p
e SOLUCION

Se deja al lector la determinacion de la matriz de rigidez y del vector de cargas.

Matriz de rigidez de la estructura

{2456.28830 489.08400 554.29515]
K =ZA®‘ kO A® =1 489.08400 2456.28830 554.29515
- | 554.29515 554.29515 554.29515 |
= \ector de cargas generalizadas
|_—5.880—’
Q:| 5.880
| 0.000 |

Es importante que el lector preste atencion al Problema Primario de éste ejemplo. Nétese que
existen fuerzas axiales en los elementos debido a la condicion de que son axialmente rigidos.

8820 8.820
— 5.880 5.880
! (/
\1>; =
8.820 8.820
8.820 8.820

Problema Primario
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= Matriz de compatibilidad de deformaciones A talque p=A(

[000.25 |
| 1 0 0.25 ! |
| |
Al 00 |
o|1 o |
o| 1 0.25 )
1000.25] ]

= Matriz derigidez de los elementos

K =k =|[1478.1204 739.0602
| 739.0602 1478.1204 |

ke = [ 978.1679 489.0840 |

| 489.0840 978.1679|

La matriz de rigidez de un elemento axialmente rigido de seccién constante, K en la cual no
se considera el efecto de corte es la siguiente asociada al sistema P — p que se indica.

7 27
( |
! /
/,/‘ \ \\_‘_ P e A /‘"\\
ka5 %
P- P TT7

Deformaciones para un elemento axialmente rigido

4E| _2EI—\
L L

2El 4EI j

L L L

= \Vector ( que se obtiene de la solucion de ecuaciones Q = K

[-0.0029890 |
q=| 0.00298%0

|-2.892+10% | |

= Deformaciones p y cargas internas P
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[—7.232%107™ [ 2, 20911
~0.002989 A48t
ol 0.002989 o_ | 1 4619 |
0.002989 ‘ 14619 ’
| 0.002989 | |4 2181
| 7.232x107" || { 2.2091 |

=  Solucion del Problema Complementario

_-1.4819 1.4618
16668 16668 ™\ 16568 16568
\\ _-/' \v/
-4.4181 '/ ) vl i
44181 '
2.2091
-2.2091,\ ] N2
1.6568 1.6568
Al sumar el Problema Primario al Complementario se tiene la solucion Final.
= Solucién Final
8.820 8.820
_-4.4181 -4.4181
)
16568 __( .‘.'__l._ssss .
A~ 16568 N o 16568
44181 ¢ | | . D
8.820 8820 44181
22081, | 220914 | #
N P 1
1.6668 16568
£.820 8.820

En todos los ejemplos realizados en éste numeral se trabajé con el siguiente sistema de
coordenadas para los elementos.
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Modelos de deformaciones utilizados en este Capitulo.
11.5 ARMADURAS PLANAS

La figura 11.21 corresponde a una parte de la estructura del Aeropuerto “Adolfo Suarez -
Barajas” de Madrid y tiene por objeto ilustrar que los nudos son conexiones simples; se aprecia que los
apoyos permiten la rotacién de las columnas. El marco teérico que se va a presentar a continuacién es
para uniones simples.

Figura 11.21 Aeropuerto Barajas de Madrid.

11.5.1 Cargas en los nudos

La forma méas comun de calcular una armadura plana es considerar que las cargas gravitan
Unicamente en los nudos. Es mas cuando actlan cargas en los elementos se acostumbra encontrar
cargas equivalentes en los nudos.

e FEJEMPLOS

La armadura presentada en la figura 11.22 estd compuesta por varillas de acero de 16 mm., de

didmetro y sobre ella se tienen dos cargas de 80 kg., y una carga de 120 kg. El modulo de elasticidad
del acero £ = 2100000 k“’bﬂ , . Se pide resolver la armadura por el Metodo de los Desplazamiento y

presentar un programa en MATLAB

=  SOLUCION

A la derecha de la figura 1.23 se indica el sistema de coordenadas de la estructura § — ¢ por
ser uniones simples se tienen 2 grados de libertad por nudo. A la derecha se presenta el sistema P — .
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A‘ 50 em I 50 cm ’4
120 Kg

Figura 11.22 Armadura Plana con cargas en las juntas y uniones simples.

s =
Q-q

Figura 11.23 Sistema de coordenadas ( — ¢ y sistema P —p

=  Matriz de compatibilidad de deformaciones 4

p=Aq
Deformada elemental g1 Pr=0
p.=1
28
Py = Uy — 1y = cos (@)= e
pa=0
25
Ps- = Ha — Uy =—005 (@) = =y
pe=—1

p;=0
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p,=0
Deformada elemental q2
0 p.=0
30
AA Pa=ils St TR O) =
* C
P a8
‘ pa=0
pPs = U, —u, =—sen (@) = —%
Pe =10
P = 0
Py = U, —u, = cos (a) = ]
Deformada elemental g3 3905
=0
Pz =u; — U, =—=cos (a) = —3:;5
Pa=-—1
ps =0
Pe =0
p; =0
30
Py = U, —U; = Ssen (a)=m
Deformada elemental g4 pa=0
Pz = U, —U,; = Sen (a)=;%5-
ps=0
ps =0
Ps =0
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Deformada elemental g5 =0
o - p2=0
/\/\ -
- u A' Ps = 1
25
Ps = Uy — Uy =c0S (@) = e
Ps =0
25
Dy ="l — 1ty ==cos’(a) = ot
Deformada elemental g6 p,=0
p.=0
P2 =0
e
Ps =1U,— U, =Sen (@) = 3::5
Pe =0
Do =1y — U, = —Seh.(a) = —3:25
Luego la matriz de compatibilidad de deformaciones es:
3 i P
I S Y el 25/39.05 _ 30/3905 O D e r
MM SO 0 __._ ' O 0 0 _ __._ 2
_ |...25/39.05_ -30/29.05 -25/39.05 20/3905 O O s > P
2 L 0 _._._ . SO O ... L 0 ___._ - 2
-25/39.05 -30/3905 0 0 25/39.05 30/39.05 |} @
I 0 ... 0 .0 . O o ____ J 8
0 0 0 0 -25/39.05° 30/39.05 |* @
J

= Matriz de rigidez de los elementos

Se identifica por [; a los elementos cuya longitud es 39.05 cm, y [; a los elementos cuya
longitud es 50 cm. Con esta acotacién las matrices de rigidez de los elementos, son:

I =13 = 1) =} = [EA

4 1= 110812549 kgjen
1
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@ @ _ e _H :
(@ =D =4® = [ | = |84446.010 Kg/em
0
= Matriz de rigidez de la estructura
1
k=S 400 40
i=1
(25753 0 04432 05318  -0.4432 -0.5318
0 1.2763 05318  -0.6382 -0.5318 -0.6382
_ .| 04432 05318 17308 0 -0.8445 0O
K=10"| 45318 06382 0 12763 0 0
04432 05318 -08445 0 17308 0O
| 05318 06382 0 0 0 1.2763
&

= Vector de cargas (
¢=[0 -120 0 —-80 0 —80]
= Vector de coordenadas generalizadas
{=[0 —0.0048 0.0010 —0.0030 —0.0010 —0.0030]

= Deformaciones en los elementos p

P =4%%y; Pt = —0.0017

pP =A@ xg; % =13674+10"° x 0
p® = A®) « g; p)l = 72231 «10°%

P = AR g p# = —0.0020

pe =4 g pt® =72231+107*

pl) =AC x gq; ple) = 13674 %1072 » 0
PN =AM «g; p(7) = —0.0017

®  Fuerzas en los elementos

PW = k)« g1, P =—182.2333 Kg

P@ = k2 . p2); P = 11547 « 107* ~ 0 Kg
PG = k)« 53, P® =78.1000Kg

P@) = k@)« p@), PW = —1.6667 Kg

PG = k(5 « 5, P =78.1000Kg

p6) — fi6) p(b:!; P®) = —1,1547 « 10~ » 0Kg
PO = )« 57, P = —182.2333 Kg

En la figura 11.24 se indican las fuerzas finales en los elementos, al no existir cargas en los
elementos ha finaliza el Ejemplo.
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Figura 11.24 Fuerzas finales en los elementos.

% Solucidébn de armadura por el Método de los Desplazamientos

% Dr. Roberto Aguiar

% 5 de Junio de 2014

B LONgitudesS ¥ ArCaS . u v v vt vt e eeeeeeeennnenns
L1=39.05;L2=50;L3=39.05;L4=50,;1L5=39.05;L6=50;L7=39.05;A=2;
B Matriz A........

Al=[0 0 25/L1 30/L1 0 0];

A2=[1 0 0 0 0 0];

A3=[25/L1 -30/L1 -25/L1 30/L1 0 07;

A4=[0 0 -1 0 1 01,

A5=[-25/L1 -30/L1 0 0 25/L1 30/L1];

Ae=[-1 0 0 0 0 01,

A7=[0 0 0 0 -25/L1 30/L1];

I Matriz de rigidez de miembro...............
Es=2100000;rl1=Es*A/Ll;r1=Es*A/Ll;r2=Es*A/L2;r3=Es*A/L3;
r4=Es*A/L4; r5=Es*A/L5; r6=Es*A/L6;r7=Es*A/L7;

%....Matriz de rigidez de la estructura...
K=A1l'*r1*A1+A2"'*r2*A2+A3"*r3*A3+A4 "' *r4*A4+A5"' *rS5*AS5+A6" *ro*A6+A7 "' *r7*A7
%...Vector de cargas generalizadas......
=[0;-120;0;-80;0;-80];

..S0lucidén de ecuaciones..............

a=K\Q;

...Calculo de deformaciones p........

1=Al1*q; p2=A2*q; p3=A3*q;p4=RA4*q; p5=A5*q;pb6=A6*q;p7=A7*q;
%...Problema Complementario. Fuerzas P...
Pl=rl1*pl;P2=r2*p2;P3=r3*p3;P4=rd*p4; P5=r5*p5; P6=r6*p6; P7=r7*p7;

o 10O

o

o

11.5.2 Cargas en nudos y miembros

Finalmente se desea ilustrar la forma de solucién de una armadura plana que tiene cargas en
los elementos y en los nudos.

e EJEMPLOY9

Resolver la estructura de la figura 11.25 en la cual se considera que todos los elementos tienen
la misma rigidez axial EA.
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Figura 11.26 Sistema Q —( y Sistema P — p

e  SOLUCION

Para los sistemas Q —(q y P — p seleccionados en la figura 11.26, se tiene que la matriz A

es.
[-1.000 0.000 o.oool
| 0000 0.000 0.000
A=| 0500 0.866 0.000 |
—0.500 0.866 0.000 |
| 0.000 0.000 o.sash

Todos los elementos de la estructura tienen la misma longitud L vy rigidez axial EA. Por lo
tanto:

K™ =K~ =K” =K =K~ =| [ EA]
LLl

. . _ Ot 0 AW
La matriz de rigidez de la estructura K S€ encuentra de K = 2 AT KT A
i=1
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[ 1.50 0.00 o.oow
K ='0.00 1.50 0.00 '==
0.00 0.00 0.75

Ahora se procede a calcular el vector de cargas (. Por definicion el problema primario es aquel
en el cual actdan todas las cargas y la condicion es que el vector de coordenadas sea nulo, ver figura
11.27.

Figura 11.27 Problema Primario q =0

Se recuerda que las fuerzas de fijacion R son consecuencia de la condicion =0 y esto a
su vez significa que cada elemento se encuentra apoyado-apoyado, hay que poner atencién en esto.
Ya no estd empotrado-empotrado como sucedia en los pérticos planos por lo tanto para el equilibrio de
los elementos se tiene lo presentado en la figura 11.28

W=§PiL
Co= D

P 291

Figura 11.28 Problema Primario: Equilibrio de elementos

Al realizar el equilibrio en cada nudo se obtienen las fuerzas de fijacion R y con esto se
encuentra el vector de cargas generalizadas Q .
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[ P
Q:|_3p|
[-3P]

Al resolver el sistema de ecuaciones Q = K ( se encuentra:

[ 0.667 ]
q = ' —2.000 | .

|| —4.000 [FA

| e

El resto de calculo ya es conocido, los resultados que se obtienen son:

[ 0.667 [—0.667

| 0.000 | |o.ooo
™ p= 71.399 P

| -2.066 —2.066

3464, 3464 )

Finalmente la solucion final se encuentra sumando el problema primario al complementario.
Notese que en el elemento 5, la reaccion del problema primario se ha descompuesto en una fuerza

axial y una fuerza transversal cuyos valores son 0.866 P y 0.5 P respectivamente, con esta
aclaracion sera muy facil para el lector obtener los valores finales que se indican a continuacién.

Figura 11.29 Solucion Final
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11.6 EJERCICIOS PROPUESTOS

Resolver completamente las siguientes estructuras por el Método de los Desplazamientos.

Ejercicio N.- 1 Ejercicio N.- 2
10T 10T 5 Tim i
| , l e L 11111 3E
=210 I=2lo A=0.12 m? 4
I=0.0016 m'
3m |1=3lo A=0.09 m’ Sm
| =0.00068 m*
40m 40m
k * - p——n
| 16 _ T
Para todos los elementos .= =- E =1. E=2173706.51. ',
A, 100 m
Ejercicio N.- 3
P
q
q A oo Ao 2P T
I= o0
- A=2 Ao 4Ls
77777,
b L e L fo—3L5 w3
| 1
-0 = E=1
A,L- 100
Ejercicio N.- 4 Ejercicio N.- 5
w2 W5 5TIm
w Amgo W N
I= o5 |lJ lo EI=8 EI=2
A =80 Ao Li2 3Im
w7 /T A= 00 We
{ = + 2 Tim
lo lo Li2 25m
Ao A=o0
. T ! 3m
L
le &m i
| 1
° = E=1

A2 100
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Ejercicio N.- 6
10T 10T
4 S s
EAo=1
Eho= = EAo=2
Efo=2 3m
EAo=3
f EAo=1 .
R L
\ 50m | 50m |
ke d |
Ejercicio N.- 7
Ejercicio N.- 8
03L P
& [ 12PL ® s
] \_
A=06 Ao

W=25PN 0BL

o4L
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Ejercicio N.- 10

Ejercicio N.- 9
4 Tim
SRR RNEE
A=012m?
1=0.0016 m'
A=009m’ A=0.09m’ 3m
| = 0.00068 m* 1= 0.00068 m*
L 40m i 20m |
[* * *

4 Tim “*

3 Tim

o N

3m

40m

El médulo de elasticidad en estos dos ejercicios es E =2173706.51T /m 2Por otra parte
para el ejercicio N.- 10 los datos de la estructura son los mismos del ejercicio N.- 9.



CAPITULO 12

MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO
ORIENTADO AL USO DEL COMPUTADOR

RESUMEN

Se presenta el calculo de las matrices de rigidez de un elemento en coordenadas locales y
globales para los siguientes modelos numéricos de calculo:

i) Elemento lineal de un portico plano de secciéon constante sin considerar el efecto de corte y
considerando dicho efecto.

i) Elemento lineal de una armadura plana de seccién constante.
iii) Elemento de seccién constante o variable de un pértico plano.
iv) Elemento lineal de un pértico plano considerando dos sectores de rigidez infinita.
v) Elementos de un pértico plano con inercia escalonada.
Todo esto orientado al uso del ordenador. Por hacerlo didactico se presenta el célculo

mediante la transformacién de coordenadas. La aplicacion de los resultados obtenidos se realiza en
el capitulo 13.

12.1 ELEMENTOS DE SECCION CONSTANTE DE UN PORTICO PLANO

12.1.1 Matriz de rigidez de un elemento en coordenadas locales

Al considerar como sistema P — p de un elemento el presentado en la figura 12.1, en donde

no se incluyen los desplazamientos como cuerpo rigido. A éste sistema se denomina por didactica
sistema 1, el vector P mide las deformaciones con el siguiente formulario:
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3 =6~ I
vV, —V
py=6,— 21—
y é
L L
" P;=uU) — i
P-p

Figura 12.1 Sistema de coordenadas en el sistema 1.

Por otro lado la matriz de rigidez para elementos de seccién constante en los cuales no se
considera el efecto de corte es:

AEI 2El
L L 0

2El 4El 0
L | L L |
EA

0 0 =A

i L |

Como la matriz de rigidez esta asociada al sistema 1 se ha colocado el subindice 1 en dicha
matriz. Ahora se quiere calcular la matriz de rigidez para un elemento lineal en el cual se incluyan las

deformaciones como cuerpo rigido. Por lo tanto el nuevo sistema P = p * sera el indicado en la
figura 12.2. Por didéactica se ha colocado el asterisco debido a que se va a calcular la nueva matriz de

rigidez por medio de la matriz de transformacion de coordenadas T .

i
L 3

P-p

Figura 12.2 Coordenadas locales de un elemento.

Al sistema de coordenadas del elemento de la figura 12.2 se denomina sistema 2 y el
significado de cada una de las deformaciones es el siguiente:

o pf es la componente de desplazamiento axial del nudo inicial del elemento.

o p, eslacomponente de desplazamiento transversal del nudo inicial del elemento.
o p; eslarotacion de la elastica en el nudo inicial del elemento.

o pf{ es la componente de desplazamiento axial del nudo final del elemento.

o ps es la componente de desplazamiento transversal del nudo final del elemento.
o Ps es la rotacion de la elastica en el nudo final del elemento.
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La convencion de signos positiva de las deformaciones en el sistema de coordenadas 2 es la
que se indica en la figura 12.2. A este sistema se denomina Coordenadas Locales.

Para los elementos del vector de cargas internas P setiene lo siguiente:

" Pl* es la fuerza longitudinal axial en el nudo inicial del elemento.
" P," es la fuerza transversal en el nudo inicial del elemento.

* ., ..
" P; es el momento a flexion en el nudo inicial del elemento.

* . - . .
" P, es lafuerza longitudinal axial en el nudo final del elemento.
" P, es lafuerza transversal en el nudo final del elemento.
] P¢ es el momento a flexion en el nudo final del elemento.

- - . - *
Evidentemente la matriz que relaciona las cargas P" con los desplazamientos p esla

matriz de rigidez de un elemento k" . En efecto se tiene que:

El objetivo de éste sub apartado es calcular K * pero el célculo se lo va a realizar utilizando lo
ya conocido para nho empezar de nuevo todo. Para el efecto se determina una matriz de paso de las

coordenadas del sistema 1 al sistema 2, a ésta matriz se denomina T , definida de la siguiente
manera:

*
p=Tp
El sistema viejo de coordenadas es el sistema 1 y el sistema nuevo de coordenadas el

sistema 2. Se habla de sistemas viejo y nuevo para recordar lo estudiado en el capitulo 5. Para el

célculo de la matriz T se construyen deformadas elementales en el sistema nuevo y se mide en el
viejo. El célculo se describe a continuacion.

& Primeracolumnade T

pi=1y p, =0 i=l

- -

|O1=61—V2—[V1=0 pzzez—w—EWZO p;=u;,—u; =0-1=-1
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& Segundacolumnade T

& Terceracolumnade T

I L .
»
p1=91—V2_LV1 :1—f0:1 pzzez—v2 _|_Vl =0 Ps=U, —U =
&% Cuartacolumnade T
pp=1y p =0 i=4
1
—

x>
0 35

p1=61—u =0 p2=92—vz—_LVl=0 Pz =U, —U =1-0=1
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& Quintacolumnade T

P =0:1— LV1 -1 P =0, — LV1 -1 p;=u,—u; =0

% Sextacolumnade T

pP1=0:— LV1 =0 p. =0, — LV1 =1 Ps =U; —U; =0

A la matriz T que se ha obtenido y que permite pasar de los resultados del sistema 1 al
sistema 2 se le denomina T,_, yes:

1 1
= 1 O _ =
0 1 - 0
T1—2 = O l 0 O - l 1
L L |
-1 0 0 1 0 0

Para calcular la matriz de rigidez en el nuevo sistema de coordenadas k" se debe realizar el

siguiente triple producto matricial T, K; T;_,. A la matriz de rigidez en coordenadas locales se ha
denominado K, luego:

k2 :Tlt—Z kl T1—2

Los resultados que se obtienen son:
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L
12E| .
0 E SIMETRICA
6EI  4EI
0 K L
L L
12E| 6El 12E|
0 R e 0 K
6EI 2EI _BEI 4E1 |
| ° E L 0 E L}

Preguntas para el lector:

i) Por qué la primera fila (0 columna) mas la cuarta fila (o columna) de la matriz ~ k, suman cero.

i)  Por qué la segunda fila (0 columna) méas la quinta fila (o columna) de la matriz Kk, suman
cero.

iii)  Por qué la tercera fila(o columna) mas la sexta fila (o columna) mas la quinta fila (o columna)
multiplicada por la longitud L suma cero.

iv)  Que otra combinacién lineal suma cero.
v)  Por qué el rango de la matriz Kk, es tres.

vi)  Por qué no existe matriz de flexibilidad para el sistema de coordenadas locales.

12.1.2 Matriz de rigidez de un elemento en coordenadas globales

En forma general se puede indicar que las coordenadas locales se miden axial y transversal
al eje del elemento, en cambio las coordenadas globales miden en forma horizontal y vertical en
consecuencia éstas Ultimas tienen la misma orientacién que las coordenadas de la estructura.

P-p P-p

Figura 12.3 Coordenadas locales y globales de un elemento.
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En la figura 12.3 se tiene un elemento inclinado que forma un angulo o con la horizontal, a la
izquierda se indica el sistema de coordenadas locales y a la derecha el sistema de coordenadas
globales.

En la figura 12.3 se ha utilizado el asterisco para definir las coordenadas globales del
elemento. Esto se lo hace por que se va a emplear la transformacién de coordenadas para calcular

k' que posteriormente se va a denominar k; ya que al sistema de coordenadas globales se
denomina sistema 3.

La matriz de paso del sistema 2 al sistema 3 fue estudiada con detenimiento en el capitulo 5 y
ya se la habia denominado T,_5 resultando que ésta matriz es:

[ coso.  sena 00 0 0]

| 7¥% cosar 00 0 0

0 0 10 0 0]

Tz = 0 0 cosa. sena. 0
0 0 0 —seno cosa 0 |

0 0 00 0 1

Para simplificar la escritura se denomina C =co0So.,, S =Sena . Con ésta notacion se

realiza el siguiente producto matricial que conduce al célculo de k;

k3 = T2£3 kz T2—3

[EA Ay 2+ ] 12EI §? -
’— = S
1E|\ EA , 12EI o L
EkZ LS |§C )3 L L M
s AEl ET
K . L RI
3 =1"kp—+C CA
12E EA 12EI
52%4_ 2 _E . ( 3 6_E|Cs+ BS2
“S L KL L ) ILZ L
CEA 1281 EA , 12EI SEl EA
- : - - —¢c sC S + =
‘g L d L L LLE L J E 21213
-h=8 3 = El
2El A -
_S— —
2 S L 6
-C 6 e
Ec 2 El
L L

= e M
S 1

2 Sislema P -p

'_N
= Im
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¢ Se puede formular las preguntas realizadas al fin del subapartado anterior?

12.1.3 Matriz de rotaciéon T,_5

[ cosa, sena. 0] e
Sea R='_sena cosa 0 E De tal manera que T, , :||_0
| 0 0 11]

desea demostrar que la matriz T,_3 es ortogonal.

0]
R

A la primera fila de la matriz R se le denomina vector X , alasegunda Y ya latercera Z.

En consecuencia se tiene que:

ot

X = [cosa seno, 0]
Y =[-sena  cosa 0]
z=[ 0 0 1]

En los vectores X,Y, Z se cumplen las siguientes propiedades:

1. Son vectores unitarios, es decir su médulo es igual a 1. En efecto se tiene que:

X' = .'(cosoc) +(sena ) =1
Y =."(sena ) +(cosa) =1
'z = (1p =1
2. El producto punto de dos vectores es igual a 0.
X oY = cosa *(— sena )+ sena * cosoL =0
YeZ=-seno*0+cosa *0+0*1=0
Ze X =0x*cosa+0*seno +1+0=0

3. El producto cruz de dos vectores da como resultado el otro vector. Por ejemplo:

XxY=Z
i
|_ J —\ ‘senoe 0 'cosa 0" ' cosa
X XY =| cos sena. 0'=i - +k
o coso 0 ~—sena 0 —sena
L— sena. cosa. OJ

2

N7 ../ = . rAn LIV NN NV X‘)(Y/:,Z, A VA, A A ENPEN [

En forma similar se puede demostrar que Y xZ=X yque Z X X =Y

seno. !
coSaL
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Se ha demostrado que el médulo de cada vector es igual a la unidad; que el producto punto
es nulo y que el producto cruz da el otro vector. Por lo tanto los vectores X, Y, Z son ortogonales.

Por otra parte el determinante de la matriz R es igual a uno. Por consiguiente R es una matriz
propia ortogonal, en consecuencia se cumple que:

RR'=R'R=1 = R'=R

Se tiene que la matriz T,_3 que sirve para pasar de las coordenadas locales a coordenadas

globales estd compuesta por submatrices que son ortogonales. Por lo tanto T, ; es una matriz
ortogonal y se cumple que:

Tos ™t =Tos! (12.1)

Esta es una propiedad muy importante de la matriz T, ;que permite calcular la inversa

obteniendo su transpuesta. Esta propiedad se utiliza una vez que se tiene el vector de cargas en
coordenadas globales y se desea encontrar éste vector en coordenadas locales.

12.2 ELEMENTOS DE SECCION CONSTANTE DE UNA ARMADURA PLANA

12.2.1 Matriz de rigidez de un elemento en coordenadas locales

Basicamente se siguen los mismos pasos del numeral anterior para obtener la matriz de
rigidez de un elemento. Por este motivo se presenta el céalculo de k en forma directa dejando al
lector la justificacion de los pasos dados.

En la figura 12.4 se plantea en forma general la forma de célculo, lo conocido expuesto en
capitulos anteriores esta a la izquierda y lo que se va a calcular se encuentra a la derecha.

e
g
|

Sistema P -p Sisterna P -p”

Figura 12.4 Planteamiento del problema.

En el sistema de la izquierda se tiene:

p.=U,—U Kl—[.
1 2 1 LH

¥ . .
Se desea calcular K que se ha denominado Kk, para ello se tiene:
t
k2 = T1—2 kl T1—2

. *
Para calcular T, , setieneque p=T;, p
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&% Primeracolumnade T,

pi=1y p =0 i=1l

1
_
le L N
r g
pl = UZ —U]_ = 0—1: —1
% Segundacolumnade T,
p;=1y p =0 i#2

le
f‘

& Terceracolumnade T,

& Cuartacolumnade T,

pl =U2 —U1 :1—0:1

p;=1y p =0 i=4

Roberto Aguiar Falconi
UFA-ESPE
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La deformada elemental que conduce al célculo de la segunda columna de la matriz T,_, se
diferencia de la deformada anterior, para el caso de pértico plano, por el hecho de que ahora el

elemento es | =c0. En consecuencia no trabaja a flexion; algo similar se indica con relacion a la
dltima deformada. Luego la matriz T,_, tiene los siguientes valores.

T, =[-1 0 1 0]

k2 = Tl—2 ! kl Tl—Z

[ 1]
0
EA—| [ 1 0 1 0]
1
EA o _EA
L L
k,=' | 0 0 0 0
A A
L L
| o 0 0 0]
I i
2
B —
1 Sistema P -p 3
le L S|
[~ &l
Preguntas para el lector:
i) Cual es el rango y orden de la matriz k.
ii) Existe matriz inversa de K;.

12.2.2 Matriz de rigidez de un elemento en coordenadas globales

La matriz de paso de coordenadas locales a coordenadas globales en armaduras planas es:

[ cosa seno. 0 01
—Sen cosa 0 0 !
= 001 0 coso.  seno. |

0 — seno. COSq, ! |
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Para hallar la matriz de rigidez en coordenadas globales K3 se realiza la siguiente operacion:

ks :T273t kz Tzfs

( cosa” sencL cosoL —cosa” — sena. coso |
(. EAl seng cosq seno’  —senaLcosol —sena.”
3= - 2
L || —cosoL — senoL cosoL cosoL” senct cosa | |
| - sena. cosat —sena” senoL cosaL seno? |
A4y
fj ¥ 3

Sigtema P -p

Preguntas para el lector:

i) La matriz T,_; definida en el presente numeral es ortogonal.

ii) Si se desea expresar la matriz de rigidez de un elemento de una
armadura plana como si fuera de orden 6 x 6. Como quedaria k3 y cudl

seria el sistema P —p.

12.3 ELEMENTOS DE SECCION CONSTANTE O VARIABLE DE UN PORTICO

12.3.1 Sistema l

En el capitulo 7 se calculé la matriz de flexibilidad f para el elemento lineal que se presenta
en la figura 12.1. En esa ocasion se empleo la notacion que consta en la figura 12.5 para explicar el
significado fisico de los elementos de la matriz f  para un elemento que puede ser de seccién
constante o variable.

Momento =1 Momento =1 Fuerza=1 ——

o ) 2

x X X f33

Figura 12.5 Cargas aplicadas para encontrar la matriz de flexibilidad de un elemento.
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Laformade f eslasiguiente:
|r fll - le 0 —‘
f="—1, f2 0
| 0 0 faa |
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En éste apartado se va a utilizar la nomenclatura del Ing. Alejandro Segovia Gallegos quien

denomino o altérmino fy;; ¢ altérmino f, = f,;; o alelemento f,,.

Momento=1 Momento =1 Fuerza=1

o e e
/) (7

Figura 12.6 Elementos de la matriz de flexibilidad de un elemento.

Por lo tanto la matriz de flexibilidad f con la nueva nomenclatura es la siguiente:

Donde:

o= |11:J‘ L—X)Z _ dx ‘I‘j’B (.1\‘2_ dx
» L EI¥) o, \L) GAX

_ ¢ =f=IL§(|_—x dx f ()
e 1T Ei lp GAK)

e ofxE
o=t j|_ EI(®) IB( ) GA(X)

fs _I EA(X)

Para hallar la matriz de rigidez del elemento presentado se obtiene la inversa de f el

resultado que se obtiene es:

o . _
- — 0
o 2 ao'—g’
- a
K f 1_ € B 2 0
= | qeores aa—e
0 0 1
i b3 |
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El Ing. Alejandro Segovia Gallegos denominé:
_ a' _ € " o
IV 2 T 2 T 2
oao —& ao —¢& ao —&

Es importante que se diferencia entre K y K el primero es un elemento de la matriz de
rigidez K en cambio el segundo es la matriz de rigidez, kK es el término que se encuentra en la fila 1
y columna 1 de la matriz de rigidez del elemento K que es de 3 x 3.

Resumiendo todo lo expuesto en el presente apartado, se tiene que las matrices de
flexibilidad y de rigidez para un elemento de seccién constante o variable asociado al siguiente

sistema de coordenadas, son las siguientes:

B "
2 \—’/‘_s" \ 3
I L o
I* 4|
Sistema Pa-p
[ o e 0 " [ k a 0_’
fy ! —g o' 0 ki="a k' 0
| 0 0 ful oo ]

, 1 . .
Siendo r =- "~ . Se ha colocado el subindice 1 ya que corresponden al sistema 1.
33

12.3.2 Forma general de k, en coordenadas locales

Lo que interesa en el presente apartado es ilustrar la forma de céalculo de la matriz de rigidez
de un elemento de seccion variable en coordenadas locales suponiendo que se conocen los
elementos de rigidez K, a, K', r . Si se conoce como se resuelve para seccion variable también se

conocera como se resuelve para seccidn constante ya que éste Ultimo es un caso particular.

La matriz de rigidez de un elemento en coordenadas locales K, se obtiene del siguiente triple
producto matricial.

k2 = T1—2 i kl T1—2
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T1—2 =

Siendo:

Preguntas al lector:

1 1 0 _
L
1 0 0
L
0 0 1
SIMETRICA
bk
1 ,I|_ﬂ r
t -b Ot

=~
— |+
QD

{ |

Nt i
3 L B ?
| il

Sistema P-p

4
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i) Se pueden realizar las preguntas indicadas en el apartado 12.1.1, en caso afirmativo
conteste cada una de ellas.

ii)  Como obtendria la matriz de rigidez para un elemento lineal de seccién constante o
variable en coordenadas globales.

i) Cual es el valor de k, a, k', b, b',t para un elemento lineal de seccion constante sin
considerar el efecto de corte y considerando dicho efecto. Escribir en funcion de la
rigidez a flexion EI .

12.3.3 Consideraciones del efecto de corte en un elemento de seccién constante

Al no considerar el efecto de corte ¢ en el calculo de un pértico plano cuyos elementos son
de seccibén constante se estd cometiendo un error el mismo que puede ser despreciable si la relacion
h/L tiende a cero. Donde h es la altura de la seccion transversal y L la longitud del elemento.
Ahora en el caso contrario el error que se comete al no considerar ¢ aumenta conforme la relacion

h/L se incrementa. Concretamente en el caso de una viga esbelta o de un muro de corte
(diafragma) es necesario evaluar la matriz de rigidez de un elemento considerando el efecto de corte.
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Figura 12.7 Viga esbelta y un muro de corte.

Por otra parte si los calculos se van a realizar en un ordenador es conveniente que en el
andlisis se incluya el efecto de corte, al margen de que si es despreciable o no el error. De ésta
manera se optimiza el calculo. A continuacion se va a presentar los valores de los elementos de la

matriz de flexibilidad y de rigidez al incluir el efecto de corte y finalmente se indicara la matriz k,
incluyendo dicho efecto.

i) Los valoresde o, &,0" para seccion constante fueron obtenidos en el capitulo 7. Por lo tanto se
parten de esos valores.

L L : 3B El,
o=- 1+ €=- 1-2 a=ua =
3El, (1+4) 6El, (1-24) ¢ GAL’
ii) Al sustituir los valores de o, €,0." en las siguientes expresiones:
k=— ¢, a=— ° k=— ¢
oo —¢& oo —¢ oao —¢

se encuentra luego de realizar las simplificaciones del caso, que:

_4EL (1144 ) _ 2Bl (124 _
“ L \|i+4¢)| UL \ﬁﬂ k=K

i) Ahora al reemplazar los valores de K, a, k" en las expresiones de b, b', t se obtiene:

ho k+a b= K+a t= b+D
L L
b BELf 1 ) b=b (12ELf 1),
L* \1+4¢ L’ (1+4¢

iv)  Finalmente por ser elementos de seccion constante, el valorde r =EA, /L

En resumen la matriz de rigidez k, para un elemento de seccién constante considerando el
efecto de corte en coordenadas locales es el siguiente:
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o tf ! \| SIMETRICA
\l+4¢)

. L)) k(e ),

| 0 k1+4¢} k1+4¢)

I=r 0 Or

0 LY -l t \J o tL1)
\l+4¢) \1+ 4(|) \1+ 4¢)

\1+4¢ ) \1+4¢ \1+4¢ )

¢:3@ El, o__E
GA, L " 2(1+v)

Az 4\5 4
bR | Bt
[ g

Sistema P -p

o bl 1 aﬂﬂﬂj o ol LN k(e

\1+4¢ )]
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Es importante que el lector observe que los términos de la matriz de rigidez en coordenadas
locales se obtienen a partir de o, €, 0", a excepcion del valor I'. Por lo tanto cuando se analice un
elemento de seccion variable el problema se considera resuelto una vez que se calculan dichos
valores o cuando se encuentra los términos K, a, k'.

12.4 DIAGRAMA DE MASAS ELASTICA

12.4.1 Definiciones y nomenclatura

Sea un elemento de seccion variable como el presentado en la figura 12.8.a. en el cual se
han definido por una parte los ejes verticales Y e Y’ en el nudo inicial y final respectivamente.
Adicionalmente se consideran dos coordenadas para definir la posicion de un punto del elemento que

son Xy Z, cumpliéndose que X +Z =L
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b Y Y

1EW

b) Diagrama de masas elasticas

Figura 12.8 Diagrama de Masas Elasticas.

Por otra parte, el grafico que resulta al unir los puntos cuyo valor esiguala - ( ) se conoce
El(x

con el nombre de Diagrama de masas elasticas. Para el elemento que se esta considerando este
diagrama es el presentado en la parte inferior de la figura 12.8. Por lo tanto para construir el diagrama

de masas elésticas se debe conocer primero el valor de EI(X) en cada punto del elemento y
segundo obtener el valor de su inversa con estos valores se dibuja el diagrama.

Al considerar el elemento diferencial dX de la figura 12.8.b se nota que el diferencial de area

vale _E(Ij(x) . En consecuencia el area total del diagrama de masas elasticas, W vendra dado por:
X

_r dx
I £l (12.2)

Se define el momento estatico del diagrama de cargas elasticas con respecto al eje Y de la
siguiente manera:

¢ dx
S, =|X- (12.3)
~[ El(x)

De igual manera el momento estatico del diagrama de masas con respecto al eje Y’ vale:

Sy =[z _dx
.[ EI(x) (12.4)

Por otra parte los momentos de inercia del diagrama de masas elasticas con respecto a los
ejes Y e Y’ se evalGian con las siguientes ecuaciones:



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 479

(12.5)

J’X El(x)

Iy _IZ‘ dx (12.6)
El(x)

0
Finalmente el momento de inercia compuesto del diagrama de masas elasticas respecto a los

ejes YY’ vale:

| (X) (12.7)

0

12.4.2 Calculo de o

En el apartado 12.3.1 de este capitulo se llegd a la siguiente expresion para calcular o0 en un
elemento de seccidn constante o variable.

zj (L-Xxy j 1
a”) T El(x) pL GA(x)

Al despreciar el efecto de corte, es decir no se considera la segunda integral y al reemplazar

X=L-Z, t
R X) d¢  “(L-L+Zy dx “Z° dx

— — - 2—
{ Bl 7 2 EIX Ji 109
Por ser L constante puede salir de la integral, luego:

o=(1)T.
(L)

o'—.l—

Pero la cantidad que esta en la integrales |, '. Por lo tanto:

o=, (12.8)

12.4.3 Calculo de ¢

De igual manera al no considerar el efecto de corte la expresion de € dada por el numeral
12.3.1 queda:

CeX(L=Xx) dx
e=]

L2EI(x)

Se conoce que Z = L— X, por consiguiente al sustituir este valor en la integral y al sacar L?
fuera de la integral por ser constante se tiene:
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e _]2jAL dX
L o El(x)

Pero la integral vale |y . Luego se tiene:

3
=

(12.9)

12.4.4 Célculo de o'

Finalmente al considerar el primer término de la expresion que define a o ', en el numeral
12.3.1, se tiene:

o _LG.D()Z _ dx
o\L/) El(x)

La misma que se puede escribir de la siguiente forma:

L
o'= 1 xz_dX
L, EIX

En el numeral anterior se vio que la integral vale |y . Por lo tanto se tiene:

a'= (12.10)

En conclusién los elementos de la matriz de rigidez de un elemento de seccidén constante o
variable en coordenadas locales pueden ser calculados a partir del diagrama de masas elasticas,

toda vez que todos los términos se obtienen de o, €, 0. '. Debe anotarse que los términos indicados
estan relacionados de la siguiente manera:

W=a+a'+2¢ (12.12)
En resumen para calcular los valores de o, €, 0. ' se tienen las siguientes alternativas:

« Uso de Integrales

:j (L-X)* dx
g L2 EI(x)
LX({L=X) dx

! L2 El(x)
a X

oKL) El(x)
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% Uso del diagrama de masas elasticas

L2 LZ
o8 :lL W=a+a'+2¢

125 EJERCICIOS RESUELTOS

e EJEMPLON.-1

Utilizando el diagrama de masas elasticas, obtener la matriz de flexibilidad del elemento
presentado en la figura 12.9, que se considera axialmente rigido en toda su longitud.

A= o0 = 00 A= o0

|= o0 lo | = oo
s C1 4 f i c2 |
[ ore AR >

Figura 12.9 Elemento lineal con dos sectores de rigidez infinita en sus extremos.

En los edificios los nudos se consideran completamente rigidos en consecuencia el elemento
de la figura 12.9 puede ser un elemento horizontal que ingresa a dos columnas, la cantidad que

ingresa es C1 en el nudo inicial y C2 en el nudo final.

e  SOLUCION

11Elo

c1 . C2

[ e »ie

Diagrama de Masas Elasticas.

= Calculode |y

Iy

_ L\ _ 1 (|2(;1 T+C, r+.f3w
12El, El, El, | 3

Se ha obtenido el momento de inercia con respecto al centro de gravedad mas la distancia al
cuadrado por el area. Distancia con respecto al eje Y. En forma similar se calcula con respecto a |y '.
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Célculode |"

fY
C, +. f
. f° +[_22) 1 (|2@;2 T+C, T +.f33\{)

Célculode ot y o'

a= o GG 1=
12 ElL \
|
o F2=. NG T+CGT+ 1= 2
t El,L k| 1 1 | 3El,L
Célculo de
we f
El,
Célculo de €
W=a+a'+2¢ 8=%(W—OL—OL')
,_ L cifcf £ cfoct
2El, U - LQL - ‘2 -3|—2 - Lzl— _-lz _-3sz\|)
. 1 (2222 ¢
2E|0L2 U f L ‘(Cl +C2) f —(C1+C2)f —_23 Y}
g= 1 ,[3FL°-3(CS+C,)f ~3(C.+Co)f* —2f7
bEl, L
[(3C, f+3C,f°+f°] ]
¢ | 3EL, L’ SIMETRICO

2
8C" £ +3C,f“+ f°

‘ L 2(3fL°-3C +C) f-3(C,+Cy)f*—2f° —_—p

[6EI,L

La matriz de flexibilidad encontrada es para el siguiente sistema de coordenadas P-p.

Sisterma P - p
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e EJEMPLON.-2
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Calcular la matriz de rigidez del elemento mostrado en la figura 12.10 que es axialmente

rigido, con un sector de rigidez infinita en el nudo inicial de longitud C; = ; gue es totalmente rigido.

Resolver el problema a partir de los resultados del problema anterior.

Figura 12.10 Elemento lineal con un sector de rigidez infinita.

° SOLUCION
Al sustituir C, = ; y C, =0 enlamatriz f del problema anteriory L=C, + f = .6f se
encuentra:
[ 25f _5f]
. _ | Toeer, 27El, |
_5f _43f ||
27El, 108El, |
Por lo tanto se tiene:
= _2of e~ of oo 83
108El, 27El, 108El,
= Calculode o 0'—g>
f2 [ 25%43 25 | 25f°

1 2 _£ = _
%7 =T, Y |108+108 ~27+27| 732l
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= Célculode Kk, a,k'

43f
(__ o' __108El, _172El,
“aa'-g’  25f%2  25f
432(El, )2
5f
g 27El,  16El,
a=— | ,=—_ . =
oao'—¢ 25f 5f
432El,)?
25f
.o _ 108El, _ 4El
Caoa'-g? 25f2  f
432l,)?

Por lo tanto la matriz de rigidez para el elemento de la figura 12.10 es:

[172 16
_ElL || 25 5

I

Siendo el sistema P — p del elemento el siguiente:

1 ( 7\ 2

LA G
Yrles

Sistema P —p

e EJEMPLON.-3

Para el ejemplo de la figura 12.11 probar que:

- El\(;; jﬁ @ f”x |
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le L 2

Figura 12.11 Elemento de Ejemplo 3.

e  SOLUCION

= Diagrama de masas elasticas

...... Q - ———— I“Eh 1Elo
®

= Célculode Iy

W, > W,(L-2) L 2
ly=- . + 2( A 3+W2(—L)
3 12 2

Donde:

W, L w2, Y 3
El, \El, El

)

a

Sustituyendo W; y W, en |, . Luego de simplificar se obtiene:

=L % oy +x2—;§ 3)+.E'-|3 (é‘_gfg‘\’\ |

El,

Por ser elemento simétrico se tiene que |y = ly". En consecuencia ¢, =¢ '

= Célculode |y
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Noétese que |y, se ha evaluado sumando la contribucién de la figura 1 méas la contribucion
de la figura 2, de la siguiente forma:

o (L LY, W(L 2) 1 LYL)
. lez \2%2)12 (JMW

ly =12 ZWZ WAL WL -2n L)

IYY' == _IYC.G‘ + XOZOW

En la cual C.G.= Centro de Gravedady X,, Z, son las coordenadas al C.G. de cada figura.

Es necesario observar que se pudo considerar |y considerando al elemento como una sola figura.
En éste caso se tiene:

L® 2 3 L 2 3
heo = - = (1=61+12)° =837} - = (6 —12)" +8},
0 12EI,
2
X,z = L2, L a2, Y|
4 El, El, )
Entonces al efectuar lyy = —lyc g + XoZ,W se obtiene el resultado antes anotado.

= Célculode a,0', e

S A s

2
33" )

:|" =L 12 2 L 2 3
Co El, (63 fi |+-Ela\(ét%

Que era lo que se queria demostrar. En el ejemplo realizado se ha ilustrado el calculo de los
términos de la matriz de flexibilidad en una forma un tanto diferente al del ejemplo 1. En conclusion se

puede calcular € de algunas maneras. Finalmente se destaca que en los ejemplos realizados se ha
despreciado el efecto de corte ¢ .

12.6  ELEMENTO LINEAL CON DOS SECTORES DE RIGIDEZ INFINITA

En el analisis de pérticos planos con muros de corte o en el calculo de pdrticos con nudos
rigidos se debe modelar a los elementos con dos sectores de rigidez infinita como lo muestra la figura
12.12.1. Para éste modelo numérico se desea encontrar la matriz de rigidez del elemento en
coordenadas locales que se indica en la figura 12.2.
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A= 00 A= 00 A= o0

| = o0 lo | = oo
T . f o . SR
¢ "t il ”|
le L .
[ *

?

Figura 12.12. Sistema P —p

El elemento en estudio se puede analizar como si estaria compuesto por tres elementos, uno
de longitud C; que es totalmente rigido, otro de longitud f que es completamente flexible y el Gltimo

de longitud C, que es totalmente rigido. En la figura 12.12.3 se indica el artificio de solucion.

c2

c1
P K ¥y

Figura 12.12.3 Artificio de solucién

Sea K* la matriz de rigidez del elemento de longitud f en coordenadas locales.

r
o t SIMETRICA
. | O b* *
k = *
-r 0 0 r
0 -t -b’ ot
0 b" a’ 0 -b" K" |
Donde:
- _ EA o = 4EL (|_1+¢ \| o = 2El ﬂdﬂl K =
f f \1+4¢) f 1+4¢)
«  BEl, 1 «  12El, 1 o
bZ—Z(& V) t——g(& V) b* =b
fe\ +4¢) 7 \ +4¢)



488 Roberto Aguiar Falconi

UFA-ESPE

El asterisco se lo ha colocado para indicar que corresponde al elemento de longitud f . Para

calcular la matriz de rigidez se utiliza el concepto es decir se buscan las fuerzas que producen un
determinado corrimiento unitario.

o Primeracolumnade k

Notese que el elemento de longitud f se ha deformado la unidad como consecuencia de
esto en el elemento se generan las cargas internas que se calculan a continuacion.

b o b
Pl W_ﬂl ol
Pl [0t SIMETRICA N n

} 3 | _| 0* b* " 0 _ 0

|P4 || I_r 0 0 r’ o |-r"

P, | | 0 -t -b ot o | P

LPJJ 0 b 0 _b ¢ | o] | 0|

En lo restante del desarrollo del problema solo se indicara el resultado del producto matricial
* * .z Z
P*=Kk p . Como resultado de la deformacion p; =1 y las demas nulas en el elemento de

longitud f se generan fuerzas axiales de magnitud I Por consiguiente se tiene:

Ahora bien en la union de los elementos de longitud f y C, debe existir equilibrio, lo propio
sucede en la unién del elemento  f con el elemento de longitud C, .

i
4
A
=
-

v
A
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Las fuerzas representadas con lineas entrecortadas actGan en los elementos de longitud  C,
y C, cambiadas de direccion.

c1 c2

" -

B

Para que estén en equilibrio los elementos C, y C, es necesario la presencia de fuerzas que

se lo presenta en la siguiente figura con linea discontinua. Estas fuerzas corresponden a los
elementos de la primera columna de la matriz de rigidez del elemento.

r » ‘r_. .L_’ .‘....r....
o -G c2
e fe——
Luego:
ky=r1" Ky =—1"

k21=k31=k51=k61:0

En resumen se tiene:

C1 f Cc2

o Segundacolumnade K

Se procede en forma similar, en éste caso se construye la deformada elemental P2, como el

elemento de longitud C, es totalmente rigido todo sube la unidad y por lo tanto el elemento de

longitud f se deforma p " Por facilidad de escritura se escribe la transpuesta de éste vector.

p =0 1 0 0 0 0]
p=1y pi=0 i#2
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1
T - f A >
™ why 3l i b |
Al efectuar el producto P* = k" p* se encuentra:
F)l* _ P2* :t* P* — b*
P4 =0 P5 =—t Pﬁz_b

En el grafico que se presenta a continuacién se resume el equilibrio de los elementos y de las
juntas.

y I "
b+ Ci1t* b*
soit( ] ] )

rwb(‘
/

t
f N

(“r:P

-

KX

Para hallar los elementos de la segunda columna de la matriz de rigidez hay que observar las
fuerzas y momentos que actan en los extremos izquierdo y derecho de los elementos C, y C,.

ki =P, =0
ky =P, =t
kpy =P;=b"+C, t
ki =P, =0
K, = Ps =t

k62 = P5 = bI*+C2 t*
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o Terceracolumnade K

p:=1y pi=0 i#3

C1

EY
Y
E

»
»

A
-

»
|

Notese que al rotar la unidad el elemento de longitud C; se produce en el elemento de

longitud f una rotacién unitaria y un corrimiento vertical de magnitud C,, esto es debido a que el
elemento de longitud C, es totalmente rigido. Luego:

*t

=[o C 1 0 0 0]
Del producto matricial P* =Kk’ p* se obtiene:
P, =0 P =—{b"+C, t') P’ =a +C;b"

Por lo tanto se tendra:

k*+Ccib*
k33<
b‘+t‘cﬁ/‘
C1
: ‘ |
eraempr
b+ t'ct T lb’#t“Ci
R
De donde:
k31 = 0 k32 = b* +C1 t* k33 = k=l< + 2C1b=l< +C12t*
k34 = 0 k35 = —(b* +Cl t*) k36 = a* + Clbl*‘i‘Cgb* + Cl C2 t*

Procediendo de forma similar se obtienen los elementos de la cuarta, quinta y sexta columna.

La matriz de rigidez para el elemento con dos sectores de rigidez infinita indicado en la figura 12.12.1
es la siguiente:
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0 t
. 0 p+c.t K" +2C,h" +Ct” SIMETRICA
—r 0 0 r
o -t —[b"+C ') 0 t’
0 4Gt @ 4ChTACH GOt 0 —[bUiCt | kee28h Gt |

2 5
L@ A=o00 A=o A= oo Tg;ﬂ
- =00 I=0¢ 1= o0 3

1, f e C2
|e L >
Sistema P —p

12.7 ELEMENTO LINEAL CON INERCIA ESCALONADA

Cuando se disefia una estructura ante cargas verticales por el Método del Pértico Equivalente
el conjunto losa viga se modela como una viga de inercia escalonada como lo muestra la figura
12.13.1

L‘_l r—l_
1A 18 IIC (] IE
L = ey |
CE e 5

Figura 12.13.1 Viga con inercia escalonada.

En este caso se han dibujado cinco tipos de inercia, se puede tener mas o menos de acuerdo
al macizado de la losa. Pero no necesariamente la variacion de inercia va a ser |, > lg > I¢. esto

se cumple en las losas. Pero se puede tener el caso contrario |5 <lg <lc este caso es para

cuando se modela dafio por sismo.

Efectivamente el diagrama de momentos por sismo es de tipo triangular con valores altos de
momentos en los extremos en consecuencia son éstos puntos los que mas se dafian de ahi que la
inercia va a ser menor en los extremos y a medida que se aproxima al centro de luz el dafio es menor
y consecuentemente la inercia a flexion mayor. Se puede considerar mas escalones en el modelo
pero la forma de célculo que se indica a continuacion es la misma.
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En la figura 12.13.1 la longitud de cada escalén de inercia se le acota a partir del nudo inicial
para poder sistematizar el calculo como se vera posteriormente. El diagrama de masas elasticas para
el elemento analizado se lo presenta en la figura 12.13.2

Y Yl
Al@ o BE c E o ® | €
|®:I %0

® |
2
; b
b
—
I |
; : o

Figura 12.13.2 Diagrama de masas elasticas y numeracion de figuras.

La nomenclatura utilizada en el diagrama de la figura 12.13.2 es la siguiente:

A 1 B=-1 C:_l D=-1 E—.

=N El, El. El, El.

Con la forma acotada para definir las inercias y longitudes de los escalones, el calculo de los
momentos de inercia y &reas se sintetiza en la tabla 12.1

Tabla 12.1 Célculo de momentos de inercia del diagrama de masas elasticas.

Figura X, W ly Iy’

1 a Aa Aa’ AL - (L-a)]
2 3 3

2 a+b Blb-a) B!b3—a3|_ Bl(L- )3—(L—b)r3
2 3 3

3 bc Cle-b) cle’-b') | dL-b)*=~t-of
2 3 3

4 c+d D(d—C) D(d3—c3) D(L—C)S_(L—d)l3
2 3 3

5 diL EL—d) E(L°~d’| EL-d)’
2

3 3
2 W 2 2N
Una vez calculado W, |y, |, ' se procede de acuerdo a lo indicado en el apartado 12.4.

En el Capitulo 13 se realizan ejemplos numéricos de lo estudiado en el presente
capitulo.

12.8 EJERCICIOS PROPUESTOS

EJERCICIO N.- 1

Para el elemento lineal presentado en la figura 12.2 obtener la matriz de rigidez usando el
concepto. Por lo tanto encontrar las fuerzas y momentos que producen un determinado corrimiento
unitario.
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EJERCICIO N.- 2

Obtener los elementos de la quinta columna de la matriz de rigidez de un elemento con dos
sectores de rigidez infinita.

EJERCICIO N.- 3

Usando el diagrama de masas elasticas elaborar un programa para calcular o, £, 0. ' para el
siguiente elemento:

v

v

EJERCICIO N.- 4

Presentar un caso practico en donde se puede emplear los resultados obtenidos en el
ejercicio anterior. llustre lo mismo para el caso de un elemento con dos sectores de rigidez infinita.

EJERCICIO N.-5

Generalice el Ejercicio N.- 3 y elabore un diagrama de flujo para obtener @, g, 0" para una
viga escalonada con inercias diferentes. El nimero de escalones es arbitrario.



CAPITULO 13

ENSAMBLAJE DIRECTO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ
DE UNA ESTRUCTURA

RESUMEN

Se presenta el fundamento matemético que conduce al algoritmo denominado ensamblaje
directo para encontrar la matriz de rigidez de una estructura por medio del ordenador. Se obtiene esta
matriz para estructuras planas cuyos elementos se estudiaron en el Capitulo 12.

Se presentan dos formas de realizar el ensamblaje directo de la matriz de rigidez, en la primera
se trabaja con un arreglo de dos dimensiones y en la segunda con un arreglo de una dimension y solo
con la matriz triangular superior de K, de esta manera se pueden resolver estructuras con un mayor
namero de grados de libertad, para ello se debe utilizar los programas de solucién de ecuaciones
indicados en el Capitulo 11. Para lograr este objetivo se presentan dos diagramas de flujo que permiten
al lector programar el célculo de la matriz de rigidez en forma total, en dos dimensiones o solo la matriz
triangular superior en una sola dimensién.

13.1 MATRIZ DE COMPATIBILIDAD A

Se va a obtener la matriz de compatibilidad A orientada al uso del ordenador, para el pértico
presentado a la izquierda de la figura 13.1 Para no escribir demasiados nimeros el marco que se
analiza solo tiene dos elementos. En la gréfica de la parte central se indica el sistema de coordenadas

generalizadas Q —(| y a la derecha el sistema de coordenadas globales de los elementos P — p . La
estructura que tiene 4 grados de libertad.

Antes de calcular la matriz de compatibilidad es necesario realizar las siguientes acotaciones:

i) Los elementos del pdrtico plano son totalmente flexibles, ésta hipétesis facilita la elaboracion
de un programa de computacion para obtener la matriz de rigidez de la estructura.

i)  Elsistema de coordenadas P — p se considera en coordenadas globales.

Para el ejemplo analizado las seis primeras coordenadas del elemento corresponden a la
columna y las siguientes seis a la viga.
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Figura 13.1 Pértico son elementos totalmente flexibles, sistema Q—(,y sistema P — p

Si bien es cierto en el Capitulo 5 ya se presento las coordenadas globales de un elemento y en
el Capitulo 12 se obtuvo la matriz de rigidez en coordenadas globales no esta demas repasar el

significado de las deformaciones P y las cargas P lo que se realiza a continuacién pero previamente

en la figura 13.2 se presentan las coordenadas globales de un elemento inclinado que es el caso mas
general.

Figura 13.2 Coordenadas globales de un elemento.

El vector transpuesto de las deformaciones [ tiene la siguiente forma:

P =[ps P2 P P4 Ps Pe |

La convencion de signos positiva de las deformaciones P se indica en la figura 13.2 y su
significado es el siguiente:

P Es la componente de desplazamiento horizontal del nudo inicial.
P2 Es la componente de desplazamiento vertical del nudo inicial.
ps  Eslarotacion del nudo inicial.

P4 Es la componente de desplazamiento horizontal del nudo final.
Ps Es la componente de desplazamiento vertical del nudo final.

Ps Es la rotacién del nudo final.
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Por otra parte el vector de cargas P es:

P =[P, P P P P

2 3 4 5

P Es la fuerza horizontal en el nudo inicial.
P,  Eslafuerza vertical en el nudo inicial.

P Es el momento del nudo inicial.

P, Es la fuerza horizontal del nudo final.
Ps Es la fuerza vertical del nudo final.

Ps Es el momento del nudo final.

Se destaca que en los programas de computacion las estructuras se resuelven en

497

coordenadas globales y al final las cargas se pasan a coordenadas locales que son mas faciles de
interpretar. Retornando al objetivo inicial del presente apartado, que es demostrar el fundamento del

ensamblaje directo a continuacion se procede a calcular la matriz A

p=Aq

*  Primeracolumnade A

p1=0 p2=0 p3=0 p4=1 p5=0

pr =1 ps =0 P =0 P =0 pu=0

= Segundacolumnade A

g2=1y =0 i=#2

Figura 13.3.2 Deformada elemental ,

Ps =0
P =0
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p.=0 p, =0 ps =0 ps =0 ps =1 ps =0
p; =0 ps =1 Py =0 P =0 P =0 P =0
» Terceracolumnade A
=1y =0 i=#3
Figura 13.3.3 Deformada elemental 5
p1=0 P =0 ps =0 ps =0 ps =0 Ps =1
p; =0 Ps =0 Ps = P =0 pu=0 P =0
* Cuartacolumnade A
Figura 13.3.4 Deformada elemental ¢4
p: =0 p. =0 ps =0 ps =0 ps =0 ps =0
p; =0 Ps =0 Py =0 P =0 pu=0 P =1
A(l) "|
A7)
0 0 0 0]
| 0 0 0
A® 0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
L0 0 1 0
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La matriz A orientada al uso del computador est4 compuesta Ginicamente por ceros y
unos, como se acaba de apreciar. Su calculo es muy sencillo pero implica demasiados nimeros.

13.2 MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA

La matriz de rigidez de un elemento estéd en concordancia con el sistema de coordenadas del
elemento. Por lo tanto si el sistema de coordenadas de elemento esta en coordenadas globales la
matriz de rigidez del elemento se evaluara en coordenadas globales.

Por ahora no interesan los valores de la matriz de rigidez de un elemento razén por la cual se
resuelve en forma literal el pértico plano de la figura 13.1. Se va a utilizar el indice 1 para indicar que
corresponde a la columna y el indice 2 para la viga. Al emplear los formularios indicados en el capitulo
12 y considerando que se resuelve literalmente se tiene para el ejemplo, lo siguiente:

(L)
Ky Kp®  Kp®  Ku®  Ks® K@ "
1 1 1 1
k21 o Ko, ® K23() K24() K25() k26 N ||
1) 1 1 1 1 ®
o = ko k" ke ks kg
B @ 1 1 1 1 1
ke Ko®  Ke®  Ku®  K® Kas ) |
1)
1 1 1 1 1
Ky, K™ K™ Ke®  Kss®  Kss® I
1) 1 1 1 1
ke ke ke K Ke® Ke® ]
«)
Ky Ki2® Kis? Kia® Kys® Kis®
2 2 2 2
k21(2) K22() KZS() K24() K25() k26 (&3]
?) Ko, @ Kar @ Koy @ Kae @ K @ |
KO = 31 32 33 34 35 6

2 2 2 2 2

Ky Ko®  Kis?  Ku®  Ks® K,

@ 2 2 2 2 @
k51 Ks, @ Kss @ Kss @ Kss @ Kss

@ 2 2 2 2 2 ’
k61 KGZ( ) K63( ) K54( ) K65( ) k66( ) J

Como se estudid en el Capitulo 10, la matriz de rigidez de la estructura se obtiene con la
siguiente ecuacion.

K = zAU)tk(l)A(l)

i=1

Para el presente ejempilo los triples productos matriciales indicados en la ecuacion, son:
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= producto AY'K® A®

)
ke k0
) 1 1
A O AD = | | Keh Kss Kss 0
k64 1) K65 (€] K66 1) 0
0 0 0 0
= Producto A(Z)t k(z) A(Z)
<)
Ky K,® Kys@ Ky @
| Ko@) K,, @ Ky @ e
A@t@ AQ@ :| 22 23 |
@
k31 @ K32 @ K33 @ kge
@
_kel Ke, @ Kes @ ke, @

Luego la matriz de rigidez del marco plano resulta:

W Yo @ : k@

| ki +ky Kas 8 8‘ Kio ikig +Kiz i Ky®

D@ : : : 2

| 24 Kar 2 Kes M éﬂ_ Koo iKese Koz ikp®
IYE . ;

K—I ljéi‘(l) @ky i Kes ‘?‘ K Kes +Kiz ikgp®

@ . Q0o - : 2
k61 : (1k82 : Kss . kse( )

13.3 ENSAMBLAJE DIRECTO

En el Capitulo 5 se definié lo que es el vector de colocacion, VC, de un elemento; para el marco
plano de la figura 13.1 los vectores de colocacién, son:

ve)=p 0o o0 1 2 3

veR)=f 2 3 0 o 4]

Los tres primeros digitos de VC corresponden a los grados de libertad del nudo inicial y los tres
Ultimos a los grados de libertad del nudo final.

Se llega a obtener el mismo resultado de la matriz de rigidez de la estructura analizada en los
numerales anteriores, si sobre la matriz de rigidez de cada elemento se coloca el vector de colocacion
respectivo, en la parte superior y a la derecha, como se explica a continuacion.

Los elementos de la primera columna de la matriz de rigidez del elemento 1 van a la posicion
cero en la matriz de rigidez de la estructura pero como no existe la posicion toda la primera columna
no contribuye, razén por la cual se traza una linea vertical, lo propio sucede con la segunda y tercera
columnas. Los elementos de la cuarta columna si contribuyen a la formacion de K. Ahora bien, a nivel
de filas, la primera fila tiene un cero por lo que no contribuye trazandose por tanto una linea horizontal,
de igual manera la segunda y tercera filas no contribuyen.
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= Elemento 1

[0 o o 1 2 3]

et et — k| 0
{ ;1 ) SCH SO R RO kze(l) 0
k® :| ﬁi‘(l) Hor ks kse(l) 0
" Ko Ko®  Ku®  Ke®  ke® | 1
ko' K ke K ke K || i
121 Kez(l) Kes(l) K64(l) K65<1) Kes @ U . 3 ‘

Los elementos no rayados son la contribucién del elemento 1 a la matriz de rigidez de la
estructura. El vector de colocacion indica la posicién en la cual deben ubicarse estos términos asi el
elemento kas@1) va a la columna 1 fila 1, el término ksaq) va a la columna 1 fila 2, etc.

Por lo tanto la matriz de rigidez de miembro se ensambla en la matriz de rigidez de la estructura
mediante su vector de colocacion.

= Elemento 2

[1 2 3 0 0 ]

w 2 2 @ @ 4 7
| ks Kio® Kis® Ky Ky Kis o ] 1
k2 1 @ Ky @ K3 @ K, @ Kbs @ k26 l 2
) ® ® ® ® @ 3
KO = Ksy Ks2 Kss K Kis (2) |
@ .. @ v ) e (2) e (2 k
Kit Rz Kz3 v} v = 0
k @ b (2). e (2) e (2). e (2) km@ 0
51 ) K53 K5z K55
4

()] 2 2 2 2 6 ‘
Ke: Ke”  Kes?  Kes®  Kes® l%se in

El elemento ki) va a la posicion (1,1) y se sumara al término kas1) que ya estaba en esa
posicion, el término k212 va a la posicion (1,2) y se suma a ksa(), etc. De esta forma se obtiene la matriz
de rigidez para la estructura de la figura 13.1 y cuyo resultado se indica al final del apartado 13.2.

El fundamento del ensamblaje directo viene dado por el concepto de la matriz de rigidez de una
estructura asociado a la circunstancia de que la matriz A esta compuesta Unicamente por ceros y unos.

13.4 EJERCICIOS RESUELTOS

e EJEMPLO1

Determinar la matriz de rigidez, por ensamblaje directo de la estructura mostrada, a la izquierda
de la figura 13.4. El sistema de coordenadas y la numeracién de los elementos se indican a la derecha

| | PR |
de la figura 13.4. Considerar que: Aoz = 80
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Ao

Figura 13.4 Estructura de Ejemplo 1 y sistema de coordenadas generalizadas Q - q

e SOLUCION

Para el elemento uno, se considera que el nudo inicial corresponde al nudo Ay el final al nudo
B. Luego el angulo que forma el eje del elemento con el eje X es 90 grados. La matriz de rigidez en
coordenadas globales resulta.

[ 12 0 —6L ~12 0 —6L 1

|0 80 0 0 -8 0|
| ~6L 0 412 6L 0 2L° |-E|o

}_12 0 6L 12 0 6L | L

| 0 ~80 0 0 80 0

| 6L 0 i 6L 0 412 |

No se considera el efecto de corte y se ha reemplazado la condicién de que Ao = 80 lo / L? dato
del problema. Para el elemento 1 el vector de colocacion es:

VC(1)=[0 0 0 1 2 3]

Luego al colocar el VC sobre y a la derecha de la matriz de rigidez del elemento, se tiene:

[ o 0 0 1 2 3] Y
B ————p———12——9 —GL—'\ 0
5 30 ——80 5
KO = | 2 6t 9 ey O
~12 0 6L 12 0 6L |'|_3 1
0  _g 0 0 80 0 2
- 0 2 6L 0 a4 -3

La matriz de rigidez de la estructura analizada es de 4 x 4 y la contribuciéon del miembro 1, es:
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[12 ¢ 6L
| 80 : : El,
Ii 6L 4.2 |'L3
] ]
Para el elemento 2 se tiene que:
seno = § coso = 4
5 5

Al reemplazar estos valores en la matriz de rigidez de miembro en coordenadas globales y al
proceder en forma similar al elemento 1 teniendo presente que:

ve® =L 2 3 0 0 4

Se tiene:
[ 2 3 0 0 ]
g 816  —18L  _1383  —816 4 T
[ 1388 25 5 25 26 18l |
912 24L 1816  —912 5 )
816 25 5 5 25 24L
i 5
8L 2%— AL’ %— —25iL 3
@ _ . 2L’
k Elo | —1588 _816 181 1388 8 181 -
T 25 5 5 % ]
5 912 -4 8l6 2 5 |
—816 25 5 2 5 - 2AL |
25 24L 2 18L —24L 2
=t 5 5 5 a4y
5 ]

La contribucion del elemento 2 a la matriz de rigidez del pértico analizado, es:

(1288 . 816 . —18L . -18L |

| Vi BT |

| 816 . 912 . 4L - om
N 5 5 | gl
- 3
‘i& - . L

BL 5 |

{_ AL o g

5 5 ]

Al sumar la contribucién de los elementos 1 y 2 se obtiene:
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1.2 25 5 5
(816 . 2912 . 24L . 24
K=|TS ' 25 5 5 El,

L AL g o g2 | L

?BL > |
L- oA TR 4L2J

5 5

e EJEMPLO 2

Determinar la matriz de rigidez del poértico plano presentado a la izquierda de la figura 13.5 si
sus elementos son totalmente flexibles. Las columnas son de 40 x 40 cm., y la viga de 30 x 30 cm.,

Considerar un médulo E = 2100000 T/m?.

2 5
f g |
- = L" . —4’
30730 ey ©) L
3m | 40140 40140 ©O) ©)
= T T i =
| 4m |
) |

Figura 13.5 Pdrtico de Ejemplo 2 y sistema de coordenadas ( — g

e SOLUCION

Se indican las matrices de rigidez de los elementos en coordenadas globales y los respectivos
vectores de colocacion.

= Elemento 1

1988.00 0.00 ~2082.00  —1988.000.00 —2982.00|
( 0.00 112000.0 0.00 0.00 —112000.00 0.00
O = p —2982.00 0.00 5064.00  2982.00 0.00 2982.00 |
| ~1988.00 0.00 2982.00  1988.000.00 2982.00
0.00 0.00 112000.00 0.00
‘ |6-@982.002000.00 (.00 2982.00  2982.000.00 5964.00 |

ve® =o 0 0 1 2 3]
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= Elemento 2

[ 47250.00 0.00 0.00 —47250.00 0.00 0.00]

000  267.75 535.50 0.00 26775 53550

(@ —| | 000 53550 1428.00 0.00 ~53550  714.00 ||
— 47250.00 0.00 0.00 47250.00 0.00 0.00 |

0.00 ~267.75  —535.500.00 267.75 535501

| 0.00 535.50 714.00 0.00 ~53550  1428.00 ﬂ

ve® =[t 2 3 4 5 6]

= Elemento 3

k ® _ k @
ve® =[o 0 0 4 5 6]

Al realizar el ensamblaje de la matriz de rigidez de la estructura se obtiene:

49238.00 0.00
0.00 112270.00
2982.00 535.50

1=47250.00 0.00
000  —267.75
0.00 535.50 |
e EJEMPLO3

El pértico plano presentando en la parte superior de la figura 13.6 tiene dos muros de corte de
20/200 cm y vigas de 60/60 cm. Las fuerzas sismicas que actlian sobre el pérticoson de 8 T., y 14 T.
Se considera que las vigas son axialmente rigidas y todo lo demas completamente flexible. EI médulo
de elasticidad del material £ = 2400000 | .2~ Se pide resolver el portico por el Metodo de los

Desplazamientos, en verdad se deberia calcular solo la matriz de rigidez de la estructura, que es lo que

abarca el Capitulo pero por considerarlo de interés se resuelve completamente como lo hace el
computador.

En la parte inferior izquierda, se indica la numeracion de los nudos, elementos y se destaca
que la luz es de 6.0 m., a la derecha se presentan los 10 grados de libertad que tiene la estructura.

e SOLUCION

El Ejemplo ha sido resuelto utilizando el sistema de computacion CEINCI-LAB pero con
modificaciones ya que la libreria de programas de CEINCI-LAB son para pérticos con elementos

totalmente flexibles y aqui solo las vigas son axialmente rigidas, son ligeras las modificaciones que se
realizan pero conceptuales.

Cuando se tiene muros de corte, es fundamental calcular la matriz de rigidez de las vigas,
considerando nudos rigidos, tema que fue abordado en el Capitulo 12. En este ejercicio solo se
considera nudos rigidos en las vigas, en las columnas no para que el usuario determine la matriz de
rigidez de los muros sin nudos rigidos y la matriz de rigidez de las vigas con nudos rigidos.
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A
14 T. — N |
‘ 60160
20:200 20200 Im
Axm
8T. — +
60/60
3m
20/200 20:200 I
i &
® o+
6 : :
10 =
2 4
e 2 o
3 ™ T A
') 5 k'
3
1 3
) 3
L P77 Y
: 6.0m . a-q

Figura 13.6 Pértico con muros de corte sometida a cargas laterales.

e Matriz de rigidez de una viga con nudo rigido

No considerar nudos rigidos en las vigas es un verdadero error, no asi en los muros que se
puede omitir el nudo rigido. La nomenclatura utilizada en el capitulo 12 y la respectiva matriz de rigidez
del elemento se presentan a continuacion, destacando que los términos que tienen asterisco se
calculan su rigidez con la luz libre f.

o f —Cp
Ao, lo
o x o=
- .
0t SIMETRICA
oo ¢ & &

¢ ' -»° 0 "
0 b a' 0 -p" 3
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Donde:
. :L_4 k'=tE_l'| 1+¢ ‘ u'=25_1'1]_20 =k
J J | +4d¢ f 1+4¢
b =6Hl 1 o Ili:;[,’ 1 ‘ b =b
- \1+40 i 14 40
Ci=Im, C2=1m, f=4m, L=6m
2.16 .
0 0.045 SIMETRICA
AA
;=105 0 0135 0471
—2.16 0 0 2.16
0 —0.045 -0.135 0 0.045

Cco 0135 0341 0 —0.135 0.471)
El programa kmiembro_nudo_rigido determina la matriz de rigidez presentada.

e Matriz de rigidez en un muro sin nudo rigido

2.438
0 6.40
0 0 4.876 .
0 0 0 6.40 iIMETRIC
K = 1075 0 0 0 0 4.876
-1219 0 0914 0 0914 1.219
0 —3.2 0 0 0 0 3.2
—0.914 0 0.305 0 0 0914 0 2439
0 0 0 —-3.2 0 0 0 0
(-0.914 0 0 0 0.305 0914 0 0

507

2.438)

Los vectores de colocacion con los que se halla la matriz de rigidez de la estructura y

posteriormente las deformaciones de los elementos en coordenadas globales, son:

=10 00 1 2 3]
@ =11 23 6 7 8§
@ =10 00 1 4 5]
W =01 4569 10]
W® =123 1 4 5]
H® =16 7 8 6 9 10]

Notese los vectores de colocacion de las vigas, por ser axialmente rigidos se repiten los grados

de libertad para la componente horizontal del nudo inicial y final.
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fT =
2.438
0 6.445 ‘
0 0.135  5.347 i'METR'C
0 —0.045 —0.135 6.445
105 0 0.135 0341 —0.135 5.347
-1.219 0 0.914 0 0914 1219
0 -3.2 0 0 0 0 32
-0.914 0 0.305 0 0 0914 0 2.439
0 0 0 —3.2 0
(-0914 0

0 0 0 3.2
0 0 0.3052 0914 O

0 0 2438)

Para el calculo del vector de cargas generalizadas ( se debe tener en cuenta que las vigas son
axialmente rigidas en consecuencia se tiene que determinar una fuerza axial N, como se vio en el
capitulo IV. El vector transpuesta de ( es:

¢=[8 000 0 14 0 0 0 0]

Al resolver el sistema de ecuaciones lineales se encuentra el vector de coordenadas g

0.3991m
0.0229m
—0.1457 i
—0.0229m
1=1073 —0.1457 rd
0.9479m
0.0341m
—0.1435 i
—0.0341m
(—-0.14351)

Con el vector de coordenadas ¢, y con los vectores de colocacion se encuentra primero las
deformaciones en los elementos en coordenadas globales, asi por ejemplo para el elemento 1, se tiene

W= 00 0 0 0]

Primero se encera el vector p en coordenadas globales que tiene 6 elementos, se ha escrito
la transpuesta para ahorrar espacio. El VC del elemento 1 es: ™ = [0 0O 0 1 2 3]

Cuando el vector de colocacion es cero, queda el cero del vector p, para el ejemplo quedan los
tres primeros ceros en la cuarta posicion se tiene que el vector de colocacién es 1, luego del vector

se toma la primera cantidad, para la posicién cinco se toma la segunda cantidad porque el VC es 2 y
para la sexta posicion la tercera cantidad del vector 4. Quedando.

#U=[0 0 0 03991 00229 —0.1457]+10

Posteriormente se encuentran las cargas P en coordenadas globales que se denomina P;,
para diferenciar de las cargas P en coordenadas locales p,

Po=hyp
P = T3P

Al no existir cargas en los elementos no se tiene Problema Primario.
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Donde 3 es la matriz de rigidez del elemento en coordenadas globales, que en este ejercicio
se ha denominado [H; por otra parte, T,_3 es la matriz de paso de coordenadas locales a globales,

estudiada en el capitulo 5.

Lo indicado se vera con mas detenimiento en el siguiente capitulo. Los resultados que se hallan

para todos los elementos son:

—7.318 11
—3.579 7
_ 7318 11
3.579 7

0 —3.739

C o —3.579

7318 —11 0.954
3.579 -7 10.736
—-7.318 -—11 0.954
-3.579 -7 10.736
0 3.739 -11.218
0 3.579 —-10.736)

Las fuerzas y momentos en cada uno de los elementos se indican en la figura 13.7.

358
o
*]‘ >
w1 (. 1074 10.74 N Ny
L {1074 — =
A \_J3.68 6 w
J :Ema
v |
£ 7 \‘v’
- | 102
58
731
i
-~ A —
n /1121 121\ N9
11_L{ 0.951 \L{rp ,'}'{,_\3
A 3,74 5 w i
i b

Figura 13.7 Fuerzas y momentos finales en los elementos.

Al calcular el vector ( se hall6 ¥; = 4T, y el valor de §; = 7T Finalmente se deja al lector la

verificacion del equilibrio de los nudos.

1074
A

37.04
P
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e EJEMPLO 4
Determinar la matriz de rigidez por ensamblaje directo de la armadura plana indicada a la

izquierda de la figura 13.8; a la derecha se tiene el sistema de coordenadas generalizadas ¢ —q . En
la tabla 13.1 se indica el &rea de cada uno de los elementos.

T

- ’ &
b ; | ‘

Figura 13.8 Armadura plana y coordenadas generalizadas ( — g

Tabla 13.1 Area transversal de los elementos.

Elemento Area Transversal

1 A,
2 A,

2
3 A,
4 A,

2
5 A,
6 A,

e SOLUCION

De acuerdo al sistema de coordenadas generalizadas presentado a la derecha de la figura
13.8, los vectores de colocacion de cada elemento son los siguientes:

vCc(1) =0 0 1 2]
VC(2)=[0 0 1 2]
VC(3) =[3 4 1 2]
VC(4) =3 A 0 0]
VC(5) =0 0 3 4]
VC(6) =[0 0 0 0]

A continuacidn se escribe la matriz de rigidez de cada uno de los elementos en coordenadas
globales con su respectivo vector de colocacién escrito sobre la matriz y a la derecha.
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= Elemento 1

0

k(l)_EA0| 0 0 0
L|-1 O 0 1

o O 0 o0f .2

= Elemento 2

[ 0 0o 1 ]
I @-;_oqrf_og_ 2 7y
o EA| O5—05—=05 —0-5] 0
T~ ol -05 -—05 05 05
-05 -05 05 05J .2
0.5
= Elemento 3
[3 4 1 2]
0 0 0 OW 3
o _EA[0 10 1l
L]0 o 0o 0] 1
0 -1 0 1 J 2

= Elemento 4

3
(o B =05 05 05 -05' g4
~oL| -05 0.5 05 -05| o
05 -05 -05 05| 0

"  FElemento 5

k& _ EA [0 0 0 0

El elemento 6 no contribuye a la matriz de rigidez de la estructura ya que su vector de
colocacion solo tiene ceros.
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=  Ensamblaje de la matriz de rigidez de la estructura
[1+025 ©  0.25 : ]
| 0.25+1 : : -1 | EA,
|' 025 © 025+1 1 —025( L
: -1 i -025 : 1+0.25

Luego, la matriz de la estructura, resulta:

1.25 025 00 0.0 ]
« - EA[ 025 125 0.0 -1.0
L] 00 00 125  —0.25]

0.0 -1.0 -0.25 1.25J|

e EJEMPLOS5

Encontrar la matriz de rigidez de la estructura, que esta a la izquierda de la figura 13.9, en el
cual el miembro vertical es un elemento (hormigén armado) de un pértico plano y el horizontal de una
armadura plana (acero) con unién simple. Considerar los grados de libertad indicados a la derecha de
13.9. Estrictamente la articulacion debi6é haberse colocado en la union de la columna con la viga.

2 4 T
o— 2 o-f r "é > 3" of

Ao | 1
o L AT 00

|
-

0

Figura N.- 13.9 Pértico del ejemplo 5y sisema  Q—(.
e SOLUCION

] Elemento Vertical

[ 12 0 -6L 12 0 —6L |
|0 00 0 0 -100 0 |
k:|—6L 0 4L’ 6L 0 2L ||-E|o
|_12 0 6L 12 0 6L | L°
10 -0 o 0 100 O ‘
|-6L 0o 6L 0 a2
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= Elemento Horizontal

[ 1 0
K= | 0 0
-1 0
0 0
ve? =i 2
" Ensamblaje Directo
‘_lZI_Ee,I" +_EA1 0
| L
0 100ElI,
{ L
6El,
| ;
L 0 0

e EJEMPLOG

Enco i igi ajedi
izquierda de Ig figura 13.10, con los grados de liberfad indicad
de inercia dellelefnento hagizatal se présenta en Ig parte inféri

’Fs a la derecha de 13.10. lLa variaciéon
0
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4EI

—
o
o

o
o

r de la figura 13.1/@5( se (lesprecia la
2 |

deformacion gxiallen dicho dfémento. Cdnsiderar [ |= ZIéQC O-F+m— U 5
33 | »
40140 40/40 3m
| | 77
-, - ’-E
o
g g
[ § ]
= l v =
= =
& 2
o™
§ g
R
102,02, 30m 02,02,
4 380 m ;
| 1

Figura 13.10 Estructura de Ejemplo 6, grados de libertad y variacion de inercia en viga.
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e SOLUCION

El Ejemplo 6 es una estructura de hormigén armado con losa plana; las diferentes inercias
corresponden al macizado de la losa.

. . 2 1
En la figura 13.11 se presenta el diagrama de masas elasticas ; Para el elemento con inercia
escalonada que se analiza.

I~ ~
s 2
g g
= =
) l | .
- 3 ] - Y X , F o
-
§ I 1 2 2 | 3 I 4 1 8 §
o- : 0.000705 : L

0.2 |
|‘ 0dm N
| 340 m
|
|l 360m N
™ g
380m

X

Figura 13.11 Diagrama de masas elasticas y figuras elementales.

En base a la nomenclatura y teoria expuesta en el capitulo anterior, en la tabla 13.2 se indica
el calculo de los momentos de inercia del diagrama de masas elasticas.

Tabla 13.2 Calculo de momentos de inercia

Figura Xo w Iy Iy'
(m) (m? (m* (m* =0.00
1 0.10 0.000033 4,45333x107 0.000457 0738
2 0.30 0.000079 0.000007 0.000973
3 1.90 0.002115 0.009221 0.009221
4 = 3.50 0.000079 0.000973 0.000007
5 3.70 0.000033 0.000457 4.45333x107
SUMATORIA 0.002339 0.010658 0.010658
TI," — 0.010658
2 3.8
1 0.
1010
-_ 658_
g_ 2 ~=0.000738

W —a —a'  0.002339 -2 (0.000738)
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o a'—&’ =(0.000738) —(0.000432) =3.580942x10 "

k—ko— & - 0000738 " one0 0108
aa'—e” 3.580942x10
ao_ & 0000432 00 ae6s
aoa'—g” 3.580942x10
oK :Z _ 20609104+1260.3865 _ ., o
t=P tt; 8 (874.0255) _ 450, 0134

80

Para el elemento horizontal, la matriz de rigidez en coordenadas locales es igual a la matriz de
rigidez en coordenadas globales y es la siguiente.

[t b ~t b'—’

K| b k ~b a
—t -b t -b'
L b a =D k=

1 3

I T

Sistema P — P paraun elemento axialmente rigido.

Al reemplazar los valores encontrados se tiene que la matriz de rigidez del elemento horizontal

es.
[ 460.0134 874.0255 —460.0134 874.0255 |
| 8740255 2060.9104 —874.0255 1260.3865 |
_ 4600134  —874.0255 460.0134  —874.0255|
{ 874.0255 1260.3865 —874.0255 2060.9104 |

El vector de colocacién para el elemento horizontal es:
VC=[2 3 4 5]

La matriz de rigidez, en coordenadas globales, de los elementos verticales es la misma y
corresponde a la mostrada en el Ejemplo 2. Esta es:



516 Roberto Aguiar Falconi

UFA-ESPE
1988.00 ~298200  —1988.000.00 —2982.00]
{ 0.00 0.00 —112000.00 0.00
0.00 0.00 5964.00  2982.000.00 2982.00 |
. (100860 000 298200  1988.000.00 2982.00 ||
112000 0.00 0.00 112000.00 0.00 |
199 2982.00 000 298200  2982.000.00 5064.00 ﬂ

0.00 -112000
|. 00

Los vectores de colocacion para los elementos verticales izquierdo y derecho, respectivamente,
son:

vC=[o 0 0 1 2 3]
vC =0 0 0 1 4 5]

Al ser el elemento horizontal axialmente rigido el desplazamiento del nudo final es igual al
desplazamiento del nudo inicial ;.

—874.00 |
Al efectﬁar el ensamblaje directo se obtiene la matriz de rigidez buscada. J
[ 3976.00 0.00 2982.00 0.00 2982.00]

0.00 112460.00 874.00 —460.00 874.00
K=| 2982.00 874.00 8024.90 —874.00 1260.40 |
0.00 —460.00 —874.00 112460.00 |
| 208200  874.00 126040 87400  8024.90

13.5 DIAGRAMA DE FLUJO

En la figura 13.12 se presenta el diagrama de flujo para encontrar la matriz de rigidez de un
portico plano, para cuando se obtiene completamente toda la matriz y se esté trabajando con un arreglo
de dos dimensiones.

En el diagrama de flujo, nir es el nimero de elementos que tiene la estructura, en este caso
el pértico; lo primero que se hace es encontrar la matriz de rigidez de un elemento k en coordenadas
globales, estrictamente vendria a ser k; pero se ha dejado como . Posteriormente en el lazo j = 1: 6
se coloca el vector de colocacion en la parte superior del elemento y se obtienen sus elementos que se
ha denominado j. En caso de tener una armadura plana el lazo | = 1: 4, de tal manera que el diagrama
de flujo se puede adaptar muy facilmente a cualquier estructura cambiando los lazos de acuerdo al
nimero de elementos del vector de colocacion y desde luego encontrando la matriz de rigidez del
elemento respectivo sea éste: portico plano, armadura plana, etc.

Retomando la explicacidon se pregunta a continuacioén si j = 0, en caso de que lo sea, esa
columna de la matriz de rigidez del elemento no contribuye a la matriz de rigidez de la estructura que
en el diagrama de flujo se ha identificado como §. Si j no es cero se pasa a colocar el vector de
colocacién a la derecha de la matriz de rigidez del elemento para eso se abre otro lazo m = 1: 6 y se
empieza a obtener los vectores de colocacion mm; se pregunta si mm = 0, Si es cero esa fila de la
matriz de rigidez del elemento no contribuye y cuando no lo es, se pasa a realizar el ensamblaje de la
matriz de rigidez de la estructura y de ahi se cierran los lazos.

En la figura 13.13 se presenta el diagrama de flujo cuando solo se obtiene la matriz triangular



superior de K por esta razén hay una pregunta antes de realizar el ensamblaje. Posteriormente antes
de realizar el ensamblaje, se coloca la formula con la que se pasa de un arreglo de dos dimensiones a
una dimension y se procede al ensamblaje trabajando como vector.
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m=16

mm=VC(i,m)

S8(jj,mm)=88(jj,mm)+k(j,m)

Figura 13.12 Diagrama de flujo de matriz de rigidez completa, de dos dimensiones.

i=1:mbr

k

j=186

ji=ve(ij)

ji==0 i m=1:6

si E 8i
. G-D@N-j)
o |1 2 Thm
88(jm) = S8(jm) + k(j,m)

Figura 13.13 Matriz de rigidez en forma de vector, solo triangular superior

Como se podra apreciar es muy sencillo el célculo de la matriz de rigidez de una estructura,
trabajando con un solo indice. Se deja al lector, lo siguiente:

i) Realizar un diagrama de flujo para hallar la matriz de rigidez de poérticos planos y de

armaduras planas.
i)  Encontrar un diagrama de flujo para hallar la matriz de rigidez en forma de vector y con ancho

de banda constante.
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Se recuerda que la matriz de rigidez de la estructura se obtiene pensando en la forma
como se va aresolver el sistema de ecuaciones lineales.

13.6 EJERCICIOS PROPUESTOS
EJERCICION.-1

Determinar la matriz de rigidez por ensamblaje directo de la siguiente estructura, sin considerar
nudos rigidos pero considerando el efecto de corte. Datos: E =2100000T/m?, G=0.4E,

I, =0.072m*, I. =0.03413 m" .

40/60 40)60

4m 80/80

EJERCICIO N.- 2

Preparar el archivo de datos para un programa en MATLAB, para determinar la matriz de
rigidez del ejercicio anterior.

EJERCICIO N.- 3
Obtener la matriz de rigidez del ejercicio nimero 1 considerando nudos rigidos.

EJERCICIO N.- 4

Encontrar la matriz de rigidez de la siguiente estructura si los vectores de colocacion son los
siguientes:

VC(1) =1 2 3 0 0 0]

VC(2) =4 5 6 1 2 3]
VC(3) =4 5 6 0 0 0]
] b
o an
s s

~lr3 @ N L 25040
@ @ 30¢40 30040 250m
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EJERCICIO N.- 5

Preparar el archivo de datos para un programa en MATLAB del ejercicio 4.

EJERCICIO N.- 6

519

Obtener la matriz de rigidez por ensamblaje directo de la siguiente armadura plana compuesta
por perfiles C de 3 mm de espesor. Considerar

E = 2000000 kg /cm®

2m

A

2m

W

2%

2m

5

5

3 Jom

EJERCICIO N.- 7

Indicar si la siguiente armadura es estable o inestable usando la matriz de rigidez de la
estructura. Considerar que cada elemento es un perfil C igual al del ejemplo anterior.

EJERCICIO N.- 8

e,

O

2m

2m

Determinar la matriz de rigidez por ensamblaje directo del siguiente marco plano. Los dos

elementos tienen la misma seccion transversal y en ellos se cumple que:

A
-0 =80
I, L

o]
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Ao
T A\ lo
/ \'
Ao
lo
3m
v" .\v
\/ \\
/ \
= I L Sm L 4m J
™ T |
EJERCICIO N.- 9

Encontrar la matriz de rigidez por ensamblaje directo de la siguiente estructura.

30130
40140 40/40
| a4m |
fe *]

250 m

Considerar E = 2100000 T /m? y el siguiente sistema de coordenadas de la estructura.

2 5.
1 K o o 1 \x 4
\“"3 6t/

EJERCICIO N.- 10

Determinar la matriz de rigidez por ensamblaje directo de la siguiente estructura. Considerar

E =2100000 T /m?,
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30130

3m

521



CAPITULO 14

SOLUCION DE UNA ESTRUCTURA PLANA ORIENTADA
AL USO DEL COMPUTADOR

RESUMEN

Se presenta con detalle la soluciéon de una armadura plana y de un poértico plano a partir del
vector de coordenadas generalizado (], orientado al uso del ordenador. El célculo anterior que

corresponde a la matriz de rigidez de la estructura Ky al vector de cargas generalizadas Q ha sido
explicado con bastante detenimiento en capitulos anteriores. Por lo tanto en éste capitulo se explica el

calculo de:
a. Deformaciones de los elementos P en coordenadas globales.
b. Acciones de los elementos P en coordenadas globales y locales.
C. Acciones finales de los elementos que es la suma del problema primario mas el problema

complementario.

14.1 ANTECEDENTES

En el Capitulo 5 se estudi6 el calculo del vector de cargas generalizadas Q orientado al uso
del computador, un resumen del mismo se presenta a continuacién para el caso de estructuras con
cargas en los elementos.

i) Se determina el vector de cargas de empotramiento perfecto en coordenadas locales (.

T2—3 :

ii) Se encuentra la matriz de paso de coordenadas locales a globales
Q: ysele

iii) Se calcula el vector de empotramiento perfecto en coordenadas globales
cambia de signo para tener acciones en las juntas, con la siguiente ecuacion:
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Qs = —T2—3t Qz

iv) Serealiza el ensamblaje de Qs en el vector de cargas generalizado Q mediante el vector
de colocacion del elemento respectivo.

Por otra parte en el capitulo 13 se estudio el calculo de la matriz de rigidez de la estructura por
ensamblaje directo. El procedimiento de célculo para cada uno de los elementos de una estructura es
el siguiente:

i) Se determina la matriz de rigidez de cada elemento en coordenadas globales ks

ii) Se realiza el ensamblaje directo de K; en la matriz de rigidez de la estructura K con el
vector de colocacion del elemento analizado.

Una vez que se ha determinado K y Q se procede a resolver un sistema de ecuaciones
lineales para determinar el vector de coordenadas (] como se ilustré en el capitulo 11.

A partir del vector ( se continda en éste capitulo con el calculo matricial de una estructura

plana, dejando indicado que el mismo procedimiento se realiza para estructuras espaciales, con las
modificaciones del caso en cuanto se refiere al vector de colocacion, matriz de rigidez del elemento y
la determinacion de las acciones de empotramiento perfecto.

142 DEFORMACIONES DE LOS ELEMENTOS

Los elementos de la estructura presentada a la izquierda de la figura 14.1, se consideran
totalmente flexibles, en consecuencia se tienen los 7 grados de libertad, que son los indicados en la
parte central de 14.1, este es el sistema ( —¢; a la derecha se muestra el sistema de coordenadas
globales de los elementos, P —j, destacando una vez més que en el computador se trabaja en
coordenadas globales.

L3 Ao
lo
Ao Ao
L2 lo lo
4
24 "r‘“
7 18% |1 13
N\ A 1 3 9 =/
$ IO I ~- —] /
- -

k L1 |

Figura 14.1 Estructura, coordenadas de la estructura § — ¢ y de elementos P —p

De acuerdo a la numeracion del sistema de coordenadas de los elementos, se tiene que la
columna izquierda corresponde al elemento 1, la viga inclinada al elemento 2 y la columna derecha al
elemento 3. En los Capitulos 9 y 10 se estudio la forma de célculo de la matriz de compatibilidad de

deformaciones A . Para el presente ejemplo se tiene.
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= Elemento 1

o0 0 0 O 0O 0 o0
% 0o o 0o o o o
a0 [00 0 0 0 0 0
1 0 0 0O 0 0 o
o0 1 0 0 0 0 o0
0o O 1 0 0 0 o
] Elemento 2
[1 0o 0 0O 0 0 o0
% 1 0 0o o 0 o
A0 |00 1 0 0 0 0
o 0 0 1 0 0 o
o0 0 0 0 1 0 0
o 0 0 0 0 1 g
] Elemento 3
o 0 0 0 0 0 0]
% 0 0o o 0o 0o o0
a9 |00 0 0 0 0 1
o 0 © 1 0 0 o0
o 0 0 0 1 0 0
K 0 0 0 0 1 0]

Unicamente por facilidad se ha escrito las sub matrices de la matriz de compatibilidad de

deformacion A se pudo haber escrito directamente ésta matriz pero es mas cémodo escribir las sub
matrices.

El vector de coordenadas generalizadas (] para la estructura analizada tiene la siguiente forma:

= G 4 G G O O]

Para encontrar las deformaciones de los elementos P en coordenadas globales se realiza el
producto matricial de la matriz de compatibilidad de deformaciones A por el vector de coordenadas (]

p=Aq

El producto matricial indicado se puede realizar con la matriz A completa o sino con las sub

matrices de A teniendo en cuenta en éste (ltimo caso que se va a obtener las deformaciones de un
elemento determinado, de ésta manera se resuelve en el ordenador.

@ _ A®

P q
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Por lo tanto las deformaciones del elemento 1 en coordenadas globales son:

|
G |

Para el elemento analizado el vector de colocacion es:

ve)=p o o0 1 2 3]

El algoritmo con el cual se obtiene el vector de deformaciones [P sin necesidad de realizar el

producto matricial se presenta a continuacion:

i) Encerar el vector P, para el caso plano éste vector tiene 6 elementos.
i)  Determinar el vector de colocacion del elemento, que tiene 6 elementos para el caso plano.

i) Ensamblar 0 en P por medio del vector de colocacion. Cuando el vector de colocacion es
cero, queda cero en el vector de deformaciones, cuando es diferente de cero el vector de
colocacion, se obtiene del vector ( la cantidad respectiva y se ensambla: el vector de

colocacion indica la posicion del vector (] que tomarse para el vector .

Para los elementos 2 y 3 de la estructura analizada los vectores de colocacion son:

VC2)=L 2 3 4 5 ¢
ve@)=p o 7 4 5 6

Al aplicar el algoritmo indicado los vectores de deformacién de los elementos 2 y 3 resultan.

H o]

q2 |
p(z) _ q3 | p(3) _ q7 ||
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