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Por lo tanto las cargas internas de un elemento se transforman en deformaciones mediante la
matriz de flexibilidad de un elemento. A la matriz f también se la conoce con el nombre de matriz
fuerza deformacion.

7.1.8 Modelo de Giberson

Antes de terminar con el apartado 7.1, dedicado al estudio de la matriz de flexibilidad en el
modelo que tiene dos giros en los nudos, para el caso de un elemento axialmente rigido, conviene
presentar el modelo de Giberson que se utiliza en andlisis no lineal pero cuya formulacion esta en
concordancia con lo indicado en el apartado 7.1.5.

En la figura 7.8 se presenta una viga en la que se han definido tres rigideces a flexion, en el
nudo inicial, (£l), en el centro de luz, (), y en el nudo final (&), Cuando el elemento es de seccion
constante las tres rigideces a flexion son iguales.
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Figura 7.8 Modelo de Plasticidad Concentrada de Giberson

La matriz de flexibilidad f para el modelo de Giberson, es la siguiente:

f= 1
ah D (7.15)

5= (Eiyéb

Para un elemento de seccion contante §, = §, = 1. Al reemplazar estos valores se encuentra

la misma matriz de flexibilidad que se indic6 en el apartado 7.1.5. Lo importante del Modelo de Giberson
es que se utiliza cuando las rigideces a flexion no son iguales y esto se presenta cuando hay dafio en
los elementos.

Al comienzo de un sismo, en una viga de seccién constante, las rigideces en el nudo inicial,
centro de luz y nudo final son iguales pero cuando el terremoto es intenso se dafian los extremos con

lo que la rigidez en dichos puntos es diferente a la del centro de luz y ahi es muy apropiado el modelo
de Giberson para definir la matriz de flexibilidad.

7.2 MATRIZ DE RIGIDEZ DE UN ELEMENTO k
7.2.1 Forma general

La matriz de rigidez K (mintscula) de un elemento lineal se va a obtener invirtiendo la matriz
de flexibilidad.

k=f"!
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Para un elemento de seccién constante o variable, la forma general de la matriz de rigidez
asociada al sistema de coordenadas del elemento de la figura 7.1 es la siguiente:

’Vkll kiz 0 —‘
k = k21 k22 0 (716)
K 0 ke |
Donde:
f f 1
Ky, = .12 Ky, = . 11 Kes = -
=) 2= 33 £
ki = Ky =—-fA21 A= fy* fzz—(le) ?

En el apartado 7.1.1 se indican las integrales mediante las cuales se evalUan los términos de
la matriz de flexibilidad para un elemento de seccion constante o variable.

7.2.2 Elementos de seccion constante considerando el efecto de corte

La matriz de rigidez de un elemento lineal de seccién constante, considerando el efecto de
corte, se obtiene invirtiendo la matriz (7.8). El resultado que se obtiene es:

[4E1 (1+4) 2EI (1-29) 0
b vag) L (L+49)
_ 2Bl =2 4E1 (1+¢)
|—L— (1+4¢) L (1+4¢) 0 (7.17)
0 0 Ef

7.2.3 Elementos de seccion constante sin considerar el efecto de corte

Al sustituir ¢ =0 en la matriz (7.17), se encuentra la matriz de rigidez de un miembro lineal de
seccion constante, sin considerar el efecto de corte. Esta es:

[ 4E1 2El
L 0
2El 4EI
k=]- L 3 0 | (7.18)
EA
O —_—
{0 L |

7.2.4 Elementos axialmente rigidos

Por lo expresado en el apartado 7.1.5 de éste capitulo, el sistema de coordenadas de un
elemento axialmente rigido es el presentado en la figura 7.6. Al eliminar la tercera fila y columna de la

matriz (7.18), se encuentra la matriz de rigidez para un elemento de seccién constante en el que se
ignora el efecto de corte. Esta es:
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4EI 2El

| L L |
261 4E1 j (7.19)
| L L

Si se desea considerar el efecto de corte, en la matriz (7.17) se debe eliminar la tercera fila 'y
columna.

Es necesario indicar que si bien p; =0 (minGscula) esto no implica que la fuerza axial sea
nula. En efecto se tiene que P, # 0 (mayuscula).
7.2.5 Elementos transversalmente rigidos

Este es el caso de las armaduras planas o celosias en las que se solo existe deformacién axial
en los elementos. El sistema de coordenadas del elemento se presenta en la figura 7.7. La matriz de
rigidez es:

K = [.EAW (7.20)
L |

En pérticos planos con elementos transversalmente rigidos existen momentos en los nudos
inicial y final que son necesarios para cumplir con la condicion de | =co.

7.2.6 Relacion deformacion fuerza

Asi como para una estructura se tiene que Q = K ¢ para un elemento lineal se tiene que:
P=kp (7.21)

Por lo tanto las deformaciones de un elemento se transforman en fuerzas internas por medio
de la matriz de rigidez de miembro K , también conocida como matriz deformacion fuerza.

Con el objeto de aclarar algunos conceptos se desarrolla la ecuacién (7.21) para un elemento
lineal de seccién constante, en el que no se considera el efecto de corte. Se tiene:

[ 4EI 2El 0
P ; . by 1
P1
S = 4H o | bl
L L
LPsJ' &| LP3J|
0 0 LJ

Se estéa considerando el sistema de coordenadas de la figura 7.1, para recordar el significado
del vector P (mayuscula) y del vector p (minGscula) se presenta nuevamente este grafico.
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Sistema P — p

Al sustituir los vectores P, p y la matriz de rigidez K en la ecuacion (7.21) se obtiene:

4EI 2EIl 0 1
L L
FHB ||2 El 4EI 0 Hﬂ
pltL L | ™2 |
[Ps 1] EA!Lp:]
0 0 |
Desarrollando se tiene:
4EI 2El
p=== £= 7.22.1
1 L p: + L 7] ( )
2El 4El
p, — <El 4El (7.22.2)
2 L p: + L 7]
P, = EA 0s (7.22.3)
L

Estas expresiones se las estudia en Estructuras con otra nomenclatura. Se hace hincapié en
un concepto que se indicé en el capitulo 2 referente a que se esta resolviendo Unicamente el problema

primario. Por lo tanto se debe afiadir las acciones de empotramiento perfecto, a las ecuaciones (7.22.1)
a (7.22.3).

7.3 OBTENCIONDE f Y k UTILIZANDO LA MATRIZ T

7.3.1 Planteamiento del Problema

Se desea calcular la matriz de flexibilidad y de rigidez para el elemento lineal de la figura 7.9,
en el cual los desplazamientos como cuerpo rigido se los ha omitido mediante la colocacion de un
empotramiento en el nudo inicial. A este sistema de coordenadas se lo diferencia del anterior con la
utilizacion de un asterisco como subindice.

ES

Figura 7.9 Nuevo sistema de coordenadas del elemento  P™ — p
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Porlotanto Ky T * seran las matrices de rigidez y de flexibilidad del elemento para el sistema
de coordenadas de la figura 7.9. Estan relacionados de la siguiente manera:

Para encontrar K * y f * se puede proceder de una manera similar a la desarrollada en los

apartados 7.1 y 7.2 de éste capitulo. Se deja al estudiante el calculo de ésta manera: Otra forma de
hacerlo es por medio de la matriz de transformacién de coordenadas. En éste caso el sistema viejo de
coordenadas es el mostrado en la figura 7.1 y el sistema nuevo de coordenadas el de la figura 7.9. Por
lo tanto de acuerdo a lo estudiado en el capitulo 5 el calculo se lo puede realizar de dos formas:

i) Pormedio de lamatriz T que relaciona deformaciones: p=T p*.

*

i) Por medio de la matriz T; que relaciona cargas internas: P =T; P

7.3.2 Solucién del Problema

Si se considera unos desplazamientos virtuales en un elemento cualquiera que forma parte de
un portico plano, por ejemplo el de la figura 7.10.1 se observa que la inmovilizacion como cuerpo rigido
puede hacerse considerando los vinculos de la figura 7.10.2 o el empotramiento de la figura 7.10.3.

Entre los sistemas de coordenadas virtuales, figuras 7.10.2 y 7.10.3, se establece la siguiente
relacion geométrica.

Sp=T3p (7.24.1)

Ahora bien, el trabajo virtual T.V. producido por las cargas que acttan en la figura 7.1 en los
desplazamientos virtuales de la figura 7.10.2 tiene que ser igual al trabajo virtual producido por las
cargas que acttan en la figura 7.9 sobre los desplazamientos virtuales de la figura 7.8.3 Esto se debe
a que el trabajo virtual es independiente del sistema de coordenadas en que se mida.

6 V;
Vi

Figura 7.10.1 Desplazamientos Virtuales.

/ 24'\___3__b 42
A | & f‘ 1,

Figura 7.10.2 Sistema 3p Figura 7.10.3 Sistema  §p’

En consecuencia, se tiene:
TV=3p P=&p"P (7.24.2)
Al reemplazar (7.24.1) en (7.24.2)
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(Ts pP=5p"P’ =  p'T P=5p'P

Por ser §p” arbitrario, se tiene:

P =T'P
Pero P =k p. Luego:

P"'=T'kp
Pero p=T p*. En consecuencia se tiene que:

P’ :(Tt kT) P (7.25)

Al comparar las ecuaciones (7.25) y (7.23), se concluye que:

Por lo tanto la nueva matriz de rigidez K se puede obtener a partir de la matriz T , que
relaciona las deformaciones de los sistemas de coordenadas de las figuras 7.1y 7.9

La ecuacidn (7.26) es muy utilizada en el Andlisis Matricial de Estructuras y en Dinamica
de Estructuras ya que conocida la matriz de rigidez K en un sistema determinado de

coordenadas se puede hallar por medio de lamatriz T lanueva matriz de rigidez en otro sistema
de coordenadas.

Por otra parte, una forma de hallar la matriz de flexibilidad de un elemento * seria calculando
la matriz inversa de K * y otra por medio de la matriz T; (Punto de vista estatico). Al examinar el

procedimiento para hallar K * se observa que se ha ejecutado una repeticion de conceptos indicados
en el Capitulo 5, razén por la cual se deja al lector la demostracion de:

f"=T, fT,
R~ Resumen
La matriz de rigidez K ‘se obtiene utilizando la geometria:
p=Tp’ = K'=T'kT
La matriz de flexibilidad f* se encuentra por medio de la estatica.
P=T,P = f' =T, fT,
Finalmente se deja al lector la demostracion de los siguientes teoremas:

1. Sip=T p . Entonces P"=T' P
2. SiP=T; P*.Entonces P*=T;tP
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7.3.3 Calculo de la matriz de rigidez usando la geometria

En el apartado 7.2 de éste capitulo, se obtuvo la matriz de rigidez de un elemento K para el
sistema de coordenadas de la figura 7.11.1. Ahora se desea calcular K * para el sistema P "= p de

la figura 7.11.2, esto se lo realiza por medio de la matriz T definida por la expresion p=T p . *

2
= T i
X3
L >l L L 4

‘ o=
B 72 §

-
y
3

Figura 7.11.1 Sistema P — p Figura7.11.2 Sistema P" —p’

< CélculodelamatrizT

La matriz T se obtiene construyendo las deformadas elementales en el sistema j* y se mide
en el sistemay

e Primeracolumnade T

pp=1y p'=0 izl

§ 15

e L =
I+

1

Figura 7.11.3 Deformada elemental  p;
p:=0 p. =0 ps =1

En la primera deformada no existe deformacion a flexién, solo hay deformacion axial.

e Segundacolumnade T

Pp=1y p'=0 i%2

Figura 7.11.4 Deformada elemental  p;

plz—% pz:‘%
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e Terceracolumnade T

p;=1y p'=0 i#3

Figura 7.11.5 Deformada elemental  p;

P1= 0 P2 =1 pPs = 0
Por lo tanto lamatriz T es: B
1
0 — L 0
T=10 — 1 1
- |
1 0 0

El lector debera justificar las deformadas presentadas en las figuras 7.11.3 a 7.11.5, asi como
los elementos de la matriz T . Se recuerdan las formulas con las que se obtienen p;, P, ¥ Ps3-

p1=61—vz Lvl P2 262—\/2 —%

Pz =W —U
L 3 2 1

La matriz de rigidez para el sistema de coordenadas de la figura 7.11.2 y para el caso de un
elemento de seccidn constante se obtiene mediante la ecuacion (7.26).

K*=T'kT
4AE| 2E1 1
o, 0 WLE. S
k*:—- _l 0 ||_ @ O O _l 1
L L ' L L | L |
0 1 0 0 0 EA'"1 0 O
L Ll |
B0 1
. 12E1 6E|
k=10 3 T2 ||
L L |
o  _SEL 4l
i L? L |
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Se ha encontrado la matriz de rigidez del elemento para el sistema de coordenadas indicado

en la figura 7.11.2, para el caso en que no se considera el efecto de corte. Cuando se considera dicho
efecto la matriz de rigidez resulta.

| EA ]
: 0 0 |
L
=10 12E| _ BEI

| C+4p ) Tl+dy )]

0 _ BEI 4EI1+

C+d9) L0+4p) |

7.3.4 Célculo de la matriz de flexibilidad usando la estatica
Para el efecto es necesario calcular la matriz  T;, matriz que relaciona las cargas internas P
de la figura 7.11.1 con las cargas internas P " de la figura 7.11.2. La relaci6n es:
P=T, P

K2

< Célculo delamatriz T,

e Primera columnade T;
P =1y P =0 i=1

Jg 1,

L L :
iy = |

Figura 7.11.6 Fuerza axial en el voladizo igual a 1.
P =0 P,=0 P, =1
e Segunda columnade T;

¥

P, =1y P =0 i=2

L,"'“g Tl

1
]
\

N

-

1

, L N

Figura 7.11.7 Fuerza de corte en el voladizo igual a 1.

P=-L P,=0 P,=0
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e Terceracolumnade T,
P,=1y P =0 i#3
o
14 § ')1
]
‘\-

. L -

Figura 7.11.8 Momento en el voladizo igual a 1.

P=-1 P, =1 P,=0
El valor de p; = —1 debido a que el momento es horario y la convencién de signos positiva es

anti horario positivo.

Por lo tanto la matriz T, es la siguiente:

La matriz de flexibilidad resulta:

f*=T1th1
L L ]
eI "ol
[o 0 1] ) [o -L —1]
f=lbo 00 o ollo 01
-1 1 o] L]l o 0]
Lo 0o .
EA|
EITA 0 0
f.='| 0 s s
3EI 2EI
0 L’ L
] 2E| El

Cuando se considera el efecto de corte se tiene:
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) ]
lr-EA 0 0
f.=1 0 L® L2
| ) o
‘ 0 ) L* L
I 2E| £l |

7.3.5 Obtencion de k y f cuando se cambia la numeracién del sistema de
coordenadas

Si el sistema de coordenadas del elemento lineal de la figura 7.9 se numera en forma diferente,
por ejemplo segun lo expresado en la figura 7.12, y si se desea obtener la matriz de rigidez o la matriz
de flexibilidad en éste nuevo sistema de coordenadas, evidentemente que la forma mas facil de lograr
éste objetivo es a través de la matriz de transformacién de coordenadas.

2
/’I 3
N

Figura 7.12 Nuevo sistema P" — p°

En el sistema mostrado en lafigura 7.12, p; es la deformacion axial mientras que en el sistema

de la figura 7.9 ésta corresponde a p;. Es decir se cambié la numeracion de la deformacion uno por
tres y viceversa. Ahora el sistema viejo de coordenadas corresponde al de la figura 7.9

Para presentar el método directo de calculo de la matriz de rigidez y de la matriz de flexibilidad
cuando se cambia el sistema de numeracion se va a explicar a continuacion el procedimiento de célculo
pero orientado a la matriz de rigidez Unicamente pero el procedimiento es similar para la matriz de
flexibilidad.

Por did4ctica se indican nuevamente estos dos sistemas de coordenadas en las figuras 7.13.1
y 7.13.2 con el objeto de tener una mejor comprension.

2

§ /121§ /11

\_~3 I N

Figura 7.13.1 Sistema viejo de coordenadas Figura 7.13.2 Sistema nuevo de coordenadas.

La nueva matriz de rigidez k “ esiguala T~ K T siendo K la matriz de rigidez para el sistema

de coordenadas de la figura 7.13.1 y la matriz T es la matriz de paso desde las coordenadas de la
figura 7.13.1 a las coordenadas de la figura 7.13.2. La matriz T que se obtiene es:
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T=|O 1 0|

4E1 _6El 0
- L
. [ 12E1
“=z v
0 0 .EA
L L _

Se llega al mismo resultado con la siguiente regla: se cambian los elementos de la primera fila
a la tercerafila y posteriormente los elementos de la primera columna a la tercera columna en el sistema
viejo de coordenadas. A continuacion se indica el cambio de los elementos de la primera fila a la tercera

fila.

"EA i 6EI 4E| |
LA 0 _ M=t o1
L 0 0 L® L
0 12E| 6EI 0 12E| 6EI |
3 T2 - | 3 T2
L L L L
BEI AE| EA
_= = 0 0
° : L | T _

*

Ahora se cambia la primera columna a la tercera y viceversa, con lo que se halla kK

I _BEI 4E1 [ 4EI 6E1

0 L2 L L Nk 0

0 12E1 B oEl | _ o= 12E|

| E L2 } — |- 2 E 0
EA 0 0 J 0 0 EA
L I L |

En consecuencia para obtener la matriz de rigidez de un elemento en el cual se ha
cambiado el sistema de numeracion de sus coordenadas, se debera intercambiar las filas y
columnas de acuerdo al cambio de numeracidn que se haya efectuado. Lo propio se hace para
obtener la matriz de flexibilidad. La regla indicada no solo se aplica a un elemento sino también a una

estructura.
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7.4  FUNCIONES DE FORMA

Se denomina @1(x), @2(x), @s(x) alas funciones de forma, asociadas con el modelo de célculo
de la figura 7.1, éste modelo se repite a continuacion.

7 2‘\1
AN 4

2 L 3

I“ 4|

Figura 7.14 Modelo de calculo para un elemento totalmente flexible.

Tw

Se recuerda que las funciones de forma reportan las ordenadas de la elastica, asi la funcion
de forma @,(x) da el valor de y(x) cuando existe un giro en el nudo inicial y las demas nulas en el
modelo de célculo de la figura 7.14; lo propio sucede con @;(x). La funcion de forma @s(x) reporta el
valor de u(x), en cualquier punto de la viga cuando existe el desplazamiento axial en el nudo final.

7.4.1 Célculo de @(x) para un elemento de seccion constante

Para calcular @,() se aplica un momento unitario en el nudo inicial. En el apartado 7.1 se
encontré que la ecuacion de momentos para este caso es.

Al reemplazar la ecuacion de momentos se tiene.

g “r
2= 71

Al integrar una vez se halla el giro 6(x) y la segunda integral es v(x).

Z

!
o = o1+
® 2 1+
xj
() = . 4+l +8B
2
!
Las condiciones de contorno para la viga de la figura 7.14, son en 1=0 y en 1 =1 el
desplazamiento vertical es cero.
Jr=0 ->ux)=0
flr=1—-ux)=0

Con la primera condicién se obtiene.

Con la segunda condicion se encuentra.
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1=
3

Por lo tanto, al remplazar las dos constantes de integracion, se obtiene 1(x) que es la funcion
de forma @,(x)

P —=3lr+21“
— (7.27)
D1(x) E—

7.4.2 Célculo de @y(x) para un elemento de seccion constante

En este caso el momento unitario se aplica en el nudo final; la ecuacién de momentos es:

M=
l

Luego.

I
o) = 6L+Ax+B

Las condiciones de contorno son las mismas que para @1(x)
Jr=0 -ux)=0
fli=1 -vx)=0

Con la primera condicién se tiene.

Con la segunda condicion se halla.

Qo) = — (7.28)
7.4.3 Célculo de @y(x) para un elemento de seccion constante
Al aplicar la fuerza axial, unitaria en el nudo final, se tiene.
FA@s(r) =1
De donde.

EA@3(x) =144 S EAu) =144
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En 1 = 0 se tiene que u(x) = 0. Luego la constante de integracién 4 = 0. Finalmente se tiene:

1

s = (7.29)

e EJEMPLO3

Utilizando las funciones de forma determinar los elementos de la matriz de flexibilidad para el
sistema de la figura 7.14.

e SOLUCION

El valor de f1; es el giro en ;1 = 0. Por lo que se debe derivar la ecuacion @;(x)

We—o6lr+21°

1) = " (7.30)

Al sustituir 1 = 0 en la ecuacion (7.30) se tiene:

Para encontrar {1, se reemplaza en la ecuacion (7.30) y = |

31 -6l +21° I

fhe= —p, T T W

La derivada de la ecuacion (7.28) permite calcular el valor de (5,

o= — " B (7.31)
L26—I§x2

’
A N —

Al remplazar 1 =, en (7.31) se tiene:

fa2 = -
31

El célculo de (53 es directo, se remplaza r = | en la ecuacion (7.29). Con lo que se halla.
f L
33 = -
EA

La matriz de flexibilidad que se ha obtenido es la siguiente.

3 G 0
= -t
W 3 0
I
[0 0 EA]

Nétese que en la matriz de flexibilidad encontrada, a partir de las funciones de forma, no
aparece el efecto del corte. Todo esto debido a que se ha trabajado con la Teoria de Vigas de Euler-
Bernouilli. Con la Teoria de Vigas de Timoshenko si se obtiene la matriz de flexibilidad considerando el
efecto de corte. Lamar y Fortoul 2007.
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e EJEMPLO4

Determinar las funciones de forma y la matriz de flexibilidad de la viga indicada en la figura
7.15. Si para el intervalo 0 <1 <1/2, el area y la inercia valen: 4. Para el intervalo :
area y la inercia son: 24,2. Se desprecia el efecto del corte.

L
2

Figura 7.15 Viga de seccion variable

e SOLUCION

e Célculo de @y(x)

0 <1<l
I
Il @r(x) = L_l
I @r(x) = 5 —1+4
xJ
i @1(x) = PR
I
L
ZSXSL
I 1 l
20 0r(y) = 1 =1 @p(x) = 2= o
io= |
1(X) = . —
4]
o 2+C
0 @1(x) = )
C ot
4

Las condiciones de contorno para hallar las constantes de integracion son:
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) Grx= ) é—zml—r(x?l') _|_2

Las dos primeras condiciones se relacionan a que en los apoyos el desplazamiento vertical es

nulo y las dos ultimas condiciones a la continuidad en 1 = L/2. En el centro de luz el desplazamiento y
giro es el mismo al aplicar la ecuacion para el primer intervalo y al aplicar la ecuacion para el segundo
intervalo. Con las cuatro condiciones se hallan las siguientes ecuaciones, en este orden.

La solucién de las ecuaciones es:

b= b=0 (= .
16 24
Finalmente la funcion de forma @,(x) resulta:

l

0| <1< -
81 — 2448 k1514
A (N —
l
22 —64 -I-zﬂmx+ 13
— v — 1 Al —
e Calculo de ¢yx)
0 <xr <2
I I
H@2(x) =
[
, e
HO o) = 2L+A
I @ax) = 6 +Ar+5
L
ZSx <l
' I
2002(00= S @) = 'zxL
ne _—
2(x) = TR
xD
I @2(x) = +(r+D
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Las condiciones de contorno son las mismas y se indican a continuacion pero con @s(x)

0 P2x=0)=0
i) @x=)=0
L L
i @2(x= )—2— D2 (x = )+2
: l , l
i) X = - = X = +
) O26i= )5 =0200= )+,
Al sustituir las condiciones se halla:
B=0
2
(l+D=—
12
Ll +D - 4 -
2 96
l
(—4=
16
La solucion de las ecuaciones reporta.
= — : F=0 (= — L .
8 48
n —
Luego la funcion de forma @;(x) es:
L
I <1< —
848615
A (D —
l
47 —ABPL 3
— v —1 Al —
e Calculo de gyx)
0 <1<
FAgs() =1
EA@3(x) =144
<<l
2040300 =1 S EAQ 30 =
FAds(x) = +3B

Las condiciones de contorno son:
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Se recuerda que @s(x) es el desplazamiento horizontal u(x). Las condiciones de contorno

reportan.

e EJEMPLOS

| 5= ) E=TrE=) +,

I <1< O3(x) =
) 3(x) 7
-1
<r < =
St =l et 4

271

Calcular la funcion de forma @,(x) de la viga de altura variable, indicada en la figura 7.16; la

altura en el nudo inicial es hg y la altura en el nudo final es 2 hy. El ancho de la viga es constante |.

~ L 7

e SOLUCION

e Variacion de altura

Figura 7.16 Viga se altura variable de Ejemplos 5y 6.

_2ho— ho
no
h(x) —ho =m1 - h(x) = | (41
] (- B
iR 3 _ l;h% x+L3\ ; /x+LL;
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e Calculo del giro

[ (+1
H@rx) = ( D) @r()=Fo ( - =L

=
1
—

Elo V) = j—L
2 @1 (x) (x + L)3

Para integrar se hace el siguiente cambio de variable:

t+1l=y —>1=9y- o=y

B =l . -
2 o= % =Sy y—u Sy

S]
o

l
tlo , L ti=-3
y:zz i y2+A

A (DN — 1

Elo 1 |
. Hx) = — -
12 P x+L+ (x+1)

, +4
e Calculo del desplazamiento vertical

Bl 1 _
T‘; o) = [ — i+ L1y 2 g+ 4 +8

flo L
2 B1(x) = -hix +1) — }+L+Ax+B

e Calculo de constantes de integracién

i) Gx=10)=
i) o@xr=1=

Con la primera condicién se obtiene: 0 = —Inl — 1 + 8
B=1+1Inl

Con la segunda condicion se halla: 0 = —In(2L) — .

1 1
0=—In(2L) — 2+AL+1+1nL = A=) =W -

2L 1
di=bh - = - l=In2- E

_2In2-1
ik

4

e Funcion de forma @(x)

o o1, 2h2ol
p 0= b+l - +1) L

1+ 140l
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Elo r+1 X 2In2-—-1

p G =-InC = O+ o+ T
I 2ln2—1

P1(r) = . [—In( {L+5+ ry n .
0

(41 2

e Funciones de forma restantes

Las restantes funciones de forma son las siguientes.

1 I 1+l 4In2—1
P2(x) = S | '
W= gy O O W
G0 = . In Lk
to l

Este ejercicio fue tomado del libro “Andlisis Estatico de Estructuras. Formulacion Matricial” de
los Profesores: Simén Lamar y Celso Fortoul, publicado en Caracas, en el 2007. Simén Lamar Ph.D.,
fue uno de los mejores profesores que el autor de este libro ha tenido en su vida. Los editores del libro
fueron mis compafieros del IMME (Instituto de Materiales y Modelos Estructurales de la U. C. de
Venezuela) Marianela Lafuente y Carlos Genatios, excelentes estudiantes y amigos.

e EJEMPLOG

Determinar la matriz de flexibilidad de la viga de altura variable presentada en la figura 7.16.

e SOLUCION

Los giros se hallan con las siguientes ecuaciones.

1 1 l 2In2 —
)= . [— - _ -l
) Eb[ 1T u+m2+ 2 }
1 L 1 4h -1
D2(0) = . _ - _ -
W= g g™ gt Ty ]

La primera fila de la matriz de flexibilidad se encuentra sustituyendo : =0 con lo que se
determina fi; y 1 =1 con lo que se halla {12 en @(x). El f1 = f12; para encontrar f, se evalia ¢, en '

1 = I. Finalmente f33 se encuentra sustituyendo = | en @s(x).
! L3
- o@2h-1 —- =
2L%( ) b f+m 0
I3 L 51
f= “Ho Q:E%_mj B 8l
Lh
0 0 -
[ Fdo]
e EJEMPLO7

Encontrar la funcion de forma @4(x) para la viga de seccion variable de la figura 7.17; la altura
en el nudo inicial es h, y crece en forma lineal hasta 2h, en el centro de luz y desde este punto se
mantiene constante hasta el nudo final. Por otro lado el ancho de la viga es constante y vale 1.
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L _b=cte
x & _‘-
h{[{ 2ho
* - 4

Figura 7.17 Viga de seccion variable de Ejemplo 7

e SOLUCION

Calculo de @y(x) parael dominio | <y < L/2
e Variaciéon de la altura

ho
(h(x) — ho) = )
2
w41

h(x) = ho (

e Variacion de la Inercia

e Ecuacion diferencial inicial

e Célculo de ¢,(x)

Elox — 1
_Lozx «Qp(r) = [ ((ij_ L)3) i

i+l=y

[ _ b
dx—2—>dx— )

y=3Ldy

*

h
F ! =
LZ @ 1(0) 2y2 2
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Lo _
E —Zz D1(x) f M}Z*

w2
£ fz Q)ll(x)=4(lz(2x7+L3)L2_ Ex-:L) i
e Célculo de ¢(x)
EL'ZIO* 1xif4(2(2ﬂ_L3)Lz_ jx.:L)"_A i
Uoeog= - M sy
o= Lo oy »
Sk Dy

Calculo de @,(x) parael dominio [/} <1 <]

e Variacion de la Inercia

e FEcuacion diferencia Inicial

e Integracion de @y (x)
1 — 4L)
8L Or(x) = = — +(

2
I (X —23L)

8l P1(0) =  — o +0+D

e Condiciones de Borde.

¢ Constantes de Integracion

96L

275
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l
(= 5, @4In@)—11)
LL
)=-,,@24In(2) - 19)
Funcion de forma @(x)
» Paraelintervalo 0 <1 <1)/2
oo My g 12In(2) —7 In(L 3
=0 — g e+ O T o 8 * iy
» Paraelintervalo[/2 <1<
(e —3L) 11
Ol =C — +( 4 Z4I0(2) =19)) ()

P

(DA T O\ e U

EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

EJEMPLO 8

Encontrar el coeficiente de forma [ de la seccién rectangular de la figura 7.4 si el momento

estatico Sy el momento de inercia a flexion | se calculan con respecto al eje X que se indica en la

figura 7.18.
h
Y
p . — ST I
e b |
I* |
Figura 7.18 Ubicacion del X para ejemplo 8

e  SOLUCION

Por ser de seccién constante:
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A
B :'Iz b? J.S>2< dA

X

dA=b dY A=bh | —bh
3
h-Y) b
Sx =b(h—Y](Y+ —2\ =, =yh+y)
b
SX :E(h2 _YZ)

___bh (lbin—Y)UDGY

_bh3 2b2 0
3 )

4 I 3 81
g-rh j(h“—?‘h“Y +Y v =% hy-onzY LY
4b'h° 3 4h 3 5
5
B:'g (5 .h || | |_9*.8:§:12
4h\, 3 5) 4l15) 4 15 5

columna rectangular de 30 cm. por 150 cm. Si E =2173706.5T/m y G =869482.6 T /m

GAL

o EJEMPLO 9

277

.Enlos

Encontrar el valor de ¢ para una columna cuadrada de 30 cm. por 30 cm. (b X h ) y para una

2

dos casos la longitud es de 3.0 m.
. SOLUCION

= Columnade b=30cm.y h=30 cm.

bh®  0.3%0.3°
12 12
A=bh=0.3%0.3=0.09 m*

¢ = 3BEI

| = =0.000675 m*

2



=0.0075

o1 1N 1o 1O IO 10 |© % |o1 |0> O IN lw IN Ik 1IN [% [N | 1% |w

N

O W % © OO % ON O A~ © O

= Columnade b=30cm.y h=150 cm.

=0.084375 m*

|- i _03%15
AL= 1,

G5

A=bh=0.3%1.5=0.45m’

5o 3BEI  3x1.2x2173706.5%0.084375
- 2 - 869482.6 % 0.45 * 32

=0.1875

En columnas de pequefias dimensiones el valor de ¢ es muy pequefio y se lo puede



despreciar, en el ejemplo desarrollado se ha visto que para la columna cuadrada de 30 cm. de lado el
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valor de ¢ es 0.0075 practicamente cero. En cambio en columnas de grandes dimensiones o en muros

de corte el valor de ¢ tiene importancia, su omisién puede conducir a errores apreciables, lo propio
sucede en vigas esbeltas. En la columna de 30/150 el valor de ¢ es 0.1875 cantidad distante de cero.

e EJEMPLO 10

Para la columna rectangular de 30 cm. por 150 cm. (b x h) del ejemplo anterior, determinar la
matriz de rigidez del elemento para el sistema de coordenadas del elemento de la figura 7.1. Calcular

de dos formas: i) Sin considerar el efecto de corte, v, ii) Considerando el efecto de corte.

e  SOLUCION

= Sin considerar el efecto de corte

0.00 |
0.00
326055.97 |

0.00 1
0.00
326055.97 |

4_E| 4% 2173706 5*0084375 ot 97 T,
2— :%§9r984375
E_A _ 2173706 .5* 045 _ ape0ss 97 T
L m
[ 4E1 2EI 0 |
, L | 24454197  122270.98
2E| 4EL
c=| 2 L 0 |=|12227098  244541.97
| | 0.00 0.00
0 0 EA
|
|
L
|
) = Considerar el efecto de corte )
1+ _ 1+0187 _g67g57 = 4EL 140 _ 54454197 +0.67857 = 165938.84
144 1+4%0.1875 L 1+ 44
1-2¢ 1-2x0.I875 _ 35994 2EL1-20 _159970.08+0.35714 = 43667.857
1+ 44 L 13 4%0.1875 L 1+ 44
04='| 43667.857
[4E1 (@+9) 2E1 -2 ) |
|
e (1+49) L (L+49) Mesosses 43667857
(=) 2N 0=20)  4EL (1+d) | 165938.84
(1+49) L (1+49) 0.00 0.00
0 0 EA|

L |

Al comparar las dos matrices de rigidez del elemento se observa que existe una diferencia
notable en los valores. Por lo tanto es importante considerar el efecto de corte. Actualmente se disponen
ordenadores con mucha capacidad de memoria de tal manera que es mejor considerar el efecto de
corte para cualquier tipo de elemento su programacion es muy sencilla. En el libro Gnicamente por
efecto de escritura no se considerara el efecto de corte.
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e EJEMPLO 11

Encontrar el giro en el nudo inicial de la viga de la figura 7.19 si se aplica un Momento de 5Tm.
La viga es de 30/30 cm., y tiene un médulo de elasticidad de 2173706.5 T/m2.

30/30

A 5 Tm A%

4.0 m.

[™ ol

o |

Figura 7.19 Viga de seccion constante de ejemplo 11.

e  SOLUCION
Sea o el giro en el nudo inicial debido al Momento de 5 Tm. Por otro lado se conoce que al

aplicar un momento unitario el giro en el nudo inicial es de - . Como se esta trabajando en el rango

- . . . 5L
elastico al aplicar un momento de 5 Tm. el girosera oL = -

3EI
El =2173706.5+0.000675 = 1467.2518 Tm®

5L 5Tm%4m
o=-

= =0.0045436 rad.
3EI  3%1467.2518 Tm’

e EJEMPLO 12

Determinar el momento de inercia de la viga “T” indicada en la figura 7.20, de dos formas y
posteriormente encontrar las dimensiones de una seccidn rectangular equivalente que tenga la misma
area y momento de inercia.

0.2m

0,4m

0.2m

01m 0,2m 0,1m

0,4m

o |

Figura 7.20 Geometria de viga “T”



280 Roberto Aguiar Falconi

UFA-ESPE

e SOLUCION

Primera Forma de Calculo

La viga “T” se ha dividido en las dos figuras indicadas en la figura 7.21; en la tabla 7.1, se

presenta el calculo del centro de gravedad de la viga “T”. Se ha denominado (¢ al centro de gravedad
de la viga “T” y ¢g1,¢g a los centros de gravedad década una de las figuras, la distancia entre el (; y
el ¢gl es 6.667 cm, que se ha redondeado a 0.07 m.

Y

T
£ — = ]
| | (og - =0
g 1 g ,E |
D.
T Dee -
{ _____
5 5
L] v
5| :
I=) o I"-Z—-'I (- Jog2 -‘—
£
o
A {>« 1 1
0.1m 0.2m 01m
- == -
0.2m

| P |

I 1

Figura 7.21 Figuras consideradas en la primera forma de célculo

Tabla 7.1 Calculo del centro de gravedad

Figura I I 4 T4 A
(cm) (cm) (o ) () ()
1 20 30 800 16000 24000
2 20 10 400 8000 4000
_ 1200 24000 28000
>S=
L4
Iy = Zﬁ _ 24000 20
T4 1200 "
4
fy = 25 _ 28000 23333
)y 1200 ~ 42000
Tabla 7.2 Calculo del momento de inercia con respecto al centro de gravedad de la seccién
Figura b h - bh3 i 71
(cm) (cm) “T 12 (cm) (e )*
(cm Y*
1 40 20 26667 6.667 35559
2 20 20 13333 13.333 71108
>= 40000 106667
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b= >l + T4 = 40000 + 106667 = 146667 m*

Segunda Forma de Calculo

AN
[ i
1) } g ) : 3
& Qo | | Oega
= | | 5
o
H 3 | )G l g~-
gl o
£
)
5‘. & E c
o = o
1 Dz( &
AL 0.2m . 0m
I -t~ - -
0,2m
- -

Figura 7.22 Figuras consideradas en la segunda forma de célculo

Tabla 7.2 Calculo del momento de inercia con respecto al centro de gravedad de la seccién

Figura b h A o r &
(cm) (cm) o )2 =, (cm) o )
(em Y*
1 10 20 200 6666.7 6.667 8889
2 20 40 800 106670 3.333 8887.1
3 10 20 200 6666.7 6.667 8889
>= 120000 26665

Iy = Yy + 12 4) = 120000 + 26665 = 146665 m*
Seccion rectangular equivalente

_  12%146667

12 g == =L
h, = VI 1200 = 38.29.
o 1200
by=p, = 3829 O

o EJEMPLO 13

- 4E| . i : -
Encontrar la rigidez —L para una viga de seccién constante a partir de la solucién del

problema de flexién y empleando la definicién de rigidez.
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. SOLUCION
Por definicion el valor de 4El es el momento que hay que aplicar en el nudo inicial para que
ese nudo rote la unidad y la rotacion en el nudo final sea cero.
— T T T T g
s
le L "
L -
F——> X
4El

Figura 7.23 Planteamiento del problema para encontrar la rigidez

En el capitulo 3 se estudi6 que la deformacion V(X) cuando solo existe un giro @1 vale:

_ _ XY oy X[112X 4 X (=g ) XX 4 X0
V() =0 1 5 (0 elx(l .Lj o:X/]12X +X }(e B

\

Para el presente caso (; =1. Luego la ordenada de la elastica para el caso que nos interesa

vale:

v(x)= X —- .2

2xX* X7

LL
La derivada de V(X) es el giro O(X) ylad d(x) yasuvezla

erivada del
giroeslac )
urvatura

curvatura es igual a II\EAI , donde M esel moar)m(entoaflexién'y El eslarigidez a flexion.

2
0(x) = dv(x) _,_4X | 3X2
dx L L

d() ~ 4y 6X
o) = U —_ %y OX
2 L L
Por la convencion de signos con la que se esta trabando se tiene que:
dv¥) M
2

De tal forma que el momento que se aplica en el nudo inicial se obtiene al reemplazar X =0
en la ecuacion de la curvatura y al despejar el momento de ésta Ultima ecuacion se tiene:

M = 4E1
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. I . 4E|
De tal manera que el momento que produce el giro unitario en el nudo inicial vale —L que es

el término de rigidez que se esta buscando.
7.6 EJERCICIOS PROPUESTOS
Ejercicio N.- 1
Determinar el coeficiente de forma 3 de una columna de seccién constante en forma de “L”.

Ejercicio N.- 2

Encontrar el elemento de rigidez 2El a partir de los resultados presentados en el ejemplo 5.

L

Ejercicio N.- 3

Encontrar la matriz de rigidez asociado al sistema de coordenadas de la figura 7.1 para un muro
de corte de 20 por 400 cm. ( b x h). La altura del elemento es de 3.0 m. El médulo de elasticidad es de
2173706.5 T/m2. Calcular sin considerar el efecto de corte y considerando el efecto de corte.

Ejercicio N.- 4
Con la ayuda de las tablas de Guldan determinar la matriz de rigidez del elemento para el

sistema de coordenadas de la figura 7.5. Para la viga de seccion variable que se indica a continuacion.
Considerar el médulo de elasticidad igual al del ejercicio anterior.

030m s 1
040 m 0.80m
0.80m
L 10m 20m L 1.0m |
r* " T "l

Viga de Seccidn Variable para los ejercicios 4 y 5.

Ejercicio N.- 5

Determinar los términos fj; y f,; utilizando las ecuaciones (7.4.1) y (7.4.2) de la viga

amartelada. Se recomienda resolver las integrales empleando métodos numéricos. Concretamente
utilizar 5 puntos de la cuadratura de Gauss.



CAPITULO 8

MATRIZ DE RIGIDEZ Y DE FLEXIBILIDAD DE
UN ESTRUCTURA A PARTIR DEL CONCEPTO

RESUMEN

Se presenta el célculo de las matrices de rigidez K vy de flexibilidad F de una estructura
usando el concepto. En los capitulos posteriores a partir del concepto se obtendra en forma practica la
matriz de rigidez.

Posteriormente se trabaja con la matriz de transformacion de coordenadas para encontrar las

matrices K y F . Finaimente se presenta un algoritmo orientado al uso del computador para estructuras
con elementos flexibles para encontrar las matrices indicadas en otro sistema de coordenadas.

8.1 MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA ESTRUCTURA K
8.1.1 Definicion

En el capitulo 6 se indicé que un término cualquiera de la matriz de rigidez de una estructura
kij , es el valor de la carga generalizada Q; correspondiente a la deformada elemental, q; = 1 ydemas

nulas. Por consiguiente si se desea calcular, por ejemplo, los elementos de la primera columna de la
matriz de rigidez de una estructura se deberd calcular el vector de cargas generalizadas que

corresponde al estado de desplazamiento elemental ;=1 y @; =0,1=1. De igual forma se

procederéa con las demés columnas de K .

8.1.2 Procedimiento de célculo

El procedimiento de calculo para hallar la matriz de rigidez de una estructura K a partir del
concepto es el siguiente:

1) Construir la deformada elemental cuya columna se desea calcular.

2) Encontrar las deformaciones P en cada uno de los elementos asociados a la deformada
elemental. Es un problema de geometria.



286 Roberto Aguiar Falconi
UFA-ESPE

3) Transformar las deformaciones p de cada elemento en cargas internas P por medio de la
matriz de rigidez del elemento k. La ecuacién matricial que se utiliza es: P = kp

4) Usando la estatica se realiza el equilibrio de cada uno de los elementos que conforman la
estructura.

5) Encontrar el equilibrio de cada uno de los nudos de la estructura.

6) En el paso anterior se obtienen las cargas que actian sobre la estructura y el vector de cargas
generalizadas que son los elementos de la matriz de rigidez de la estructura.

8.1.3 Primeraforma de calculo numérico

Por didactica Gnicamente se denomina primera forma de calculo de la matriz de rigidez de una
estructura, a aquella en que se utiliza como sistema de coordenadas del elemento el indicado en la
figura 8.1

4 .
A | Jﬁ

Figura 8.1 Sistema P — P para la primera forma de calculo.

Se recuerda que las deformaciones P se obtienen con las siguientes ecuaciones:

Vo —Vi Vo =i

P1=01— P2 =02 — ps =U, —Uy

La matriz de rigidez de un elemento para el sistema de coordenadas indicado es:

4Kl 22! )
|z 4|
k L ) 0 |
0 0 EA

L

e FEJEMPLO1

Encontrar la primera columna de la matriz de rigidez de la estructura indicada en la figura 8.2
si todos los elementos tienen la misma seccion transversal y la misma longitud. Encontrar aplicando el
concepto y no considerar el efecto de corte.
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12 5
8 1 & 1ol 3 s18 4 @
A Y "
o |a A @ )
-L-QA [,)-. wm a-q o i o
- L N

Figura 8.2 Estructura de Ejemplo 1; grados de libertad y numeracién de elementos.
. SOLUCION

Por ser todos sus elementos flexibles se tiene seis grados de libertad. En consecuencia el
sistema de coordenadas de la estructura Q —( es el indicado en la parte central de la figura 8.2. Para
una mejor comprensioén a la derecha se indica la numeracioén de los elementos.

En la figura 8.3 se indica el sistema de coordenadas de los elementos P — p, para las
columnas el nudo inicial se ha considerado en la parte inferior y para la viga a la izquierda.

»l 2
" ‘] _3_. 3‘

' o |
. @ @ \ﬁ 2 ,—.2&

Figura 8.3 Sistema P — p de la estructura.

Para diferenciar las deformaciones y cargas internas se escribe entre paréntesis y como
subindice el numero del elemento al cual corresponde.

De acuerdo al procedimiento indicado en el apartado anterior para encontrar los elementos de
la primera columna de la matriz de rigidez de la estructura se procede de la siguiente manera:

1) Deformadaelemental q; =1y ¢; =0,i#1.

Diagrama elemental 0
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2) Célculo de las deformaciones .

P’ = % pf? =0 pf =0
P’ = % pi? =0 ps =0
pi’ =0 pf? =1 pf =0

Para encontrar las deformaciones del elemento 1, se procedié de la siguiente manera:

u, =0 u, =0

V1:O V2:—1

91=0 62:0

p? =g, - % g =01
L L L

pz(l) :ez_VZ_V1 :0_—1—0 :l
L L L

pf? =u, —u; =0-0=0

Se puede obtener éstos mismos valores directamente sin necesidad de aplicar las ecuaciones
si se recuerda que las deformaciones p; y p, son los angulos comprendidos entre la cuerda y la
tangente de los nudos inicial y final respectivamente como se indic6 en el Capitulo 6. Para el elemento

1 se ha separado la deformada elemental correspondiente a la columna izquierda, en ella se ha unido
la cuerda entre B y B’, luego se han trazado las tangentes en el nudo inicial y final se observa que el

angulo entre la cuerda y la tangente es anti horario luego las deformaciones p; y p, son positivas.

Regla para encontrar las deformaciones del elemento 1.

En la grafica se aprecia que el angulo pP; es igual al angulo P, por ser alternos e internos y
que P; esigual al cateto opuesto sobre el cateto adyacente. Por lo tanto se tiene:

Dy _ yp_1
p ps ]

1
L

3) Se obtienen las cargas internas P en cada uno de los elementos del pértico plano. Como
todos los elementos tienen la misma seccién transversal y la misma longitud, la matriz de
rigidez de cada uno de ellos es la misma y es:
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[ 4E 2El
L 0
KD _ k@ 1 ® :‘_2E| 4El 0
L L |
EA
0 0 =
{ L |

Las cargas internas del elemento 1 se obtienen del producto matricial PO —k® p(l) . Donde

PY esdela siguiente forma:

|4E1 2E1 J|[1]
Pg1 L L L
b || 2EI 4E1 oll 1
[ P(l) [ _L L || L|
] 0 0 EA'0
3 Ll ]
]
De donde: 1
pO _ 6_|52| p,0 _BEl PO _0

Lo propio se realiza con los elementos(2 y 3 es decir se multiplica la matriz de rigidez del
respectivo elemento por su Vector de deformaciones, los resultados fue se obtienen, son:

(
P? =0

P22):O P’i(Z):— EA
P? =0

L

P,” =0 P? =0

4) Se realiza el equilibrio de cada elemento.

Enla sigui?n&mﬁjﬂmmmmmmmmﬁmnidas en el paso
anterior y con linealentrecortada las diferentes fuerzas que equiliban cada uno de los|elementos.
W

A =

- ——

126 % -6—5-'
g i,

o

Equilibrio de elementos.

El cortante en la columna se obtiene sumando los momentos y dividiendo para la longitud.
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5) Se halla el equilibrio de nudos.

En los nudos de la estructura, las fuerzas y momentos internos de cada elemento actlian con
sentido contrario, éstas se han representado con linea continua y las cargas exteriores que equilibran
cada uno de los nudos se presentan con linea entrecortada.

6 El
Li
12E1 EA % EA EA EA
B L~ LB L C TR gl
s EIl '\ —12El
ET R 5

Equilibrio de nudos.

Nétese que para equilibrar la fuerza horizontal del nudo B se ha sumado el cortante proveniente
de la columna y la fuerza axial que viene de la viga.

6) Finalmente se determinan las cargas exteriores y el vector de cargas generalizadas, que
producen la deformada elemental inicial, j; = 1 y todas las demas nulas.

EA
" T - % T
J_sEl
z

m

|

e g TR

Valores de la primera columna de K

Por consiguiente el vector de cargas generalizadas Q resulta:

R

’ Ky |
| 0 K21 ||
6El Ky |
v Tk
N — | EA 41|
= K
‘ L 51 |
0 K61|J
U
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Por definicion los elementos de Q son los términos de la primera columna de la matriz de

rigidez de la estructura. Se deja al estudiante el obtener las deméas columnas de K aplicando el
concepto. El resultado total es el siguiente:

12 EILEA 0 6_I§I _EA 0 0
L L
0 12El N EA 6El 0 _12El 6EI
> L L? L’ L?
6El GEl 8El 6EI 2El
| 2 2 0 -2 -
K= | L L L L L |
_EA 0 0 12El , EA 0 6EI
L > L L?
0 12E1 _6EI 0 12EL EA _GEl |
L3 L2 L3 L L2
6El 2El 6El 6El 8El
L O o m s E L
8.1.4 Segunda forma de célculo numérico

Se puede considerar otro sistema de coordenadas del elemento para encontrar la matriz de
rigidez de la estructura, por ejemplo el presentado en la figura 8.3

3"\12 I »
p, »

Figura 8.4 Otro sistema de coordenadas del elemento P — p

e EJEMPLO 2

Calcular la primera columna de la matriz de rigidez de la estructura mostrada en la figura 8.2
considerando el sistema de coordenadas del elemento el indicado en la figura 8.4.

e  SOLUCION

En la siguiente figura se presenta las coordenadas de cada uno de los elementos que forman
la estructura.
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=

24—

1/
® ®

ERETIER PTTIEE
Sistema de coordenadas de los elementos del ejemplo 2.

Se resume a continuacion el procedimiento de célculo.

1) Deformada elemental Q;

N|
Ly

e R

le L o
el

Deformada elemental Q;

Las férmulas con las cuales se obtienen las deformaciones de un elemento se obtuvieron en el
capitulo 6. Estas son:

Pr=U—U
2=V, —Vi—L0:
Pz =02 —01

2) Deformaciones de los elementos

Las deformaciones en cada uno de los elementos son las siguientes:

p’ =0 p? =-1 pf =0
ps’ =—1 pf? =0 p =0
pf’ =0 pf’ =-1 p’ =0

3) Cargas Internas

La matriz de rigidez de elemento para el sistema de coordenadas P — p de la figura 8.4 fue
deducida en el capitulo anterior y es la siguiente:
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0 0
12E| 6EI

L E
_GEL 4EI

L2 L |

Por los datos del ejemplo la matriz de rigidez es igual para todos los elementos. Al realizar el
producto matricial P =K p en cada uno de los elementos de la estructura se obtiene:

o _
P"=0
) 12E1
e
p, = GEl
4) Equilibrio de elementos

@__ EA PO =0
Pz(z) -0 P2(3) =0
Ps(z) -0 Pg(S) =0

En la siguiente figura se presenta con linea continua las cargas P obtenidas en cada uno de
los elementos y con linea entrecortada las diferentes fuerzas que equilibran los elementos.

EA
Bl .

\
12El.\..JA,SEl

EA
=

Equilibrio de elementos

Las fuerzas y momentos encontrados en cada elemento son iguales a las halladas en el
Ejemplo anterior, como debe ser. En consecuencia los siguientes pasos que faltan para hallar los
elementos de la primera columna de la matriz de rigidez de la estructura son los dados en el Ejemplo
1. De idéntica forma se obtendran las demas columnas de la matriz de rigidez.

El haber obtenido la misma matriz de rigidez de la estructura, utilizando diferentes sistemas de
coordenadas de elemento, no es un hecho casual. Esto es debido a que la inmovilizacion de los
desplazamientos como cuerpo rigido, que se estudié en el Capitulo 6, utilizando diferentes tipos de
vinculos es un artificio. Si se utiliza otro sistema de coordenadas de miembro se obtendra la misma

matriz de rigidez K .
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Finalmente, se puede resolver la estructura utilizando sistemas de coordenadas de elemento
P — p, diferentes para cada uno de los elementos, por ejemplo el que se indica en la figura 8.5.

Figura 8.5 Nuevo sistema de coordenadas de los elementos para la estructura de los ejemplos 1y 2.

8.2 MATRIZ DE FLEXIBILIDAD DE UNA ESTRUCTURA F

8.2.1 Definicion

Se conoce que =F Q. Por lo tanto un elemento cualquiera de la matriz de flexibilidad de
una estructura Fij sera el valor del desplazamiento o giro ; correspondiente al estado de cargas

Q; =1y las demaés nulas.

La matriz de flexibilidad F transforma las cargas generalizadas Q en coordenadas
generalizadas (.

8.2.2 Procedimiento de célculo

Para encontrar la matriz de flexibilidad F a partir de su definicion, se realizan los siguientes
pasos:
1) Parael estado de carga elemental Q; =1y las demés nulas, se debe hallar las cargas internas

P que actiian en cada uno de los elementos. Esto es un procedimiento de estatica.

2) Conocido el vector P se encuentran las deformaciones p, por medio de la siguiente ecuacion:

p=fP.

3) A partir de las deformaciones internas en cada uno de los elementos de la estructura se
determina el vector de coordenadas generalizadas (. Este es un problema de geometria. Al

encontrar ( se tienen ya los elementos de la columna de F que se estéa calculando.
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° EJEMPLO 3
En la figura 8.6 se presenta un portico plano con todos sus elementos completamente flexibles,

se pide calcular la primera columna de la matriz de flexibilidad.

Ao

= a

Figura 8.6 Estructura de ejemplo 3.

e  SOLUCION

Por facilidad se ha considerado que la columna y la viga del pértico tienen igual seccién
transversal y la misma longitud. En consecuencia la matriz de flexibilidad de sus elementos es la misma.

A la izquierda de la figura 8.7, se presenta el sistema ( — ¢, y a la derecha la numeracion de

los elementos.

‘_'{1 ; .’—"r?r B G
U/ e 2 ¥

1

A A

Figura 8.7 Grados de libertad y numeracion de los elementos.

De acuerdo al procedimiento de calculo indicado en el apartado 8.2.2 se tiene:
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) Qu=1y Q=0 i=#1

B
b ¥

k!

Momento unitario en A. Equilibrio de fuerzas externas

Debido al momento unitario que actta en el nudo A de la estructura, se generan reacciones en

. 1 . _ ,
los vinculos A y C que valen [ con lo cual la estructura esta en equilibrio. En la figura del estado de
carga unitaria, se muestran éstas reacciones.

Por efecto del sistema de cargas en cada uno de los elementos se tienen fuerzas y momentos
internos los mismos que se indican en la siguiente figura. Con linea continua se indican las acciones
que vienen de las reacciones de los nudos y con linea entrecortada las acciones que conducen al
equilibrio en los elementos.

Para el equilibrio de las juntas se colocan en primer lugar las fuerzas externas que actdan en
la junta. Luego se equilibra el nudo con fuerzas y momentos. Estas fuerzas son las que pasan a los
elementos con sentido contrario y son las que se han indicado en la figura.

LIS
B s
v
Sy !B C
i ¥ '\
8| *1 AT
| l 1
1! T
L
/
: i
\al )
T_L
T

Equilibrio de los elementos.

Se deja al lector la verificacion del equilibrio de juntas y de elementos. Por otra parte se trabaja
con el sistema de coordenadas de miembro de la figura 8.1, en la cual se tiene que P gs el momento

en el nudo inicial y es positivo si es anti horario, P, es el momento en el nudo final y es positivo si es

anti horario y P, es la fuerza axial en el nudo final y es positiva si produce traccion en el elemento. Con
estas indicaciones y al observar las fuerzas y momentos en los elementos se tiene.
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N
R =1 P? =1
1(l) 1(2) o = —:.!l-. || 2 ’71—||
pY =-1 P? =0 =P _I || P@ _lp
. 1 2 1 |_OJ
P w_ = P ) — 0 _
PTL : i
2) Calculo de las deformaciones de los elementos.
p=fP
L L -
3EI -6E| 0
L
f(l) _ f(z) _|_ 0
BEI 3E|
0 0 L
L EA]
L L ] L]
3E SEl 0 Hﬂ | 7E |
W_fopo_|___* L N
P =17 P =]-gg 3EI 0 11||‘| |2E||
L (|- 1
0 0 —.
I EA L LJ L EA J
L L ] L
3El " BEl 0 3E |
@_f@pd _ - L 0 (éﬂﬁl_ il
P = ~ 1 BEl 3El 6E! |
L ‘ 0 l 0 }
0 0 .
i EA] ]
En consecuencia se tiene:
L 2) L
O =. P =.
g 2El P 3El
vp__ L > __ L
P 2El P 6El
p:gl) - . 1 p§2) =0

EA

297
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3) Calculo de los desplazamientos y giros

Esta es la parte mas dificil del calculo de la matriz de flexibilidad de una estructura. Se quiere
hallar los desplazamientos y giros que experimentan las juntas de tal forma que los elementos tengan
las deformaciones p indicadas. Para facilitar la explicacién, se denomina:

Con ésta nomenclatura las deformaciones en los elementos valen:

b = b ¢
n_ @w__Q

ps o P2 3
o == p =0

En la figura 8.8.1 se indican éstas deformaciones y en la misma se aprecia que se esta violando
dos reglas basicas en el nudo B que son:

i) El nudo B es discontinuo; se aprecia que el nudo B por parte de la columna
ha bajado.
ii) El nudo B antes de deformarse media 90 grado, ahora no.

L

e N
* "

Figura 8.8.1 Deformaciones de los elementos obtenidos.

Para solucionar éstos dos problemas se deben dar ciertos desplazamientos y giros a la
estructura. En primer lugar para corregir la anomalia de la discontinuidad en el nudo B, al elemento BC

se desplaza verticalmente una magnitud igual a & como se indica en la figura 8.8.2.



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 299

hd

E

Figura 8.8.2 Solucién de la discontinuidad en el nudo B pero no en el angulo.

Si bien se ha solucionado un problema, ahora se ha creado otro que es la posicién del nudo C’

ya que debido al tipo de vinculo existente en esa junta el nudo C no debe bajar. Esto se va a resolver
posteriormente, se concentra la atencion en resolver el problema de que la junta B antes de deformarse
media 90 grados y después de deformarse debe medir 90 grados.

En la figura 8.8.2 se aprecia que el angulo B’ vale o +90 +033L904=§- . Pero el angulo

B’ debe valer 90 grados luego el elemento B'C’ se rota goc haciendo centro en B’ esto se presenta en

la figura 8.8.3.

Luego de la rotacion, el punto C’ se ha desplazado verticalmente 5(1 L hasta llegar a C".

Y ¥ F
E 3
5 oL |6.5 4L

le
lag

¥
b

Figura 8.8.3 Solucién de la rotacion del nudo B.

La posicion final del nudo C no puede ser C” como est4 indicado en la figura 8.8.3 debe estar
en cualquier parte de la recta BC, para lograr éste objetivo se debe rotar el nudo A un angulo @.
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d=_ 3 :_8+
L

WS

Esta rotacion @ se indica en la figura 8.8.4, se observa que la posicion final del nudo C es C™.

El nudo C se ha desplazado horizontalmente @L igual corrimiento experimenta el nudo B como se
aprecia en la figura mencionada.

DL o DL

Figura 8.8.4 Posicion final de la estructura.

En resumen, los desplazamientos y giros de los nudos son los siguientes:

Jr=o +P Rotacion del nudo A.

Q=-dL Desplazamiento horizontal del nudo B.
Js =98 Desplazamiento vertical del nudo B.
Qs =—q +D Rotacién del nudo B.

gs =—®L Desplazamiento horizontal del nudo C.
Qs = —% —(127 +O® Rotacion del nudo C.

Al reemplazar @, o, 0 , se encuentra:
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8 5. 8 5 4. 1
Gh=a+ +q_=00 + =-_ *+-
L 33 L 3El EAL
2
L 3 )3 EA  6El
1
:—6:—.
G EA
S 5 & 2 1 L
Js=—0 + +@ = +X =-__ +-
L'3 L 3 EAL 3EI
2
G- _oL=_.1 5L
EA 6El
0s =—20L ++56— e 1t
° = %L 3 EAL 6EI
Por definicion se tiene:
a1
:F = +_
= = TeAL
o F, L5
S TN =
1
Q3=F31=—-EA
1 L
:F =. + -
G =Fa = T3l
1512
:F e —_—
& = s = A T BEd
1 L
:F = - —_—-
G =P =l T6EI

Las restantes columnas de la matriz de flexibilidad F se obtienen en forma similar. Con el
proposito de que el estudiante calcule cualquiera de las columnas de la matriz de flexibilidad a partir de
su definicion, se indica el resultado completo pero Gnicamente se presenta la matriz triangular superior

debido a que la matriz es simétrica.
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e 3 T S _15L° 1L
SELBAL T EA L EA 6EI EAL °F |
AL L L EAL 2L°L L1 |
) EA  SEI 361 EA  6EI EA |
L L* 1 L 1|
Eo| = EA1  EA EA " EA
s 3Bl B S S
3, EA 3E1 EA  6El  LEAl
c a2 1
A 3El EA  6El EA |
L1 L1
. + -
i 3EI 3El LEA |
LEA

8.2.3 Principio de superposicion

Como se indicé la parte mas dificil del calculo de la matriz de flexibilidad de una estructura a
partir de su definicion es calcular los desplazamientos y giros ( luego que se han obtenido las

deformaciones p . Sise emplea el principio de superposicion se puede hacer esto de una forma sencilla
como se ilustra con el ejemplo 4.

e FEJEMPLO4

Encontrar la primera columna de la matriz de flexibilidad del ejemplo 3, aplicando el principio
de superposicion para calcular el vector de coordenadas (.

e  SOLUCION

Para el ejemplo que se esta analizando se tiene:
@

( P =«
pll) = 2

( 0 3
pzl) =-Q %

o5 0 =0

En el célculo del vector de coordenadas generalizadas ( se consideran dos etapas, a saber:

Etapa 1.- Actlan sélo las deformaciones del elemento uno, por lo tanto se considera al elemento dos
como totalmente rigido.

Etapa 2.- El elemento uno es totalmente rigido y s6lo hay deformaciones en el miembro dos.
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A los desplazamientos y giros de la etapa uno se los denomina q(l) y a los desplazamientos y
giros de la etapa dos q(z) . En consecuencia:
@, 4@
a=9 " +q

=4 Etapa 1.- En la figura 8.9.1 se presenta ésta fase del célculo que consiste en tener
deformaciones Unicamente en el elemento vertical.

C

£

L ]

Figura 8.9.1 Unicamente se deforma elemento AB

Al igual que en el ejemplo anterior, en la figura 8.9.1 hay que rectificar dos errores que se tienen
y son los siguientes:

i) El nudo B es discontinuo.

i)  El angulo del nudo B antes de la deformacién es diferente al obtenido después de la
deformacion.

Para corregir el primer error se desplaza el elemento BC una cantidad & como lo indica la
figura 8.9.2 y para solucionar el segundo error haciendo centro en B se rota el elemento BC una
magnitud igual a o¢ como lo ilustra la figura 8.9.3. Nétese que el punto C’ se ha desplazado hasta C”
una cantidad olL.

m
1
1
1
]
1
1
1
'
lJ
L]
.
]
1
1
1
I
1
i
1
O

e

=

-

=1
- -

L L

¥

x
F
X

Figura 8.9.2 Figura 8.9.3

Pero la posicion final del nudo C tiene que estar a lo largo de BC ya que no puede desplazarse
verticalmente para lograr esto haciendo centro en el nudo A se rota la estructura un angulo @, .



304 Roberto Aguiar Falconi
UFA-ESPE

Por lo tanto la ubicacion final del nudo C al terminar ésta etapa es C”” como se indica en la

figura 8.9.4.

ol

Figura 8.9.4 Fin de etapa uno

Por lo tanto los desplazamientos y giros encontrados en la etapa uno son:

CI{l) =q +D, =2¢ +.8

W=—dl=-§-qL
g’ =-8

R~ Etapa2.- En ésta etapa actiian las deformaciones en el elemento 2 ya que el miembro 1 se
considera como elemento rigido, estas deformaciones iniciales se indican en la
figura 8.10.1

L

Figura 8.10.1 Sdlo se deforma elemento BC.
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El angulo final del nudo B en la figura 8.9.1 se aprecia que es 90° +o§

305

. Esto no puede ser.

Se deja al estudiante que justifique las figuras 8.10.2 y 8.10.3 con las cuales se corrige ésta anomalia.

L 2

Figura 8.10.2

Figura 8.10.3

Luego de la geometria realizada se tiene:

Al sumar los desplazamientos y giros obtenidos en las dos etapas se tiene:

0x 2 0!37
Q2(2) =-0,L = —OZC L
3
QP =0
qthZ 2 EEZ_2
3 3 3

o 2 o
Y < o, =2
37§ T

g=q +¢?
%=2a+i+§%ég +i
0 =0 —o 32?L_—a—5
; =0 +0=—
)
4o,
0 = 2
4
- L5 §a L-a
- 2 5
B- 3 3
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Al sustituir o0 = -2:;' yo = -ElA se obtienen los valores de la primera columna de la matriz de

flexibilidad anotados en el Ejemplo 3.

8.3 TRANSFORMACION DE COORDENADAS DE UNA ESTRUCTURA

8.3.1 Célculo de la matriz de rigidez y de flexibilidad

Conocida la matriz de rigidez K para un determinado sistema de coordenadas Q —( de una

estructura, se desea ahora calcular la matriz de rigidez K * en otro sistema de coordenadas Q ( .
Este célculo se lo va a realizar utilizando la matriz de transformacion de coordenadas.

e EJEMPLOS

El pértico plano de la figura 8.11.1 esta compuesto por una columna de altura H y una viga de
longitud L, los dos elementos se consideran axialmente rigidos y el sistema de coordenadas Q —( es

el indicado en la figura 8.11.2. La matriz de rigidez K asociado a éste sistema de coordenadas es la
siguiente:

[12El, 6 El,
H H 2 0
K="'|6El AEl, A4El, 2El
2 T T
H HL L
0 2El 4EL
I L L }

Se desea encontrar la matriz de rigidez K" para el sistema de coordenadas Q* —q* de la

figura 8.10.3 por medio de la matriz de transformacion de coordenadas T .

& A= w C |1 « N 3 w1 S
1T & & &
H A=
o
A
o ML’ L ENETY ety
[ N
Figura 8.11.1 Figura 8.11.2 Sistema Q —( Figura 8.11.3 Sistema Q* —q*
. SOLUCION

Se establece una relacién entre los dos sistemas de coordenadas de la siguiente manera:
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La relacion asi definida fue estudiada en el capitulo 5 por consiguiente el estudiante debera
dibujar cada una de las deformadas elementales y encontrar la siguiente matriz T .

[0 0
T-l1 0

|0

!
o

En el Capitulo anterior se demostré que la matriz de rigidez de un elemento en otro sistema de

coordenadas se obtiene con la siguiente ecuacion:

K'=T'kT

(8.1)

La ecuacion (8.1) que fue deducida para un elemento es aplicable a una estructura. Por lo tanto
para hallar la matriz de rigidez de la estructura K~ (mayuscula) se utilizara la siguiente ecuacion.

K'=T'KT
Para el ejemplo se tiene:

[12E], 6El,

H HZ
(0 ; 0—’ 6 4E| 4E|
K* = |0 0 1 —TEIO — 4y —
|1 0 0f ot

0 2E,

L L

0
[o 0 1}
= 0 1 0f

L ]

Por lo tanto la matriz de rigidez K* para el sistema de coordenadas de la figura 8.11.3 es:

+ 2
H L

A
I
L n i P —

—

=

21,
g |



6El, | |

8.11.3, conocida la matriz de flexibilidad F para el sistema Q —( de la figura 8.11.2, hay que hacerlo

por medio de la matriz T; estudiada en el Capitulo 5.

Q=T Q"
La matriz de flexibilidad buscada se obtiene del siguiente triple producto matricial.

F'=T,'FT,

Si se desea calcular la matriz de flexibilidad F  para el sistema de coordenadas de la figura
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Se deja al lector la demostracién de las formulas con las cuales se obtiene K™y F~ en base
a la teoria presentada en el Capitulo 5.

8.3.2 Regla practica

Se puede obtener directamente la matriz de rigidez y de flexibilidad de una estructura cuyos
elementos son totalmente flexibles, cuando se cambia el sistema de coordenadas generalizadas, por

consiguiente no es necesario calcular las matrices T y T, respectivamente.

En efecto, para hallar K" para el sistema de coordenadas Q" — q* de la figura 8.11.3 a partir
de la matriz K calculado para las coordenadas de la figura 8.11.2 se han de intercambiar las filas y
columnas de ésta matriz de acuerdo al cambio de numeracion del nuevo sistema de coordenadas.

La forma de pasar las coordenadas de la figura 8.11.2 a la 8.11.3 se presenta en dos fases a
saber:
1) Se cambian la numeracion de los digitos uno y tres en el sistema Q —( esto se presenta en

la figura 8.11.4. Por lo tanto ahora (}; es la rotacion en el rodillo Cy Q3 es el desplazamiento
horizontal de la junta B.

”
3 \}n- [ 1 ') ¢
\“_JB/ \_ﬁ
A
AR

Figura 8.11.4 Sistema de coordenadas generalizadas de fase uno.

La matriz de rigidez para este nuevo sistema de coordenadas se obtiene intercambiando las
columnas y las filas uno y tres de la matriz de rigidez, con lo que se halla:

|_4E|1 2E|1
0
L
2El
K de la fase uno = || R 4El _,_4 El, 6E!o |
b HL H
o 6 El, 12E1, |
L H? H?® ﬂ

2) Por ultimo para pasar de las coordenadas de la figura 8.11.4 a las coordenadas de la figura
8.11.3 se intercambian los digitos uno y dos. Por lo tanto en la matriz de rigidez de la fase uno
se intercambian los elementos de la fila uno a la fila dos y luego los elementos de la columna
uno a la columna dos, obteniendo de ésta manera la matriz = K" que ya fue presentada en el
ejemplo anterior.
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Un procedimiento similar se sigue para calcular la matriz de flexibilidad de una estructura en
un nuevo sistema de coordenadas. El procedimiento de calculo presentado es muy facil programatrlo.

8.4 EJERCICIOS RESUELTOS

En los ejercicios que se van a resolver en éste capitulo al igual que en el préximo, el lector
debera justificar cada uno de los pasos dados, toda vez que ya se han indicado la teoria respectiva.

e EJEMPLO 6

Obtener directamente a partir de su definiciéon los elementos de la segunda columna de la
matriz de rigidez de la estructura mostrada en la figura 8.12.1, las vigas son totalmente rigidas y las
columnas son axialmente rigidas. Todas las columnas tienen la misma seccion transversal y longitud.

A=
= (™ I = D
=00
Asco A=00
L lo lo
[.oo
A=oo Kw
L o ];) =
A
X v ””F
L - o

Figura 8.12.1 Estructura de Ejemplos 6 y 7.

lu
{ ~/'r
@
&

(a2}

®
®
(=%

S,
©
y (3

1)
/
e = R =~ Y
Figura 8.12.2 Sistema Q — ¢ Figura 8.12.3 Sistema P — p
e  SOLUCION

La estructura tiene dos grados de libertad que son los desplazamientos horizontales de cada
uno de los pisos. Estos grados de libertad se indican en la figura 8.12.2. Por ser los elementos verticales

axialmente rigidos no existe deformacion axial luego hay dos coordenadas en el sistema P — p de
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cada columna. En la figura 8.12.3 se muestra el sistema de coordenadas de los elementos de la
estructura analizada y la numeracion de los elementos. Nétese que no existe sistema P — p en los
elementos horizontales esto se debe a que son elementos completamente rigidos.

De acuerdo al procedimiento de calculo indicado en el apartado 8.1.2 se construye la
deformada elemental g, ya que se va a encontrar los elementos de la segunda columna de la matriz

de rigidez.

= =1y =0 i=#2

s}
™

PR

Deformada elemental (Q

@

D 1(1) -0 pf = A @

pl = 0 pl =

ps” =0 ps’ = pf =0 of) =

= ri-
= ri-

= Cargas Internas P =k p. Unicamente los elementos dos y cuatro tienen deformaciones.

4El, 2E|]Wl] [6Eh1|
p@_pw _| L
2El, 4EI, || 1| |6El, |
L L) e )
Por lo tanto:

® _ @ _ 6El, @ _ @ _ 6El,
P =0 P =5 P =0 Py =5
Pél) -0 Péz) — 6E2|o P2(3) =0 P§4) — 6E2|o
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= Equilibrio de elementos

N N
? o u ) N i
fﬂ...‘-’- Elo \]—»‘"” \J, 12 Elo
8 Elo [H & '"\
L Uy u"+u™ | « 6BElo
L L o
12Elo.|_.] )8Elo 12Elo_|_] |8Elo
3 ¢ 3 2
t N» N ‘/— u u“\ N L Ny
\ I
Ny \}» \Jr/ Ny
d J
u +u' Uy
L L
INq Ny

= Equilibrio de Juntas

Equilibrio de los elementos

N u"+u"
12 Elo ( ‘l\ Ly ; l :
L u
I l \I Ng
8 El g c
o b
"o o)
u 6Elo 12 Elo
| A
N N,
Junta B Junta C

o JuntaB

12El,
ZFX:OZ E —Ns

ZFY :0:N1—N2—y+u

L
‘M :0:6 v
L _LEJ +Uu

311
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o JuntaC
S Fy =0=N; + 1€l
L
ZFY :O:NZ_E" tu"'
d>M=0=u +_GEZI”
u"+u" N
Yt 12 Elo /-l\ —
7 “ u U [ A AT
s e L/[ <
Ms AL » Ky
8 Elod B |2L3E'° N E
& -}./
N;
Junta D Junta E
o JuntaD
ZFX =0=Ky +Ns - 12:_53'0
SFy=0=N+2 T
L
SM 0= 6l L
L
o JuntaE

S Fy :0:% +Ns + Ky,

ZFY :0: N3—N4+ -u+u
L
>'M=0=6E)" +u
-L

Al resolver las 12 ecuaciones con 12 incognitas que se han presentado, se encuentra:
N, = — 24LE3I0 N, = — 12II_53I0 N, = 24LE3I0 N, = 12II_ESI0
Ny 1 - - GEL - - GEL
__6EL u" —_ BEl K, —_ 24El, o _ 24EL,

L2 2 L3 L3
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=  Fuerzas exteriores
R 24?!0

24 Ele

Elementos de la segunda columna de K

De ésta manera se ha obtenido los elementos de la segunda columna de la matriz de rigidez a
partir de su definicion, se deja al estudiante el obtener los elementos de la primera columna de K . El

resultado completo es:

|

[ 48El, _24El, |
L’ L®
K= 41
- 24EL, |
s B

o EJEMPLO 7
Encontrar a partir de su definicion los elementos de la segunda columna de la matriz de

flexibilidad de la estructura presentada en la figura 8.12.1

e  SOLUCION
De acuerdo al procedimiento de célculo indicado en el apartado 8.2.2 se tiene:

- Q=1y Q=0 iz2

c .

Figura 8.13.1 Fuerza unitaria. Figura 8.13.2 Equilibrio de estructura.
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= Equilibrio de elementos
| L 1
2 N 2
L .’.. [::,. .l 1 4 - % i D--'. tl- L .'/—v l::\....l
R 2 TR A 2 T
; 4
1 1
[ 2 2 L
4 L x4
‘\_?. I}n...... % o é A=, -l:;- l\‘E : /I" s 12
1T A i B " Ew® r'
- e =
3 | 5 3
t2 ¥ (o i 2
LEE R
Y s BTN
y L |IB 2 7] ) 2
L L
4 4
A 1 1
1 el
3 3
2 2
Figura 8.13.3 Fuerzas internas
Por consiguiente:
@ _ L @_ L @ _ L @ _ L
P1 = Pl = P1 = Pl =
4 4 4 4
ps _L P§2)=|—‘ Pf):l—‘ P2(4):I__
4 4 4 4
= Célculo de las deformaciones
FO_f@ _f@ _g@__ L |2 -1]
6El, |1 2|
p=fP
L? L? L? L?
p{l) = _ p£2) = _ p{3) = _ pf‘) = -
24El, 24El, 24El, 24El,
L? L? L? L?
pﬁl) = _ p£2) = _ p£3) = _ p£4) = _
24El, 24El, 24El, 24El,
= Célculo del vector (
L2
Se denominad. =_24EI . Por lo tanto las deformaciones a flexion en cada uno de los
[o]

elementos valen oL toda vez que tienen ese valor.



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 315

Figura 8.13.4 Deformaciones obtenidas

La estructura de la figura 8.13.4 no cumple con la geometria de deformacion, para esto se
procede de la siguiente forma:

i) El nudo D se desplaza verticalmente una magnitud igual a oo L como lo indica la figura

8.13.5 de esa manera las vigas giran un angulo o y ya cumplen con el principio de Williot.
Pero el nudo F se ha desplazado a F’. En consecuencia se soluciond un problema pero se
cred otro y para solucionarlo se da el siguiente paso.

ii) Con centro en el nudo A, se rota a la estructura en sentido horario un angulo o0 como lo
ilustra la figura 8.13.6.

D

Figura 8.13.5
De la figura 8.13.6 se tiene:

L® L®

= L:_ :2 L:
h=e = o, ©=ca 2FI,

|

Pero

O =Fp=- O =Fpn=-

24El, 12El,
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e EJEMPLOS8

Si en conexién con el Ejemplo 6, la matriz T define una transformacion de coordenadas de la
forma g =T Q". Interpretar las nuevas coordenadas Q —( y encontrar la matriz de rigidez usando la
ley de transformacion de coordenadas de éste nuevo sistema.

T=||_1 0]
1 1]
e  SOLUCION
q=Tq’
el
q 1 1 t
1] L U'L% U
Oi =1%qr +0*q,'=qy"
O =1*Q/+1* Q"=+ Q"
De donde:
qi =01
0z =02 — s

Por lo tanto las coordenadas ( miden desplazamientos relativos.

LoV

1 (?)

Vs A,

T

Figura 8.14.1 Sistema Q —q Figura 8.14.2 Sistema Q* —q*

= Célculode K®

K'=T'KT
[48E|0 _24El, |
o[t thr (it ol
0 1M 24EI, 24E1, ||| 1]

I L3 N J
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e EJEMPLOY9

La matriz de flexibilidad F para la estructura del Ejemplo 7 es:

. 24EI,
2LE| 1* |
24EI, 12EI, ﬂ

En este caso el sistema de coordenadas Q —( es el presentado en la figura 8.14.1. Se pide

calcular la matriz de flexibilidad F "~ para el sistema de coordenadas de la figura 8.15, utilizando la regla
practica.

A=o00 1
¥ I —
=00
A=00 A=0o
L lo lo
A= 2
'!k' [ o —=»
=00
A-OO ABOO
- lo lo
X iy o
I = X

Figura 8.15 Coordenadas generalizadas del Ejemplo 9

e  SOLUCION

Se cambia la fila uno a la fila dos.

[ L® _ L® ﬂ
12El,

24E]|
‘ L30 |_3
{E4Eu 24E,

Finalmente se cambia la columna uno por la columna dos.
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[L3 L® |

12E1 S4E1L |
L® K
L_24EIO 24E|,

8.5 EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio N.- 1

Encontrar la matriz de rigidez utilizando el concepto, de la estructura del Ejemplo 8, empleando
las coordenadas Q" —(q".

Ejercicio N.- 2

Generar directamente de su definicion los términos de la primera columna de la matriz de
flexibilidad de la estructura mostrada en la figura 8.12.1

Ejercicio N.- 3

Calcular la matriz de rigidez para el portico de la figura 8.2 empleando la transformacion de
coordenadas. Si el nuevo sistema de coordenadas es:

Ejercicio N.- 4

Para la estructura de la figura 8.6 obtener la matriz de flexibilidad si el sistema de coordenadas
generalizadas es el mostrado a continuacion. Utilice la regla préactica.

3
PRl L 2
A % \/ﬁ
y
e
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Ejercicio N.-5

Hallar la matriz de rigidez usando el concepto del siguiente poértico plano.

Ao |
le &

2|

Ao
lo

E 3
—
. AN

Emplear como sistemas de coordenadas del elemento:

c. Sistema a. para elemento vertical y sistema b. para elemento horizontal.

Ejercicio N.- 6

Obtener la matriz de rigidez para la armadura presentada.

Ao

Ao L
Ao \ & Ao

Ao r




320 Roberto Aguiar Falconi
UFA-ESPE

Usar como sistema de coordenadas del elemento el siguiente:

>

Sistema P-p



CAPITULO 9

MATRICES Ay B

RESUMEN

Se presenta el calculo de las matrices A y B las mismas que sirven para obtener las matrices

de rigidez Ky de flexibilidad F de estructuras. En éste capitulo se trabaja con porticos planos y
armaduras planas.

La matriz B se obtiene Unicamente en estructuras isostaticas. Por ser muy importante su
estudio se resuelven 11 ejemplos del calculo de las matrices Ay B.

9.1 RELACION ENTRE DESPLAZAMIENTOS Y DEFORMACIONES
9.1.1 Introduccién

En el capitulo anterior la numeracién de las deformaciones que experimentan los elementos de
una estructura se realizé utilizando un subindice para indicar el nimero del elemento. Ahora se va a

omitir éste subindice y se tendra por ejemplo que el sistema de coordenadas P — p para la estructura
presentada a la izquierda de la figura 9.1, es el que aparece en la parte central.

Es decir que la numeracion del sistema P — p se lo hara de corrido, se entiende que las tres

primeras deformaciones corresponden al elemento AB, las tres subsiguientes (4,5 y 6) al elemento BC
y las tres udltimas (7,8 y 9) al elemento CD. En éste caso por ser los elementos totalmente flexibles se
tienen tres coordenadas por elemento. Es necesario recordar que el sistema P — p con el cual se
trabaja es arbitrario, el que mas se utiliza es el indicado en la parte central de la figura 9.1

A la derecha de la figura 9.1, se indica el sistema de coordenadas Q —(Q para el portico
analizado. Se quiere establecer una relacion entre los desplazamientos ( y las deformaciones p . Esto
se lo consigue por medio de la matriz A, definida de la siguiente manera:

p=Aq (10.1)
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Donde A es la matriz de compatibilidad que transforma los desplazamientos de una estructura en
deformaciones, en general sera de orden m:n Siendo m el nGmero de filas que es igual a las
coordenadas P yn el nimero de columnas que es igual a las coordenadas (.

fe—3—|

Figura 9.1 Estructura, sistema P —p; y sistema ( — g

De la definicion de la matriz A se puede ver que un término A;; no es mas que el valor de la

deformaciéon p; correspondiente a la deformada elemental (; =1 ylas demés nulas. En consecuencia

se obtiene utilizando exclusivamente la geometria de deformacion. Finalmente cada elemento A

representa el coeficiente de influencia de las deformaciones para los desplazamientos.

9.1.2 Definicion

Cuando la matriz A se determina usando solo la geometria se dice que el sistema es
cinematicamente determinado.

9.1.3 Matriz fuerza carga A

Si p= A( se puede demostrar utilizando el principio de los trabajos virtuales que  Q = A'P

. Donde A" es la matriz transpuesta de A que relaciona las cargas internas P con el vector de cargas
generalizadas Q .

Otra forma de demostrar es igualando la energia de deformacion externa con la energia de
deformacion interna. En efecto se tiene:

i 1
% Energia de deformacion externa = -2 qt Q

1
« Energia de deformacion interna = -2 ptP

Por lo tanto: th = ptP
Pero p=Aq = gqQ=(Aq) P
Dedonde: 'Q=q'A'P —Q=A'P
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9.2 CALCULO DE LA MATRIZ A

9.2.1 Porticos Planos

La matriz Asirve para encontrar la matriz de rigidez de una estructura, con este objetivo el
sistema de coordenadas de elemento que mas se emplea es el presentado a la izquierda de la figura
9.2 para un elemento totalmente flexible.

Figura 9.2 Sistema de coordenadas para un elemento totalmente flexible, axialmente rigido y
transversalmente rigido

Si el elemento es axialmente rigido se tiene las coordenadas, indicadas en la gréfica central de
la figura 9.2 y si el elemento es transversalmente rigido las coordenadas indicadas a la derecha de la
figura 9.2. Las ecuaciones con las cuales se calcula las deformaciones para un elemento totalmente
flexible son:

Vo, —Vy

P =61 -

1 =01 3
Vo, —V,

07 292—%

P =U; —Ug

En éste apartado se desarrollan tres ejercicios en los cuales se usa las coordenadas indicadas
pero se puede calcular la matriz A empleando cualquier sistema de coordenadas P — p como se
ilustra en el apartado 9.2.3.

. EJEMPLO 1

Hallar la matriz de compatibilidad de deformaciones A de la estructura de la figura 9.3
compuesta por elementos totalmente flexibles.

c Ao C Ao D w
lo lo 4
Ao Ao Ao
lo lo lo Im
| 4m | 5m |
™ | A

Figura 9.3 Estructura con elementos totalmente flexibles.

e  SOLUCION

En la figura 9.4 se indica el sistema de coordenadas de la estructura, existen 3 grados de
libertad por nudo, que son las componentes de desplazamiento horizontal, vertical y la rotacion.
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2 5 .8
{ 3 TB 4 y
{ (=X [ - by 7
1/ 1/ 1/ &

s

Figura 9.4 Sistema Q —(

En la figura 9.5 se presenta el sistema de coordenadas de los elementos, se ha considerado
que el nudo inicial para las columnas se encuentra en la parte inferior y para la vigas a la izquierda del
elemento.

3
S [T ]
]{ A:'G/ gay 9
A= T r \J%
‘ 1y -
& £ 41N i) )14
12 15
o [ (| yt0 /| 413
\_J o 1 ] .

Figura 9.5 Sistema P — p

*  Primera columna de A

=1y =0 il

E
Deformada elemental Q;
_1 _ _ _ _
pl—g ps =0 p; =0 P =0 Pz =0
1
p2:§ pSZO p8:0 p11:O p14:0
p; =0 Ps =—1 P =0 P =0 Pis =0
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=  Segunda columnade A

B
RN 0
B
Deformada elemental 0
p.=0 p4=%1 p, =0 P =0 Pz =0
1
p, =0 pB::‘r ps =0 Pu=0 pu =0
ps =1 P =0 P =0 P =0 Pis =0
= Terceracolumnade A
=1y =0 i=#3
C D
F E
Deformada elemental ([
p.=0 P, =1 p; =0 P =0 Pz =0
p, =1 ps =0 ps =0 pu=0 P =0
p; =0 P =0 P =0 P =0 Pis =0
= Cuarta columnade A
Qa =1 Y (= 0 i#4
B D
A

Deformada elemental (4
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_ _ _ _1 _
p. =0 P, =0 p; =0 plo—3 Pz =0
1
p, =0 ps =0 Ps =0 p11=3 P =0
ps =0 Ps =1 Pe =-1 P, =0 Pis =0
= Quinta columna de A
gs=1 y =0 i#5
=
B C
2l s =
Deformada elemental (s
p.=0 p4=—% p7=% P =0 Pz =0
1 1
P2 Ps 4 Ps 5 Pu P14
ps =0 Ps =0 pe =0 P =1 Pis =0
= Sextacolumnade A
B D
F E
Deformada elemental (g
p. =0 ps =0 p; =1 P =0 Pz =0
P, =0 ps =1 ps =0 pu=1 P =0
ps =0 Ps =0 Pe =0 P =0 pis =0
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= Séptima columna de A

=11y q=0 i#7

8 C
A F
Deformada elemental (;
p. =0 Ps =0 p; =0 P =0 plSZ%
1
p, =0 ps =0 ps =0 Pu=0 p14=§
P; =0 Ps =0 P =1 P =0 Pis =0
= QOctava columna de A
=1y =0 i=8
[n)
B c L DJI
i - s
Deformada elemental (g
p,=0 ps =0 p7=—% P =0 P =0
1
p, =0 ps =0 ps=—g pu=0 P =0
p; =0 Pe =0 P =0 P =0 Pis =1
= Novenacolumnade A
Qo=1y =0 i#9
B
A

Deformada elemental (g
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pl:o p4:O p7:0 p]_o:O p13:O
pz:o p5:0 p8:1 p11:0 p14:1
p3:0 p6:0 p9:0 p12=0 p15:O

Por lo tanto la matriz A resulta;

% O 0 0 0 0 0 0 0
1
; 0 1 0 0 0 0 0 0
O 1 0 0 0 0 0 0 O
o 1 4, 4 1 4 o o o0
4 4
o 1 00 -1 1 0
4 4
1 0 0 1 0 0 0 0
0O o o0 o0 1 T 0 = 0
5 5
A=lo0 0 o0 o0 T—o—0o—2L 1
5 5
O 0 0 -1 0 0 1 0 0
1
00 0 L 0 0 0 0 0
1
0 0 0 3 0 1 0 0 0
o 0 0 0 1 0 0 0 0
1
0o 0 0 0 0 L 0 0
0 1
O 0 0 0 0 0 1
. 3
O 0 0 0 0 0 1 0O

La matriz A es particionada. En efecto para la estructura que se esta analizando las tres
primeras columnas corresponden a las deformaciones del elemento 1, que viene a ser la columna
izquierda, las tres restantes al elemento 2 que corresponde a la viga izquierda, etc.

Para encontrar la matriz de rigidez usando el concepto, se encontraba en primer lugar el
diagrama elemental ;, luego se hallaban las deformaciones del elemento. Estos dos pasos se realizan
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por medio de la matriz A, de tal forma que la indicada matriz sirve para encontrar la matriz de rigidez
de la estructura.
. EJEMPLO 2

Para la estructura de la figura 9.6 Se pide:

i) Seleccionar un sistema de coordenadas Q —( apropiado.
i)  Seleccionar un sistema de coordenadas P — p apropiado.
i)  Calcular la matriz A.

4m A=00 A=00

6m

i2m

le
|

Figura 9.6 Estructura de ejemplo 2.

e  SOLUCION

Lz=4m Ls=10m

Ls=V160m
L1=8 m

Le=6m Lz =10m

G
P

Figura 9.7 Parametros geométricos

sena. =-..2 cosa, = -,.12 tgoL = 1
148 148
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Figura 9.8 Sistema de coordenadas ( —q y sistema P —p

Nétese que no se consideran grados de libertad en el voladizo. Esta es una forma de resolver
el problema. Las cargas que gravitan en los voladizos se los calculan aparte como que estan
empotrados y las reacciones de empotramiento se colocan con sentido contrario en la junta y se elimina

el voladizo.

»  Primera columnade A

p,=0 p; =1 ps =0 ;=0 Pe =1

*  Segunda columnade A

=1y =0 i#2

s
_—F“"F
e
- R
0. —
— —
A —
y .
-
\\_‘_
53
-
—F
2
\\
-\'\
(€] N H

Deformada elemental (Q;

P =0 P13 =0
p4_0 p6:0 p8:0 plO:0 p12:0 p14:O
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p.=0 ps =0 ps =1 p; =0 Pe =0 P =0

Pz =0
p. =0 ps =1 Ps =0 ps =0 P =0 P =0

Pu =0

= Terceracolumnade A

Deformada elemental (3

p.=0 ps =0 Ps =0 p; =0 Pe =0 pu=0 Pz =0
p, =0 ps =0 Ps =1 ps =1 P =0 P =0 P =0

= Cuarta columnade A

Deformada elemental (s

p.=0 ps =0 ps =0 pr =1 P =0

Pu=0 Pz =0
p.=0 Ps =0 Ps =0 Ps =0 P =1

P =1 P =1
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=  Quinta columna de A

Deformada elemental (s
Para las deformaciones del elemento CD, se observa en el triangulo CC'C”

U =08 = -2 V, = —seng = —-.2

148 - 148
Triangulo CC’C” es igual al triangulo DD’D”. Luego:

U, = COSqq = - 12 V, = —SeNg, = —- .2

148 148

El elemento CD no se deforma a flexién luego  ps = ps = 0. Las deformaciones del elemento
DF es igual al desplazamiento horizontal DD’ que vale la unidad sobre la longitud que es de 10 m.

p.=0 p3=% ps =0 p7=~110 P =0 pu=0 P13 =0
=1  Pi==  Pe=0  pe=1  pp=0 pp=0 pu=0
2 — 4_4 6 — 8_10 10 — 12 — 14 —

En éste ejemplo la matriz A se particiona cada dos filas ya que cada elemento tiene dos
coordenadas en su sistema P — p por ser axialmente rigido. La matriz de compatibilidad de

deformaciones A del ejemplo desarrollado resulta:
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o EJEMPLO 3

o 0 1 o0 o/

00000 |

_J0010J

333

Encontrar la matriz A para el portico plano de la figura 9.9. Previamente seleccionar sistemas
Q—q y P — p que sean apropiados.

Figura 9.9 Estructura de Ejemplo 3 y dimensiones de sus elementos.
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SOLUCION

En base a los angulos presentados en la figura 9.9 se tiene:

sencL =-.2 cosa =- .2 tgo, =3
34 34 5

5 3 5

senf =-.. cosp = tgp ==
Py b= 9P =3
2 6 1

seny =-.. Ccosy =-.. tgy ==
! - 40 4 40 gv 3

Figura 9.10 Sistema de coordenadas ( —q y sistema P —p

=  Primera columnade A

Deformada elemental Q;

Para analizar las deformaciones del elemento BC se examina el triangulo BB’B”

U B¢
i B\
A, <3 \ O\
Bt
1
U; = COSqy, =-,.5 Vi =—SeNg, =—-,.3
34 34

3

En la deformada elemental se observaque V, =V; =—- .

34
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En el tridangulo rectangulo CC’C” se tiene:

o)=Y kv

2

El signo de U, es positivo (traccion en el nudo final)

tg(p +7) = - 19"

1-tgptoy 4_

Luego: U, = 3.9 = 21 (positivo)

342 234
2 2
cc= _ % -2 19,9 165 54
Jec+eey 34 4x34 34 136

2 x34

Notese que CC’ es el valor de V; para el elemento CD, por consiguiente:

1 27 5 17 vi _CC' 237
P13 e T o w T w T PTLTL T w
_1 ’ _ 237 ‘

P2 =3 b= a0
p; =0

Segunda columna de A

=1y =0 i#2

Z77 Neformada elemental (o
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Para encontrar las deformaciones del elemento BC se analiza el triangulo BB'B

g,
A i\ \\
o, N
I l‘q/‘“ N
'\\ j %
Pl
& Y
BN M
U; = SeNng, =-,.3 V1 = COSqy, =-,.5
.34 )

B'B'=CC'=v, = . 2
34

.5
T

90°- (B+y) | [3'*"{)

g +v)= -

a4

e =2, B +y)=— -2 =

(U, es negativo por su deformada)

cc=-[cc)?+(co)? (I“il\fz (5 225 306

sy

De igual manera CC’=V; para el elemento CD y en éste caso es negativo. Por lo tanto

5 3 51 v CC' 39
:0 =W —U, =— — e — 1 _ ~~ Y
P Pt = T T T T LT 40
pZZO pSZ_w
ps =1

40
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= Terceracolumnade A

=1y q=0 i#3

Deformada elemental (3

CC"=L, = 34 (Arco= radio por angulo). Por otra parte el angulo C'CC"= (B +y)

(B+y)

tg(B +Y)= -u§4 = U, :—"34 %

U, es negativo ya que esta a compresion en el nudo final.

|7 N2
(e 22 (e — (9 34 )2
cc=- (cc) e <. 6 5 L+(.34) — 26.88
p1:0 p4:u2_ul:_g".34 p5 :el_vz—[\/l :1—%46088:
v __26.88
- =- =S 425
> > Ls 40

-3.25

337
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o _
3 0 0
1
. 0 1
0 1 0
———————————————————— ||
A=| 17 51 9.3 |
zu Ty T,
____________________ |
2.37 |
- 336 ~325 |
40 40 ’
2.37 3.96
. _! —4.25 |
40 40

9.2.2 Armadura Plana

Ahora el sistema de coordenadas de un elemento es el presentado a la derecha de la figura
9.2. En consecuencia cada elemento de una armadura plana tiene una sola deformacién que es la axial,
la ubicacién de ésta coordenada es arbitraria en el sentido de que puede colocarse a la izquierda o a
la derecha de un elemento horizontal. Por ejemplo para la celosia de la figura 9.11.1 se puede

considerar como sistema P — p el presentado en la figura 9.11.2 o el indicado en la figura 9.11.3.

Figura 9.11.1 Figura 9.11.2 Figura 9.11.3

Se debe tener presente que la direccion de la coordenada P guarda relacion con la
determinacioén de las coordenadas U; y U, . Por ejemplo para el elemento BA, cuando se trabaja con
el sistema P — p mostrado en la figura 9.11.2 se tiene que U, es el corrimiento axial en el nudo By

que U, es el corrimiento axial en el nudo A. En cambio cuando se trabaja con las coordenadas de la
figura 9.11.3 es lo contrario.

Para calcular las deformaciones P se debe tener presente que ésta es positiva si el elemento
se alarga axialmente, caso contrario es negativa.

Finalmente para la obtencion del sistema Q —( se recuerda que cada nudo de una armadura

plana tiene dos grados de libertad. Por consiguiente la estructura de la figura 9.11.1 tiene 3 grados de
libertad, dos en el nudo A y uno en el nudo B por el tipo de vinculo.
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™
VIR

-ﬁ:——-'tv-

]

d.3

Figura 9.11.4 Coordenadas generalizadas

e EJEMPLO 4

Para la armadura plana de la figura 9.11.1 utilizando el sistema de coordenadas Q —( y
P — p mostrados en las figuras 9.11.4 y 9.11.2 respectivamente. Se pide obtener la matriz de
compatibilidad de deformaciones A, tal que: p = A (. Ademas se conoce que H=3L/4.

e SOLUCION

Parametros Geométricos

seno =

o1 jw

coso = 4

,_..
Q
)
|
AW

*  Primera columnade A

g.=1 vy =0 i=#l

En el triangulo AAA” se tiene

4
= :O
P1 5
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=  Segunda columnade A

PR
I\
1|
|| v}_g\»’«
" A
U, = Seng, = %
pl = g pZ = 1 p3 = 0

= Terceracolumnade A

=1y =0 i#3
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ulzcosazé
pl:_g p2:O p3=—1
Por lo tanto:
4 3 4 ]
5 5 -5 |
_______________ |
A=lp 1 0 |
|
0 0 -1 \|
i |

Para formar los triangulos con las deformaciones, en los elementos inclinados, o mejor es
primero colocar la deformacion axial y luego la transversal. Por ejemplo en la ultima deformada
elemental 43, para pasar de ( a ( primero se tiene la deformacion axial ((" y luego la deformacion
transversal ("('.

e EJEMPLOS

Calcular la matriz A de la siguiente armadura plana.

- Ao )
Amoo
Ao Ao -
h=co
Ao X
I = y

Figura 9.12 Armadura plana de ejemplo 5.

e  SOLUCION

Al igual que en los porticos planos cuando se tiene elementos axialmente rigidos, el nUmero de

grados de libertad de la estructura disminuye una coordenada por cada elemento A = oo. Por lo tanto
en éste ejercicio se tienen 2 grados de libertad. En la figura 9.13, a la izquierda, se presenta una
deformada general de la armadura en la cual se aprecia que los elementos trabajan Unicamente
axialmente.
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dq O ) o
P Q

Figura 9.13 Deformada general y longitud de elementos

A la derecha de la figura 9.13, se presenta la geometria de la armadura plana, de ésta grafica
se obtiene:

sena =. 2 coso = 2 tgo =1
2 2
| Q O~ | Q 0
n !
I o 0 | O -0
1

Figura 9.14 Sistema Q — ( y sistema P — p

»  Primera columnade A

=1y =0 il
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=  Segunda columnade A

i et

Deformada elemental (Q

p1—0 p2:_1 ps—l p4—0
1 0 Tl
| |
-1 -1 |
A=lg—————- |
_________ |

e EJEMPLOG

Para la armadura plana de la figura 9.15 que tiene dos elementos axialmente rigidos se pide:

a. Dibujar una deformada lo méas general posible.
b. Seleccionar un sistema de coordenadas Q —( y P — p apropiado.

c. Determinar la matriz A
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Figura 9.15 Armadura de ejemplo 6

e  SOLUCION

Como se ha indicado cada nudo de la armadura plana tiene dos grados de libertad, luego se
tendrian 4 grados de libertad pero como existen dos elementos que son axialmente rigidos se eliminan
dos grados de libertad, uno por cada elemento A = co. En consecuencia el sistema tiene 2 grados de
libertad. En la figura 9.16 se presenta una deformada lo mas general en la cual se ha colocado P.I. para
indicar la posicion inicial del nudo, ésta recta es perpendicular al elemento axialmente rigido y P.F. la
recta en la cual se halla la posicién final del nudo. A la izquierda de la figura 9.17 se indica el sistema

Q —Q con el cual se resuelve el ejercicio y a la derecha el sistema P — p.

'
]

Figura 9.17 Sistema Q —q y sistemaP — p
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=  Primera columna de A

I

)
e

*PF,

o

'.?-m:-:-- 0

7
0 7

BB"=cos45= 2/2

En la deformada elemental se observa que BB’ = CC’ debido a que el elemento BC es
axialmente rigido. Luego en el triangulo CC'C” se tiene:

cos45 = .42 Uy = - 2:2

N -

2

Pero U, es negativo para el elemento BC. Luego las deformaciones valen:

pi =1 pz:‘% ps =0
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Segunda columna de A

o)

Deformada elemental (Q;

BB"=cosd5 = . 2
2
BB": CCI= .' 2
2
7
U, = cos45 . 2 =l
2

Pero U, es negativo para el elemento AC. Con ésta consideracion las deformaciones son:
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9.2.3 Coordenadas P — p arbitrarias

En los ejercicios anteriores se utilizé como sistema P — p el presentado en las gréficas de la

figuras 9.2. Para éstas coordenadas de los elementos en el capitulo 7 se encontré la respectiva matriz
de rigidez, algo similar se hizo con el sistema de coordenadas de la figura 9.18 con el cual se van a
resolver algunos ejercicios, para lo cual se recuerda las deformaciones de miembro.

’ N 3

L L |
I "

Figura 9.18 Otro sistema de coordenadas de elemento.

P =u; —Uy
P2=V,—Vi—0: L
Pz =0. —0:

En consecuencia se podia haber calculado la matriz A para los ejercicios resueltos en éste
capitulo empleando estas coordenadas. Si éste es el caso, para la estructura de la figura 9.3, el sistema

P — p seria el siguiente.

1 |5
3 9/] ;
]
2 .\ 8 4 7
_/ 410 ‘_Fs
1 ( 14 {

12 18

Figura 9.19 Otro sistema P — p para Ejemplo 1.

Es evidente que ahora se obtendra una matriz A diferente, lo cual se debe a la diferencia como
se obtienen las deformaciones p.

Por dltimo se debe indicar que se puede calcular la matriz A empleando cualquier sistema de
coordenadas P — p lo que se ilustra con el desarrollo del siguiente problema.

e EJEMPLO7

Para el pértico de la figura 9.20.1 se pide calcular la matriz A empleando como sistemas
Q—q y P — p los presentados en las figuras 9.20.2 y 9.20.3, respectivamente. Si la longitud de todos
los elementos es la misma. Para los elementos inclinados se considera como sistema de coordenadas
el indicado en la figura 9.18 y para el elemento horizontal se tiene dos giros a flexién considerado
positivo si el nudo inicial rota en forma horario y el nudo final rota anti horario y dos cortantes
considerados positivos si van hacia arriba.
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i 6
P 1Y ) w1 |/ 44 S
; —————C L S —
f El o \ [ 49 2 4 [ R / l|
| A=00 ! | s >\ N AN
|I f ['l / l' 3¢ b' ; I\ I'
/ / \ / .Il / > ‘l‘
L ‘~| 5/ 14 -1‘ k|| § / \ III \
Ill Eﬂ /, ‘:‘ \ "Il l'.' "' IIl
"I 'l ‘1 _,3 || |. o .'| |'| 5 , “‘
) fh lo 1\ / Q-q | | P |
/ | A=px A=0 | f | / \
2 Al |\ D | \ | o
722725, G777 | P72z, 7777\ 2z, 7777
Figura 9.20.1 Figura 9.20.2 Figura 9.20.3
Notese en éste ejercicio que las rotaciones se consideran horario positivo.
. SOLUCION

*  Primera columna de A

A
' i I'
| |’
- ] |
I
|
D

Deformada elemental Q;

En la deformada elemental se observa que el triAngulo BB'B” es igual al triangulo CC’'C”

BB'=CC'=cosca =%
B'B"=C'C"=cotga = %
Por lo tanto:
plz—BBI:—g p3:O p7:0
_ _ e D
p2—0 p4—0 pg—CC—4
=B
p6 :CCI: %
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i =2

Segunda columna de A
=1y g =0

[

Deformada elemental

En el ejemplo la rotacién se considera horario positivo (figura 9.20.2) de ahi la forma de ésta

deformada elemental y la siguiente.
pl =-1 p3 =1 p7 =0
p. =0 P, =0 Ps =0
ps =0
Ps =
* Terceracolumnade A
pr =1

p. =0
P2 =
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. _

2 0 v

0 -1 0 |

0 1 0
|o 0 -1 '|

Z 0 0
_______________ |

0 0 1 |

| 4 0 0 |

9.3 RELACION ENTRE CARGAS GENERALIZADAS Y FUERZAS INTERNAS

9.3.1 Introduccién

Las cargas generalizadas Q de una estructura pueden transformarse en cargas internas P
por medio de la matriz B . En efecto se tiene por definicion que:

P=BQ (9.3)

Donde B es una matriz de equilibrio de orden mn, siendo m el nimero de filas que sera igual
al nimero de coordenadas P y1 el nimero de columnas que es igual al nimero de grados de libertad
de la estructura. Un término cualquiera Bjes el valor de la carga interna del elemento P

correspondiente al estado de cargas generalizado Q; =1 y las demas nulas.

Si P =B Q se puede demostrar facilmente, aplicando el principio de los trabajos virtuales

que: q=B"' p con lo que se obtiene otra ecuacién de compatibilidad, ahora se obtendréa B' por
geometria de deformacién siendo mas dificil su calculo.

Finalmente se destaca que mediante la matriz B se obtiene la matriz de flexibilidad de la
estructura F .

9.3.2 Definicién

Cuando la matriz B se puede determinar usando solo la estatica el sistema se llama:
“Estaticamente Determinado”.

9.3.3 Relacionentre By A
Se puede establecer una relacion entre las dos matrices de la siguiente manera. Se sabe que:

P=kp (9.4)
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Pero p= A(. Al reemplazar en (9.4) se tiene:
P=k Aq
Asuvez q=F Q, sustituyendo se tiene:
P=(KAF)Q
Comparando ésta ultima expresion con la ecuacion (9.3) se tiene:

B=kAF (9.5)

En la ecuacion (9.5) la matriz K es diagonal y est4 compuesta por la matriz de rigidez de cada
uno de los elementos de la estructura. Un ejemplo de aplicacion de ésta relacion se presenta en el
ejemplo 10 del apartado 9.4.1.

9.4 CALCULO DE LA MATRIZ B
9.4.1 Coordenadas P — p usuales

Para diferenciar del sistema de coordenadas P — p arbitrario, se denominan coordenadas
usuales de los elementos a las presentadas en la figura 9.2.

o EJEMPLO 8

Obtener la matriz B del pértico plano indicado en la figura 9.21, cuyos elementos se
consideran totalmente flexibles.

3 B Ao c
lo
Ao
L lo
A i\
L L J
1g |

Figura 9.21 Estructura de Ejemplo 8
. SOLUCION
La estructura tiene una rotacion en el nudo A, por ser apoyo fijo; tres grados de libertad en el

nudo B y dos grados de libertad en el C, por ser rodillo. En la figura 9.22.1 se presenta el sistema de
coordenadas generalizadas y en la 9.22.2 el sistema de coordenadas de los elementos.
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3 ~ —
, 8 p
2 . i s 3[' ., 5 ) s
]/ N A\ /_»:— —/
o « I: b -
.
2
RS
3 (| 2
]/ |/

Figura 9.22.1 Sistema Q —q  Figura 9.22.2 Sistema P —p

= Primera columna de la matriz B
Q=1 Yy Qi =0 =1
B [~
—n
1
It
'/ \"
\\_‘__/I
A
2 18
L
Q:

Carga unitaria

— =

Al aplicar un momento unitario en el nudo A se producen dos reacciones gque valen

o Equilibrio del nudo A

Del equilibrio de la junta A se obtiene que en el elemento AB actia una fuerza axial de

o 1 L ) :
compresién que vale = y un momento unitario. Nétese que estas acciones luego pasan al elemento

cambiadas de signo, como se vera mas adelante.
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o Egquilibrio del nudo C

Para equilibrar el nudo C en el elemento BC existe una fuerza vertical de magnitud

o Equilibrio del elemento AB

,—'..

4

SN

Para equilibrar el elemento AB se requiere que en el extremo superior actle un momento
. _ . 1
horario unitario y una fuerza de compresion iguala = .

o Equilibrio del elemento BC

/B>
1

C
N 11_
-4
5 L
L

Para tener equilibrio de las fuerzas verticales es necesario que en el extremo izquierdo del

elemento BC actlte una fuerza vertical [ hacia arriba y para obtener el equilibrio de momentos se

necesita que en ese punto exista un momento unitario. Se deja al lector que verifique el equilibrio de la
junta B. Una vez encontradas las fuerzas y momentos en cada uno de los elementos, por medio de

equilibrio, se observa el sistema P —p de la figura 9.22.2 y se encuentran las cargas P, que son las
siguientes.

P =1 P, =1
P2 :—1 P5:0
P3:_% P6:0

Los elementos encontrados corresponden a los términos de la primera columna de B .
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Para hallar las demas columnas de la matriz B se procede en forma similar. En lo posterior se
presenta el estado de carga elemental con las reacciones que actlan en la estructura y el equilibrio de
elementos, dejando al lector la justificacion de los pasos intermedios.

" Segunda columna de la matriz B

Q=1 vy Q=0 i #2

-
1 L
C 1 (
B ¢ lgs 4B c
= Y T,
Ml U 1
1 L
A A\ Al 1
fomte
— 1
1

Carga unitaria Q, y equilibrio de elementos

P =0 P,=-L
P,=L P: =0
P3 =1 P6 =0

] Tercera columna de la matriz B

Q; =1 y Qi =0 i =3

Carga unitaria QY equilibrio de elementos

P1:O P4:O
P2: P5:0
0 Ps =0
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Cuarta columna de la matriz B

Qi=1y Q=0 i#4

/B ¢

1 T

\ 1/

—p 1
L2 L
L

|- ﬂ 0

=
=

Carga unitaria QY equilibrio de elementos.

P]-:O P4:1
P2:0 P5:O
sz_% P6:0

Quinta columna de la matriz B

Q=1 y Q=0 i#5

B C 1 /,1\ 1 ,/ - 1
/ 3 |/ \ \ _9» P
vl 1 L
1

Carga unitaria Qs Y equilibrio de elementos
P =0 P,=-L
P2 = L P5 = 0
P3 :1 PG :1
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. Sexta columna de la matriz B
Qs=1y Q=0 i#6
B8 ¢ .4 ’_1\ 1 :I/-—‘L 1
il R ST ‘]
o | _‘\f’ B 1
1 1
1
A 1 A
A W
1
1

P =0 P, =L
P2:L P5:O
P3:1 P6:1
(1 0 0 0 0 0 |
‘—1 L 0 0 L 0
_& . . 1 . 1
| L L
|
~ b 0 _L 0o
0 0 0 1
0 0

o EJEMPLO 9

Hallar la matriz B para la estructura de la figura 9.23 en la cual sus elementos son axialmente
rigidos. Si los sistemas Q —( y P — p son los indicados en la figura 9.24.

Al B =
| El=2
A= 00
El=1
A= 00 am
L
L Em 4m .
" 1

Figura 9.23 Estructura de ejemplo 9
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e  SOLUCION

1

] , I

Z &
2 AT
»‘l '\_;__ -'31 \__,1
4
\\ 3
'\\_,)

Figura 9.24 Sistema Q — y Sistema P — p

] Primera columna de la matriz B

Qi=1y Q=0 i=#1

| < .

B \t/
1 1
C
C

Carga unitaria Q; y equilibrio de elementos

Pr=-5 ps =0
p2:0 p4:0

Segunda columna de la matriz B

Q. =1 Yy Qi =0 i #2

1.».\

( 1 (4 |/;.1 ~ ) B
\JA R S, e
c

Carga unitaria Q, y equilibrio de elementos

p,=-1 ps =0
p, =1 ps =0
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. Tercera columna de la matriz B
Q:=1vy Q=0 i=3
ey | —
1 ‘.'/ 7 /“"4 4~ '--\I
E _ y v
8 N,
1
Carga unitaria Q3 Yy equilibrio de elementos
P =—4 ps =—4
P, =4 ps =0
= Cuarta columna de la matriz B
Qi=1y Q=0 iz4
. 1 1
" - ™
< ( )
AR Nz N

Carga unitaria Qg y equilibrio de elementos

pp=-1 ps =-1

P =1 ps=1
{—5 -1 —4 1 1
| 0 1 4 1
0 0 —4 1
0 0 0 1

e EJEMPLO 10

Para la estructura estaticamente indeterminada de la figura 9.25.1. Hallar la matriz B si se
conocen las matrices de flexibilidad de la estructura F y de compatibilidad de deformaciones A para
el sistema de coordenadas Q — ( de la figura9.25.2y P — p de la figura 9.25.3.
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_”_B Elo=1 C 14 \2 /3 L~ a
o= O |
Elo =1 Elo=1 0
H |A=o0 A=00

o)
7
=
ol
oI
o
s,

* 7 . w  O- oo e bz
I H -
Figura 9.25.1 Figura 9.25.2 Figura 9.25.3
(100 ]
| 1 H 0
[5H° ~3H ~3H1 e an
F:~8|;H—3H 13 -1 || A= 00K HO
L—SH 1 13 |
N
1 0 H
100 ]
e  SOLUCION

Las matrices de rigidez de los elementos, para el sistema P —p indicado en la figura 9.25.3,
son.

@.

o o P o © O

oo N - O O
P o ©O O O o
o O



360 Roberto Aguiar Falconi

UFA-ESPE
100
(2 1000 0] |1 H 0
1 \V) v vy \__
720 | ‘ I3 _3H “3H]
B=. . |—3H 13 _1|
o 012 00HIO  on e ol
0000 2 1||—| ’ L_BH -1 ]
000012 |1 o H
{100 |
|
_11H
[ |
AH -
1 hoH 25H 1UH |
4£|‘||—9—!—|“ |
B = Lﬁllll' ——————————————— |
H |
] _10H

) |

i
|

La matriz B también se la puede obtener transformado la estructura indeterminada en
determinada para lo cual se necesita una estructura auxiliar.

9.4.2 Coordenadas P — parbitrarias

El Ejemplo 11 ilustra el uso de éstas coordenadas. ]
g \,\ 7

7. e ¥
D 1 ‘\ 5 T /7 / 8-\
[ ] E’J E\I PEG—N4&—. |o —_— i = ./ /4 - \l,‘\' » /I
3~ ./ { , e b2

L, Ca @qﬁr‘)la matriz B de la ¢structyira de la figura 9.26.1gsi el sistemal défoordenadas Q—c

es ¢l preseptado en la figura 9.26.2|y el sistema de coordenadas de miemsg e) indigado en la figurg
- . . -~ L3 Y G
9.26.3 engpe se utilizan varios gistdmas de.coordenadas fara;loselementos:t; l
ES | 7 - e oy T ; T,
4+ o 1:/ \1 Bt 4+
L1 A=o00 1
lo i
Q-3 P-p
4 A

L>

xF R
= 2




Figura 9.26.1 Figura 9.26.2 Figura 9.26.3
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e  SOLUCION

] Primera columna de la matriz B

Q=1 vy Q=0 =1

1_¢C 0

\\‘m
L

\1/

A'—1

Carga unitaria Q) y equilibrio de elementos

P]_:Ll P3:0 P5:—L1 P7:0
P2=—1 P4:O P6=O P3=O
= Segunda columna de la matriz B

Q. =1 Yy Qi =0 =2

¢ b

c D
1 B E
B
g, —
8 E
n
‘L1 Y
N dlz
A Ve—

I
o
o0
I
o
0
I
o

P1=0 P3
P, =-1 P,=0 Ps =0 P, =0

361
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Pl:]' P3:O P5:—1 P7:0
P, =0 P,=0 P =1 P,=0
Cuarta columna de la matriz B
Q:=1y Q=0 i=4
C D ¢ 0
Cc
1/ - E
B \'.1
A
Cv'v}n ‘1
- \al/
Carga unitaria QY equilibrio de elementos
Plzl P3:O P5:0 P7_
P,=0 P, = Ps = P, =0

Roberto Aguiar Falconi

UFA-ESPE
Tercera columna de la matriz B
Q:=1 vy Q=0 i =3
E\ D = o p
il / €] )y
1
1
B E " \I
@ J E
TS
=t 1
. 1
i WY

Carga unitaria Q3Y equilibrio de elementos




ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS

363

Quinta columna de la matriz B

Qs =1 Yy Qi =0 15

1 1 -
s ™
TS \
. :'D o \& L/
1
B [ |a
B \ % B E
P
1
(1A
o 1n_|a)
Carga unitaria Qs Y equilibrio de elementos
Plz—l P3:0 P5:1 P7 :1
P2:0 P4 Pe——l P:—l

Sexta columna de la matriz B

he "
/]L 3o c/ D
\\_ e
1] [ 11
4 L?
E I‘l /1
i
B g . ]
;ip
\-L;
1A
r::i’;u PR L : Ls
‘\ A v '.\ /.'
%1 1'}'&
Carga unitaria Qg Y equilibrio de elementos
Pl:Lz P; =0 Ps =-L, P, =—-L,

P =0

8
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Séptima columna de la matriz B
Q=1 y Q=0 i=#7
C D 1 1
C,— R 1,
D
/ L
( ¥
E B/ 1
E
1T—
2L
1‘;“,/T
A

Carga unitaria QY equilibrio de elementos
Pl = L1 P3 = O
P4 = 0

P2 :—1

Octava columna de la matriz B

P5=—|—1
P5:O

Qs =1 Yy Qi =0 i %8

Pl —l P3 :1
P4 = —1
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Novena columna de la matriz B

Q=1 Yy Qi =0 1#9
c
¢ —D C D
-
e S p j""-B- €
CRY
.i_...iLz
J " -_TL:
il
Carga unitaria Qg Y equilibrio de elementos
Pl:LZ P3=—L2 P5:0 P7:0
P, =0 P, =0 Ps =0 P,=0
Décima columna de la matriz B
Q10 =1 Yy Qi =0 i#10
c
c D c D
E
E. 1
2 - E1
—1—-0
B
Ly
1 |/--u-!5n; ’Ll
Poaotf 1\\ S
A
Carga unitaria QyY equilibrio de elementos
Pl = 0 Pg = 0 P5 0 P7 = 0
P2 = —1 P4 = 0

P.=0
Luego, la matriz B, es la siguiente.
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[Ll o 1 1 -1 L L -1 L o0 ]
™t 1 0 0o 0o o0 -1 0 0 -1
lo 0 O 0 0 O 0 1 -L, 0
| 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0
Lo -1 0 1 -, -L. 0 0 0
o 0 1 0 -1 L 0 0 0 0]
© 0 0 0 1 -, o o o o
lo 0 0 0 -1 0 o 0 o0 o
9.5 EJERCICIOS PROPUESTOS
En las siguientes estructuras. Se pide:
i) Seleccionar un sistema Q —q y P — p apropiados.
if) Determinar lamatriz A talque p=Aq

Ejercicio N.- 1

\ sz
2m
El=3
A=00
10m
El=1 Ei=2
g A=o0 A=o00
}_ 12m 'I
Ejercicio N.- 2
El=4 E|l=5
A=o00 A=00
El=1 El=2 3m
A= A=00
]m
L 3m 2 5m i4m |
[ 15" 7
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Ejercicio N.- 3 Ejercicio N.- 4
A= co A=
I=co | =00
A=ao0 A=o00 A=co A=ao
lo lo im lo lo
A= A= 00 A= 00
I=00 1=00 lo
A=o0 A= 00 3m A=co A=co A= co
lo lo lo lo lo
A=co A=co A=00 A=co
| =co lo 1=00 lo
A=co A= 00 3 A=oo A=co A=00 A= 00
lo lo o Io lo lo lo
L L K 3m | 3m | 3m |
I i T T "l
Ejercicio N.-5
5
3m
— b, 4
1
3Im 3m
N
6m 3m
| |
[ X |
Ejercicio N.- 6
Y
3m
v

5m

367
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Ejercicio N.- 7

3m

/

2 L 5m ,]—1
[L- 7

Ejercicio N.- 8

| am
| ™ |

| 4am

Ejercicio N.-9

Encontrar la matriz A para la siguiente estructura, empleando los sistemas de coordenadas
Q—q y P — p que seindican, si todos los elementos son axialmente rigidos. Existen 4 coordenadas

P — p en cada elemento.
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\ 777
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En las siguientes estructuras seleccionar sistemas Q —q y P — p apropiados y determinar la

matriz B talque P =B Q

Ejercicio N.- 10

El

3m

El=10

El=6

e Sm gl W

Ao

1
]

T

Ejercicio N.- 11

Resolver el ejercicio anterior considerando que todos los elementos son axialmente rigidos.

Ejercicio N.- 12

Ejercicio N.- 13

- Elo=1
A= 00
i Elo=2 Elo=2
A=o00 A= 00
= %
FAN
L 6m |
r "

Elo=1

A= o0

Tm Elo=2
A=o00

6m

i

-

Elo=2
A=00
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Ejercicio N.- 14

Calcular la matriz B para la siguiente estructura empleando los sistemas de coordenadas de

la estructura y de los elementos que se indica a continuacion.

Roberto Aguiar Falconi
UFA-ESPE

f_'\
|

&4

ol
'
p=l]




CAPITULO 10

CALCULO DE LA MATRIZ DE RIGIDEZ DE UNA ESTRUCTURA
POR MEDIO DE LA MATRIZ A

RESUMEN

Se presenta el célculo de la matriz de rigidez de una estructura de dos formas a saber: la
primera trabajando con toda la matriz de compatibilidad de deformaciones y la segunda, que es la que
mas se utiliza, calculando con las sub matrices de la matriz A. Se realizan una serie de ejemplos
considerando diferentes sistemas de coordenadas en los elementos y estructuras mixtas con elementos
de hormigén y de acero.

Un pértico de acero puede resolverse como que fuera de hormigén armado, considerando tres
grados de libertad en cada uno de los nudos, siempre y cuando los nudos sean pre calificados por el
AISC de tal forma que sus elementos tengan capacidad a flexion, para esto se presenta un nudo
calificado para que el lector vea cuando puede modelar una estructura de acero, en el plano con tres
grados de libertad; esto en contraste con las estructuras de acero con uniones simples.

Para que el lector pueda desarrollar los triples productos matriciales que se requieren para
calcular la matriz de rigidez, se recomienda el uso de MATLAB.

10.1 FORMULACION MATRICIAL

En los capitulos anteriores se estudio con detenimiento las siguientes ecuaciones:

p=AqQ (10.1)
Q=AP (10.3)

Al sustituir la ecuacion (10.2) en la ecuacion (10.3) se tiene:
Q=Akp

Si en ésta Ultima relacion matricial se reemplaza la ecuacion (10.1) se obtiene:
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Q=(A"k Ajg (10.4)

Por otra parte se conoce que:

Q=Kq (10.5)

De las ecuaciones (10.4) y (10.5) se deduce que la matriz de rigidez de una estructura se
obtiene realizando el siguiente triple producto matricial:

K=A"k A (10.6)

Donde K es la matriz de rigidez de la estructura; A es la matriz de compatibilidad de
deformaciones; K es la matriz que esta conformada por las matrices de rigidez de cada uno de los
elementos de la estructura colocados en la diagonal.

Desde el punto de vista matematico, la deduccién de la ecuacién (10.6) no es rigurosa,
concretamente no se ha justificado el porqué de los paréntesis que se presenta en la ecuacién (10.4).
Esta omision por parte del autor se lo ha realizado con el propdsito de no desviar la atencion del
estudiante y lo més importante presentar el problema de una manera sencilla. Una demostracion mas
rigurosa implicaria el estudiar primero aplicaciones lineales:

f:R" >R

Y posteriormente espacios vectoriales. Con ésta aclaracion se pasa a realizar ejercicios que ayuden a
comprender el uso de la ecuacion (10.6).

o EJEMPLO 1

Para la estructura, presentada a la izquierda de la figura 10.1, cuyos elementos son axialmente
rigidos, se pide calcular la matriz de rigidez, utilizando el sistema de coordenadas ( — g indicadas a la

derecha de 10.1. En las figuras 10.2 se presenta el sistema de coordenadas de los elementos P — p
y la numeracion de los elementos con los cuales se hall6 la matriz A.

e

10

s b

12

Figura 10.1 Estructura de Ejemplo 1 y sistema de coordenadas Q —(
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Figura 10.3 Sistema de coordenadas P — p y numeracién de los elementos.

La matriz A que se obtiene es:

I 1]
0 0 »
1 1
0 =
6
______________ |
0 0
ot 1
______________ |
0 1 1
10 )
0 0 >
[ 10 ]

e  SOLUCION

En éste capitulo no se calculara la matriz A que fue estudiada en el capitulo anterior. Es
responsabilidad del lector realizar su comprobacion.

Por ser los elementos axialmente rigidos, hipétesis del Ejemplo, la matriz de rigidez para
elementos de seccidn constante y al despreciar el efecto de corte es:

AE| :
_ B |
| 2EI 4E1 |L 7|1 2|

L L |

Para los datos numéricos del Ejemplo, se tiene:



lFZ 1] K@ — 3 KO — 2r2 1]
3|1 2| 2 10 L 2] 5(/1 2|

La forma de la matriz K que consta en la ecuacién (10.6) para el ejercicio es:

k“=| |1
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[k‘” 0 0
k=10 K@ 0

o @ |
L 0 K™ ]

Al sustituir los valores obtenidos se encuentra:

2 1 ]
| 1 0 0 0
3 3 O||
. 2 0 0 0 0l
3 3
0 0 3 U3 0
_ 10 210
o 0 3 30 0
210 10
4 2
0 0 &2
0 0 5 5
2 4
0 0 0 2 |
k s )

Al efectuar el producto matricial A' k A se obtiene la matriz de rigidez de la estructura K .

[ 1.616 0.474 o.167w
K ='0.474 1.749 0.120
| 0.167 0.120 0.080 |

10.2 CALCULO DE K TRABAJANDO CON SUBMATRICES

El calcular la matriz de rigidez de una estructura por la forma propuesta en el apartado anterior
implica trabajar con matrices cuyo orden es demasiado alto. Por éste motivo se busca un algoritmo de
calculo que conduzca a los mismos resultados pero trabajando con matrices de menor orden. Para

lograr este objetivo se recuerda que la matriz A es particionada. En efecto ésta matriz esta compuesta
por sub matrices, tantas como elementos tenga la estructura.

En el ejemplo anterior se tiene que las dos primeras filas de la matriz de compatibilidad de
deformaciones A corresponden al elemento 1, las dos siguientes al elemento 2 y las dos Ultimas al

elemento 3.
0 0 1
AD _ 6
1 0 1 J
] 6
Aw _ |r1 O—I
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1
0 .
AO _ 10
0 0 .1 J
] 10
En funcion de las sub matrices, la matriz A para el ejemplo 1 es la siguiente.
AY ]
A:| A® ||
(©)] ’
AT

_A(l) _’
A(Z) |
A=| A |
A |J
Entonces la matriz At resulta:
A =[AD @ ADY A

Al realizar el triple producto matricial A" K A con las sub matrices y considerando que la matriz

K esta compuesta por las matrices de rigidez de los elementos colocados en la diagonal se obtiene:
— (OIS ORYNO)
K= A"k A (10.7)
i=1

Donde n es el nimero de elementos que tiene la estructura. La sumatoria se realiza hasta n
cuando la estructura analizada no tiene elementos totalmente flexibles. Para el caso de que la

estructura tenga elementos totalmente rigidos, primero la matriz A ya no tendra n sub matrices si no
menos, tantas como elementos totalmente rigidos se tengan. Luego la sumatoria ya no sera hasta n.

e EJEMPLO 2

Por el procedimiento descrito en el apartado 10.2 calcular la matriz de rigidez de la estructura
presentada en la figura 10.5. Cuyo elemento vertical es transversalmente rigido.
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2 — a3
Ao A | f S :
lo { E & V| t[ = = {
i 2
Ao
I1=00 H
WEL
N/
ALY 4 | e FAN
| L u
I k|

Figura 10.3 Sistema de coordenadas de la estructura Q —(q y de elementos P — p

e  SOLUCION

Al centro y a la derecha de la figura 10.3, se presentan los sistemas Q—q y P—p
respectivamente, para los cuales se obtuvo la siguiente matriz A.

.
———————— |
1 1
A=
; ’
1
0 L
H 0 J
Para el ejemplo se tiene:
4El, 2El,
|—— 0
L
K™ = ||__EA0—| k(2) — } _2E|0 4El, 0
H L L

El resultado de los productos matriciales reporta:

0
ADUR@ A®
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4El, EAH? 6EIl, |
- + — -
ADU@ A0 | L L L?
6EI, 12EI, |
L2 s
o 0 | [4EL , EAH’ 6El, |
K = Ea, " L U
0 S| 6EI, 12E1, |
u |l |~|| L® L’
| 4El,  EA H?
|- 4=
k=| b L
[ 6EI, 12E1, EA,
L2 COH

e EJEMPLO 3

Las columnas y viga de la estructura de la figura 10.4 son de hormigén de armado y fue
reforzada con una diagonal de acero, la misma que ha sido modelada como una unién simple. Se
considera que la viga es axialmente rigida; las columnas tienen un &rea 24, y un momento de inercia
a flexién 1ly; la viga tiene una inercia |y y la diagonal de acero 4.

En la figura 10.5, a la izquierda se indica el sistema de coordenadas generalizadas y a la
derecha el sistema de coordenadas de los elementos. El médulo de elasticidad del hormigon es i, y el

maodulo de elasticidad del acero k. Se pide:

i) Obtener la matriz de compatibilidad de deformaciones 4

ii) Presentar los triples productos matriciales que conducen al célculo de la matriz de rigidez
por la segunda forma de célculo.
iii) Encontrar la matriz de rigidez de la estructura.

a A c

|O /'k‘

3m

| 4m 1
1

Figura 10.4 Estructura mixta de hormigén y acero.



