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En resumen, Q1 es el trabajo virtual del sistema de cargas, presentado a la derecha de
4.26 en ladeformada elemental correspondiente a 6q1. Para calcular Qz se debe evaluar el trabajo
virtual del sistema de cargas en la deformada elemental dgz, etc. En consecuencia se evalla una

por una las componentes del vector de cargas generalizadas Q

e EJEMPLO 6
Calcular el vector Q , empleando trabajos virtuales, para la estructura de la figura 4.16, que

tiene dos elementos axialmente rigidos. Considerar el sistema de coordenadas generalizadas indicado
en la mencionada figura.

e SOLUCION
» Célculode Q

oqi=1 y 8gi=0 i#1

En el triangulo
cCc’C”  se  tiene:
C’C” =Cotg o. = 3/4

El trabajo virtual del sistema de cargas de la figura 4.26 en la deformada elemental dibujada,
vale:

Q. =TV =1000(kg)*1 +3000(kg m)+*0—8000(kg +Y

AW

La carga horizontal de 1000 Kg que actta en la junta B produce un TV positivo, toda vez que
el nudo B se desplaza a B’ en la misma direccién de la aplicacion de la carga. En cambio la carga
vertical de 8000 Kg que gravita en el nudo C hacia abajo genera un trabajo vertical negativo ya que la
junta C se desplaza hacia arriba hasta C’. El momento de 3000 Kg.m no produce TV ya que la junta B
no rota.

Sea Y el trabajo virtual producido por la carga uniformemente distribuida, ver figura 4.27, en la
deformada del elemento horizontal. Para un elemento diferencial i, la carga concentrada vale ? i,
hacia abajo y el desplazamiento para ese punto es »(x) hacia arriba. Por lo tanto, el trabajo virtual es
negativo.

l

= [ —Pu()dr

0
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Figura 4.27 Trabajo virtual para una carga distribuida.
Al remplazar valores se tiene:
4
Y = j —1200 * v(x) dx
0
V(X) = V1 §2(X) +01¢3(X) + Vas (X) +02¢ps (X)

En la deformada elemental se tiene que V; =0,0:=0,0, =0y v, = i . Luego:
V() = 3x _2x*)
A L’ J

Reemplazando en la integral el valor de v(x):

414
Y =-1200] > [3[3X* _2X \lT@X =0y , - X . =—1800 Kg
ba"2 e L 210,

Por lo tanto, la carga generalizada correspondiente a la coordenada gz vale:

Q1 = 1000 Kg. -6000 Kg. -1800 Kg. = - 6800 Kg.
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= Célculode Q,

6g2=0 y 8gi=0 i#2

PE
A
t

En este caso solamente la carga distribuida produce trabajo virtual.
4

Q, = j —1200. v(x) .dx

0

V(X) = Vg 2 (X) = 1|6 1—_3i<22 +'2§ \.)

Q, =—1200J“|(1— 3X°

2X )
+2 dx = —2400K
et szx g

= Célculode Q3

ogs=1 y 8gi=0 i#3

4
Q, =3000 Kg m. *1 + j —1200 v(X) dx
0

0920 26 =17 X 1- >L<)

127
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. 2
Q: = 3000 -1200{ X |(1— X ) dx =1400 (Kg.m)
0

= Célculode Q

oqz=1 y 6gi=0 i#4

s
AN

j —1200.v(x).dx

0

Q.

V(X) =02 s (X) =— .XLZ (1_ f)

2

X

4
Q. =—1200( -
I~

(1—~)If)dx =1600 kg.m.

Por lo tanto, el vector de cargas generalizadas, es:

= 6800—’
_| 2400

1400
1600

Es mas laborioso el célculo del vector Q empleando trabajos virtuales pero para ciertos
problemas puede ser de gran utilidad.

4.3 EJERCICIOS RESUELTOS

o EJEMPLO 7

Todos los elementos del pértico de la figura 4.28 se consideran axialmente rigidos. Se pide:

i) Seleccionar un sistema de coordinas Q — ( apropiado.
ii) Resolver el Problema Primario.
iii) Senfialar cual es el Problema Complementario.

iv) Determinar el vector de cargas generalizadas Q
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e SOLUCION

6m

12m Lo

0om

Figura 4.28 Estructura de Ejemplo 7

i) Sistema de Coordenadas Q —(

Figura 4.29 Sistema Q —q

129

Al elemento EC se lo va a considerar como un voladizo. Por lo tanto hay que calcular las fuerzas
exteriores que acttan en el nudo C por efecto de la carga de 1.5 T/m.

15 TIm
1SRRI PRN4RINNRRIRININ
E
Im
M~ | 2m
o 12m s e’

Mc =1.5% 92'20)2 =108Tm.

V¢ =15%12=18T
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Estas fuerzas V¢ y M¢ actiian en el nudo C, con sentido contrario en el resto de la estructura
como se indica a continuacion, sin el voladizo.

18T

9108 Tm

D

bl
Figura 4.31 Estructura con carga equivalente del voladizo

Sena =-,.4 Cosa :-,.12 Longitud BC = '160 m.
160 160
iii) Problema Primario
—5Tim 187

‘P E
'

1CETm
=),
Ex

R1

il
Figura 4.32 Problema Primario, ¢ =0

e Descomposicion de la carga distribuida

Wy =W X cosal Wy =W 2X senal

AX AX
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Pero .AAX =Cos a . Luego las cargas uniformes distribuidas perpendicular y axial al eje del
X
elemento son:
W, =W Cos’e =W 124 457
160 m

48 T
w, =W Seng, Cosg =W- " =1.5.
T80 T m

Donde W, es la carga uniforme distribuida que actGa perpendicular al eje del elemento y W
es la carga uniforme distribuida que actia axialmente al eje del elemento.

o Equilibrio de Elementos

Nz

-z

o =N
L ]
‘Q/
ra
\We
'/

N;'M\\(Na

\Va

La resultante de la fuerza axial WYy es igual a la carga uniforme distribuida axial por la longitud.

Wy =w, 160 =1.5% 160 =18.974T.
Ve =V, = W 160 _ 4.5 160
2
W, %160 4.5%160

12 12

=28.460T.

Mg =Mc =60.00 Tm.
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. Equilibrio de Nudos

ZFX:O =
Y F =0 =
ZM:O =

ZFX:O =

ZFY:O =
ZM:O =

Nudo B

(N =W, )Cos o +Vs Seng,
N, +(N =Wy JSeng, -V Cosg, =0
M B + Rl = O

Ve seng, — N Cosg, — R;
-V, Cosg, — N seng, =18+ N, =0
R2 —108 - MC = O

iv) Problema Complementario

Roberto Aguiar Falconi
UFA-ESPE

=N=9487T.
= N; =30.00T.
= R; =-60.00 Tm.

= Rg =0
= N, =48.00T.
= R, =168.00 Tm.

60 Tm

\

168 Tm
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V) Vector Q
[- 60.00]
Q= | 168.00
| 000 |
e EJEMPLO 8

Obtener el vector de cargas generalizadas Q para el pértico plano de la figura 4.8, empleando
trabajos virtuales.

12
— 00 Kim
30C0K/
B A= T
\"1500 Km | =eo
Kick 30m
lo
A
TR, , X
fe S0m " B0m "
Figura 4.33 Estructura del Ejemplo 8.
e SOLUCION

i i

wm. .z

Figura 4.34 Sistema Q —q
a. Cdélculode Q

8q:=1 vy &0i=0 i=1

|
s

CI
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Q; =3000 *1+1500 * 0 + 2000 * 0 = 3000 Kg.

La carga uniforme distribuida en este caso no produce trabajo virtual por
deformada elemental.

la forma de la
b. Célculode Q,

5
Q, =1500 *1+ 2000 *1— j 1200 v(X) dx
0

Para el elemento CE se tiene:

El valor de V; se obtiene aplicando el siguiente artificio en el elemento BC. Cuerda CC' dividido

para el radio que viene a ser BC es igual al angulo unitario. De donde CC'=BC. Este artificio Uinicamente
se aplica en los elementos | =00, El valor de V(X) resulta:

V(X) = Vg, 2(X) + 1y 3() =€| | 1_3X; + 2X7 4 x] 1X

2
O AN Lj
Sustituyendo el valor de v(x) en Q, se tiene:

Q, = 3500 —1200J5||5|(| 1-3X° 2 |

XX
o UL +'>34_3 )L 'Lj }dx

)

Luego de realizar la integral y reemplazar los limites respectivos, se halla:

Q. =-14000 Kg.m.

Vector Q Q= |L_14000 |

[ 3000 ]
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e EJEMPLO 9

Con relacién al Ejemplo 8, ahora se pide:

a) Resolver el Problema Primatrio.

b) Cual es el problema Complementario.

c) Obtener el vector Q.

e SOLUCION

a) Problema Primario

Fis IS

1200 K!m
L

| A2000 Km EE

D
BT
e Equilibrio de Elementos
1200 Kim
N‘_{E‘ c‘ijz K
2 ru, \T/ 2500Km . N
Ueld Heu T
4 5 5 C 3000 K 3000 K
A D
NJ
e Equilibrio de Nudos
Nudo B
Moy’
-3
1500k m
Ri_3000/, Y v N
23
R, H

135
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ZFX:O = 3000-R; —N, =0
( T l2o
ZFYZO = N]_——M u B
5
ZM:O = R2+M_1500:O
Nudo C
3000K
u i
. .
\1, \k 2500Km
000 A m
Mo
-5
Figura 4.9.3
ZFXZO = N2=0
e " 30000
5
ZM=O = 2500+ p —2000=0

Resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene:
1 =-500 Kg. m. R, =3000 Kg. R, =-14000 Kg. m.

b) Problema Complementario

3000 K. ™\ E
" 44000 Km

c) Vector de Cargas Generalizadas Q

|F 3000 |
| —14000 J'
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e EJEMPLO 10

Para la estructura de la figura 4.35, encontrar el vector de Cargas Generalizadas Q a través
del Problema Primario y Complementario.

4000 K

20m
6000 Kim

a0m

L 50m g 0m

Figura 4.35 Estructura del Ejemplo 10.

Se va a calcular para los siguientes sistemas de coordenadas Q —(.

At

Figura 4.36 Sistemas de Coordenadas Seleccionadas

Sistema de coordenadas A Sistema de Coordenadas B

e SOLUCION

=  Parametros Geométricos
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Sena. =-,.2 Senp =5
: - 34
Cosa =-,.5 Cos =-..3
- 29 - 34
2 5
Tgo = < Tgp =2
gor = aB 3

Por didactica se transforma la carga repartida en fuerzas y momentos actuando en los nudos,
para ello se debe determinar las fuerzas y momentos de empotramiento perfecto que actdan en el

elemento CD.
< 6000 K/ m
\ oty
oy {V
Ax \wy

o

Yb Qx

Figura 4.37 Descomposicion de cargas

W, =6000Senp %Y ~ 6000Sen’ = 4411.765 Kg /.
X

Wy =6000Cosf3 %Y =6000Cosp Senf =2647.059 Kg/m.
X

En consecuencia las acciones de empotramiento perfecto, son:
0 | coaruol| LX) ax= //1/.43( Kg
0
r 3 w1137 2X*)
Ve = J’WY g2 (X = J' 44117651 127 4 - Uix=12862.395 Kg.
0 0 k L23 L33

Ls 34 . ( %2 | X3 .
M, = jWY¢3(X)dX= J 4411. (65l X =21 + A, \|dx_14500.001 Kg.m
0 0 \ Ls Ls )

) ,.
No = Wiy () dx= J342647.059I(|'X\ « = 7717.437 Kq.
L
0 0 \ 8
| L

Ls 34 . ( X2 | X? .
M, = IWYq)ﬁ (X)dx = I 44107691 =~ + 2, \|dx_—1z5oo.001 Kg.m
) ] \ L L)

Ls 34 ] 2 3
Ve = [Wy gs()dx= | 4411-7b5l(|3X —_2>L<33 \Uix:12862.395 Kg.
0 0
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7717 437 K,
J 12500.001 Km.
12862.395 K.
12500001 Km.
TINT AT K,
12062.395 K.

Figura 4.38 Acciones de empotramiento perfecto

En la estructura estas fuerzas actlian con sentido contrario. Por lo tanto el nuevo estado de
cargas es el siguiente:

4000K

77174 K\J 12862395 K
C 3000 K

Figura 4.39 Estructura con cargas equivalentes.

Es conveniente tener solo fuerzas horizontales y verticales en el nudo C para esto se deben
descomponer Nc ¥ Vc.

Nev = Nc Senp = 6617.648 ({ |
New = Nc Cosp =3970.589 (—)
Ven =Ve Senp =11029.413 (—)
Vev =Ve Cosp =6617.648 (1)
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Por lo tanto, la fuerza horizontal que actla en la Junta C, vale:
18000.002 Kg = 3000 +3970.589+11029.413 (<)

Y la fuerza vertical, vale:

4000 Kg = 4000+ 6617.648 —6617.648 (1)

4000 K

l N 18000002 K

12300001 Km

12500.001 K.m | /1862395 K

Al tener Unicamente fuerzas y momentos en las juntas, la solucién del problema se simplifica
notablemente.

e SISTEMA DE COORDENADAS A

Problema Primario

Figura 4.40 Problema Primario para sistema de coordenadas A. =0

« Equilibrio de Elementos

o
I <
P g %;E
Az \J(U‘u

Vzs

D

A
Iy
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« Equilibrio de Nudos

| —

v —2000=0

ZFX =0 = . L
29 29
+
D> Fy =0 = N—(-“.. “)-..5 =0
- 29 - 29
> M=0 =  u-1000=0
Nudo C
40C0K
[ewT73 12500001 Km
V2§ \;;:R1
& 1800.002 K
e
Rz
_ (u + )2
D> Fx=0 = 18000.002+R,+< . © -/ =0
2929
o
SFR=0 = b 5 00 g, <0
2929
> M=0 =  12500.001+Rs+p =0
Al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene:
1 =1000 Kg.m. L = 28000 Kg. m. N = 5000 Kg.

R, = —20000.002 Kg. R, =1000 Kg. R, = —40500.01

141
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=  Problema Complementario

1000 K

- 20000.002 K
40500.00 K.m

= \Vector de Cargas Generalizadas Q

[~ 20000.0021
Q= " 1000000
| —40500.001 |

e SISTEMA DE COORDENADAS B

=  Problema Primario

4000 K

18000002 K l

2000 K R
1

1000 K.m
T717437TK

e 12862.395 K

. 12500001 K.m %
Figura 4.41 Problema Primario para el Sistema de Coordenadas B.

El equilibrio de los elementos es igual al anterior por lo que se omite su presentacion.

« Equilibrio de Nudos
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SFo=0 = b 2 00 g <0
o
no+ 5
F=0 = n-Uo™.
2.5 2929
M =0 ~ R+ -1000=0
Nudo C
4000 K

18000.002 K

125%90.001 K.m

2.Fx=0 = (—“.-+“ -.).2 +R5 +18000.002 =0
- 2929
5
ZFY =0 = (_H‘H«L)- — 4000 =0
29 29
YM=0 = 12500001+ =0

La solucién de las ecuaciones reporta:

i =35700.001 Kg.m. ' =-12500.001 Kg.m. N = 4000.000 Kg.
R, = —400.000 Kg R, = —34700.001 Kg.m. R, =—19600.002 Kg.

= Problema Complementario

18600.002 K
P

400 K

34700.001 K.m
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= \Vector de Cargas Generalizadas Q

[ —400.000]
Q='—34700.001
| -19600.002 ||

Nétese que se han obtenido dos vectores de cargas generalizados diferentes. Esto se debe a
gue se trabaja con dos sistemas de coordenadas generalizadas diferentes. Pero la solucion final total
del ejercicio es la misma.

e FEJEMPLO 11

Resolver el Ejemplo 10 para los dos sistemas de coordenadas Q —( pero mediante trabajos
virtuales.

e  SOLUCION

Las cargas que actuan en la estructura son:

4000 K

13000002 K

2000 K
1000 K.m

TTITA3TK

V 12862.395 K

12500.001 K.
Figura 4.42 Cargas equivalentes que actllan en la estructura.

e SISTEMA DE COORDENADAS A
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» Célculode Q

Debido a que el elemento BD es transversalmente rigido se cumple: BB =C =1

Q. =-2000 *1-18000.002 *1 = —20000.002 Kg.

» Célculode Q,
802=1 vy §0i=0 i#2

Del gréfico se observa que CC = BB" = 1. En consecuencia en el triangulo BBB' se tiene:

BB =Cotg o =

N o1

Luego:

Q. =2000 * g —4000 *1=1000 Kg

» Célculode Q3
d0s=1 y 80i=0 i#3
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Por construccion se tiene BB” =L2= - 29 . Por lo tanto en el triangulo BB'B” se tiene:
Seno = 25 —  BB'=Cosco B'B"=- 29 29 =29
BB 2 2

Luego:

Qs =-2000 = % +1000 *1—-12500.001 %1 = —40500.001 Kg.m.

= Vector de Cargas Generalizadas Q

= 20000.002}
Q= | 1000.000
| —40500.001 |

e SISTEMA DE COORDENADAS B

» Célculode Q
d0:=1 y 8qi=0 i=#1

En el triangulo BB'B” se tiene: B'B” = tga. = 2/5. Pero B’'B” = CC’ debido a que BC es paralelo
a B'C’. Por consiguiente.

Q: =-2000 *1+ 4000 = % =—400 kg.
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» Célculode Q,

802=1 'y §0i=0 i#2

En el diagrama elemental se tiene C'C” = L2 = '”29 . Por otra parte en el triangulo CC’C” se
tiene:
\29
cl'
c
Figura4.11.9
Coso=- 29 =cc=.29 29-2
CC 5 5
De donde:

Q. =1000 *1-12500.001 *1— 4000 * % = 34700.001 Kg.m.

= Célculo de Q
3
d3=1y 80i=0 i#3

En el triangulo CC'C” se observa que C'C” = 1gq, = 2/5. Luego el valor de Q; resulta.

Qs =—-4000 i —18000.002 *1=—-19600.002 Kg.
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= \Vector de Cargas Generalizadas Q

[ —400.000]
Q=-34700.001
| -19600.002 ||

e EJEMPLO 12

Determinar el vector de cargas generalizadas Q para la armadura plana de la figura 4.43, por
medio de trabajos virtuales. Todos los elementos son transversalmente rigidos.

lP
A
p_f Ao B7 P, 2
Ac Ag Aa L
AC Ve P_ 2
£ L ]

Figura 4.43 Armadura Plana del Ejemplo 12.

e SOLUCION

b2

5 r
: 3

P,

Figura 4.44 Sistema Q — ¢
» Célculode Q

8q:=1 y &0i=0 i=1

b
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» Célculode Q,
802=1 vy 80i=0 i=#2

* Célculode Qg
d03=1 'y 80i=0 i#3

"

) DRI EE S S B

i ,

Q3 = P *1: P
Se deja al lector el célculo de Q, y Qs.

EJEMPLO 13

En la siguiente estructura, la viga CD y la columna DE son axialmente rigidos, se pide:

a) Seleccionar un sistema Q-g.
b) Resolver el Problema Primario.
¢) Indicar el Problema Complementario.

!

—

Figura 4.44 Estructura de Ejemplo 13

149



150 Roberto Aguiar Falconi
UFA-ESPE

Figura 4.45 Sistema de coordenadas Q-q

Para calcular las acciones de empotramiento perfecto del elemento inclinado con una carga de
6000 K., se debe encontrar las funciones de forma en el punto de aplicacion de la carga.

o V29
5
I =+/29
! V29
he) L 5 % /29

ba) =1—¢10)=1-08=10.2

) =1- """ —_3*%  — 089
L | 25%752920%2h9
#5(t) = 1 —¢2(x) =1 =10.896 = 0.104
2x1 3 2 2%29 2542
b)) =1~ " - +;2=Q__* L2822 o
l L 5 25%v29 125%29
V2Y ' ,
P6(r) = 1 — 93(x) — L * ¢s(x) = o —0689- V29 % 0,104 = —0.172
Por otra parte, para el elemento inclinado se tiene que:
. 2
sing = -
V29
5
cost = -
V29
2
tant =

La carga vertical se descompone en una transversal y una axial al eje del elemento.

5
P,=Pxcost =6000* .  =5570.86
V29

V4
b =Pxsina=6000x . =222834
V29
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PROBLEMA PRIMARIO

!
!

/ .

! 8
- 7 ! 4 g orred
Solucion del Problema Primario
\ A
' A}
- 1Y /
Py = 5570.86
b, = 2228.34

Ny = b, * $1(x) = 2228.34 % 0.8 = 1782.67
Ny = D, * fu(t) = 2228.34 * 0.2=445.67
I = P, * 62(x) = 5570.86 * 0.896 = 4491.49
I =P, * ¢5(x) = 5570.86 * 0.104 = 579.37
My =P, * §3(x) = 5570.86 * 0.689 = 3838.32
M; =P, % g6(r) = 5570.86 * (—0.172) = 958.19

Los elementos CD y DE son axialmente rigidos luego existen fuerzas axiales Ny, N, que se

deben determinar, cuando se realiza el equilibrio de los hudos; en el elemento debe haber equilibrio de
fuerzas axiales.
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Equilibrio de juntas

—(4)
D hk=0
1000 — Ry — Ny *xcost+Vp*sent =0
o
Ry = 1000 — 1782.67 % . 4499149+« - 2
V29 V29

Ry =1198.63

THXZh=0
B2 + 1500 + V3 * cosa + Nz * sine = 0

o
R, = 1500 + 199149 * 4+ 1782.67 « - >
V29 V29
R, = —6796.71

OMH)DN=0
Mz 4+ R3 = 4000
k3 = 4000 — 3838.32
k3 = 161.68
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=(+)

> h=0
Jp % sine = N * cost — Ry = 2000 —cose =0

1(HXh=0
o * cost + N * sine + fs + 2500 — Ny * sine =0

O(H)YXM=0
ke — 4500 —M; =0
ke = 4500 — M;
ke = 4500 + 958.19 = 5458.19

-
Dhk=0

N1 * cost = 3000
Ny = 3231

T k=0

N, — 3500 — Ny *sine =0
Ny = 3500 + 1199,998
Ny = 4670
OMHDN=0
k7 = 5000
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Se deja al lector que justifique los siguientes pasos.
Ra =V, *sina— N; * cost — 2000 — N1 * cosu
Z 5 5
Ry =579.37 % . —445.67 * -.. — 2000 — 3231 * -
V29 V29 V29
Ry = —5198.63
—Rs =1V, * cost + N; * sina + 2500 — Ny * sin¢
5 2 2
-Rs = 579.37 % . 444567« - 42500 — 3231 * -
V29 V29 V29
ks = —2003.47
Problema Complementario
L'l

De igual manera, a partir del Problema Complementario, el lector debe escribir el vector de
cargas (. Se recomienda que se obtenga este mismo vector empleando trabajos virtuales.

e EJEMPLO 14

Determinar el vector de cargas generalizadas, del marco plano indicado en la figura 4.46,
empleando trabajos virtuales silos elementos inclinados son axialmente rigidos y el elemento horizontal
es transversalmente rigido. (Examen tomado a los alumnos de Pregrado del periodo: Marzo-Julio de
2014.

— —-l—- 3 e -

\
Figura 4.46 Estructura de Ejemplo 14.
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e SOLUCION
U
Figura 4.47 Sistema de coordenadas generalizadas.
o Caélculo de
n=1y4=0i#1
S S S
A *
(1=2%1=1I
e Caélculo de
e p=1y;=0;i#2
1
T I Y

n

Por ser | = o, en la deformada elemental se tiene que ( (" = 3 y al ser lineal la deformacion,
en el punto medio de aplicacion de la carga el desplazamiento vertical es la mitad. Luego.

3
(2=—-2% _= -3
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Se deja al lector que encuentre los mismos resultados de 1(x) empleando las funciones de
forma.

4.4 EJERCICIOS PROPUESTOS

En las siguientes estructuras, se pide:

a) Seleccionar el sistema de coordenadas Q —( .

b) Obtener el vector de cargas generalizadas mediante trabajos virtuales.
c) Resolver el Problema Primario.
d) Indicar el Problema Complementario.

15 Tim /Z.OTlm
rrrrrrr LTI T.me
I.Sm
am Im , P
v . "‘LS—L -y
* 4Lm o’ 4m ) ke Lm o 4m o
Ejercicio N.- 1 Ejercicio N.- 2

En los ejercicios 1y 2, todos los elementos son completamente flexibles.

/W
RERRSRRRREARIRRRYNIY s
4™
Ly
. 5
b 3im > 3m | S La ,
Ejercicio N.- 3 Ejercicio N.- 4

Para los ejercicios 3 y 4 considerar que todos los elementos son axialmente rigidos y
transversalmente flexibles.

2500K

1000 K/m

~
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Ejercicio N.- 5 Ejercicio N.- 6
E2.5 Tm T
Ac
=00
3L 3
Ao
Io
Ao
la
e % o i
Ejercicio N.- 7
1000 K
A
2000K Ao
S 100CK
!‘ L r
Ejercicio N.- 9

Ejercicio N.- 10

wi

G PR LI PRt dilidlililil

"43‘:';:'/
il (i e
/—W
NN ENNE RN NNRRERNENR RN
I[\:m ?:a)
A= o Az 2 -
[oao lo A1;°°
o e TR
le 4 m " 6 m 1

4

Ejercicio N.- 12

Determinar el vector de Cargas Generalizadas, por medio de trabajos virtuales, si la columna
izquierda est& apoyada y es 4y,| = oo; la viga es /| = o0, lp; la columna inclinada es viga es 4 = oo, ;.

Trabajar con los grados de libertad y deformadas elementales que se indican a continuacion.

Respuesta

Ejercicio N.- 11

0=[17 -6 4]
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CAPITULO 5

RELACION ENTRE DOS SISTEMAS DE COORDENADAS

RESUMEN

Se presenta la transformacion de coordenadas desde el punto de vista estructural, no

matematico, para relacionar dos sistemas de coordenadas generalizadas 0 no generalizadas. Por otra parte
se indican aplicaciones Unicamente para el andlisis estatico de estructuras no para el analisis dinamico.

En el apartado 5.2 se calcula la matriz T que relaciona la geometria entre dos sistemas de
coordenadas; en el apartado 5.3 se determina la matriz T, que relaciona la estatica entre dos sistemas y en

el apartado 5.4 se presentan conceptos generales para relacionar coordenadas no generalizadas.
Posteriormente, en el apartado 5.5 se presenta una aplicacion muy importante orientada a la programacién
del vector de cargas generalizadas Q en pérticos planos con cargas en los nudos y en los elementos.

En el transcurso del capitulo se resuelven 11 ejemplos los mismos que sirven para aclarar la teoria
gue se ha presentado tanto en éste capitulo como en los anteriores, se recomienda el estudio con
detenimiento de los ejemplos 8 a 10.

5.1 CAMBIO DE COORDENADAS

Uno de los principales Capitulos del Andlisis Matricial de Estructuras y porque no decirlo de la
Dinamica de Estructuras es el estudio de la Matriz de Transformacién de Coordenadas o también llamada

Matriz de Paso, que permite pasar de un determinado sistema de coordenadas Q —q a otro Q —(Q ,
cuando se lo requiere. En efecto en estatica se puede empezar a resolver un problema con un determinado
sistema de coordenadas, se puede calcular la matriz de rigidez K , el vector de cargas generalizadas Q de

una determinada estructura pero por alguna razén se decide cambiar el sistema de coordenadas
generalizadas. En este caso quedan dos alternativas a saber: la primera desechar el trabajo realizado y

empezar de nuevo y la segunda alternativa que es la mas 6ptima, por medio de la matriz de paso T
. .. . . * * .
continuar con la solucion del problema aprovechando el trabajo realizado y calcular K~y Q  mediante

simples operaciones matriciales.
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Por otra parte la matriz de transformacién de coordenadas T sirve para determinar la matriz de
rigidez de un elemento en coordenadas globales a partir de la matriz de rigidez de un elemento en
coordenadas locales, dichas coordenadas se indican en la figura 5.1. En general se puede determinar la
matriz de rigidez en un elemento en un sistema de coordenadas a partir de otro conocido.

1
T

Figura 5.1 Coordenadas Locales y Globales de un elemento.

En Dindmica de Estructuras se puede ver a la matriz de transformacion de coordenadas como
aguella matriz que permite pasar de un determinado sistema de coordenadas en el cual el sistema de
ecuaciones diferenciales esta acoplado a otro sistema de coordenadas en que el sistema de ecuaciones
diferenciales esta desacoplado, siendo facil la solucion matematica en este Ultimo sistema de coordenadas.
Todo esto siempre y cuando las matrices puedan convertirse en una matriz diagonal.

En fin es extenso el campo de aplicacién de la matriz de transformacion de coordenadas y tan facil

su calculo como se lo vera posteriormente. Como se indicd el cambio de coordenadas se lo va a estudiar
desde dos puntos de vista: Geométrico y Estatico.

5.2 PUNTO DE VISTA GEOMETRICO
5.2.1 Relacién entre dos sistemas de coordenadas generalizadas

Al sistema de coordenadas generalizadas Q —( se va a denominar “sistema original” o “sistema
H ] H * * H [P ” A H
viejo” y al sistema de coordenadas Q —( se denomina “sistema nuevo”. En éste apartado se estudia la

., . * L, .
relacion que existe entre  y ( . Notese que ambas son coordenadas generalizadas.

El pértico plano de la figura 5.2 tiene tres grados de libertad, pudiendo ser el sistema Q —(q el

indicado en la parte central de la figura 5.2 y el sistema Q* — q* el presentado a la derecha de la figura 5.2.

-+3 2
2 3
8 A® » T
Y S N o
1o \ 7 \ L J \
\ Sy \ s AN
"‘.\ N\ ‘4\
A® Aoh, \'\ N,
l== N \ \
lo \ N \ 1
\ \ \ »
\ \ )
\ \ o
03 ; .
A - P Py 1 i
vy i iia S e P

Figura 5.2 Estructura con dos sistemas de coordenadas: ( —qy (" — ¢
Siempre cualquier transformacion se realiza de la siguiente manera: expresar el sistema de

coordenadas viejo en funcién del sistema de coordenadas nuevo. En este caso, se define una relacién entre
los sistemas de coordenadas generalizadas, de la siguiente forma:

q=T-q" (5.1)
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Donde T es la matriz de transformacién de coordenadas. En consecuencia, se establece una

relacion geométrica entre dos sistemas de coordenadas. En este caso la matriz T “es cuadrada porque los
dos sistemas, indicados en la figura 5.2, son coordenadas generalizadas. En forma general se tiene:

o | Oy |
. [Tﬂ T T ... _l-l:ln —|| | | | |
qz T21 Tp Ty ... =2 | % |
O3 Tao T Ty .00 oo Tan | ‘% |
U I
Qi l_ T, T, Ta .. Tin 'qi |
| .
ol [T T T oo oo w7

n
Por lo tanto, para un término cualquiera (};, se tiene:

G =Tul +Tuly +Tials +K+TiGy (5.2

¢Coémo calcular T;;? De la ecuacion (5.2), se observa que para calcular T;;, se construye la
deformada elemental: ql* =1y ;" =0 para i # 1. Entonces se tiene: Qi = Ti, resultando que el valor de

Tiy es el correspondiente valor de ;.

En general un término cualquiera  T; es el valor de  correspondiente a la deformacion

* z
elemental q, =1y las demés nulas.

e FEJEMPLO1

Calcular la matriz T , que relaciona el vector de coordenadas (] de la figura 5.2, con el vector de

* . .
coordenadas (| de la misma figura.

e SOLUCION

Para obtener los elementos de la primera columna de la matriz de transformacion, se dibuja la
deformada elemental 0:"TJ1y ¢ [10 para i #1. Esto se presenta en la figura 5.3, se deja al estudiante

la explicacién de la deformada respectiva.
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o =1y g =0 parai=l

PF. PL hisl
|
g :
N B c | 'o-
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A | i

Figura 5.3 Diagrama elemental .

Al medir los desplazamientos en el sistema de coordenadas (], se encuentra:

Ty = =X = 0
Ty = 0 = @
Ty = 0 = Qs

Para obtener los términos de la segunda columna de T se construye la deformada elemental Qs

0. =1y ¢ "=0parai#2

%

*&8 Sl : ” l T1
‘u\]\

Figura 5.4 Diagrama elemental g,

El nudo B se desplaza horizontalmente hacia la izquierda X3, por lo tanto: T;, =—X; =(;. No rota
el nudo B, esto implica que T,, =0=(,. Finalmente el nudo C se desplaza verticalmente la unidad, de
T =1=0s.
donde

La dltima columna de la matriz T , se obtendra del diagrama elemental ¢,
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0 =1y Gi"=0 para i #3

A

P

S 4 N

Figura 5.5 Diagrama elemental g,

De donde:
Tz = 0 = q
T =1 = @
Ty = 0 = @

Por lo tanto, la matriz de transformacion T es:

[—x -Xx 0
T='0o 0 1
o 1 o0

Elcalculode X y X; se realiza empleando Geometria.
5.2.2 Relacion entre dos sistemas de Cargas Generalizadas

., . \ *

Se desea saber qué relacion existe entre Q ~ y Q. Dado que =T -q " Para encontrar esta
relacién se da un desplazamiento virtual cualquiera a la estructura; por ejemplo, con relacion al pértico de la
figura 5.2, en la parte izquierda de la figura 5.6, se presenta el diagrama virtual. Este es producido por un
sistema de cargas que actla sobre el pértico.

Los desplazamientos virtuales se pueden medir en cualquiera de los dos sistemas de coordenadas.

El “sistema viejo”, presentado en la parte central de la figura 5.6 o el “sistema nuevo”, mostrado a la derecha
de la figura 5.6. La relacién que existe entre estos dos sistemas de coordenadas es la siguiente:

5q=T -39

El trabajo virtual (TV,) de las cargas que actian sobre el poértico de la figura 5.2, en los
desplazamientos virtuales de la estructura indicada en la parte central de la figura 5.6, es:

TV1 =Q1-80: + Q2 -802 + Q3 -503

En forma matricial, se tiene:
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TV, = [5% 0032 8Q3] | Qz |
Qs
De donde:
t
TV]_ :8q Q
Pl PF P1 PF
! c C
1 T st I 831 =\ ., . ——
8B~ le \ n_.’ w2 c \ I® B, . s LI Id-l.
.‘l \ B \'\‘ \ 133 “‘I\. \
! L3 f-i a,xl'v "
N
x| o & o < D\

Figura 5.6 Diagrama virtual y sistema de coordenadas Q —q yQ i q*

El trabajo virtual calculado TV;, debe ser exactamente igual al trabajo virtual TV, producido por el

sistema de cargas que gravitan en el pértico de la figura 5.2 en los desplazamientos del marco presentado a
la derecha de la figura 5.6. En virtud de que el trabajo virtual no depende del sistema de coordenadas,
puesto que la solucion es Unica.

Q)

Sq; Sq;] Q. |

™/7 |.r\ ~
Y
V=5 q°Q’
TV]_ :TVZ
Como: S q'lQ =5 q" Q"
t

Al sustituir i en esta Ultima ecuacion, se tiene: "
T59 Q=50
54 TQ=6 g Q

Se recuerda que en Algebra Matricial, de la igualdad:
A-B=A-C

No siempre se puede concluir que: B =C

En el problema, el vectord 4 no es una constante fija, sino que puede adoptar cualquier valor por

el mismo hecho de ser virtual. Por lo tanto, se concluye que:

T‘Q :Q* (5.3)
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Lo demostrado, a partir de la figura 5.2, puede generalizarse. En resumen, se tiene:

Si q=Tq entonces Q =TQ

Una vez que se conoce el vector de cargas generalizadas Q , para un determinado sistema de
coordenadas de una estructura, el mismo que ha sido obtenido aplicando el problema primario y
complementario, o mediante trabajos virtuales, como se presenté en el Capitulo 4, se puede encontrar el
vector de cargas generalizadas para un nuevo sistema de coordenadas mediante la ecuacion (5.3),

debiendo calcular Gnicamente la matriz T .

5.3 PUNTO DE VISTA ESTATICO

5.3.1 Relacion entre dos sistemas de cargas

El pértico presentado a la izquierda de la figura 5.7 tiene tres grados de libertad y su sistema de
coordenadas Q —( es el mostrado en la parte central de la figura 5.7, y en la parte derecha de 5.7 se

presenta el sistema Q" —(q".

Se define, ahora, una relacién entre los dos sistemas de cargas, de la siguiente manera:

Q=T:-Q (5.4)
T, Matriz de transformacion, de orden (n X n)
8 “: c ;ﬂ_:_}rz 2y g_r »
I‘;C :x H
i _1o - ol . -

Figura 5.7 Estructura con dos sistemas de coordenadas Q —(, y Q* — q*

Al desarrollar la ecuacién matricial (5.4), para un sistema de Ngrados de libertad, se tiene:
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Para un término cualquiera Q;, se tiene:

* K K* *

(5.5)

* %

Para calcular

correspondiente al estado de cargas indicado. Un término T,;, sera el valor de Q; correspondiente al

* *

e FEJEMPLO 2 L J
Calcular la matriz T4, de la estructura de la figura 5.7, si el sistema Q —(q es el indicado en la parte
e SOLUCION Qi UTiQy UTyiQs TyisQs .. .0 T3Q,

Ti1. seharda Q; =1y Q; =0 para i #0, en consecuéncia es el valor de Q;,
cargas nulas; esto significa aplicar una fuerza horizontal unitaria en el nudo C, como se indica en la figura
5.8. Para éste estado de carga, se debe hallar el vector de cargas generalizadas Q . El mismo, se puede

esada R8s Rsras b Yabbr, B(Qitr;lanajbs virtuales o mediante el problema primario y complementario.

* *

central de 5.7 y el sistema Q —( , el presentado a la derecha de la figura 5.7.

La primera columna de la matriz |; se obtiene del estado de carga (J; Igual a uno y las demas

Figura 5.8 Estado de carga elemental

Q: =1yQ; =0parai=l

Q1
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Se procede a calcular los elementos de la primera columna de la matriz T, por Trabajos Virtuales.
Para ello en la figura 5.9 se presentan las deformadas elementales en el sistema ( —g.

801 =1y 8qi =0 para i#1 §4, =1y §qi =0 para i #2 80 =1y 8qi =0 para i #3
: e c | 8 T —jc B 0’1—’ c

B ——F \ ‘

Figura 5.9 Deformadas elementales.

El trabajo virtual del sistema de cargas de la figura 5.8, en cada una de las deformadas elementales
de la figura 5.9, reporta:

Ql :Tlll :0
QZ :T121 = O
Q3 :T131 =1

Los elementos de la segunda columna de la matriz T, se pueden hallar de la misma manera, con
Trabajos Virtuales pero se lo va a realizar a través del Problema Primario y Complementario, esto se hace
por didactica Unicamente. El estado de cargas, ahora es Q, =1 vy las restantes nulas que corresponde a
una fuerza horizontal en el nudo B, como se muestra en la figura 5.10.

El Problema Primario se indica en la figura 5.11. Por definicion se tiene que actia la fuerza
horizontal y la condicion es que el vector de coordenadas 4 = (. Esto conduce a tener fuerzas de fijacion g,
que se colocan con sentido contrario al sistema de coordenadas; el signo de estas fuerzas se halla en la
solucién del Problema Primatrio.

Q,"=1yQ; =0 para i=#2

v
o

Ao lo H

Ry B
o

L

Figura 5.10 Estado de carga elemental Qz*
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Figura 5.11 Problema Primario.

El Problema Primario tiene dos partes que son: Equilibrio de Elementos y Equilibrio de Nudos. Se
recuerda que en los elemento | = co se tiene en sus extremos dos momentos § y | que son necesarios
para que el elemento no trabaje a flexion y estos a su vez generan cortantes. En el elemento axialmente

rigido en cambio se debe encontrar una fuerza axial N que hacen que el elemento no trabaje axialmente.
= Equilibrio de miembros

u(a]\ CJ W l\,
B p=pr u-u C
L ik
A D
!
IN
= Equilibrio de nudos
Nudo B
I7e’s

R2
-+
2Fx=0 = Ri=1
ZM :O = R2+u:0

+TYFy=0 = p=p
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Nudo C
T
rr
ufﬂ-‘ <« Pt
Ny I
In

-+
>Fx=0 = R; =0

+ !
+TYXFy=0 = N+_MLM=0

>2M=0 = u =0

Al resolver el sistema de ecuaciones, se tiene que todo vale cero a excepciéon de R; que es igual a
uno. El problema complementario es muy sencillo, razén por la cual se escribe directamente la respuesta.
Ql =1 = T112
=0 = T122
Q
=0 = T132

La Gltima columna de la matriz T, Qs

se deja a que el estudiante calcule, su resultado es:

T113 =0
T123 =1
T133 =0
Por consiguiente, la matriz T, es:
[ 0 1 0
T = 0 0 1
|1 0

5.3.2 Relacion entre dos sistemas de desplazamientos
Dada la relacion: Q =T, Q*, se desea saber qué relacion existe entre (| 'y q*_
En este caso, sobre la estructura actta un sistema de fuerzas virtuales arbitrarias y se calculan los

trabajos virtuales en los desplazamientos reales. Para la estructura de la figura 5.7, por ejemplo, se tendra
las fuerzas virtuales mostradas en la figura 5.12
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a1l dC3

02

Figura 5.12 Fuerzas virtuales

Al calcular el trabajo virtual TV, de las fuerzas virtuales indicadas en la figura 5.12, en el sistema de
coordenadas ( — ¢ indicados en la parte central de la figura 5.7, se tiene:

TV1=8Q1 01 +8Q2 02 +8Q3 3 (5.6.1)

De donde:

TV, = [5Q1 3Q; 8Q3]

TV.=§Q'q (5.6.2)

De igual forma, al calcular el trabajo virtual TV, de las fuerzas virtuales de la figura 5.12, en el
sistema (* — ¢* se tiene:

TV, =5 Q'q (5.6.3)

Pero el trabajo virtual es independiente del sistema de coordenadas. Luego

TV, =TV,
6Qq=8 Q q (5.6.4)
Se sabe:
6Q =T:i5Q" (5.6.5)

Al reemplazar (5.6.5) en (5.6.4) se encuentra:

(Tﬁ Qt)q:-th*
0@ T/g=5 © ¢

*
Comod Q es un sistema de cargas virtuales arbitrario y la igualdad anterior se verifica siempre,
entonces se tiene:

Tig=q (5.6.6)
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Resumen general:
Si Q=T.Q" entonces q =T.q
5.3.3 Relacionentre T y T,
En el numeral 5.2.1 de este capitulo se estudié la matriz T que relaciona: g =Tq*, y en el

7 . -z y y * 7z Ly
numeral 5.3.1 se estudié la matriz Ty, teniéndose: Q =T,;Q . Se desea encontrar ahora qué relacion

existe entre las matrices T y T:.

Si: Q :Tl'Q* se tiene que q* =T,'q, sustituyendo este valor en la relacion: :Tq'*, se tiene:

q=T (Tlt-q)

Por ser g un vector general, se cumple:

T-r)

(5.7)

Se deja al estudiante que demuestre la siguiente relacién que también existe entre T 'y T,

La transpuesta de la matriz T es igual a la matriz inversade T .

_ 71
r=1",

(5.8)

5.4 RELACION ENTRE SISTEMAS DE COORDENADAS NO GENERALIZADAS

541

independientes. En cambio el segundo sistema
coordenadas que son dependientes.

Relacion g,y =Tq

Para la estructura de la figura 5.13, cuyos elementos son totalmente flexibles, se han elegido dos
sistemas de coordenadas, los mismos que se indican en la parte central y a la derecha de la menciona
figura. El primer sistema de coordenadas ( — ¢ es generalizado ya que éste tiene coordenadas que son

0y — @ NO es generalizado ya que éste tiene

A

AD
o

>

10

?2
1 N 'fj

“ r y

1

q

1

3 .
3
-~
[IL ~7g
4

g

'''''''''

La relacion entre los dos sistemas de coordenadas se define de la siguiente manera:

Ong =T q

Figura 5.13 Estructura con dos sistemas de coordenadas: generalizado ( — g
No generalizado (,; — ¢

(5.9)
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Donde T es la matriz de transformacién de coordenadas, es este caso no es cuadrada es de orden
(n x m) siendo n el nimero de coordenadas del sistema no generalizado (,, y m es el nimero de

coordenadas del sistema generalizado (. Para el ejemplo que se esta analizando en la figura 5.13, la
matriz T tendréa 8 filas y 6 columnas.

Por un procedimiento similar a los realizados anteriormente se puede demostrar facilmente que un
término cualquiera Tj; sera el valor de la componente Q,; medido en el sistema de coordenadas no

generalizado, correspondiente al diagrama elemental q; =1 y demas coordenadas nulas, diagrama
realizado en el sistema de coordenadas generalizadas.

Para el sistema de coordenadas presentado en la figura 5.13, no se puede escribir: =T Qpg,

puesto que no existen condiciones de restriccion entre las coordenadas (. Por lo tanto la relacion inversa
sera valida si los dos sistemas de coordenadas son generalizados.

5.4.2 Relacion Q=T Q,

., . . . t
Dada la relacion: g,y =T (, se demuestra por medio de trabajos virtuales que Q =T Qng. Esta
ecuacion indica que si se conoce los valores de  Qp, se podréa determinar Q por medio de la matriz T

pero en general no se podré determinar los valores de  Q,, conocido los valores de Q .

En resumen para calcular Q,, a partirde Q se procedera de la siguiente manera:

1) Calcular lamatriz T por geometria, utilizando la ecuacion (5.9).

t
T.
2)  Obtener
t) -1 . . .t o .
. Esto sera posible si T es una matriz singular, caso contrario no se puede resolver el
3) Calcular
problema.

Qng=(T[)_1

4)  Calcular Q

55 CALCULO DEL VECTOR Q POR MEDIO DE LA MATRIZ T

55.1 Matriz T,_;

Como se vera en un Capitulo posterior de éste libro, se denomina matriz T, 5 a la matriz que

relaciona los sistemas de coordenadas del elemento de la figura 5.14. Esta matriz permite pasar de
Coordenadas Locales a Coordenadas Globales de un elemento. Por didactica se presenta nuevamente
estos dos sistemas de coordenadas, al centro y a la derecha de la figura 5.14. La diferencia fundamental
entre estos dos sistemas es que en Coordenadas Locales se tienen componentes de desplazamiento axial y
transversal al eje del elemento; en cambio en coordenadas globales las componentes de desplazamiento
son horizontal y vertical.
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1;3/ L")

Figura 5.14 Elemento inclinado y sistemas de Coordenadas Locales y Globales

A la izquierda de la figura 5.14 se presenta un elemento inclinado que forma un angulo 0 con la

horizontal y que tiene una longitud L. Nétese que el &ngulo O se mide a partir del eje horizontal X. Para una
viga horizontal el valor de § = 0, para una columna vertical se tiene § =90 . Para calcular la matriz T,_5

se construira las deformadas elementales en el sistema de coordenadas globales y se medira en el sistema
de coordenadas locales.

q=Tosq
% Primera columnade T, 3
gi =1 y =0 para izl

~
»

2
5 il
‘w }_1__.

I 1

Deformada elemental (|

g1 = C0s0 gz =—senp 03 =0s =0s =06 =0

Para entender el signo de j; se debe recordar que en el nudo inicial se tiene el origen de
coordenadas I — 1, donde la coordenada | va a lo largo del eje del elemento y la Y es perpendicular con
sentido contrario al desplazamiento ¢, de la deformada elemental g,

< Segundacolumnade T,3

=1y @ =0 para i#2

o~ 2

Qi

/q1 L
N

Deformada elemental
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0. = seng 0z =C0SQ Js =04 =0s =Qs =0
< Terceracolumnade T,3

;=1 y q =0 para i#3

Deformada elemental (3

9. =1 01 =02=04=05=0s =0

Se deja al lector el célculo de las restantes columnas de la matriz  T,_3. El resultado final se indica a
continuacion.

cosO send 0 0 0 01
I~ end o050 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 (5.10)
T2_3 = |
0 0 cos0 send 0
0 0 0 -sen0 coso 0
0 0 0 0 0 1 J

Es muy importante la matriz T,_3 en la programacién de pérticos planos. A ésta matriz también se
la conoce como Matriz de Rotacion. Un Teorema de esta matriz es el siguiente.

Si q=T,3q Entonces Q" =T,% Q (5.11)

Ahora bien, sea Q, el vector de Cargas de Empotramiento de un elemento en Coordenadas
Locales y Qs el vector de Cargas de Empotramiento de un elemento en Coordenadas Globales. Con esta
nomenclatura la ecuacion (5.11) se transforma en:

Qs =T235 Q> (5.12)

5.5.2 Célculo de Q orientado al ordenador

En base a la teoria expuesta en el capitulo 4 y en éste capitulo. El algoritmo para calcular el vector
de cargas generalizadas Q , orientado al uso del ordenador es el siguiente.
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Cuando las cargas actian Unicamente en las juntas, el calculo de Q es directo, solamente se

identifican los grados de libertad en los cuales actlan las cargas.

El usuario de un programa de computacién debera indicar la junta cargada y después la fuerza
horizontal, la fuerza vertical y el momento que en ella actian, considerando positivos si la fuerza horizontal

es hacia la derecha, la vertical hacia arriba y el momento anti horario.

En base a la identificacion de la junta cargada se obtienen los respectivos grados de libertad.

e EJEMPLO 3

Calcular el vector de cargas generalizadas Q para el marco plano de la figura 5.15 cuyos

elementos se consideran totalmente flexibles. A la derecha de la figura 5.15 se presenta el respectivo
sistema de coordenadas generalizadas. Unicamente actlan una fuerza horizontal hacia la derecha de 4 T, y
un momento en sentido horario de 6 T m. A la izquierda de la figura 5.15 se han identificado los elementos y

mas adelante se numeran los nudos de la estructura.

e  SOLUCION

La fuerza horizontal de 4 T esté aplicada en el grado de libertad 1 y el momento de 6 T.m. en el
grado de libertad 6. Por lo tanto Gnicamente estos grados de libertad del vector Q tendran valores

diferentes de cero el primer valor sera positivo porque esta en el mismo sentido del sistema Q —( vy el

segundo negativo porque es horario.

Figura 5.15 Cargas para Ejemplo 3 y sistema Q —(

{ 4—‘ “— Posicion

| 0| « Posicién

| 0 «— Posicion
Q=| 0 “— Posicion
0 <~ Posicién
|-6] < Posicién

1
2
3
4
5
6

De tal manera que cuando se tiene solo cargas en las Juntas o Nudos, el célculo del vector de

cargas ( es directo.
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Uno de los primeros datos de un programa de computacién que resuelve estructuras es el nimero
de nudos. En el ejemplo que se ha desarrollado son 4. Ahora bien se deben numerar los nudos, en principio
se puede hacerlo de cualquier forma pero para utilizar el Sistema de Computacion CEINCI-LAB
desarrollado por el autor de este libro se deben numerar primero los nudos restringidos como se indica a
continuacion.

Numeracion de los nudos.

Como es portico plano cada nudo tendra tres grados de libertad. Con relacion a la figura 5.15 se
aprecia que los nudos 1 y 2 son empotramientos, en consecuencia no existe grados de libertad en esos
nudos. Con esta informacion el programa genera un arreglo que se denomina CG (Coordenadas
Generalizadas) que tendra n filas y 3 columnas. Siendo n el nUmero de nudos. Para el ejemplo este arreglo
es:

® Arreglo CG
[o 0 o] “— Nudo 1
| 0 0 0 <~ Nudo 2
1 2 3 — Nudo 3
4 5 6 «— Nudo 4

La primera columna de CG corresponde al grado de libertad en sentido horizontal; la segunda
columna al grado de libertad en sentido vertical y la tercera la rotacién.

En un programa el usuario identifica la junta cargada, en este caso la numero 3. El programa va al
arreglo CG a la tercera fila y encuentra la identificacién de los grados de libertad, la primera sera para la
fuerza horizontal, la segunda para la vertical y la tercera para el momento. En el ejemplo la Unica carga, que
tiene valor es la fuerza horizontal que vale 4 T. El programa toma este valor y lo ubica en la posicion 1 del

vector de cargas generalizadas Q .

Luego el usuario del programa indica la otra junta cargada que en este caso es la 4, con esta
informacion se va a la cuarta fila del arreglo CG y como solo actia un momento de - 6 Tm. Este dato lo
ubica en la posicién 6.

Por otra parte el usuario del programa debe identificar a cada uno de los elementos y para cada uno

de ellos debe indicar el nudo inicial y final del elemento. Para el ejemplo esta informacion se indica en la
Tabla 5.1

Tabla 5.1 Nudo Inicial y Final de cada elemento

Elemento Nudo Inicial Nudo Final
1 1 3
2 3 4
3 2 4
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En base a la informacién de la tabla 5.1, que el usuario da como dato y en base al arreglo CG, se
obtiene el arreglo VC (Vector de Colocacion). Para pérticos planos este arreglo tiene m filas y 6 columnas,
siendo m el nUmero de elementos del pértico. En las tres primeras columnas van los grados de libertad del
nudo inicial y en las tres siguientes columnas van los grados de libertad del nudo final.

A manera de ejemplo la primera fila del arreglo VC corresponde al elemento 1, con el dato del nudo
inicial igual a 1 se obtiene del arreglo CG los valores 0 0 0 ycon la identificaciéon del nudo final 3 del
arreglo CG se encuentra 1 2 3. Lo propio se hace para los restantes elementos.

® Arreglo VC

( o 0 0 1 2 3—| « Elementol
| 1 2 3 4 5 6 <« Elemento 2
|_O 0O 0 4 5 6J « Elemento3

El arreglo VC sirve para encontrar el vector de cargas generalizadas cuando se tienen cargas en los
elementos. Posteriormente se vera que también sirve para hallar la matriz de rigidez de la estructura y para
encontrar las fuerzas y momentos finales en cada uno de sus elementos.

Notese que se esta resolviendo un poértico no ortogonal. La Unica condicion que se ha puesto es que
todos los elementos sean totalmente flexibles. Se puede programar para pdrticos con todos los elementos
axialmente rigidos pero para empezar se hace el caso mas facil que es todos los elementos son
completamente flexibles.

55.2.2 Caso de cargas en los elementos

Se define el vector de colocacion de un elemento i como VC @ | a un vector de 6 elementos que
contiene los grados de libertad del nudo inicial y del nudo final de un elemento, en coordenadas globales.
Para los elementos de la figura 5.15 los vectores de colocacion son las filas del arreglo VC indicado que se
repite a continuacion.

ve?=p 0 o0 1 2 3
ve®=1 2 3 4 5 ¢
ve@®=[0 0 0 4 5 ¢

El procedimiento de calculo del vector de cargas generalizadas Q , cuando existen cargas en los
elementos, es el siguiente:

1) Encontrar el vector de empotramiento perfecto de cargas, en coordenadas locales Q, de
cada uno de los elementos cargados.

T,_3 de cada uno de los elementos cargados.
2) Obtener la matriz

3) Calcular el vector de empotramiento perfecto en coordenadas globales Q3 y cambiarle de

signo para tener cargas en las juntas.
t

Q3 =—To3
Q2
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4) Mediante el vector de colocacién correspondiente al elemento cargado se realiza el
ensamblaje del vector Q. Si a una determinada posicién del vector Q llegan varios
aportes, estos se van sumando.

e EJEMPLO4

Calcular el vector Q de la estructura de la figura 5.16, cuyos elementos son totalmente flexibles.

Calcular por medio de la matriz T,_3 es decir aplicando un procedimiento orientado al uso del ordenador.

Figura 5.16 Datos de cargas de Ejemplo 4 y grados de libertad

e SOLUCION

i) Vector de empotramiento perfecto en coordenadas locales Q. Se indica el vector transpuesto
para ahorrar espacio en la escritura.

Q" =po0 450 225 000 450  —2.25]
Q® =[l775 1775 1875 1775 1775 1875
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i) Matriz T,_; de elementos cargados

= Elemento 1

T2—3 =

O oo o ro
O 0O o o o R
O o ok, o©

o © o ©

= Elemento 2

0.707 0 0 ]
0.707

o O O

0.707
—-0.707

0.707
0.707

o
o

O O ok oo
o
o

b O O O o O
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i)

iv)

Vector Q3
Q3:_T£—3
0 -1 0 0 O
1 0 0 0 O
| 0O 0 1 0 ©
: 0O 0 0 0 -1
0o 0 0 1 O
0 0 0 0 0
[0.707 ~0.707 0 0
| 0707 9707 0 0
|' 0 0 1 0
‘ 0 0 0 0.707
0 0 0 0.707
{0 0 0 0

Roberto Aguiar Falconi
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Q2
s el
0 ﬂ
0 Ej | |—225|
0 4.50
0 | 0.00
1 - 22~‘£UL225J
0 0] 1775] (o.ooo}
0 0 I 11775 —2.500
0 0 1875 | |-1.875 |
—0.707 7\75 } 0.000
0.707 0 %775 2.500
0 1_||_18\75U|_1875J
2 3]
4 5 6
Posicién 0
Posicién 0
Posicién 0
Posicion 1
Posicion 2
Posicién 3
Posicion 1
Posicion 2
Posicion 3
Posicion 4
Posicion 5
Posicién 6

El VC indica la posicién a la cual va el término de QQ; dentro del vector Q . Si la posicion es 0

simplemente no contribuye y se pasa al siguiente. El vector resultante es:
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45+0.0 i 4.500]
0.0-2.5 —2.500
2.25-1.875| | 0.375
?=too | 0.000
—25 —2.500
11.875 ] [ 1.875 |

5.6 EJERCICIOS RESUELTOS

e EJEMPLOS

Para la estructura indicada en la parte superior de la figura 5.17 se presentan dos sistemas de
coordenadas generalizadas en la parte inferior. Se pide calcular la matriz T de transformacion de
coordenadas tal que =T q*

=] Azco L Ao T
Io Io '

Ao Ao Im
IO I=oo

- Focirs =

o &m o 4m I
Estructura de Ejemplo 5
t M F *5
WA /8 ¢ o 7
W) A2 M A6
6

g
=
3

Sistema Q —( Sistema Q *—q *
Figura 5.17 Estructura de Ejemplo 5 y dos sistemas de coordenadas.
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e SOLUCION
o Primeracolumnade T
ar =1 y q =0 para i=1
1.T. :?h‘
[B C
A F
P
Deformada elemental
4. =0 qz =1 Qs =04 =05 =Qs =0
o Segundacolumnade T
q =0 para i#2
C D
F
Deformada elemental (;
0q:=02=0 0s =1 04 =0s =0 =0

o Terceracolumnade T

Deformada elemental (3
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o Cuartacolumnade T

0s =1 y g =0 para i=4

o Quintacolumnade T

Deformada elemental (s

ql:q2:q3:q4:0 q5:3 q6:o

o Sextacolumnade T

=1 'y =0 para i#6

m -

Deformada elemental Qg

01 =02=0s=0s =05 =0 Qs =1
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e MatrizT _
(o 0 0 -3 0 0

|1 O 0 0 0 0

. o 1 0 0 0 0

10 0 1 0 0 0

0o 0 O 0 3 0

o 0 0 0 0 1]

e EJEMPLOG6

En el pértico plano que se presenta en la figura 5.18 se han seleccionado los sistemas de
coordenadas generalizadas, indicados en la parte central (Q —q) y al lado derecha (Q* —¢*) de la figura

5.18. Encontrar la matriz de transformacion de coordenadas T, talque: Q=T q* .

* 4

A=oo - T 3 3 T
I=eo ! il v

AC A:w H

lo lo
A=co K 3 O 1, \2

[=o0 \'2 N-—”
A=oc Ao H
o lo
fe g oy - L i d oy P~y L]
} L i sz g L2

Figura 5.18 Estructura de Ejemplo 6 y sistemas de coordenadas Q —( y Q* — q*

e SOLUCION
o Primera columnade T

=1 vy g=0 para i=1

Deformada elemental

0. =1 02 =03=0s =0
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o Segundacolumnade T

R i W1
T g \
'\ 164
(2 {
-. ) __:“
—r \
R \ I'—
Iy )
‘} ‘I.T'.
\ |
L
1 ;

Deformada elemental ¢,

q.=0 g =1 g; =0 Q4

I
N I

o Terceracolumnade T

Deformada elemental @z

J1=0, =0 gs =1 gs =0

185
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o Cuartacolumnade T

Deformada elemental (4

01=0,=03=0 Q4=%

e Matriz T

1 0 0 0]

|0 1 0 0

T=]0 0O 1 0

L 1

0 = 9

L 2 2]

e EJEMPLO7

En relacién con la estructura y sistemas de coordenadas del ejemplo 5, calcular la matriz

que: Q=T; Q".

Tl , tal

e SOLUCION

o Primeracolumnade T;

Q=1 y Q=0 para i=l
1
B C
Ak -2 =0

Estado de carga para la primera columnade Tj;.
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Se va a calcular la primera columna de la matriz T; por empleando el Problema Primario y

Complementario.

] Problema Primario

Rz T‘ RG
3]
R, %Y } R=

" t

éﬁw % 5
Problema Primario para la primera columnade T;.
o Equilibrio de Elementos
N B .M C C
\’;‘f
N
’ — '( D
B W3 /p
A UIS - F E
Nz
o Equilibrio de Juntas
Junta B
1‘ R2
R N1
—— —
R

ZFX:O = —-N,-R =0
ZFY:O = 1-R =0

JuntaC
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Z FX = 0 j—l N]_ - = 0

dYFR=0 = -R=0
dYM=0 = pu=0

Junta D

2

RS

A N; Sen a

SFc=0 =  Rs+N,c0s0 =0
ZFY =0 N, seng, =0
ZM:0 = Rs =0

U

La solucién del sistema de ecuaciones reporta:

R]_:O R2:1 R3:R4:R5:R6:0 N1=N2:M:0

" Problema Complementario

(9]

Q3=Qs=Q5=Qs =0

Por un procedimiento parecido se obtendran las diferentes columnas de la matriz  T,. Como se

conoce el vector Q también se puede obtener por medio de trabajos virtuales. Se deja al estudiante que

obtenga las demas columnas de la matriz T, en especial la cuarta y quinta columna.
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e Matriz T,
_ B .
0 0 0 3 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
T, =
0 0 1 0 0 0
1
0 0 0 3 0
10 0 0 0 0 1]

o EJEMPLO 8

Con relacién a la estructura de la figura 5.19, en que la viga es transversalmente rigida, se pide:

1. Seleccionar un sistema de coordenadas generalizadas Q — ¢ apropiado.
Encontrar el valor de Q que corresponde a la carga mostrada por trabajos virtuales y por medio del

problema primario y complementario.
3. Encontrar la expresion de la elastica horizontal y vertical del elemento BC en términos de las

coordenadas ¢ y de las funciones de forma.

4. Se efecttia una transformacion de coordenadas =T ¢ . Donde T es:

1

_|
T K

0
1
1
o 1

o NN © o
© o
1

5. Dibujar la deformada elemental (; =1 y las demés coordenadas nulas.

w

Ul ILLE{_

3L/5

4L/5 L

Figura 5.19 Estructura de los ejemplos 8, 9 y 10.
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e SOLUCION

Para seleccionar el sistema de coordenadas Q —( apropiado se debe dibujar una deformada
general. Conviene aplicar las féormulas indicadas en el Capitulo 1 para tener idea de los grados de libertad,
se recuerda que el elemento | =00 disminuye en 2 grados de libertad.

Deformada general

En base a la deformada general se encuentra el siguiente sistema de coordenadas Q —Q

= 1

s

.
Sistema de coordenadas Q —(
Antes de encontrar el vector de cargas Q conviene encontrar algunos parametros geométricos que
se necesitan en la solucidn del problema.

3uUS5

4U5 ) L
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3

tga = A sena = cosa = Longitud BC =L

(62 (W)
(62 F =N

La carga vertical debe ser descompuesta en una vertical y una horizontal distribuidas.

I

A

12

Wy =-W cos’ g = ——=W Wy =—W seng, Cosg, =—2—5W

Se va a calcular el vector Q aplicando trabajos virtuales. Para ello es necesario tener en cuenta

que el elemento BC es transversalmente rigido. En consecuencia las ordenadas de la elastica de éste
elemento, son:

U(X) = Uz $pa(X) + Uz ¢pa (X)

V(X)=Vv; +0; X
= Célculode Q

8q:=1 vy 80i=0 i=#1

c ;
c", ; :
’ 1 - IR

>
B
» -
e -3

Figura 5.19.1 Deformada elemental  §Q; =1

ui

En el triangulo BB’B” se tiene: U; =C0Sq, = 4 V, =—=SeNg, = — i

5
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En la deformada elemental se observa que B'B” es igual a C'C” y es igual a 3/5.

-39 .T".' c
cu%{g," ‘llll
’W i N a—{l
«,
5 o co tione: Us = — Sty = 9
En el triangulo CC’'C” se tiene: Uy = 9o, =—.7 .
5 20
En resumen para el elemento BC se tiene:
Ul = 4 Uz = 9
5 20
Vl = § V2 = 3
5 5
0. = 0 0, = 0

0

Q.= j'WX u(x) dx+J*WY v(x)dx

_ P L2W[Uy (9 4 2 () + U2 () 2 (]dx+ [ 16
Q=% ¢ ¢ [ e Whi 01 X]
__L2wil4f1-x)_ 9 x 14, 16wf[-3]ax= 3
%= HS\ 'L) 20 L]dx 25 {[ 5] 0o

= Célculode Q

802=1 vy §0i=0 i#2

e

Figura 5.19.2 Deformada elemental  §¢, =1

En la figura se aprecia que el triangulo rectangulo BB'B” es igual al triangulo CC'C”.
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3 4
U =Seng = — Vi =C0Sq = —
5 5

Por lo tanto para el elemento inclinado BC se tiene:

3 3
U, == U, ==
'Tg g
v, =4 v, =4
5 5
6120 9220

Q, =_r\NX u(x) dx+.[WY v(X)dx

N

5

o232 o B o

o, - I_ 12W[u; (09 109+ (9 4(x)]d><+f— %w&l +01 X]

= Célculode Q3

En la deformada elemental §gs;que se indica a continuacion, se debe aplicar el artificio para

elementos | =0 con el cual se obtiene que C'C” es igual a longitud del elemento L.

ds=1 Yy §0i=0 i#3

Figura 5.19.3 Deformada elemental §Q3 =1
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CAN

C"
S

En el triangulo CC’C” se tiene que: U,

UJ_:O
V1:0
91:1

Q; :IWX u(x) dx+.|'\7vY v(x)dx:J'—L 12 Wu, (x)

Ltgo = i L. Para el elemento BC se tiene:

Uzzil_
V2:L
0. =1

0 0 o 25
12 16 - 9 'x*" _16 'x*"
o, :__wj 3L X OIX__wj[x]olx O X 18,
25 L 25 25 2 , 25 2,
2
Q= wr -y 2o WL
50 50 2
= Célculode Q
8qs=1 vy §0i=0 i=4
.
S N
e ‘401.
B
A
Figura 5.19.4 Deformada elemental 304
En el triangulo CC’C” de la figura 5.11.7 se tiene que: U, =S€Cq, = 3
Cl
5
e
P S
——

En consecuencia las coordenadas del elemento BC, son:

) 1(X)+U2(X)¢ 4(X)]dX+J:— ]2'—(;WM+91 X]
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U=V, =0, =0 U, = V., =0, =0

o

Q. :MX u(x) dx+J'\7VY v(x)dx:J'—L 1_2W[u1(X)¢ 1(X)+U2(X)¢ 4(x)]dx+JL— 1—6W@1 +01 X]
. 25

0 0 0 25
ly2IL
Q: :_;_EW[[Z')E] dx=—§w ';<L i :_'1?JWL
3]
WJ—|8 |
Q=10 |_5L|
s

Una vez que se ha terminado el célculo del vector de cargas Q por trabajos virtuales se procede a
su célculo por medio del Problema Primario y Complementario.

vl
& ;

Rz

Ri
R3M
biciiad
Problema Primario ¢ =0
. Equilibrio de elementos
L L12 X) 12 I szL 6
Ng = |W X)dx=| =——W|1-. =—W X -. =.
° Io“l)l() Iozs ( L)%= 05 oL, 25"

L L12 X 12 'y 6
N. = |W X)dx=| =w." dx=="Ww. =,
¢ JO e ) IO aat 25V 2L, o5 WL
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OO
3 _ebwl
25
%) ¢ D
o
8wl p-vt
(B L
5 JH
§wL
‘\
B 8wl p-w

El cortante Vg se puede encontrar integrando entre 0 y L la carga Wy multiplicando por la funcion
de forma ¢2 (X) y para el cortante Vc multiplicando dicha carga por (|)5 (x) e integrando. Otra forma de
hacerlo es la siguiente:

= Equilibrio de Juntas

SF =0 = (|.SW|_+_“‘“\IS‘*”OL 5 WL cosg ~R, =0
| 25 L 25

ZFY:O = O'ZE;SRNL+_ —H \|C05a .2$5WLsena+R2=0
ZM:O = L

Junta C
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Fy, = SWL—p—p ) 6
DF=0 = 0.25 BoH |
|| sen —-_\X/Lcos ~R,=0
1 — 8 - '
Z‘FY 0 = ([ 2j%WL_ LM }|cosa ‘625WLsen
=0

(0

SM=0 = —“'zo

Al reemplazar sen o, =3/5, cosa =4/5 yresolver el sistema de ecuaciones se obtiene:

R, =3 WL R, =— AwL
10 5
2
Ry = WL Re=—. 3 WL
2 10
WL? :
= . - 0
h=-" H
El problema complementario se indica a continuacion
Iwl 3
mL 107 R
3wl w3
1 w2

AT,

Problema complementario.

WL [ —|83 1|

" 10| -5L]
s

Q

Para el célculo de las ordenadas de la elastica del elemento BC en términos de las coordenadas (i
y de las funciones de forma ¢ es necesario encontrar el desplazamiento vertical del nudo C, que se ha
denominado (5 . El valor de (J5 se halla en cada uno de los diagramas de deformacion elementales que se

han dibujado (figuras 5.19.1 a 5.19.4) pero en estos diagramas en lugar de considerar deformacién unitaria
considerar la deformacién de la coordenada para la cual se obtiene el diagrama elemental. Con esta
consideracion en la figura 5.19.1 se tendria que:

BB =q. senq = gql
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En la figura 5.19.1 se aprecia que B'B” es igual a C’C”. Luego en el triangulo CC’'C” de la figura
5.19.1 se tiene que la componente de desplazamiento vertical CC’ es negativo porque va hacia abajo y vale.

§q §q
: 5 5% __3
CC=-2 =-2 =-2q
cosa 4 4"
5

Por lo tanto la contribucion de (; en el desplazamiento vertical del nudo C que se ha denominado

gses — 3 g, que se lo ha obtenido de la figura 5.19.1. Al proceder de igual manera en la figura 5.19.2 la
4

contribucion de (), en el desplazamiento vertical de C es igual a (,. De la figura 5.19.3 se obtiene que el

desplazamiento vertical de C sea % L g;. Finalmente de la figura 5.19.4 se obtiene que el desplazamiento

vertical de C sea §q4. Al sumar estas contribuciones elementales se halla la componente de
desplazamiento vertical del nudo C denominada (s -
3 5 3
s =— O+t + Lttz+ O
4 4 4

Ahora se debe calcular las coordenadas del elemento Uy, U,, V1 Y O, para encontrar las ordenadas
de la elastica de BC.

U; =(Q; COSq + Q2 sena=§q1+ng

Vi = (2 COSq, — (1 senazng—gql
4 3( 3 5 3
U, =04 COS, +0s SNy = — Qs + = —qy +Q, + =L Qg+ =
2 =04 ot0s o 5CI4 5|\ 4Q1 0] 4 (0] 4%)

U, =—~290(]1+§%+§LQ3+‘§1Q4

Por ser el elemento transversalmente rigido las ordenadas axial y transversal de la elastica son:
U(X) = Uy ¢r(X) + Uadp2 (X)
V(X) =v; +0; X

Reemplazando valores:
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e T i TR

4 5 x .3 5 X
ux:— +—i;— X +
X)==-0 Q- 0 4Lq
V() —|( ~q+4 3, |

\5 )

Finalmente para dibujar el estado de desplazamiento (, =1 y las demas coordenadas nulas se

+ 0z X

debe reemplazar la matriz T en:

q=Tq" 7
] 1 0 o0 0 W]
[ql—, |’71 1 0 0—||Cl]2|
‘ 0 1 2 OU%T
MR

Al desarrollar el producto matricial T (e igualar al vector ( se tiene.

0. =01

O =0 +0
Os =0 +203
Qs =02 + 04

Siremplazamos (, =1 y las demas coordenadas nulas se encuentra:

q]_:O (o) =1 q3:1 Ja =1

Por consiguiente el diagrama elemental buscado es:

Figura 5.19.5 Deformada elemental q;

e EJEMPLOO9

Resolver el ejemplo 8 considerando el sistema de coordenadas indicado en la figura 5.20.
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Figura 5.20 Nuevo sistema de coordenadas Q —(

% Célculo de Q por trabajos virtuales.

= Célculode Q

B
DR
001
En tridngulo BB’B” se tiene:
cosg, =1 Uy =2
Ug 4
L L
Q, = IWX u(x) dx + J'WY V(X) dx
0 0
5 X
ux) = =|1-. v(x) =0
)
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= Célculode Q,
802=1 vy 8Qi=0 i=#2

Figura 5.20.2 Deformada elemental  §Q;

u / X V2
AN
C G-

T

Triangulo CC’C”

U, =COSq, = —
5

C”C’ es igual a B"B’ porque el elementoBCes | =0

"
1/).6

8%

%3

315%
g

Triangulo BB’'B”

Ug
fgo =— = u =
AR t 20
5
Pero U; es negativo, luego:
u ; V ~
1 20 1

4 3
V, =—Seng, =— =
2 a 5

201
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3
vix)=—=
0)=-¢
L L L 12 9\]d 16 (3)
= Wy u(x) dx+ Wy v(x) dx= |- =W X+ | =2 \wl=21dx
Q = [We w6 dce i v == 3¢ (4L oo |-dy (2
12 'sx® _ox'" 48 .. _18) 48WL
Q, =2y X SWX;:__lZWL 25-18)) 48
257 8L 20, 125 5 (T40 ) 125

0, —_ 2L 48WL :WL[—21+96) _ B8
250 125 250 250 10

= Célculode Qg
80z =1 vy &0i=0 1#3

102

,—.
\
r >

A

Figura 5.20.3 Deformada elemental  §Q3

En la figura 5.20.3 se observa que el triangulo BB'B” es igual al triangulo CC’C”. En consecuencia
Uy =U, y Vi =V,.Noétese que §; =0, =0

B iy
Ulzseno(:g Uzzg
V; = COS _4 V. _4
1 o 5 2 5
u(x) = 3(1—~Xj+§~x -3

5 L) 5L 5
4
V(X)=Vvi+0: X =
5
L

Q, —IWX u(x) dx+'|'WY v(x) dx = I— 12, gdx+j—;—gw(§) dx

Qs =— 12\ 3yt 16W4X 36WL—-64WL=—4WL
25 5 ° 25 5 125 125 5
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= Célculode Q
802=1 vy 80i=0 i#4

Figura 5.20.4 Deformada elemental §Q,4

A B

U =—1tga Lz_il— v, =-L 0. =1

u(x) =— fu@- i) v(x) = -L+ X

Q. :,TWX u(x) dx+jWY v(x) dx:J‘L— %W[__i L(l_if ﬂ dX+j—2_gW(— L+ X)dx

| 2L | 21L 2
Qo= OwLx X" Oy x X 30,2 16,0 WL

100 2L, 25 2 , 200 50 2

Fﬂ

WL S
10 | -8
5L

% Célculo de Q por problema primario y complementario

Q

] Problema Primario

En la figura 5.20.5 se presenta el Problema Primario que debe cumplir la condicién de que el vector
de coordenadas generalizadas = 0. Para ello se necesitan fuerzas de fijacion R que son de sentido
contrario al de las coordenadas que se quiere que sean nulas.



204

Roberto Aguiar Falconi
UFA-ESPE

1

RY

Figura 5.20.5 Problema Primario q=0

o Equilibrio de elementos

/(g<u

ewlL

-l

S\I. L

w_u-

- E 1T §

-~
B &wL
5 gwl p-u
B | R e
A
o Equilibrio de juntas
Junta B
BwL u-u
25 E\

-
.B’—E/
K

F, =0 =
2" 125

", =0 = 18 WL+—1 Jjcos & WLsen
2P r|-25 —“LM| a - 25

\
ZMzO = “=O

L

oy

(18 wis =1 ) [sen,, .fSWLcosa—Rlzo

(0
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Junta C
Bwl_y-y
25 L
Swl
25

YFe=0 = (SWL H- IM|sen 255WLcosa—R2=o

\25 L )
YFo =0 = (lBWL M|cos & WL sen
K+Rg—0 ) ’

SM=0 = R4—M'=o

De la solucién de las ecuaciones se obtiene:

R =— WL R, =.3 WL
10 10
2
R, = — AwL R, = WL
5 2
WL2

-0 _ )

u ==

" Problema Complementario

4wl
J 5
3wk - E
L Awl

e
Problema Complementario

-3
w3
Q 10 [-8
5L

Para encontrar las expresiones de la elastica U(X) y V(X) del elemento BC. En este caso se
necesita conocer el desplazamiento vertical del nudo B. A este desplazamiento se va a denominar gs El
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célculo se realiza aplicando el principio de superposicién en cada una de las deformadas elementales, es

asi como de la figura 5.20.1 se obtiene que el corrimiento vertical de B vale %ql . De la figura 5.20.2 se

tiene que el desplazamiento vertical de B es negativo y vale — 3 Jz- En la figura 5.20.3 se aprecia que este
desplazamiento es igual a (3 . Finalmente en la figura 5.20.4 se halla que el desplazamiento vale — % Lq,.
Por lo tanto:
3 3 5
ds ~di1 S 9=2+qs S LQga
4 4 4

01t ,0s
Ul=(11(3050c+q5senot:é g
+ — F - L _ -
u _ﬂql ﬁﬁqz % 5} CI41 4 +'9 9 Q2+§CI3 §|_
‘"5 544 4| 5%ty 5 4L
9 G2+ 0z —5 L0
U1:5q1_9 u

471720 54

- = 01— 502+ 03 — =G 0sy— _Q
v1:q5cosa—qlsena=4q5 3% 4H31 r: 5I:| 43.J 5

5 5 5
V1=—3Q2 +4QS—LQ4
5 5
492+ 30
U, = 2 COSqy, + 0sS€Nq, = g g

Las expresiones de la elastica resultan:
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U0 =t 100+ <) = U 1—.Xj+uz X

_(5, _ 9 3\(
u(X)—IK o) -20q2+§<1T Qe | 1-. ) (ﬁg—.ﬁf .

5 9 3 5X . 9X 3X . 3X 4X . 3X
ux)==0q; — + Lg,—- +.- =) 4. +. 4.
%) =7 % 20" 5k oy Bty g Gty Gt Gt G

5 9 3 5X 5X 3X
uix)= =g, —- +§’3‘:—L —. +. +.
) 4ql 20qz 5 % 4L ql 4L % 4 G

Ahora se tiene:

q=Tq
o] P 0 0 d]wl
‘qz‘_|1 1 o O ||Q2||
%|_m 1 2 0|%w
{mj b 1 0 1|

Al desarrollar el producto matricial T ( e igualar al vector ( se tiene.

0 =01

0: =0: +0z
Qs =02 +20s
Os =02 +0a

Siremplazamos (], =1 y las demas coordenadas nulas se encuentra:

q1:O (o) =1 q3:1 04 =1

Son los mismos valores del ejercicio anterior pero la deformada elemental buscada es diferente ya
que las coordenadas son diferentes. Esta deformada se presenta en la figura 5.20.6
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Figura 5.20.6 Deformada elemental ¢

e EJEMPLO 10

En los Ejemplos 8 y 9 se resolvié la misma estructura con diferentes sistemas de coordenadas, los
mismos que se indican en la parte inferior de la figura 5.21; al de la izquierda se denomina ( —q
corresponde al Ejemplo 8, cuyo vector ( se indica a continuacion. En el ejemplo 9 fue resuelto con el

sistema de coordenadas de la derecha, a este sistema se denomina (" — ¢

3]
WL |8 |
~ 10| -5L|

s )

Con esta nueva notacién para los sistemas de coordenadas generalizadas se desea encontrar;

Q

1. Lamatriz de transformacion de coordenadas T talque =T q* .

2. Encontrar el vector de cargas generalizadas Q" . Empleando la siguiente ecuacion Q” =T' Q.

>

3
~

!

L ol |
g oL q

Estructura de Ejemplos 8 a 10
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3
4 ’ 2 T > 4
| _‘h’_'
T,--a‘ ' A
1—.‘—" ) 4
Sistema Q — (. Sistema Q*—Q "

Figura 5.21 Estructura con dos sistemas de coordenadas generalizadas.

e SOLUCION

En base a las deformadas elementales indicadas en las figuras 5.20.1 a 5.20.4 se obtienen los
elementos de la matriz T . Con la figura 5.20.1 se obtienen los elementos de la primera columna de T con
la figura 5.20.2 la segunda columna de T, etc. La matriz que se obtiene es:

1 0 0 ow

3

-3 1 -2
T=|4 4

0 0 0 1

K 1 0 0]

El vector de cargas generalizadas Q* resulta:

2 ]
= 0
1 4 0
o 3 0 1|W'—|| -8\ W s
| 1 0 | =
to 2L oJ
4

* , . .
Elvector Q° como tenia que ser, es el mismo que se obtuvo en el ejemplo 9.

e EJEMPLO 11

En la figura 5.22 se presenta, a la izquierda un portico cuya viga es infinitamente rigida, al centro se
indica un posible sistema de coordenadas Q —(Q y a la derecha otro sistema Q* —q*. Se desea hallar la

matriz de transformacién de coordenadas T, tal que q=Tq".
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=
J'tl A

f=en | >

[ | Q-9 -4

Figura 5.22 Estructura de ejemplo 11 y dos sistemas de coordenadas generalizadas.

e SOLUCION

il s o ', el 17
F f | ]
.“ é‘ §q|
| ]
Deformada elemental g;"=1 Deformada elemental g,"=1
1
— —

'''''''''''''''''''''''

Deformada elemental ¢5*=1 Deformada elemental g4"=1

( 0 0 1 OW
- ~1/L 1/L 0 0
1o 1 0 0
0 0 0 1

5.7 EJERCICIOS PROPUESTO
Dados los sistemas Q —Q y Q* — q* en los ejercicios 1, 2 y 3. Se pide calcular:

i) Lamatriz T talque q=T Q.
i) Lamatriz T;, talque Q =T, Q*.
ii) Comprobar que T '=L T,
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e atigee e
Ac -[
Ao
H o H
lo 9
1 %2 Ac B Ao 2
Al = [=co
s Ao Aol
H| 1?-00 o H Ao e
e e lo ]
% .4
x_ m i L e
I'—L»i R
i o g
Ejercicio N.- 1
'y Ao —L Azen
I: o> lO
- Azco 4 L
lo Io B
& /f3
i L -, L
" e
Q-q
3 N Ao A =0
I=cc lo
A= Azmo
Iom Ié %L.
L™
ke L " L

E,’c_ aa

Ejercicio N.- 2
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5 N 5 o
Pt

Ejercicio N.- 3
Ejercicio N.- 4

Si sobre la estructura de la figura 5.17 actla el sistema de cargas presentado a continuacién. Se

pide calcular los vectores de cargas generalizadas Q y Q para los sistemas de coordenadas presentados

en las figura 5.17. Comprobar el resultado obtenido utilizando la matriz T del ejemplo 5,si Q" =T' Q.

Wa lwa We
Wi 5 A= f/ Ao {‘/1 Y;S
10 \\. jWb lO ) 7
Ao Ao "
Io [=00 A]OCO
A
. b
L 4 P 4 | 1 |
" " * |

Ejercicio N.- 4
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Ejercicio N.-5

Para el portico plano de la figura 5.2 se desea calcular la relaciéon inversa que existe entre las
coordenadas generalizadas. Por consiguiente ahora se tienen los siguientes sistemas de coordenadas.

T
a3
=~

Ejercicio N.-5
Calcular lamatriz T talque q=T(".
Ejercicio N.- 6

Para la siguiente estructura compuesta por elementos totalmente flexibles se dan dos sistemas de
coordenadas generalizados, el primero difiere del segundo en la coordenada uno, esta inclinado un angulo

0 con respecto a la horizontal. Se pide calcular la matriz T talque q=T q* .

a2 ]5 2
— ’\ ’/ 4 ) 1'_ IIIS l=.
1}/’:,}3 Ve 23 V6
el a-q o o' g

Ejercicio N.- 6
Ejercicio N.- 7

Las siguientes figuras muestran una estructura y las fuerzas externas que actdan, asi como los
diagramas de deformacion elementales, para un determinado sistema de coordenadas. Calcular:

i) El vector de cargas generalizadas Q .
ii) Dibujar los diagramas de cargas elementales.
iii) Interpretar geométricamente cada una de las componentes de (.
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Wz tWs
Wi~ Ac : We
g \\ |« x
> —’Q"s We
Ae Az L
le lo
.
L o
lLb |L. }~1~¢-
=3 T T
I | |
I | 1
1 | |
I : |
: I !
. e
Deformada elemental gz Deformada elemental g2 Deformada elemental s

Ejercicio N.- 8

Elaborar un programa de computacion para obtener el vector de cargas generalizadas Q en el que
se da como dato el vector de empotramiento perfecto en coordenadas locales para los elementos cargados.

Ejercicio N.- 9

Elaborar un programa de computacion para encontrar el vector de cargas generalizadas Q para un
pértico plano con elementos ortogonales, si sobre los elementos horizontales actian cargas triangulares y
trapezoidales. El programa debera calcular las acciones de empotramiento perfecto.



CAPITULO 6

RELACION ENTRE CARGAS Y DESPLAZAMIENTOS
GENERALIZADOS. ESTUDIO DE LAS DEFORMACIONES

RESUMEN

Los objetivos que se persiguen en el presente capitulo son los siguientes:

1) Presentar conceptos basicos sobre la matriz de rigidez Ky de flexibilidad F de una
estructura. No interesa por ahora saber cémo se calcula sino mas bien el significado fisico
de sus elementos.

2) Presentar algunos modelos numéricos para el estudio de las deformaciones de los
elementos lineales de un marco plano.

3) Realizar ejercicios que refuercen lo estudiado en éste capitulo, como en los capitulos
anteriores, en lo referente a:

KD

« Definir las coordenadas generalizadas en marcos planos con elementos axial y
transversalmente rigidos.

7

<+ Presentar el calculo de matrices de transformacién de coordenadas en elementos
gue se usaran en los capitulos posteriores.

Todo esto en funcién de la teoria que se indica en éste capitulo.

6.1 MATRIZ DE RIGIDEZ

6.1.1 Relacién entre Q —q

Dado un pértico cualquiera como por ejemplo el de la figura 6.1 en el cual se ha definido
un sistema de coordenadas Q — (. Se va a establecer una relacion entre el vector de cargas

generalizadas Q y el vector de desplazamientos generalizados (.
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1 71 x3 Ao

HE

Ao
lo

A
T

ne

Figura 6.1 Sistema Q —(
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La relacion entre Q y  se consigue por medio de la matriz de rigidez K de la siguiente

manera.:

Q=Kq

(6.1)

Se ha establecido una relacion lineal entre Q y . Esto implica lo siguiente:

e Que el material cumple con la ley de Hooke en sus tres dimensiones.

e Que las deformaciones son pequefias, entonces se podra aplicar la teoria de los

desplazamientos infinitésimos.

e No existe interaccion entre los efectos axiales y de flexién en los elementos. Es decir se

estudia la teoria de primer orden.

Cuando se cumple con los tres requisitos indicados se dice también que la estructura es
linealmente eldstica o que trabaja en el rango elastico y se puede aplicar el principio de

superposicion.

En la ecuacién (6.1) se tiene que la matriz de rigidez es de orden (n x n), donde n es el
ndmero de grados de libertad de la estructura. Si Q es un Vector de Cargas, de n filas y ( es
otro Vector de Coordenadas, de n elementos la ecuacién (6.1) puede escribirse de la siguiente

manera.:

Q] [Ku  Ke
Qz | | K21 Kz
Rl .I.|‘ raan e

I Qi || - I Kit K,
..... "I

I
[Qu] [Ku  Ke

De donde un término cualquiera Q; es igual a:

Qi =Kt g1 +Kiz 02 +....

o ff3]
Kon " Qe

K \|'||;;. \l
"
e
Kon ]t [

+ Kin qn
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Al examinar esta Ultima ecuacion se observa que K, por ejemplo, es el valor de la carga
Qi correspondiente al estado de desplazamiento (; =1 Yy (@; =0 i=1. Es decir K es el
valor de Q; en la deformada elemental (. La expresion anterior puede escribirse de la siguiente
manera:

Qi= zKij Qj
=1
En general se tendra que un elemento cualquiera Kj; es el valor de la carga generalizada

Qi correspondiente a la deformada elemental (.

Para el pértico plano de la figura 6.1 se tiene que la matriz de rigidez K es de (7 x 7). La
notacion de los grados de libertad de la figura 6.1 es la que se ha venido utilizando en el libro y se
seguira utilizando sin embargo es necesario que el lector conozca que se puede numerar los
grados de libertad considerando como grado de libertad a los apoyos aunque sea este
empotramiento y en este caso se tendra la notacién indicada en la figura 6.2. Vale la pena indicar
gue con éstos grados de libertad se obtiene en forma directa las reacciones y momentos del
empotramiento.

[11
1

al 3 0 112

2
Figura 6.2 Sistema Q — q orientado al célculo de reacciones en apoyos.

En estas condiciones la matriz de rigidez es de (12 x 12) y es singular, por consiguiente su

determinante es igual a cero. El rango de la matriz K es 9. Esto significa que en la relacion (6.1)
no se consiguen 12 ecuaciones independientes sino Unicamente nueve ya que tres son
dependientes y estas son:

1™ Ec+4® Ec+7™ Ec+10™ Ec=0
2% Ec+5% Ec+8° Ec+11™ Ec=0

Se deja al lector que indique cual es la tercera ecuacion (Ec) dependiente. Estas se han
obtenido haciendo equilibrio es decir:

S Fx =0 3 Fy =0 3™ =0

En resumen, el pértico de la figura 6.2 si tiene matriz de rigidez ya que es posible construir
las respectivas deformadas elementales y encontrar el sistema de cargas generalizadas
correspondiente. Lo que no es posible obtener es que su determinante sea diferente de cero. Su
determinante es cero.

Conviene utilizar el sistema de coordenadas de la figura 6.2 cuando se tienen
desplazamientos en los apoyos adicionalmente del calculo de las reacciones de los apoyos.
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Por otra parte al estudiar la estructura indicada en la figura 6.3 constituida por elementos
totalmente flexibles, con dos rodillos en los apoyos tiene los 10 grados de libertad presentados. En
este caso la matriz de rigidez es de (10 x 10) pero el rango de la misma es 9. Esto se debe a que
hay una ecuacion dependiente.

iz Ls
A | C 4
— s

0
By . B &_91 )

Figura 6.3 Estructura Inestable y grados de libertad.

1™ Ec+4° Ec+7™ Ec+9™ Ec=0

Las estructuras de las figuras 6.2 y 6.3 son inestables.
6.1.2 Caracteristicas de la matriz de rigidez

Las principales caracteristicas de la matriz de rigidez en estructuras estables, son las
siguientes:

1. Elvalor del determinante es diferente de cero y positivo por consiguiente K es regular.
2. Los términos de la diagonal son todos positivos.

3. La matriz es cuadrada.

4. K es simétrica con respecto a la diagonal.

Para demostrar esta Ultima caracteristica, se va a calcular la matriz de rigidez en la
estructura de la figura 6.4.1, compuesta por elementos totalmente flexibles.

J_E,Q.za cE

A

Figura 6.4.1 Sistema Q —q

Para el presente ejemplo la matriz de rigidez tendrd la siguiente configuracion:



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 219

|7K11 K12 K13 —’
K =] Kz Kz
LKSl K32 K33 h

=  Primera columna de la matriz de rigidez

g=1vy q=0 1=l

Figura 6.4.2 Elementos de la primera columna de K . Sistema A.

Las fuerzas necesarias para producir la deformada de la figura 6.4.2 son  K;; fuerza

horizontal en el nudo B, K,; fuerza vertical en el nudo By Kj momento en el nudo B. Estas
cargas se determinan utilizando la teoria de estructuras que se vera posteriormente.

= Segunda columna de la matriz de rigidez

=1y =0 i%2

1
k2 I B;\kn\ CE

\]

K2z

A

b aud

Figura 6.4.3 Elementos de la segunda columna de K . Sistema B.

De igual forma Kj,, Ky, Yy K3, son las cargas necesarias aplicadas en el nudo B para
tener la deformada elemental (,. Para obtener los elementos de la tercera columna de K se

procede en forma similar en la deformada elemental Q-

El problema que se tiene es demostrar que la matriz de rigidez K es simétrica, para lo
cual basta con demostrar que la fuerza Kj, esigual a la fuerza Ky, .

Aplicando el teorema de E. Betti se tiene que el trabajo virtual de las fuerzas que actian
en el sistema A de la figura 6.4.2 sobre los desplazamientos del sistema B mostrado en la figura

6.4.3, TVap. Es igual al trabajo virtual de las fuerzas que actian en el sistema B sobre los

desplazamientos virtuales del sistema A, a este trabajo virtual se denomina  TVg_a
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TVA_B = K]_l *0+ K21 *1+ K31 *O: K21 *1: K21
TVB_A = K12 *1+ K22 *0+ K32 *0: K12 *1: K12
Como se tiene que TVa g =TV a se concluye que Kj, = K,; que era lo que se queria
demostrar.
Finalmente debe indicarse que la matriz de rigidez transforma los desplazamientos en

cargas y para que esto exista los desplazamientos deben ser independientes.

6.2 MATRIZ DE FLEXIBILIDAD
6.2.1 Relacién entre q—Q

Ahora se desea establecer una expresion lineal para las coordenadas generalizadas (
que contiene desplazamientos y giros en funcion de las cargas generalizadas Q que contiene

momentos Yy fuerzas, mediante la matriz de flexibilidad F, la misma que sera de orden (n x n)
siendo n el nimero de grados de libertad de la estructura. Dicha relacién es:

qg=FQ (6.2)

Nétese nuevamente que se esta considerando que el modelo es lineal es decir es valido
para el rango elastico. Al desarrollar la ecuacion (6.2) se tiene:

(qq H‘n fio fln'[gl]

2| | & 1 fan

Qi || 1f'1 fiz fin ||||Q| ||

|

|

|

-l

g | [ fu foo fon || Qn |
De donde un término cualquiera (; es igual a:

g =fi Q+ f, Q +.... e + T Qs

Expresando en forma de sumatoria se tiene:

g = 2 fi Q;
j=1

Por consiguiente fij es el valor de la coordenada @; que corresponde al estado de
cargas Q;=1 y Qi =0 i ]. La primera columna de la matriz de flexibilidad sera el
vector de coordenadas ( para el estado de cargas Q; =1 y las demés nulas. Para la segunda

columna de F habra que encontrar el vector q para el estado de cargas Q, =1 y las restantes

nulas, etc. De tal manera que los elementos de la matriz de flexibilidad tienen unidades de
desplazamientos y giros.
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La matriz de flexibilidad F existe Gnicamente en estructuras estables. Por lo tanto no
existe matriz de flexibilidad para las estructuras indicadas en las figuras 6.2 y 6.3.

Al aplicar el teorema de los efectos reciprocos de Maxwel que dice: En una estructura
linealmente elastica, el desplazamiento i debido a una fuerza unitaria j es igual al desplazamiento

correspondiente j debido a una fuerza unitaria i, o, Q; =(Qj. Al desplazamiento i se le llama

grado de libertad i. Mediante este teorema se puede demostrar que la matriz de flexibilidad es
simétrica.

Por otra parte todos los términos de la diagonal son positivos. Finalmente se indica que si
g =F Q esindispensable que el vector Q sea independiente.
6.2.2 Relacién entre Fy K

En este apartado se estudia la relacién que existe entre la matriz de flexibilidad y la matriz
de rigidez de una estructura. Para el efecto se conoce que:

Q=K
1=FQ

Al reemplazar ésta Ultima ecuacién se tiene:

Q=KFQ
Al utilizar la matriz unitaria | se tiene que:
Q=1Q
De donde:
IQ=KFQ

Como ésta igualdad se cumple para cualquier valor de Q . Se concluye que:
KF=I FK=I
En consecuencia:
K=F" F=K™
La matriz de rigidez es la inversa de la matriz de flexibilidad o viceversa. Se hace

hincapié en que la matriz de rigidez siempre existe en cambio la matriz de flexibilidad existe
P Py . -1 .
Gnicamente en estructuras estables. Por lo tanto habra ocasiones en que K no existe.

e FEJEMPLO1

A la izquierda de la figura 6.5 se tiene un partico plano compuesto por elementos flexibles
y a la derecha de la mencionada figura se presenta el correspondiente sistema de coordenadas
generalizadas. Se pide presentar el significado fisico de los elementos de la primera columna de
las matrices de rigidez y de flexibilidad.
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Figura 6.5 Pdrtico plano con elementos totalmente flexibles y sistema de coordenadas.

e SOLUCION

Los elementos de las matrices de rigidez y flexibilidad son:

'VKn

K
K:| 31

} Ka
| K51

|_K61

F=|
qu

|51

| For

K12
I‘<22

K Kis
K K
Kas Kss
K Kas
Kss Kss
Kes Kes
Fu Fis
Fa Fas
Fa  Fss
Fu Fus
Fsa Fss
Fea Fes

Fes |

Los elementos de la primera columna de K son las fuerzas y momentos que hay que
aplicar a la estructura para que Unicamente el nudo B se desplace horizontalmente la unidad,

como se indica en la figura 6.6

L

Kz
1 Ks1
3, /T ke 3
B, [8 ng'ksl
:k:n
i
A D
‘ b &

Figura 6.6 Elementos de la primera columna de K.
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Por otro lado al aplicar una fuerza horizontal en el nudo B, como se muestra en la figura
6.7 los desplazamientos y giros que se generan son los elementos de la primera columna de F .

FUERZA=1

Figura 6.7 Elementos de la primera columna de F .

En las figuras 6.6 y 6.7 las cargas y corrimientos se han dibujado con sentido positivo,
puede ser que en el calculo alguno de ellos sea negativo o nulo.

Es importante destacar que los elementos de la matriz de rigidez tienen unidades de
fuerza o momento y los elementos de la matriz de flexibilidad de desplazamiento o giro.

6.3 DEFORMACIONES DE LOS ELEMENTOS

En capitulos anteriores se habia indicado que un elemento lineal de un pértico plano tiene
tres desplazamientos como cuerpo rigido y tres deformaciones del elemento. Se procede a
estudiar y recordar estas definiciones para lo cual se analiza una deformada general del pértico de

la figura 6.8

8!
: /-h-"\\
b /I' N\
o 7‘—'_‘-&_ J”- \\
e —
= \
|
'
A B
‘\ R |
p—_
Ao - \‘ /
i \_,.-——"' o] \.‘ !
A N\ i
J i S
" ! - 3 4
'] ™ ~L \ [/
‘-’1“"— ]
7 Ao v/
o Y
s !
Vs i,
Ao \
.
lo SN
SN
ALY
Ny
S
VY73 RN

Figura 6.8 Deformacion general de un pdrtico plano.

A continuacion se presenta un modelo numérico para ver como un elemento cualquiera de
la estructura se ha deformado. Por ejemplo se desea saber cémo el elemento AB pasa de su
posicion inicial indicada en la figura 6.8 en lineas entrecortadas a su posicion final AB’ indicada
con lineas continuas. Para ello en la figura 6.9 se ha dibujado el elemento AB antes y después de
deformarse; en la mencionada figura se ha identificado las coordenadas del elemento.
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Figura 6.9 Coordenadas del elemento AB.

El paso de la posicion inicial del elemento AB a AB’ se lo analiza en cinco etapas. En
lineas entrecortadas se indicara cual es la posicién del elemento al inicio de cada etapa y en todas
se va a indicar la deformada final AB’. Estas etapas son las siguientes:

1) Se produce Unicamente la traslacion uU; como cuerpo rigido. Esto se ilustra en la figura
6.10 en que el nudo A pasa a A’ y el nudo B pasa a B”. El elemento A’B” tiene una

longitud L.
B
A -
s __P'—-“H—._’—’_-—’*_—-‘—’--‘B_ 3 g"
AA"=B B" A A" } L“_n—“’
ul )
—Y

Figura 6.10 Primera etapa del modelo. Solo existe  Uj.

2) Sube el elemento de la posicion A’B” a la posicién A”B” una distancia igual a V; como
cuerpo rigido de tal manera que A”B’ es paralela a A’B”. Ademas al haberse desplazado
el nudo A, axialmente U; y transversalmente V; la posicion de A” coincide con la posicion

final del nudo A’ como lo ilustra la figura 6.11

Figura 6.11 Segunda etapa del modelo. Solo existe  Vj.

3) Se rota el nudo A un angulo y en la posicion A” como cuerpo rigido de manera que el

elemento A”B’ se encuentre en la alineacion de A”B’. El punto B” pasa a la posicién B
como se aprecia en la figura 6.12. N6tese que B’ no coincide con B'.
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Figura 6.12 Tercera etapa del modelo. Solo existe \ .

Al mirar las figuras 6.9 y 6.12 se puede ver que el angulo \ se calcula con la siguiente
ecuacion:
—V1 (6.5)

W:—L

Hasta aqui se han realizado tres desplazamientos como cuerpo rigido.

4) Se deforma al elemento axialmente, alargandolo para pasar de la posicion B" a la posicion

final B’. Esta deformacion axial se denomina AL en la figura 6.13 y se evalia de la
siguiente manera:

AL=uU, —u; (6.6)

A " et 2 Ea ~—

A

Figura 6.13 Cuarta etapa del modelo. Deformacion axial ~ AL.

5) Por dltimo para tener al elemento en la posicién final lo que falta es deformarle a flexién
para lo cual se rotan los nudos A” y B’. En el nudo inicial se deforma 0, -y y en el

nudo final un valor 9, —\y , COMO se muestra en la figura 6.14

g IV

Figura 6.14 Quinta etapa del modelo. Deformacion a flexion.
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6) Para comprender bien el modelo presentado, en la figura 6.15 se resumen las cinco
etapas.

v2

e =

Figura 6.15 Resumen del modelo numérico presentado.

6.3.1 Deformaciones de un elemento

Para el elemento AB que se acaba de estudiar, si se desea eliminar los desplazamientos
como cuerpo rigido, se debe colocar en el nudo A un vinculo que impida el desplazamiento axial y
transversal y en el nudo B un rodillo que impida que el elemento rote, que impida la rotacion .

A

Figura 6.16 Modelo para el estudio de las deformaciones de un elemento.

En consecuencia al eliminar los desplazamientos como cuerpo rigido del elemento AB con
la colocacion del vinculo y del rodillo se tiene en el elemento de la figura 6.16 Unicamente las
deformaciones.

Ahora, al analizar al elemento AB de la figura 6.16 como si se tratara de una estructura, no
un elemento se observa que la estructura tiene 3 grados de libertad los mismos que pueden
obtenerse con la férmula estudiada en el Capitulo 1.

NGL=2(3)-1-2=3

En la figura 6.17 al elemento que se lo ha venido estudiando se lo ha dibujado horizontal y
en él se han identificado los 3 grados de libertad que corresponden a las deformaciones del
elemento que en resumen son: una deformacion a flexién del nudo inicial; una deformacion a
flexién del nudo final y una deformacion axial del elemento. Las deformaciones a flexién se dieron
en la etapa 5 del modelo y la deformacién axial en la etapa 4.

A las deformaciones del elemento se les identifica con la letra P mindscula y a las cargas
internas (momentos y fuerza) con la letra P mayulscula. Se destaca que tanto p como P son
vectores.
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() )
A %

Figura 6.17 Sistema de coordenadas de un elemento.

3,

La forma del vector P para el elemento de la figura 6.17 es como sigue:

rpﬂ
p=|P: |

o)

Donde p; es la deformacion a flexion del nudo inicial, P, es la deformacion a flexion del

nudo final y p3 es la deformacion axial, las mismas que se calculan con las siguientes
ecuaciones:

PL =01~y =01 — 2 Lvl (6.7.1)
P2=02—y =02~ Ve Evl (6.7.2)
Ps =AL=U, -, (6.7.3)

Por otra parte, el vector P est& formado por:

P= [Ej’
[P

Donde P, es el momento que actda en el nudo inicial; P, es el momento que actla en el

nudo final y P3 es la fuerza axial en el nudo final.

e EJEMPLO 2

El portico plano que se indica a la izquierda de la figura 6.18 tiene 5 grados de libertad, los
mismos que se indican en la figura de la derecha. Se desea encontrar el valor de la coordenada
dependiente que es el desplazamiento vertical del nudo C.

Figura 6.18 Estructura de Ejemplo 2 y sistema de coordenadas generalizadas Q —
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e SOLUCION

Existen varias formas para encontrar el valor de la coordenada dependiente que se va a
denominar (s en funcion de las coordenadas independientes. Una forma de hacerlo es como se

realiz6 en algunos ejemplos del capitulo 5 en que a partir de cada uno de los diagramas
elementales se obtiene la o las coordenadas dependientes. Ahora en este ejemplo se ilustra otra
forma de hacerlo, que es una aplicacion inmediata del estudio de las deformaciones. Para el
elemento CD de la estructura de la figura 6.18, se tiene.

Sea C el nudo inicial y D, el nudo final, con esta notacion se tiene:
Uy =04 SENB — Qe COSP u, =0

Al ser el elemento CD axialmente rigido no existe la deformacién axial AL. En
consecuencia se tiene:
AL=0 = u,—u; =0

Al reemplazar los valores de U, y U; para el elemento CD se encuentra:
0— (g senp — g cosp )=0 = O =04 tgp

e EJEMPLO 3

En el marco plano presentado a la izquierda de la figura 6.19 el elemento BC es
transversalmente rigido y el elemento CD es axialmente rigido. Para este portico se ha
seleccionado el sistema de coordenadas generalizadas indicado a la derecha de la figura 6.19. Se
desea encontrar el valor de las coordenadas dependientes.

L 4m 2 3Im Ua

* 21 il e

Figura 6.19 Estructura de Ejemplo 3 y sistema de coordenadas generalizadas Q —
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e SOLUCION

Sean (4, (s Y (s las coordenadas dependientes, las mismas que deben expresarse en

funcién de (), 4, ¥ (s - En la figura 6.20 se indican estas coordenadas.

9s
Qs
—n
9. Q3
4y
Qg

Figura 6.20 Coordenadas dependientes e independientes de Ejemplo3.

Para el elemento BC, al considerar el nudo inicial en B y el nudo final en C, se tiene que
las coordenadas del elemento valen:

V1 =04 COSoL —Q; SENQL 01 =0s
V, =—(2 Senq + gs COSqy 02 =0s

Por ser transversalmente rigido, la deformacion a flexion en el nudo inicial y final son cero.
En consecuencia se tiene:

M, =V — (> Seng, +0s COSq — (4 COSqy, + (1SEN
0.2V _j — s 02 Seno + (s COSq — (4 COSqL + G1SENQ,
L L
— V=V — (> SN, + e COSq — (4 COSqy, + (1S€N
0, - 1 _p = Q- 02 S€NaL + Qe OLL g4 COSa + Q18€NaL

=0

Donde L es la longitud del elemento BC. De las dos ecuaciones indicadas se obtiene:
— (4 COSqL + (s COSoL =—(1 SeNg, + 2 SeNg +0s L

Al proceder en forma similar al ejemplo 2; para el elemento CD que es axialmente rigido
se tiene:
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Uy =0, Senp — g5 COSp

U, —U; =0 =  —(senp +gscosp =0

0s =02 9B

Roberto Aguiar Falconi

UZZO

UFA-ESPE

Al reemplazar el valor de (s en la expresion que se obtuvo de la condicion de que el

elemento BC es transversalmente rigido se obtiene:

L
Qs = s tgB + 02 (OB —t9a )~ -

cosa

Finalmente al sustituir Q4 y (¢, Y al despejar Qs de la primera ecuacion se halla.

(s =03

e EJEMPLO4

Con relacién a la estructura de la figura 6.19 se desea saber si pueden ser coordenadas
generalizadas las mostradas en la figura 6.21 usando las ecuaciones de deformacion de un

elemento.

e SOLUCION

Sean (4,05 Y (s las coordenadas dependientes, ver figura 6.22, vy,

O, 02 y Oz las

coordenadas independientes. Para el elemento BC que es transversalmente rigido se tiene:

Vi =(Qs COSoL — Q4 Se€Nqy,
V2 = (s COSq, — sSENQY

0:=0:
0: =02

C‘:h

SRR

dy

9,

Figura 6.21 ¢ Posibles coordenadas generalizadas?.
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Figura 6.22 Posibles coordenadas dependientes e independientes.

0, Y=V1 _g N ql_%cow — (gaSengo -0

L L=
_ V==V COSo. —QsSeng,
92 —Ll :0 — q2_06 q Ln ~ne ,“,\nn,:O

El sistema de ecuaciones lineales que se obtiene son:

0sSeNcg, — s COSoL = L g1 — s COSqr + GaSency
0sSeng — Qs COSoL = L gz — 06 COS, + Qasenay

De la condicion de que el elemento CD es transversalmente rigido se encuentra:
Js =0s t9P

De esta manera se ha expresado la coordenada dependiente (g en funcion de la
coordenada independiente (3 . Al sustituir (g en el sistema de ecuaciones lineales que conducen
alcalculode Q4 y (s se obtiene en forma matricial:

sena _
s Ldbg 1= |
Lena Y Lg —q coso. +(Q sena



—c0Sq, 1da | [Lgy—0sCOSq + 3s€Ngy |

Este sistema de ecuaciones no tiene solucion debido a que el determinante de las
incognitas vale cero. Luego al despejar (, o0 (J5 se tendrian divisiones para cero. Al no poder

despejar las coordenadas dependientes en funcién de las coordenadas independientes el sistema
de coordenadas generalizado de la figura 6.9.4 esta mal planteado.

e RESUMEN DEL APARTADO

El resumen de lo estudiado en el presente apartado y de acuerdo al modelo numérico de
calculo, para el estudio de las deformaciones se tiene:
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& Elementos Totalmente Flexibles

[ V]

f AO 3~——-~
RVAN Io

L g

I L
Ll
Sistema P — p
Vo =V,
P =01 — =
L
V2 =V,
p.=0.,— -
L
Ps =U; —U
# Elementos Axialmente Rigidos
2

-:@Cﬂ Al:OQ Dﬁ

e L ol
) 1
Sistema P — p
V, =\
P =0, ———=
L
V2 —V.
P2 =02 — 2= h
# Elementos Transversalmente Rigidos
Ao 1—&
it =g por =
: L |
1
Sistema P — p
P1=Uz —U;

Se pudo haber trabajado con otro modelo para el estudio de las deformaciones, como por
ejemplo con cualquiera de los presentados en la figura 6.23.
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Figura 6.23 Algunos modelos para el estudio de las deformaciones.

En los capitulos posteriores del libro se trabajara con el modelo numérico estudiado y que
esta indicado en la figura 6.17 ya que éste es apropiado para resolver marcos planos. Cuando se
piensa en la solucion mediante el computador los tres Ultimos modelos indicados en la figura 6.23
son los més apropiados.

El primero de éstos tres ultimos modelos es para cuando el elemento es axialmente rigido,
el segundo es el que utiliza el programa CAL desarrollado por el Profesor Wilson que fue muy
utilizado en las dos dltimas décadas del siglo pasado y el tercero es el que utilizan la mayor parte
de programas.

6.3.2 Calculo mediante Trabajos Virtuales

Las ecuaciones (6.7.1) a (6.7.3) que corresponden al modelo numérico de la figura 6.17 se
pueden obtener mediante trabajos virtuales como se indica a continuacion, en lugar de presentar
las cinco etapas con las que se pas6 de BC a B'C’. Para encontrar las mencionadas ecuaciones
por Trabajos Virtuales, a la izquierda de la figura 6.24 se ha colocado las cargas P que actdan en
el elemento, las mismas que han generado las reacciones de los apoyos. A la derecha de la figura
6.24 se indican las deformaciones con la letra p minUscula.

° B ,, o ¢
Rl ) ¢ ) R { % f LY
-5 =i A =

Tﬁ’*% B+ le
L L

Figura 6.24 Cargas y deformaciones actuantes en modelo de andlisis.

El trabajo virtual del sistema de cargas que actlan a la izquierda de la figura 6.24 en las
deformaciones de la grafica de la derecha de la figura 6.24, vale:

TV=PF p.+PF p2+PF ps

Por lo tanto para calcular p; se debe aplicar un momento virtual unitario en el nudo inicial

y todas las demas cargas nulas como se indica a la izquierda de la figura 6.25. A la derecha de
esta figura se indican las reacciones en los apoyos, correspondiente a este estado de carga.
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P1=1y demas nulas.

3 | =

Figura 6.25 Carga Virtual Unitaria y Reacciones para la carga virtual.

i &
L

En la figura 6.26 se presentan las coordenadas para un elemento de un pértico plano, se
recuerda que Uy, Vq, 1 son las coordenadas para el nudo inicial y U,, V>, §, para el nudo final.

V,
Vi

u: -

. S
% L :

Figura 6.26 Coordenadas de un elemento.

Para el estado de carga virtual estudiado se tiene que el trabajo virtual es igual a 1 * P1.y

este a su vez es igual al trabajo virtual que producen las fuerzas y momentos virtuales de la gréafica
derecha de la figura 6.25 en la figura 6.26. Por lo tanto se tiene:

1% py =1%0; + %*Vl—l*VZ - P: :el_Vz —Vi

Al aplicar un momento virtual unitario en el nudo final y todos los restantes nulos y por un
procedimiento similar se halla p,. En forma similar se hara para hallar p;.

6.3.3 Otro sistema de coordenadas del elemento

Para el sistema de coordenadas del elemento de la figura 6.27 se va a calcular las
deformaciones p;, P,

p§ . El asterisco Unicamente se emplea por didactica.

o L

Figura 6.27 Sistema P —p’

Para el modelo de la figura 6.27, los desplazamientos como cuerpo rigido estan asociados a las
componentes Uy, V1, O; las mismas que se eliminan con el empotramiento en el nudo inicial. En la
figura 6.28 se presenta en forma grafica el estudio de las deformaciones.



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 235

Vi

*

Figura 6.28 Estudio de las deformaciones para el sistema P"— p -

En forma similar al presentado en el anterior modelo indicado en 6.3.1 se puede demostrar

que:
Pr=U; — Uy
) (6.8.1)
Pa=V,—V;—0: L
(6.8.2)
Ahora p; Ps =02 —0:
. (6.8.3)

*

es el cambio de longitud del elemento medido en la direccién de la tangente a
la deformada en A (nudo inicial); p, es la deformacion de B (nudo final) en la direccion

perpendicular al elemento como si A se encontrara empotrado y finalmente  p; es el angulo de
rotacion del nudo final B, suponiendo que el nudo inicial A no gira por encontrarse empotrado.

e EJEMPLOS

Demostrar la ecuacion (6.8.2) mediante trabajos virtuales para el modelo numérico
indicado en la figura 6.27

e SOLUCION
En el nudo finalse.aplicauna fierza vidual vertical cama lg sefiala la figura 6.29 y se
obtienen las reacciones o[respondientes.
11
1
le L |
" |

Figura 6.29 Carga virtual unitaria y reacciones.
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El trabajo virtual del sistema de cargas de la figura 6.29 en las coordenadas del elemento
P2
de la figura 6.26 determinan el valor de

*

P2 =—1%v; +1*v, —L0O

= P2 =V, —Vi—L0;

e EJEMPLO 6

En la figura 6.30 se presenta el sistema de coordenadas del elemento que considera el
programa CAL (Computer Assisted Learning of Structural Analysis). Se desea encontrar la formula

que define la deformacion pj.

4 4

Ao 2 3
1 Io _/j

(9%

. L g

Figura 6.30 Sistema de coordenadas P — p que considera programa CAL.

e SOLUCION

Para calcular p; se aplica una carga axial unitaria y las demas nulas como lo muestra la

figura 6.31. Ahora el trabajo virtual de las cargas de la figura 6.31 en las deformaciones del
sistema 6.30 vale:

T\/_1Lpr_|_;*pa_’) pa

Figura 6.31 Carga axial virtual unitaria.

Este trabajo virtual es igual al producido por las cargas que gravitan en la figura 6.31 en
las coordenadas del elemento de la figura 6.26. Luego:

U, — Uy

2 pz=1xu, —1=*u, — ps = .

Se deja al estudiante la deduccion de las restantes deformaciones del elemento para el
modelo numérico utilizado por el programa CAL. Estas son:

P: 2612 07 2921
Ps=y —u, Pa=y _y,
2 2
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6.4 EJERCICIOS RESUELTOS

Se presentan dos ejercicios que complementan lo estudiado en este capitulo y en el
anterior cuando se estudi6 la matriz de transformaciéon de coordenadas. En capitulos posteriores
se vera su aplicacion.

e EJEMPLO7

Con relacion a las coordenadas del elemento utilizadas por el programa CAL y que se ha
indicado en la figura 6.30. Se desea encontrar las tres primeras columnas de la matriz de
transformacion de coordenadas locales a globales. En la figura 6.32 se indican estos sistemas de

coordenadas.

3 5
58
6
Ao
Is
7 d L

Figura 6.32 Coordenadas Locales de CAL y Coordenadas Globales.
e SOLUCION

Se define la matriz de transformacion de coordenadas T de la siguiente manera:

p=Tp

*

Donde p es el sistema de coordenadas indicado a la izquierda de la figura 6.32y P
sistema de coordenadas de la derecha de la misma figura.

=  PrimeracolumnadeT
) p; =0 i=1

Uy
~
//
-~
.
5
U; = COSgy, u, =0
V; = —Seng, v, =0

91=0 9220

el
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p1=0:=0 P, =0, =0
p3:U2—U1 :_COS(X p4:Vl—Vz :_SenOL
2 2 2 2

= SegundacolumnadeT

U; = Seng, u, =0
Vi = COSqy v, =0
9120 9220
P =0.=0 P, =0, =0
p3=U2—U1 :_SenOL p4:V1—V2 =COSOL
2 2 2 2

= TerceracolumnadeT

U1:O U2:0
vV, = v, =0
91:1 6220
p1=0:=1 P2 =0, =0
U —Ug Vi—\,
Ps > Pa >

Al proceder en forma similar con la cuarta, quinta y sexta columnade T se tiene:
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e EJEMPLO S8

denominado P —yp, para un elemento axialmente rigido y a la derecha el sistema P* —p* en

1 0

0 0

0 cosa

0 sena
2

sena

CoSa

239

A la izquierda de la figura 6.33, se presenta el sistema de coordenadas que se ha

coordenadas locales. Con la mayuUscula se refiera a las cargas y la minUscula las deformaciones.
Se pide encontrar la matriz de paso T, tal que p =Tp*

SOLUCION

Primera columnade T

L. L |
™ 7l
U1:O U2:O
V1:1 V2 :O
91:0 62—0
p1=91—vz —LV1 Z%
VZ—Vl 1
:e —_ = -
P2 2 L

1 j3
Ill/ ; ) A =00 2 *“\'} ('/J_-T_- A =00 ‘
L"-.___F. 1 ] o e I\"-\___pz lo = _'lt
o - — B . L :
Figura 6.33 Sistema P — p,y Sistema P" —p°
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= SegundacolumnadeT

p;=1y p;=0 i#2

La L . |
K bt |
U1:O UZZO
V1: V2:O
9121 92=O
p1=91—V2_V1 =1
P2 =92—V2_V1 =0

Se deja al estudiante el calculo de la tercera y cuarta columna de la matriz T que resulta:

Lt
T =|

F o -1 4]
L L

6.5 EJERCICIOS PROPUESTOS
En las estructuras presentadas a continuacion, se desea:

1. Seleccionar un sistema de coordenadas Q — (.

2. Indicar la forma de la matriz de rigidez y de flexibilidad.
3. Elsignificado fisico de los elementos de la matriz de rigidez y de flexibilidad.

- Ao
F Y Io
Ao Ll |ge
AW lo £
I . "
X
" . :

Ejercicio N.- 1 Ejercicio N.- 2
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Ejercicio N.- 3

Para la siguiente estructura, definir un sistema de coordenadas y expresar las
coordenadas dependientes en funcion de las coordenadas independientes.

A
I

o0 C
o0

Ao
lo

e~
o

Ejercicio N.- 4

Demostrar que no pueden ser coordenadas generalizadas de la estructura del ejercicio N.-
3 las componentes de desplazamiento horizontal del nudo B y del nudo C.

Ejercicio N.-5

Resolver el Ejemplo 3 desarrollado en el numeral 6.3 de otra manera. Mediante la
construccion de diagramas elementales de cada una de las coordenadas generalizadas
seleccionadas.
Ejercicio N.- 6

Demostrar las ecuaciones (6.8.1) y (6.8.3) de éste capitulo, mediante trabajos virtuales.
Ejercicio N.- 7

Con relacién al sistema de coordenadas del elemento que utiliza el programa CAL,

. Vi—Vz

demostrar la ecuacion pPs = — :
Ejercicio N.- 8

Encontrar las tres Ultimas columnas de la matriz T del Ejemplo 7.
Ejercicio N.- 9

Encontrar las dos Ultimas columnas de la matriz T del Ejemplo 8.

Ejercicio N.- 10

Sea ),L y )L las longitudes del nudo rigido inicial y final del elemento que se presenta

a continuacion.
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 — .l
—»fi.al je— —» bl
L
>l

k3

En el elemento en estudio se tiene que L es la luz libre y L la luz entre ejes. Se definen
dos sistemas de coordenadas uno para el elemento de longitud L due se denominara sistema
. * *
P — p yotro para el de longitud L que se llamara sistema P — p .

G——
1 lo

\
le L
<

.

Sistema P — p

el Ny AbL

L -l

*

T

Sistema P" — p

Demostrar que la matriz de transformacién de coordenadas para pasar del sistema P — p

. * *
alsistema P —p es:

T :[1—% Ab _|1_
Aa 1-2a | 1-2a =D

El modelo presentado en este Ejercicio se utiliza para calcular la matriz de rigidez de un
elemento viga que se encuentra entre dos muros de corte.



CAPITULO 7

MATRIZ DE RIGIDEZ Y DE FLEXIBILIDAD DE
UN ELEMENTO LINEAL

RESUMEN

Se presenta con bastante detenimiento el calculo de las matrices de flexibilidad y de rigidez de
un elemento de seccién constante o variable, para los sistemas de coordenadas del elemento que se
indican en las figuras respectivas. El calculo se lo realiza empleando conceptos de estructuras, por
medio de la matriz de transformacion de coordenadas y con funciones de forma.

Por considerarlo de interés se dedican algunas péaginas al estudio del efecto de corte en los
términos de la matriz de rigidez de un elemento, para el efecto se deduce el coeficiente de forma 3

para una seccién rectangular y se presentan ejemplos de aplicacion en los que se observa cuando es
importante considerar el efecto de corte y cuando no. De igual forma se resuelven ejercicios con
elementos de seccion variable.

7.1 MATRIZ DE FLEXIBILIDAD DE UN ELEMENTO f
7.1.1 Forma general

Se denomina F a la matriz de flexibilidad de una estructuray f a la matriz de flexibilidad de
un elemento. La forma general de f para el elemento totalmente flexible indicado en la figura 7.1, es
la siguiente:

JV fu fio f13 —|
T=)1Ty f22 f23 (71)
Lf31 f32 f33 |J

En el elemento de la figura 7.1 se consideran dos deformaciones a flexién, en el nudo inicial y
final y una deformacién axial en el nudo final.
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Vi ¥y _ &
A 2

le L ol

I« ]
Figura 7.1 Sistema de coordenadas de un elemento.

Los elementos de la primera columnade f son las deformaciones que corresponden al estado
de carga elemental Pl =1 y demas nulas como se indica a la izquierda de la figura 7.2. Notese que
Pl =1 significa aplicar un momento unitario en el nudo inicial, las deformaciones que se generan por

este momento unitario son los elementos de la primera columna de la matriz de flexibilidad f .

Figura 7.2 Cargas Elementales para determinar matriz de flexibilidad f

En la parte central de la figura 7.2 se aplica un momento unitario, anti horario, en el nudo final
y las deformaciones que se producen son los elementos de la segunda columna de f . Finalmente a
la derecha de la figura 7.2 se aplica una fuerza axial unitaria en el nudo final y las deformaciones son
los elementos de la tercera columna de f . Evidentemente que algunos de los elementos de f se los
ha dibujado con el objeto de tener todos los elementos de la ecuacién matricial (7.1) a sabiendas que
algunos de ellos son cero.

Para encontrar las deformaciones es necesario encontrar los diagramas de momento, corte y
carga axial, asociados a cada estado elemental de carga. En la figura 7.3.1 se repite las cargas
elementales y se presentan las reacciones de apoyo. Para cuando actia el momento unitario en el

nudo inicial las reacciones verticales valen Lo propio sucede cuando se tiene el momento unitario en

el nudo final (gréfica central) y para cuando solo existe la fuerza axial unitaria, la reaccién horizontal en
el nudo inicial vale la unidad (grafica derecha). En las figuras 7.3.2 a 7.3.4 se presentan los respectivos
diagramas de momento, corte y carga axial, con la convencion de signos de resistencia de materiales.

+ Estados de Carga

C M |
A

B A 2 A g
| n BT

le L e le L o e L

* al * L | b 4|

Figura 7.3.1 Cargas elementales aplicadas para obtener las diferentes columnas de f .
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R/

+ Diagramas de Momento

[

Figura 7.3.2 Diagramas de Momento correspondientes a las cargas elementales.

L L L

R/

+ Diagramas de Corte

T + + L

Figura 7.3.3 Diagramas de Corte correspondientes a las cargas elementales.

V1= V3:O

— I
<
I

+ Diagramas de Carga Axial

| .

Figura 7.3.4 Diagramas de Carga Axial correspondientes a las cargas elementales.

N; =0 N, =0 N; =1
Para el calculo de las deformaciones  fj;, de la teoria de estructuras se tiene:

LM M- LB ViV _
fijzjf""\"’dx+j£3 dr [ g
A El(x) 0GA(x) , EA(X) (7.2)

Donde, M;, M son los momentos a flexion; Vi, V; son los cortantes; N;, N; son la carga

axial; E es el modulo de elasticidad del material; G el modulo de corte estatico; |1(X) es el momento
de Inercia de una seccién constante o variable; A(X) es el area de una seccion transversaly 3 es el

coeficiente de forma. La ecuacién (7.2) corresponde al caso de Teoria de Primer Orden, en que cada
uno de los efectos estan desacoplados, de tal manera que la deformacién es igual a la deformacion
debida a flexion mas la deformacién debida a corte mas la deformacion debida a carga axial. Esta teoria
es valida para elementos con longitudes pequefias, alturas de columnas del orden de los 3 0 4 m. Si se
tiene columnas de mayor longitud se debe trabajar con Teoria de Segundo Orden en que se considera
acoplamiento entre las diferentes deformaciones.

Para el caso especifico del elemento de la figura 7.1, se tiene:
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L Ml’- L B V 2
fu=(-""' dx+ [P
1 -[EI ) f GAX) dx (7.3.1)
M; M, AL
f,=f
12 21 _[) E|(X) _[0 GA(X) (7.3.2)
fa="1fy=0 (7.3.3)
L < L 2
M, BV,
fr =1- dx + | - d 7.3.4
22 -[E|(X) J. GA(X) X ( )
fs=1=0 (7.3.5)
faa _I E A(x) (7.3.6)

Por lo tanto, la forma de la matriz de flexibilidad f de un elemento de seccién constante o
variable es la siguiente:

|_ f11 - f12 0 —‘
T=|—-Ty f)0 0 (7.4)
K 0 ful

Al reemplazar las ecuaciones de: M, M,,V;,V, y Nj3 en las integrales se obtienen los

elementos de la matriz de flexibilidad f , que son:

o= {L=XY) _dx +ja (1) _dx

Jok L j EI(X) Pl Ba (7.4.1)

f12:f21:_J‘L§(L—2X)_dx +J-L (_1Jz_dx (7.4.2)
L Bl BL) GAK

fo= (X0 dx (1) dx
22 \L

) E
1(x)
(7.4.4)

s _I EA(x)

Las ecuaciones (7.4.1) a (7.4.4) sirven para encontrar la matriz de flexibilidad de un elemento
de seccion variable. Pero no se recomienda resolver en forma analitica las integrales ya que se obtienen
expresiones muy complejas, lo mas facil es resolver las integrales con métodos numéricos y utilizando
la libreria de programas de MATLAB.

7.1.2 Coeficiente de forma f3

El coeficiente B es adimensional que caracteriza la distribucion de las tensiones tangenciales
en la seccion transversal y depende de la forma de la misma.
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e EJEMPLO1

Determinar el valor de [3 para un elemento de seccién rectangular constante, de dimensiones
b x h.

e SOLUCION

En la figura 7.4 se indica la nomenclatura que se va a utilizar en la solucién del ejemplo.

1 | PZ2Z2Z% -+
d
h yT FSEE Eé DT s _" E.N.
h|
2]
S L]
a b »|

Figura 7.4 Seccién transversal constante

En la figura 7.4 se tiene que C.G. es el centro de gravedad; E.N. es el eje neutro, la parte
rayada es el area de tensiones tangenciales. Se conoce que:

J- A(x) S* dA (7.5)
1(x)°

Donde S es el momento estatico del &rea rayada respecto al eje neutro; 0A es el diferencial
de &rea. Las restantes variables han sido ya definidas. Al ser el elemento de seccion constante, se
tiene:

A 2
p =722 jS dA (7.6.1)

De la figura 7.4 se observa que:

S= b|(h Y) ||_Y+|(h Y)1—|
\2 ) \2 )2J

Areas  * Distancia
S
szlbﬂ_hz _qu

(7.6.2)

24 )

Por otro lado, se conoce que:



248 Roberto Aguiar Falconi

UFA-ESPE

dA=bdY (7.6.3)
A=b h3 (7.6.4)
_ _blle (7.6.5)

Nétese que se ha obtenido la Inercia con respecto al centro de gravedad el mismo que es
colineal con el eje neutro. Al reemplazar las ecuaciones (7.6.2) a (7.6.5) en (7.6.1) se obtiene:

=

b[ —Y—|2| DurY
[bm B3

h
R _y-);
g =0 j(K L Y- ay
h y
2
Al integrar solo en la parte superior, se tiene:

.h(h4 h2y 2 .
B 772j(|h2 Y, Y dY = -, )|O'Y

0\4 ) h V|1a72

+ -
5, h{32

poe'Y Y YR -7
6
De donde:

p=2-12

(62 (o))

Se destaca que el factor de forma f = 1.2 es exclusivamente para secciones rectangulares.

e EJEMPLO 2

Elaborar un programa en MATLAB para determinar el término f;; para la viga de seccion
variable de la figura 7.5. Si ) = 0.30m;h = 0.60 m;| = 6.00 m. EI médulo de elasticidad del material
£ = 2400000 ', EI modulo de corte [ = 0.4 * .
m

e SOLUCION

El término f1; se puede escribir de la siguiente manera.

T i

10)

f Lo
+ ’(;szo’
A

A(x) = b * h(x)
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=

R B 2

7 T
~
- A

Figura 7.5 Viga de seccion variable.

o\

Programa para calcular el termino fll de la matriz de flexibilidad
para una viga de seccidén variable. Ejemplo 2

o° oe

o°

Dr. Roberto Aguiar
28 de mayo de 2014

o o°

o\
[al
.
N

b=0.30;h1=0.60;h2=0.30;L1=3.0;L2=3.0;E=2400000;G=0.4*E;L=L1+L2;
m=(h2-hl) /L1;dx=L1/1000;
for i=1:2000
X (1)=(i-1) *dx;
if i <=1001
h(i)=0.60+m*x (1) ;
else
h(i)=h2;

end
for i=1:2000
A(1i)=b*h(i);iner (i)=b*h(i)~3/12;
funl (1)=(L-x(1))"2/iner (i) ;fun2 (1)=1/A(1);
end
f11=1/(L"2*E) *trapz (x, funl)+1.2/ (G*L"2) *trapz (x, fun2)

El término {11 = 0.00047718 rd

7.1.3 Elementos de seccion constante considerando el efecto de corte

En este caso tanto la inercia como el area de la seccién transversal son constantes. Por
consiguiente salen de las integrales definidas de (7.4.1) a (7.4.4).
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_ 1 fL-Xpdx+ B ax
f= e jo( ) 42 GAJO (7.7.1)
LXE=Xpx + B ) dX
fo="1u= 0 1° GA/, (7.7.2)
L El
_ 1 e ax+ P ax
f22 L EI j0 AJO (7.7.3)
17 (7.7.4)
f33=-EA_([dX .
o Calculo de fll
f,=_ A H ko — 4L)&+)&)0)&+_GBL Jo ax
LEI
| 3L
fn=-21 Pk —1x +% +. P , X,
LE 3, GAL®
fo=. 1 (|L L“#—\Pr _ L, B
L2|:|\ 3) GAL 3EI GAL
f11:-L (1+-3B EI\
3El GAL
Se denomina:
o= 3BEI (7.7.5)
GAL*
Luego:
L
fi = 36 (1+¢)
o Calculode fy
Iy/3IL
f22:'21 X + b ‘L:'L + b =L (1+¢)

LElI 3, L’°GA~° 3EI LGA 3El

Al proceder en forma similar se encuentran los demés elementos de la matriz de flexibilidad
que resulta:
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L L
|(3EI Lty ) —eg 1-20) 0
f :||‘6EI (L-29) '3; L+ ) 0 78)
L
0 0 .EAJ

Donde ¢ es un factor adimensional que mide el efecto de corte.
7.1.4 Elementos de seccion constante sin considerar el efecto de corte

El efecto de corte se evallia a través del parametro ¢ . En caso de no considerarlo se debe
reemplazar ¢ =0 en la ecuacién matricial (7.8), resultando:

L L |
|(3E'  6EI 0
L L
0 0 E':A

Se debe notar que la matriz de flexibilidad calculada en éste apartado corresponde al sistema
de coordenadas del elemento indicado en la figura 7.1.

7.1.5 Elementos axialmente rigidos de seccién constante

Como se estudié en el capitulo anterior, el sistema de coordenadas P — p de un elemento

axialmente rigido es el presentado en la figura 7.6, se aprecia que no existe la deformacion axial Ps-

C 3
,,4%,\_,1 A=00 _/;%

Figura 7.6 Sistema P — p para un elemento axialmente rigido.

La matriz de flexibilidad f para el sistema de coordenadas de la figura 7.6 y al no considerar
el efecto de corte, es:

[ L __L—’
f:‘3EI 6E1 |

L L
| BEI '3E|J

Nétese que se ha eliminado la tercera fila y columna de la ecuacion (7.9) para llegar a la
ecuacion (7.10). Esta es la forma mas comudn de la matriz de flexibilidad para elementos axialmente
rigidos. Se puede también utilizar el sistema de coordenadas de la figura 7.1 pero en este caso la matriz
de flexibilidad del elemento sera:

(7.10)
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L L i
[BEI “BEI 0
L L
f = ~BEI 3| 0 (7.11)
0 0 0

La matriz definida en (7.11) es singular. En consecuencia no existe inversa. Por lo tanto la
matriz de rigidez no existe cuando se trabaja con el sistema de coordenadas de la figura 7.1. Para evitar
éste tipo de problemas mejor es considerar el sistema de la figura 7.6 y la matriz de flexibilidad es la
indicada en la ecuacion (7.10).

7.1.6 Elementos transversalmente rigidos
Por definicién estos elementos solo pueden deformarse axialmente siendo el sistema de

coordenadas el presentado en la figura 7.7. Por lo tanto la matriz de flexibilidad para un elemento que
tiene inercia infinita es:

I = [ L] (7.12)
EA|

1

—

e I-=00 ;@

Figura 7.7 Sistema de coordenadas P — p para un elemento transversalmente rigido.

Al igual que en el apartado anterior, se puede considerar como sistema de coordenadas de un
elemento el mostrado en la figura 7.1. En éste caso se tiene:

0 0 0
f=1]0 0 0 (7.13)
| L
0 0 :
i EA

Nuevamente no existe inversa de la matriz (7.13) en consecuencia para las coordenadas de la
figura 7.1 si el elemento es transversalmente rigido no existe matriz de rigidez del elemento, si se
trabaja con la matriz de flexibilidad definida en la ecuacion (7.13).

7.1.7 Relacion fuerza deformacion

En éste capitulo a los elementos se los ha analizado como si fueran estructuras mediante la
colocacién de vinculos que eliminan los desplazamientos como cuerpo rigido se puede indicar que

existe una relacion entre las cargas P ( mayuscula) y las deformaciones p (minuscula) al igual que
en una estructura. Esta relaciéon se obtiene a través de la matriz de flexibilidad de la siguiente manera:

p=fP (7.14)



