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Presentacion

La primera edicion del libro: “Analisis Matricial de Estructuras” fue publicado en 1982, tenia 12

capitulos y 274 péaginas; la segunda se publicé en 1995, con 15 capitulos en 612 péaginas; la tercera
17 capitulos y 550 paginas; ahora se presenta la cuarta edicion con 18 capitulos en 676 paginas.
Como se aprecia cada vez se ha incrementado el nUmero de capitulos y el nimero de ejemplos
resueltos.

En esta edicion se presenta el sistema de computacion CEINCI-LAB que lo he venido

desarrollando desde el 2009, con una gran cantidad de campos de aplicacion; en este libro
Unicamente se indican la libreria de programas para resolver. armaduras en dos dimensiones,
pérticos planos, mallas espaciales y para calcular la matriz de rigidez en coordenadas de piso,
orientado al andlisis sismico de edificios.

Resolver estructuras con CEINCI-LAB es muy facil y practico ya que se puede calcular un

edificio haciendo uso de los diferentes programas del sistema. Pero el objetivo principal de CEINCI-
LAB es que el lector resuelva las estructuras paso a paso, de esta forma afianzara sus
conocimientos.

En realidad el libro es de Andlisis Estatico de Estructuras en que se estudian los diferentes

temas con bastante profundidad, de tal manera que puede servir como un libro de consulta para los
estudiantes de pregrado y postgrado.

En esta edicién se incrementd el Capitulo 18, para tratar Mallas Espaciales, de una manera

similar a la realizada en Pdrticos Planos; es decir trabajando con elementos totalmente flexibles, con
elementos transversalmente rigidos o elementos torsionalmente rigidos, claro esta que esto se
estudié en el sistema 1. Posteriormente y orientado al uso del computador se determiné las matrices
de rigidez en coordenadas locales y globales de un elemento de una malla y finalmente se resolvieron
ejemplos en forma manual y con CEINCI-LAB.

Pero a mas de ello se incorporé nuevos temas como el desarrollo de funciones de forma para

un elemento lineal considerando tres nudos o la determinacién de funciones de forma para un
elemento lineal de un poértico de seccion variable, en el sistema 1, con tres grados de libertad. En
términos generales se puede indicar que la cuarta edicion del libro, cambia en un 60% con relacion al
contenido de la tercera edicién.

Resolver ecuaciones lineales con MATLAB es muy elemental de tal manera que pareceria no

tener importancia estudiar la solucion de ecuaciones simétricas bandeadas o la técnica del skyline
gue son tratadas en este libro. Pero si que tiene importancia ya que cuando se resuelven estructuras
gue tienen mas de 1000 grados de libertad, simplemente no se puede resolver el sistema de
ecuaciones en la forma elemental que presenta MATLAB peor alin pensar en sacar la inversa de una
matriz para hallar la matriz de rigidez condensada. Para grandes sistemas de ecuaciones lineales
tiene mucha importancia resolver ecuaciones en forma lineal, tratando de almacenar en lo posible la
menor cantidad de ceros. Por este motivo estos temas se han desarrollado en el Capitulo 11 pero a
mas de ello se debe encontrar la matriz de rigidez de una estructura en forma vectorial para poder
utilizar el algoritmo de solucién del sistema de ecuaciones lineales.



Si bien la matriz de rigidez condensada se obtiene invirtiendo una matriz pero es mejor no
hacerlo de esta manera por lo que se recomienda numerar primero las coordenadas en forma
adecuada y después triangularizar la matriz de rigidez para hallar directamente la matriz condensada.
Este tema se lo presenta en esta edicién con programas incorporados a la libreria de CEINCI-LAB.

Aproximadamente dos afios me llevd escribir esta cuarta edicién, basado en la experiencia

gue tengo como Profesor de Analisis Matricial de Estructuras, de la Universidad de Fuerzas Armadas
ESPE. Hay temas que son bastante complejos para los estudiantes, como el célculo del vector de
cargas generalizadas en porticos planos mediante trabajos virtuales. Con esta experiencia se han
desarrollado méas problemas a sabiendas de que esto es necesario para hacer un buen curso de
Dinamica de Estructuras y finalmente para el analisis sismico de estructuras.

Terminé la escritura de la cuarta edicién, siendo Rector el Gral. Roque Moreira y Vicerrector el

Crnl. Francisco Armendariz, dos distinguidos ex alumnos a quienes dejo constancia de mi
agradecimiento por las facilidades que me dan en mi labor académica, investigativa y administrativa
en mi querida ESPE.

Como en todos mis libros no puedo dejar de agradecer a mi querida esposa Alice Noury, a
mis hijos: Roberto, Alice, Maria José, Nicolas, Gabriel, Felipe, a mi hija politica llenia y a mi primer
nieto lan Aguiar, por la gran felicidad que me dan dia a dia y finalmente pero en primer lugar a Dios
gue sin su ayuda no puedo nada.

Roberto Aguiar Falconi

Director del Departamento de Ciencias de la Tierra y la Construccion
Universidad de Fuerzas Armadas ESPE

Septiembre de 2014.



CAPITULO 1

COORDENADAS GENERALIZADAS Y GRADOS DE LIBERTAD

RESUMEN

Se presentan algunas definiciones, las més elementales, para estructuras que trabajan en el
rango elastico, que es lo que abarca este libro. El objetivo principal es que el lector, que ya ha tomado
por lo menos un curso bésico de estructuras, se familiarice con la nomenclatura que se va a seguir.

Se definen: los grados de libertad de una estructura desde el punto de vista estatico y dinamico.
Posteriormente se empieza a trabajar con elementos: totalmente flexibles, axialmente rigidos,
transversalmente rigidos y totalmente rigidos; se dibujan deformadas generales y elementales.

1.1 DEFINICIONES ESTRUCTURALES

1.1.1 Vinculos

Se define por vinculo a toda condicion geométrica que limita o restringe la movilidad de un
cuerpo; es el Proyectista Estructural de acuerdo al sistema constructivo que va a utilizar el que define
el tipo de vinculo. De acuerdo a su ubicacién en la estructura, los vinculos pueden ser externos e
internos. Son externos aquellos que vinculan el cuerpo con la tierra, e internos aquellos que vinculan a
los cuerpos entre si.

De acuerdo al tipo de limitacién a la movilidad del cuerpo a que estan unidos, los vinculos
pueden ser de primera clase (rodillo o articulacion movil), de segunda clase (articulacion fija y
empotramiento movil), o de tercera clase (empotramiento fijo).

El rodillo o articulacion movil permite la rotacion del cuerpo al que estd unido y el
desplazamiento de ese mismo punto, en la direccion del movimiento del rodillo, la representacion de
este tipo de vinculo, es la indicada a la izquierda de la figura 1.1. En este tipo de vinculo existe una
reaccion vertical.

La articulacion fija, llamada simplemente articulacién, posibilita Gnicamente la rotacién del
cuerpo al que se halla unido, alrededor del punto de unién. La representacién gréafica de este tipo de
vinculo es la que se muestra a la derecha de la figura 1.1. EIl momento en la articulacién es cero y solo
existen dos reacciones en sentido horizontal y vertical.
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Articulacion Movil Articulacion Fija

Figura 1.1 Articulacion Mévil y Fija

En la figura 1.2, se presenta un tramo del Puente Llacolén, ubicado en Concepcién, Chile. Se
aprecia a la izquierda una junta de construccion; la viga que aparece puede modelarse con una
articulacion mavil al lado izquierdo y con una articulacion fija al lado derecho, debido a que el tablero

del puente es continuo en ese tramo.

Figura 1.2 Tramo del Puente Llacolén, ubicado en Concepcidn, Chile.

Las vigas en sentido longitudinal se apoyan simplemente sobre una capa de neopreno y estos
a su vez sobre los cabezales de las Pilas. El rodillo de la izquierda indica que se va a desplazar
lateralmente la viga. Por lo tanto debera tener un bues espacio para moverse en un sismo sin que salga
de su apoyo y se caiga. La foto de la figura 1.2 fue tomada dos meses después del Mega Sismo de
Chile de 2010 y causo en unos tramos mas adelante la caida del tablero. Aguiar (2010).

El empotramiento moévil permite solamente el deslizamiento lineal de su punto de unién con el
cuerpo en la direccion de su movimiento. La representacion de este tipo de vinculo es la que se presenta

en la figura 1.3
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Figura 1.3 Empotramiento movil.

El empotramiento fijo o simplemente empotramiento, no permite ningdn tipo de desplazamiento
ni rotacion. La representacion de este tipo de vinculo, que es lo mas comun en las estructuras planas,
se representa en la figura 1.4.

S

Figura 1.4 Empotramiento fijo.

A los vinculos interiores se denominan articulaciones y se los representa con un circulo de la
siguiente manera.

Figura 1.5 Articulacion interior.

El momento es nulo en la articulacion, la barra a la izquierda de la articulacion tendra un giro el
mismo que es diferente de la barra que se encuentra a la derecha de la articulacion. Este tipo de vinculo
se lo utiliza en el andlisis sismico de estructuras para representar las rétulas plasticas que no es mas
gue un modelo matematico que indica que una seccion ya no puede resistir mas momento y empieza
a rotar, empieza a disipar energia.

1.1.2 Elementos

En Estructuras se estudia solamente elementos lineales, aqui se recordara que son elementos
0 miembros lineales y posteriormente se hablara de otros elementos que dependeran para determinado
analisis estructural.

Un elemento lineal es generado por un area plana, cuyo centro de gravedad describe una curva,
en general alabeada, llamada directriz o0 eje, manteniendo su plano perpendicular a la curva. El area
movil puede cambiar de magnitud y forma, siempre que ello se realice de modo continuo.
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Las dimensiones del area transversal deben ser pequefias en comparacion con la longitud de
la directriz. En general, los elementos se representan por su eje o directriz. En la figura 1.6 se presentan
varios de los mencionados elementos, asi en la parte superior se tiene un elemento lineal de seccién
constante y variable; en la parte inferior un elemento curvo de seccién constante y variable.
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— =3 - — 5=l .- 57 <A ~
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Seccion constante Seccion Variable

Curvo de seccibén constante Curvo de seccion variable

Figura 1.6 Diferentes tipos de elementos
1.1.3 Juntas o Nudos

Se denominan juntas o nudos a los puntos de concurso de varios elementos. Es decir al medio
de conexién de dos 0 mas elementos. Normalmente se representa un nudo con un punto el mismo que
corresponde a la interseccion de los elementos que concurren a él.

En este libro se dibujara una pequefa longitud de los elementos que llegan al nudo como lo
muestra la estructura de la figura izquierda de 1.7, en que se ha negreado un poco mas la parte de la
viga y columna que llegan al nudo; la representacion mas comudn de un nudo es un punto como se
observa a la derecha de la figura 1.7

&C
B [ ] C B B
® &
A D A D
7 S TR SR

Figura 1.7 Representacion de los nudos de un pértico plano.

La estructura de la figura 1.7 tiene 4 nudos Yy tres elementos lineales (que se han
representado con un punto a la izquierda de la figura 1.7).
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Es importante notar, que si bien a un nudo se representa como un punto, en la realidad esto no
es asi, ya que es un elemento fisico que tiene dimensiones como lo sefiala la figura 1.8, que se desplaza
y gira. Por lo tanto habra que tener presente este hecho para el disefio en hormigén. Los ultimos codigos
del A.C.l. 318, cada vez dan mayor importancia al disefio del nudo, es mas en estructuras aporticadas
construidas en zonas sismicas se disefia de tal forma que el nudo sea fuerte y la viga débil.

Figura 1.8 Nudo tipico

Una de las fallas mas frecuentes durante los sismos es la falla de nudo, especialmente los
exteriores por falta de anclaje del hierro longitudinal. También han fallado debido a que han tenido una
baja capacidad al cortante horizontal. Todo esto se indica con el objeto de que deben ser disefiados.

Retomando el tema se puede manifestar que hasta ahora se ha considerado Unicamente
elementos rectos pero podemos tener otra clase de elementos; todo dependera de cémo se ha definido
los nudos.

En consecuencia el nimero de elementos de una estructura es un nimero arbitrario,
dependiente de la eleccién considerada.

Por lo tanto, un elemento puede tener mas de dos nudos. La ventaja de elegir estos elementos
de geometria diferente a la que estamos acostumbrados se tiene cuando se estudia el tema de las
subestructuras. En la figura 1.9, se muestran varios elementos especiales; la estructura de la izquierda
y derecha tienen 2 elementos y 3 juntas; la estructura que esta en el centro de la figura 1.9 también
tiene3 elementos especiales.

Figura 1.9 Elementos especiales de una estructura.
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Cuando se realiza el analisis sismico espacial, en coordenadas de piso; se considera que los
pérticos planos son un elemento. Ahi se tiene una aplicacion de los elementos especiales.

1.1.4 Estructura

Una estructura es una cadena elastica estable, compuesta por un nimero finito de elementos
unidos entre si mediante un nimero finito de juntas, uno de cuyos nimeros es arbitrario.

Notese que se han utilizado en la definicion las palabras: “cadena” por la union que tienen los
diferentes elementos; “elastica” porque se consideran pequefias deformaciones del orden de
infinitésimos y “estable” en tal virtud no tiene sentido hablar de estructuras inestables. Es fundamental
destacar que al decir “elastica” el comportamiento es de tipo lineal, todo el texto estd marcado en este
analisis.

1.2 DEFINICIONES DE MECANICA
1.2.1 Coordenadas generalizadas

Para determinar la configuracién de un sistema se emplean coordenadas, las cuales pueden
ser dependientes o independientes. Cuando las coordenadas son independientes, reciben el nombre
de coordenadas generalizadas.

Por ejemplo, si el sistema masa-resorte mostrado a la izquierda de la figura 1.10, a partir de la
Posicion de Equilibrio Estatico (P.E.E) se le suministra un desplazamiento §,, como se indica en la

figura central (condicion inicial) y se permite que el sistema oscile, figura derecha de 1.10, se observa
que para definir la posicién de la masa, en cualquier instante, de tiempo, se requiere una coordenada
vertical Y (t); la cual se mide a partir de la P.E.E. En la Posicion de Equilibrio Estatico la sumatoria de
fuerzas en sentido vertical es igual a cero en cambio en la posicién genérica del movimiento indicada a
la derecha la sumatoria de fuerzas es igual a masa por la aceleracion.

s
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Figura 1.10 Sistema de un grado de libertad.

Lo importante es destacar que en dindmica (respuesta en el tiempo) el sistema de la figura 1.10
tiene un grado de libertad.

Por otra parte, el sistema masa-resorte-polea de la figura 1.11 tiene una sola coordenada
generalizada, puesto que tanto X (t) como O (t) son dependientes, pueden usarse cualquiera de ellas
para determinar la posicion relativa de la masa, pero no las dos. En los ejemplos que se estan indicando
la variable t corresponde al tiempo. Por lo tanto, se esta definiendo la posicion de la masa en un tiempo
genérico t del movimiento.
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Figura 1.11 Sistema masa-resorte-polea

En la figura 1.12 se presenta un péndulo doble de longitudes L1 y L2 y masas M1y M2. En este
caso para definir la configuracion del sistema se requieren dos coordenadas que pueden ser: los
angulos de rotacion, denominados #(t), i.(t), 0 los desplazamientos horizontales fy(t), I,(t) ya sean

estos absolutos (figura central) o relativos como (figura derecha).

SN

s %474%
I \ ,
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E El;::tj ‘
: */)\ \
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Coordenadas
absolutas

:VZVé‘Vz
\

5
A

Coordenadas
relativas

Figura 1.12 Sistema de dos grados de libertad. Coordenadas absolutas y relativas.

No se puede seleccionar las coordenadas presentadas a la derecha de la figura 1.13 puesto
que las dos son dependientes ya que X;(t) = L; *Q:(t), y no se tiene una coordenada para definir la

posicién de la masa M,. Se puede trabajar con los sistema de coordenadas indicadas a la derecha de

lafigura 1.13. Lo importante es notar que el sistema tiene solo dos grados de libertad, ni mas ni menos;
ademas las coordenadas que se seleccionen deben ser independientes y que no existe un solo sistema

de coordenadas.
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Coordenada dependientas Coordenada independientes

Figura 1.13Coordenadas dependientes e independientes.

1.2.2 Nameros de grados de libertad

Se denomina numero de grados de libertad al nimero de coordenadas generalizadas que hay
que emplear para definir la configuracion del sistema... En este libro se entiende como sistema a una
estructura.

Cuando el nimero de grados de libertad de un sistema es igual al nUmero de coordenadas
generalizadas se dice que este sistema es HOLONOMO.

1.2.3 Sistemas deformables

En los sistemas analizados anteriormente se ha considerado que la masa es puntual, que la
polea es rigida, las cuerdas inextensibles y el resorte indeformable. Hip6tesis que se acostumbra
realizar para simplificar la solucién de los problemas.

Ahora, se va a considerar un sistema continuo deformable. La figura 1.14 presenta una viga en
voladizo cuya masa se encuentra uniformemente distribuida; en ella observamos que para cada punto

P, dentro del intervalo 0< X <L es necesario definir tres parametros que son: U que es la
componente de desplazamiento horizontal del punto P; 1 que es la componente de desplazamiento
vertical del punto Py O que es la rotacion del punto P.

I u
______ : - X
~“. = ,'.’ »
Sy 4 1
----- & e F S >
- ~ -~
b o T T |

Figura 1.14 Sistema continuo con infinito nimero de grados de libertad.
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Los valores de U, 1, 6 iran cambiando punto a punto a lo largo de toda la longitud de la viga,

es decir que al considerar Unicamente la directriz o eje de la viga, para cada punto P se tiene: dos
desplazamientos y una rotacién para determinar la configuracion del sistema deformado. Por lo tanto
de acuerdo a la definicion del nimero de grados de libertad, podemos indicar que este sistema posee
infinito nimero de grados de libertad, ya que se tiene infinito nimero de puntos en la viga.

Los Unicos que tienen un namero finito de grados de libertad son los compuestos por particulas
rigidas. Los sistemas deformables o sistemas continuos poseen infinito nimero de grados de libertad
y para resolverlos se tiene que plantear la ecuacion diferencial que gobierna el problema y resolver ésta
ecuacion en todo el dominio.

Un edificio puede modelarse como un sistema continuo como el presentado en la figura 1.14,
claro esta en forma aproximada, cuando se quiere encontrar su probable comportamiento sismico en
forma rapida.

1.3 GRADOS DE LIBERTAD EN UNA ESTRUCTURA
1.3.1 Clases de estructuras

Con fines didacticos se clasifican a las estructuras en este libro en: pérticos planos, armaduras
planas, estructuras espaciales, armaduras espaciales y parrillas o mallas espaciales. Se puede
extender la clasificacion considerando por ejemplo vigas de cimentacion u otro tipo de estructuras. Lo
importante es indicar que éste libro esta dedicado al estudio de Poérticos Planos y Armaduras Planas
pero los conceptos que se van a dar son generales y se aplican a cualquier tipo de estructura. Por
ejemplo la forma como se realiza el ensamblaje directo para encontrar la matriz de rigidez en Porticos
Planos es la misma que para Estructuras Espaciales. Claro esta que para cada caso se deben definir
la respectiva matriz de rigidez del elemento y los correspondientes grados de libertad.

1.3.2 Pérticos planos con elementos flexibles

Se inicia el estudio calculando el nimero de grados de libertad de un portico plano compuesto
por elementos lineales que son totalmente flexibles, que no tienen restriccion para deformarse a los

cuales se les ha identificado con las letras A,, |, . La primera letra hace relacion al &rea de la seccién
transversal y la segunda al momento de inercia.

La configuracion del sistema vendra dada por la posicién de los nudos. Por consiguiente, la
definicion del numero de grados de libertad no es la general enunciada en mecénica, sino una particular
limitada a describir la posicion de las juntas. En consecuencia, el nimero de grados de libertad, en
estatica, es el minimo nimero de coordenadas que es preciso determinar para definir la posicion
de las juntas o nudos.

Para obtener el nUmero de grados de libertad de una estructura se debe dibujar una deformada
lo mas general posible. Por ejemplo, para el pértico plano de la figura 1.15, primero se identifica la
posicion inicial de los nudos con letras. Ahora por efecto de cualquier sistema de cargas presentara
una deformada como la que se indica a la derecha de la figura 1.15, en la cual a la posicion final del
nudo se los ha identificado con la misma letra pero con un indice. Noétese en esta deformada que el
angulo del nudo B se mantiene de la misma dimension, es decir la rotacion gs en el nudo B de la
columna AB es igual a la rotacién gs de la viga BC; lo propio sucede en el nudo C. Se considera que la
junta o nudo se desplaza y gira en el plano, con respecto a un eje perpendicular al plano.

En resumen para definir la posicion de las juntas A, B, C y D del pértico plano de la figura 1.15
se requieren seis coordenadas generalizadas que estan indicadas, a la derecha de la figura 1.15 las

mismas que han sido identificadas con la letra (. El significado de cada variable se indica a
continuacion.
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Figura 1.15 Pértico plano con elementos totalmente flexibles y deformada general.

(o[ Componente de desplazamiento horizontal de la junta B.
g2 Componente de desplazamiento vertical de la junta B.
(ot Rotacion de la junta B.

(o7 Componente de desplazamiento horizontal de la junta C.
gs Componente de desplazamiento vertical de la junta C.
gs Rotacion de la junta C.

Por lo tanto la descripcidn estructural esta limitada en el presente capitulo, a definir la posicién
de los nudos.

Para calcular el nimero de grados de libertad de un pértico plano cuyos elementos son
totalmente flexibles, se puede utilizar la siguiente férmula.

NGL =3 (NDJ) — (NDJ) *V (L.1)

Donde NGL es el nimero de grados de libertad de la estructura, NDJ es el nimero de
juntas totales, (NDJ)e es el nimero de juntas externas, V es igual a 1 si el vinculo es un rodillo, V

es igual a 2 si es una articulacion y V es igual a 3 si se trata de un empotramiento. Para el pértico
plano de la figura 1.15, se tiene:

NGL=3(4)-(2)3=12-6=6

La deformada general sirve Unicamente para identificar los grados de libertad de una estructura,
se puede dibujar con cualquier signo. Una vez que ya se conocen los grados de libertad se determina
el sistema {, con la convencion de signos que se emplea. Para el pértico plano de la figura 1.15, este
sistema es el presentado en la figura 1.16.

¥

<

Figura 1.16 Sistema de coordenadas |
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Nétese que el desplazamiento horizontal es positivo si se desplaza hacia la derecha; el vertical
positivo si se desplaza hacia arriba y la rotacién o giro es positiva si rota en sentido horario.

1.3.3 Deformadas Elementales

Son aquellos graficos en los cuales una de las coordenadas vale la unidad y las restantes son
cero. Tanto en estatica como en dinamica es necesario construir deformadas elementales por ello en
el presente capitulo se empieza a construir estas deformadas y se continuara a lo largo de la mayor
parte del libro.

e EJEMPLO1

Presentar las tres primeras deformadas elementales del pértico plano, cuyos elementos son
totalmente flexibles, que se ha presentado en la figura 1.15. Trabajar con el sistema ¢ de la figura 1.16.

e SOLUCION

Enlafigura 1.17 se presentan las tres primeras deformadas elementales del p6rtico plano cuyos
elementos son totalmente flexibles. Nétese que en cada uno de ellos solo una de las coordenadas se
ha deformado la unidad.

2=1 A =0 A 2
gq1=1 *» g=0 * i*1 q2=1 Q=0 22

1 . ‘? Bv
' C | —— —
o B C
JA D
A O

Al

Figura 1.17 Tres primeras deformadas elementales de un pértico con elementos totalmente flexibles.

En la deformada elemental ¢3 se aprecia que la columna en el nudo B rota la unidad y que la
viga en ese mismo nudo también rota la unidad. Esto se conoce con el nombre de Principio de Williot
y asi es como se calculan las estructuras con nudo rigido pero para que esto se dé, se debe disefiar y
construir el nudo eficiente. Si no se construye bien un nudo no se va a cumplir Williot y la estructura va
a tener menor rigidez que la calculada por que no se tiene nudo rigido.

1.3.4 Pértico plano con elementos axialmente rigidos

Se define como un miembro axialmente rigido o longitudinalmente rigido a aquel que no cambia
de longitud luego de que se ha aplicado un sistema de cargas. Se representa a los miembros axialmente

rigidos de la siguiente manera: A=00.
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Como ejemplo, se analiza el pértico de la figura 1.18, cuyas columnas son totalmente flexibles
y cuya viga es axialmente rigida. Por efecto de un sistema cualquiera de cargas, este pértico se va a
deformar como se indica, a la derecha de la figura 1.18.

H A= Ao
I=1lo

|=lo

A= Ao
I=lo

'I

Figura 1.18 Pértico plano con una viga axialmente rigida y deformada general.

Nétese que si el nudo B se desplaza horizontalmente qi, el nudo C también tiene que
desplazarse horizontalmente g1, puesto que la viga BC no va a cambiar su longitud por ser axialmente
rigida. En consecuencia el pértico de la figura 1.18, tiene 5 grados de libertad.

e EJEMPLO 2

Dibujar las tres primeras deformadas elementales del pértico de un vano y un piso presentado
en la figura 1.18, cuyas coordenadas generalizadas son las indicadas en la figura 1.19.

e SOLUCION

3

|
1 —{t
\_ ;7.3

Sistema q

4
.

-5

Figura 1.19 Sistema de coordenadas generalizadas.

En la figura 1.20 se presentan las tres primeras deformadas elementales, la primera de ellas
es diferente, con relacién al Ejemplo 1. Nétese que para dibujar la primera deformada elemental,
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primero se han trazado perpendiculares al eje del elemento axialmente rigido, las mimas que se han
identificado por P.I. (Posicién Inicial), posteriormente cuando se da el desplazamiento horizontal unitario
el nudo 8 pasa a la posicién 5 ; esta posicién determina una nueva perpendicular P.F. (Posicién Final).
La posicion final del nudo C se encontrara a lo largo de la recta P.F., para que la viga mantenga su
longitud y para cumplir con las otras condiciones de que el desplazamiento vertical y giro en C sean
nulos, el nudo C para a C’, como se indica en la parte superior izquierda de la figura 1.20.

Figura 1.20 Tres primeras deformadas elementales de estructura con viga axialmente rigida.

En este caso, la ecuacion que define el nimero de grados de libertad es:

NGL =3 (NDJ) — (NDJf *V —1% A (12)

Siendo A el nimero de elementos que son axialmente rigidos. Para el pértico de la figura 1.18,
al aplicar la ecuacion 2 se tiene:

NGL = 3(4) -2(3)-1(1)=12-6-1=5

NGL=5

La ecuacion (1.2), al igual que todas las ecuaciones que se indican en este capitulo para definir
los grados de libertad de marcos planos compuesta por elementos axial o transversalmente rigidos son
referenciales. Lo mejor es dibujar una deformada general y en ella observar los grados de libertad
teniendo presente lo enunciado anteriormente. Para ilustrar lo expuesto, fijamos la atencion en la
estructura de la figura 1.21, al aplicar la ecuacion (1.2) se tiene que el marco plano tiene un grado de
libertad y esto es falso ya que el sistema tiene dos grados de libertad como se observa a la derecha de
la figura 1.21.

De tal manera que las ecuaciones deben considerarse como referenciales. Para encontrar los
grados de libertad se debe dibujar una deformada general y se recomienda que se lo haga con una
regla, para no equivocarse.
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B D I=]o Iz]o
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I=lo
rA'R@,T—Z Z&’@i 9 Z ";Ifgf:ﬁ.

Figura 1.21 Estructura en la que no se cumple la ecuacién para hallar los grados de libertad.
1.3.5 Portico plano con elementos transversalmente rigidos

Se define como un elemento transversalmente rigido a aquel que no trabaja a flexion pero
puede alargarse o acortarse, es decir que un elemento transversalmente rigido se deforma axialmente

pero no transversalmente. Se representa a este tipo de elemento de la siguiente manera: | =o0.

El poértico de la figura 1.22, tiene las columnas totalmente flexibles pero la viga es
transversalmente rigida y axialmente flexible. A la derecha de la figura 1.22 se presenta una deformada

general de este portico.

Por ser transversalmente rigido el elemento BC, se tiene que la rotacién gz en el nudo B es
igual a la rotacién en el nudo C. (Angulos alternos internos) Nétese que no se ha colocado como
coordenada generalizada el desplazamiento vertical del nudo C, debido a que este desplazamiento es
dependiente de q1, g2, g3, Y g4. Es decir no es una coordenada generalizada. Se puede demostrar que

este desplazamiento vertical del nudo C es igual a:

02 +93(L+0s — Q1)

B =Ao C
[=c0
A= Ao AzAo
H I=IQ I=IO
A D
5 wae
P - o
e >

Figura 1.22 Pdrtico plano con viga transversalmente rigida y deformada general.

Por lo tanto el pértico de la figura 1.18.1, tiene 4 grados de libertad. En este caso, la ecuacién
gue define el nimero de grados de libertad es:
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NGL=3(NDJ) — (NDJ)e *V —2=T (1.3)

Donde T es el nimero de elementos que son transversalmente rigidos. Para el pértico de la
figura 1.22, al aplicar la ecuacion (1.3) se tiene:

NGL=3(4) -2Q3) -2(1)=12-6-2=4
Para un pértico plano con elementos axialmente rigidos y transversalmente rigidos, el nimero

de grados de libertad, viene definido por la ecuacion (1.4) la misma que se constituye en una férmula
general para marcos planos.

NGL =3 (NDJ) — (NDJ)g *V —1% A—2+T (1.4)

e EJEMPLO 3

El pértico de un vano y un piso de la figura 1.22, cuya viga es transversalmente rigida, tiene el
sistema de coordenadas generalizadas, indicado en la figura 1.23. Se pide dibujar las tres primeras
deformadas elementales.

e

3 |=

Sistemaq

Figura 1.23 Coordenadas generalizadas de estructura de Ejemplo 3.
e SOLUCION
En la figura 1.24 se presentan las tres primeras deformadas elementales, de la estructura cuyos

grados de libertad son los indicados en la figura 1.23. Del andlisis de estos diagramas se puede indicar
lo siguiente:

i) En el primer diagrama elemental la viga se acorta axialmente la unidad, esto es debido
a que el elemento no es axialmente rigido. Puede deformarse axialmente.
ii) En el segundo diagrama al subir verticalmente, el nudo B la unidad, también tiene que

subir el nudo C, la unidad. De no hacerlo estaria girando el nudo B y la condicion es
que solo se desplace verticalmente y que no rote. El nudo C puede subir la unidad
debido a que no existe ese grado de libertad.

iii) Al rotar el nudo B la unidad; el nudo C también rota la unidad porque el elemento es
transversalmente rigido y el nudo C se desplaza verticalmente una longitud igual a L.
En elementos transversalmente rigidos se cumple que arco para radio igual al &ngulo,
al ser el angulo unitario el desplazamiento vertical es igual a la luz.
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ai=1 Q=0 iF Q2=1,qi=0,i# 2
A " (8' Cl 1
: |
B B o= C| ~ B I ol
A, 1 A D

Figura 1.24 Diagramas elementales de estructura con viga transversalmente rigida.

1.3. 6 Portico plano con elementos totalmente rigidos

Se define como un elemento totalmente rigido a aquel que es longitudinal y transversalmente

rigido. Es decir su representacion es: A=0o0 e
se desplaza como cuerpo rigido.

| =o0. No trabaja axialmente ni a flexién por lo que

B = 00 C
I Iz
A=Ao A=Ao
H I=Io I=z1o
[
. A D
-'-W PN S
le L |
[ »

L

P.L

i
!
!
:
!
I
l
[
.
|
|
|

Figura 1.25 Pértico con viga totalmente rigida y deformada general.
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El pértico presentado a la izquierda de la figura 1.25, tiene las columnas totalmente flexibles,
pero su viga es completamente rigida. A la derecha de esta figura, se dibuja la deformada lo mas
general posible. El sistema tiene tres grados de libertad.

En el andlisis sismico de porticos planos se considera que todas las vigas de un piso son
axialmente rigidas de tal manera que todos los nudos, de piso, se desplazan horizontalmente la misma

cantidad. También se considera que la losa de entrepiso es totalmente rigida, en el Analisis Sismico en
tres dimensiones.

Por otra parte; en el analisis de armaduras planas en cambio se considera que sus elementos
son transversalmente rigidos.

Por todo lo expuesto es importante que el estudiante sepa trabajar con elementos A =00 y/o
| =c0.

1.4 EJEMPLOS DE APLICACION

e EJEMPLO 4
En el sistema mostrado en la figura 1.26, se pide:

a) Calcular el nimero de grados de libertad.
b) Dibujar una deformada lo mas general posible.

Figura 1.26 Estructura de andlisis del Ejemplo 1

e SOLUCION
NGL=3(NDJ) — (NDJ)g *V -1+ A—2=T
NGL=3(4)-(1)3-(1)2-1%«3-2+1=2

Al utilizar la ecuacion general se ha encontrado que la estructura tiene 2 grados de libertad; ya
se tiene una idea antes de dibujar la deformada general que debe hacerse con mucho detenimiento,
con regla. Primero se dibuja la estructura con lineas entrecortadas; se identifican los nudos; colocando

las condiciones de los elementos que son A= e | =0,

Se traza perpendiculares a los elementos que son axialmente rigidos A=00 vy se indica su
posicion inicial, en la parte izquierda de la figura 1.27. Por ser las columnas AB y CD axialmente rigidas,
la posicion final de sus juntas B y C estardn en cualquier punto de la recta X-X1 y X2 —Xs,
respectivamente.
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En la parte derecha de la figura 1.27 se indica una deformada lo mas general posible de la
estructura. Notese que la junta B no gira ya que si rotara la posicion final de C’ no caeria dentro de la
recta Y2 ‘-Y3' que es la posicion final del miembro BC por ser axialmente rigido.

En consecuencia, los grados de libertad son la componente de desplazamiento horizontal del
nudo B que se ha denominado (]; Y la rotacion del nudo D que se ha llamado (,.

En la medida que se van resolviendo mas ejercicios la explicacion teérica va disminuyendo. Es
importante que el estudiante aprenda a encontrar los grados de libertad ya que si se seleccionan mal
las coordenadas todo lo que se haga a posterior estara mal realizado.

.—LX]

Figura 1.27 Condiciones de los elementos

e EJEMPLOS

A= o0 . Deformada General.

Para el sistema mostrado en la figura 1.28, en que las columnas son  A=o0 Y la viga central

totalmente rigida, se pide:

a) Calcular el nimero de grados de libertad
b) Dibujar una deformada lo mas general posible.

A A= Ao B A= 00 Cc A= Ao D
' -+
/'\ I=lo 1= 00 I=lo A
T bz
= 00 = 00 H
I=lo I=lo
E
| L | L | L4 |
I | * |

Figura 1.28 Estructura del Ejemplo 5.
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e SOLUCION
NGL=3(NDJ) — (NDJ)g *V —1x A—2xT
NGL=3(6)-1(1)-1(2)-2(3)-1(3)—-2(1)=4
Por la condicion de ser axialmente rigida las columnas y la viga BC, se tiene que la posicién

final de las juntas By C son B’y C’, como se indica en la figura 1.29. Se encuentran sobre la recta
inicial de la viga, para que cumplan con la condicién de A= o0 los tres elementos.

Pl P.F. Pl PF.
I .
Bl IB e ic ]
l I /,/\\ 5
i I LA
o q, !
H
5 F
e L4 ole L " L, i

Figura 1.29 Posicion final de las Juntas B y C.

En la figura 1.30 se representa una deformada lo mas general posible de la estructura. Se
pregunta al lector ¢ Porque la junta B no tiene rotacion?.

| L

Figura 1.30 Deformada general del Pértico de Ejemplo 5.

Si la junta B rota, la viga BC debe rotar por qué es | =00 y al hacerlo la columna CF va a

cambiar de longitud, se alarga o se acorta y deja de cumplir la condicién de A= 00. Por lo tanto no hay
rotacion en dicha junta.
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En el pértico plano de la figura 1.31, sus elementos son totalmente flexibles, se le pide: Dibujar
una deformada lo méas general posible, identificar los grados de libertad y presentar las tres primeras

deformadas elementales.

=l

— T
O

{

Figura 1.31 Pértico plano de Ejemplo 6

e SOLUCION

En la figura 1.32 se presenta la deformada general y el sistema de coordenadas generalizadas
y en la figura 1.33 se indican las tres primeras deformadas elementales.

Qe
C'
al { 36,
[ — /
B
{C
93N
a ) ,\
' ',I
B
| /
" /
" /
v/
i f
i
V‘l

Sistema @

Figura 1.32 Deformada general y sistema de Coordenadas Generalizadas.
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qi=1 A g=0 A =1 q2=1 A gi=0 * i®2
f o B 7
C
1 1
« B'
B D B D
|
A E q3=1 A qi=0 » 3 ,A E
;/C
B—‘; D
JA E.

Figura 1.33 Deformadas elementales

e EJEMPLO7

Los elementos del pértico de 2 pisos, presentado en la figura 1.34, son todos totalmente
flexibles. Se pide: Dibujar una deformada general; encontrar el sistema de coordenadas generalizadas
y dibujar las tres primeras deformadas elementales.

Cc Ao D
& I
H Ao Ao
1 B ﬂ | E
A F
<.

Figura 1.34 Pdrtico con elementos totalmente flexibles.

e SOLUCION

En las figuras 1.35 y 1.36 se presentan la solucion del Ejemplo.
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Figura 1.36 Deformadas elementales.
La geometria de la estructura del Ejemplo 7, se utiliza para resolver otros ejercicios, similares

en el capitulo 2, pero las condiciones de los elementos son diferentes. En este Ejemplo se considero
que todos los elementos son totalmente flexibles.

e EJEMPLO 8

La estructura presentada en la figura 1.37 tiene una articulacion interior, en el nudo C. Se pide
indicar el sistema de coordenadas generalizadas, si todos sus elementos son totalmente flexibles.

e SOLUCION

En la figura 1.38 se indican los 7 grados de libertad que tiene el portico con articulacion interior.
Notese que en el nudo C, se tienen dos rotaciones.
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Ao lo

Ao lo

; A

Figura 1.37 Estructura de Ejemplo 8.

El objetivo de este Ejemplo era que el estudiante vea que en la articulacién interior se tienen
dos rotaciones. Por lo tanto un cumple el Principio de Williot. En la figura 1.39 se presenta una
deformada general.

Sistema q

Figura 1.38 Sistema de coordenadas generalizadas de estructura de Ejemplo 8.

D /E
- /’ 7
4 o s
B A ———
“l B ;’! ¢ w
S Py -
Vol < @
e = _/"-'
Figura 1.39 Deformada General del Ejemplo 8.
e FEJEMPLO9

La estructura de la figura 1.40 tiene una articulacion movil o rodillo. Se pide dibujar una
deformada general.



24 Roberto Aguiar Falconi

UFA-ESPE
c \Ed
Ao Ao
lo s
B
Ao
lo
A

Figura 1.40 Estructura del Ejemplo 9.
e SOLUCION

En la figura 1.41 se presenta la deformada general d la estructura con elementos totalmente
flexibles, con un rodillo mévil.

b

7T

Figura 1.41 Deformada General del Ejemplo 9.
e FEJEMPLO 10
La columna izquierda del portico de la figura 1.42 es transversalmente rigida y la viga es
axialmente rigida. Se pide dibujar una deformada general e indicar el sistema de coordenadas
generalizadas. Dibujar también las deformadas elementales.

e SOLUCION

En la figura 1.43 se tiene a la izquierda la deformada general y a la derecha el sistema de
coordenadas generalizadas.

Por otra parte, en la figura 1.44 se ha dibujado las deformadas elementales.
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Figura 1.43 Deformada general y sistema de coordenadas generalizadas.
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Figura 1.44 Deformadas elementales.
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e EJEMPLO 11

La estructura indicada a la izquierda de la figura 1.45, es parecida a la del Ejemplo 4. El nudo
D en este caso esta empotrado y ademas solo el elemento inclinado es totalmente rigido. El sistema

tiene los 3 grados de libertad indicados a la derecha de la figura 1.45. Se pide dibujar las deformadas
elementales.

B -

s =
v '75 »” L B
A
b
E| A A
'n IU
Am . :
4m ,C - Sistema q

Figura 1.45 Estructura de Ejemplo 11 y grados de libertad

e SOLUCION

gl=1yqi=0,i+1 Q2=1yqi=0,i=2

Q@ & &
......_‘1,7_4 J
B8 B L) B e
. | Q\'_
S & QQ
B &
A- &
.Q\ QQ . N3 &
| \
An % . 4o
; iy T
¢ & & |,
An &
Q\
q3=1yqi=0,i=3
Q\
B4~ -
1 .D
L3 i
N
< D
o
A
Q\
|
A .
oim o

Q\
Figura 1.46 Deformadas elementales de Ejemplo 11.
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1.5 EJERCICIOS PROPUESTOS

Para cada uno de los sistemas mostrados se pide:

27

a) Calcular el nimero de grados de libertad.
b) Dibujar una deformada lo mas general posible.
C) Dibujar las tres primeras deformadas elementales.
A=Ao A= Ao A=00
\ I=lo I=lo  /\
/N
T t&
A - AO YIRS,
I=lo 30m
7777
L 40m L 40m N
[ 2 I
20m | 40m 20m
Ejercicio 1 Ejercicio 2
A= Ao A= Ao A =00
A= Ao A=Ao 30m A=Ao
I=lo I=lo I=lo
L 40m 50m o 30m |
| o b e !
Ejercicio 3 Ejercicio 4
A=A0 A=Ao A=Ao

40m

30m
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30m

40m

\11
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Ejercicio 5

Ejercicio 6
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CAPITULO 2

SISTEMA DE CARGAS Y COORDENADAS GENERALIZADAS

RESUMEN

Se presentan los primeros vectores con que se trabajara en el Andlisis Matricial de
Estructuras; estos son el vector de coordenadas generalizadas q y el vector de cargas
generalizadas Q, lo que interesa es que el lector se empiece a familiarizar con esta nomenclatura,
en capitulos posteriores se indicara en detalle como se obtienen.

Por otra parte se introducen las definiciones de coordenadas de la estructura, coordenadas
de elemento, coordenadas de nudo, coordenadas absolutas y coordenadas relativas.

Aspecto fundamental en el Andlisis Matricial constituye la construccion de diagramas
elementales por lo que se continda realizando ejercicios de este tipo, ya que en base a estos
diagramas también se obtienen los desplazamientos y giros en el Centro de Masa y posteriormente
la matriz de Masas, que se estudia en analisis dinamico de estructuras.

2.1 COORDENADAS GENERALIZADAS DE UNA ESTRUCTURA
2.1.1 Vector de coordenadas generalizadas

Antes de empezar el estudio se destaca que a una matriz o un vector se les identifica con
una letra negreada o con una letra con una raya encima. Cualquiera de las dos formas es vélida en
éste libro.

El poértico plano, indicado a la izquierda de la figura 2.1; estd compuesto por elementos
totalmente flexibles en consecuencia tendra cinco grados de libertad, siendo una de sus

deformadas la indicada en la parte central de la figura 2.1. Estos desplazamientos (; se los

considera elementos de un vector columna g compuesto por las n coordenadas generalizadas de
toda la estructura. Para el pértico de la figura 2.1, se tiene que n = 5. Por lo tanto:

q=10s || (2.1)
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Figura 2.1 Estructura; Deformada General y Coordenadas Generalizadas

En general, para cualquier estructura la forma del vector g es la indicada en la ecuacion
(2.2). Con laletra q se identifica al vector de coordenadas generalizadas.

q=l.. (22)
|
Donde n es el nimero de grados de libertad de la estructura. Es importante notar que los

desplazamientos @ son infinitésimos, pero para visualizar los conceptos, siempre las
coordenadas generales se dibujaran grandes.

Para simplificar, en lugar de dibujar la deformada, basta colocar sobre las juntas las
componentes de desplazamiento y rotacion como se ilustra, a la derecha de la figura 2.1

Antes de 1980 en que el desarrollo informatico no lo era como se tiene a inicios del siglo
XXI, existian una serie de algoritmos para encontrar el vector (, que ahora tienen poco sentido

estudiarlos. Lo mejor es aprender el Método de los Desplazamientos orientado al uso del
computador mediante Andlisis Matricial de Estructuras.

2.1.2 Coordenadas generalizadas ortogonales

Para el portico plano de la figura 2.1. Se ha utilizado un sistema de coordenadas
ortogonales para definir las componentes de desplazamiento de las juntas. Pero este sistema no

es Unico ya que se puede utilizar otro sistema de coordenadas en el cual cada (}; esté asociado a

una direccion determinada. Con relacién al grafico de la derecha de la figura 2.1, se puede indicar
lo siguiente:

(ol Componente de desplazamiento del nudo B en la direccién horizontal, siendo positivo si es
hacia la derecha.
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02 Componente de desplazamiento del nudo B en la direccién vertical, siendo positivo si es
hacia arriba.
g3 Rotacion del nudo B, siendo positivo si es anti horario.

Algo similar se tiene para las coordenadas gs y gs pero referidas al nudo C. Lo importante
es destacar que entre las direcciones de medicién de g1y gz hay noventa grados por eso el nombre
de ortogonales.

e EJEMPLO1

Se supone que las coordenadas generalizadas qi y gz de la junta B del pértico 2.1, para un
estado de cargas arbitrario, son: g2 = 0.004 m y g2 = 0.006 m. Encontrar graficamente la posicién
de B

e SOLUCION
CfT.u .
| & \J0 [—‘ ; b
L 0.004 g e
“1
Para la posicion final del nudo B se dibuja primero la componente de desplazamiento (1 ahi se

coloca (1 = 0.004 , luego por ser coordenada ortogonal en la posicién final anterior se coloca la orientacion
de la coordenada (), yenella g, =0.006 con lo que se obtiene B .
2.1.3 Coordenadas generalizadas no ortogonales

Para definir la posicion final de las juntas del pértico de la figura 2.1 se puede utilizar las
coordenadas indicadas en la figura 2.2

b2

“\3

L

\gm

ernred
L

Figura 2.2 Coordenadas no ortogonales
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En este caso se han empleado coordenadas generalizadas que no son ortogonales. Aqui
gz sera la componente del nudo B que forma un angulo o con la horizontal. N6tese que ahora el
angulo comprendido entre las direcciones de gi1y g2 no es noventa grados.

e EJEMPLO 2
Con los datos de carga del Ejemplo 1, pero al trabajar con el sistema de coordenadas de la

figura 2.2.1, se supone que se obtuvo g1 = 0.005 y g2 = 0.004. ¢ Encontrar el punto B’?.

e SOLUCION

Para obtener el punto B se trazaran primero los sentidos de las direcciones (; y ¢, en

ellas se colocan los datos del problema. Finalmente para encontrar la posicion de B se trazan
perpendiculares en la posicion final de los desplazamientos colocados.

n.ood

Noétese que al ser proyecciones, el desplazamiento de B, B’ no se obtiene sumando
vectorialmente. Este tipo de coordenadas no ortogonales, generalmente no se utilizan para la
resolucién de problemas estructurales debido a que es mas complicado. Se lo presenta
Unicamente para entender mejor las estructuras.

e EJEMPLO 3

Encontrar los diagramas de deformacién elemental gi1 y gz de la estructura de la figura 2.2,
cuyos elementos son totalmente flexibles. Se trabaja con coordenadas no ortogonales

e SOLUCION

Primero se dibuja la estructura con lineas entrecortadas, se colocan las letras que definen
a cada nudo, luego se coloca el sentido en el cual se mide la componente de desplazamiento (; -

Al hacer g1 = 1 el nudo B inicialmente se traslada a B’, pero esta no puede ser la posicion
final del nudo ya que existiria un desplazamiento vertical es decir g2 # 0 y como se quiere que
sea cero necesariamente la posicion final del nudo B sera B”, la misma que se obtiene trazando

una perpendicular a la direccion de (; .
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#

Figura 2.3 Deformada elemental g1 para el sistema de coordenadas de la figura 2.2
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Para conocer el desplaza horizontalmente BB se recurre a la trigonometria, para ello en

el tridngulo rectangulo B B’ B”, se tiene:

B’B”=1tga
BB” =1.seca

Figura 2.4 Deformada elemental gz para el sistema de coordenadas de la figura 2.2
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En este caso, al hacer g2 = 1, inicialmente el nudo B se traslada verticalmente a B’, pero

esa no es la posicion final ya que en B’ se tiene g1 # 0. Por lo tanto, para obtener la posicion final
del nudo B a partir de B’ se traza una perpendicular a B B’, y, por B se traza una perpendicular a la
direccion de la coordenada qg:. El punto de interseccion determina la posicion final del nudo B, que
es B”.

Para encontrar cuanto se desplaza horizontalmente, en el triangulo rectangulo B B’ B” se
tiene:

o B’B”=1tga
BB” =1seca

Mediante un proceso similar obtendriamos los demas diagramas de desplazamientos
elementales para el portico plano cuyas coordenadas se indican en la figura 2.2.

2.1.4 Coordenadas absolutas y relativas

En estructuras con aisladores sismicos se puede trabajar con coordenadas absolutas o con
coordenadas relativas; en el primer caso la matriz de rigidez no es diagonal pero la matriz de
masas si lo es, en el segundo caso la matriz de rigidez si es diagonal y la matriz de masas no lo es.
Aguiar (2008, 2012); Almazan (2001).

Generalizando se puede indicar que en una estructura se puede trabajar con coordenadas
absolutas o con coordenadas relativas. A la izquierda de la figura 2.5, se presenta una estructura
en la cual las vigas son totalmente rigidas y las columnas axialmente rigidas de tal manera que el
sistema tiene dos grados de libertad. Estos dos grados de libertad son los desplazamientos
laterales de piso, que se indican en la figura 2.5; al centro se tienen coordenadas absolutas y a la
derecha coordenadas relativas.

A=c0 W2, B
5 T T
Velg 2 | i K
l l l
A=c0 } ; Ir
I==0 c| C' c{ c' D{ D'
= A | |
A Al 3

Figura 2.5 Coordenadas Absolutas y relativas.

En este libro se ha venido trabajando con coordenadas absolutas y se continuara
haciéndolo pero las coordenadas relativas no, por lo que se explica que el desplazamiento
horizontal ; se mide con respecto al suelo y el desplazamiento horizontal ; se mide con respecto
al desplazamiento horizontal ¢;.
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e EJEMPLO4

Dibujar las deformadas elementales de la estructura de la figura 2.5 pero trabajando con
las coordenadas relativas indicadas a la derecha de la mencionada figura.

e SOLUCION
En la figura 2.6 se presenta a la izquierda la deformada elemental ;;. Nétese que el

segundo piso también se desplaza la unidad para que la componente de deslazamiento relativo ¢,
sea cero; a la derecha de la figura 2.6, se presenta la deformada elemental ¢,.

L-I—- |1—.-

EIIE' Fi F* Er E F; F
| | | |
| |
| |
f .

G { c D | D' G D
| |
|

- Figura 2.6 Deformé{dés elementales en édordénadas relativas o

e EJEMPLOS

Con relacion a la estructura de la figura 2.7, en que las vigas son totalmente rigidas y dos
de sus columnas son axialmente rigidas, se pide: i) dibujar una deformada general y seleccionar
los grados de libertad; ii) dibujar las deformadas elementales.

Ace
—_— Im
i
H ﬁ)o WAoo
lo
A==
1 |oo
T
Acol Ao
H lo lo
Y
—t

Figura 2.7 Estructura con vigas totalmente rigidas y con dos columnas axialmente rigidas.
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& SOLUCION

Se deja al lector la explicacion de la deformada general y grados de libertad, que se
presenta en la figura 2.8, al igual que las deformadas elementales.
Pl PF1
o
| |
|

ey

e
|
|
|

|

LR

g 2

Sistema T

1
Figura 2.8 Deformada general y grados de libertad.

Si no se puede construir una deformada elemental, significa que las coordenadas
generalizadas no son las adecuadas.

s aaGr
gl=1,qi=0,i=1 gl e i
=T PF
5
b
- e : Aw- “‘ Bl
= | =X e ___/ A | ——
| |, [\ \{
| I\ I —— — G+ — -FF
| e Vi N A=
‘ / Y
Y | / 3 \ |
& e
: ‘ Awe I ‘ \ P L \
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Figura 2.9 Deformadas elementales ; y g2

A la izquierda de la figura 2.9, se presenta la deformada elemental ¢;, que es muy sencilla.

A la derecha se tiene la deformada elemental ¢, en la que se tiene rotacién del primer piso, pero
como la columna superior derecha es axialmente rigida esta se desplaza y para que 3 y 4 sean
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cero, existe giro en la viga superior y esto es factible debido a que no existe coordenada en el
segundo piso. Notese que la viga inferior se desplaza verticalmente una distancia |, esto es debido
a que la viga es transversalmente rigida.

q3=1,qi=0,i= 3 qi=1,qi=0,i+ 4
oo ! e S
<3 ] Asa
—_— e ! | joo
|
Ao l
| |
Ao Ao
loo b=
Aco A

Figura 2.10 Deformada elemental 43 Y 4.

En la figura 2.10, a la izquierda se presenta la deformada elemental 3, que no amerita

explicacion y a la derecha la deformada elemental ¢, en la que se observa que la viga rota para
cumplir con la condicién de que las otras coordenadas sean nulas; nuevamente esta rotacion es
posible debido a que el giro en el segundo piso no se ha considerado como coordenada
generalizada.

2.2 CARGAS GENERALIZADAS DE UNA ESTRUCTURA

2.2.1 Hipo6tesis considerada

Para empezar el estudio, se considera que las cargas actian Unicamente sobre las
juntas y en la direccion que se han definido las coordenadas generalizadas.

Se entiende por cargas a las fuerzas o momentos externos que actlian sobre la estructura
y se les conoce también con el nombre de accion o fuerza generalizada. El sentido positivo de
las cargas sera el que coincida con los sentidos definidos de las coordenadas
generalizadas.

En el pértico, indicado a la izquierda de la figura 2.11 se puede trabajar con el sistema de
coordenadas generalizadas presentadas en la parte central, que son coordenadas ortogonales o
las coordenadas de la derecha, que no son ortogonales. A las cargas generalizadas se las
denomina con la letra Q, y para los sistemas de coordenadas de la figura 2.11, pueden actuar en la
forma indicada en la figura 2.12, a la izquierda cuando se trabaja con coordenadas ortogonales y a
la derecha cuando no son ortogonales.
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Figura 2.11 Estructura con dos sistemas de coordenadas: ortogonales y no ortogonales.

4Q2
Qq N\ k
N t
Y

Figura 2.12 Cargas que pueden actuar en los dos sistemas de coordenadas: ortogonales y no

ortogonales

De igual manera a las cargas generalizadas se les agrupara en un vector Q; para este

ejemplo seria:

Y la forma general es:

(2.3)

(2.4)
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Donde n es el numero de grados de libertad de la estructura. Al vector Q se denomina
vector de cargas generalizadas.

39

Tedricamente  por la hipotesis considerada se podria resolver Unicamente

estructuras que tengan cargas 0 momentos concentrados en las juntas, y en la direccion del
sistema de coordenadas generalizadas.

Si las acciones se encuentran en los elementos, para resolver el problema se tiene que
utilizar el siguiente artificio: se tomara como nudo el sitio en el cual actda la carga o0 momento
concentrado. Por ejemplo, para el portico con el sistema de cargas presentado en la figura 2.13, en
lugar de considerar que tiene tres nudos y dos miembros, se puede trabajar con cinco nudos: A, B,
C, Dy E vy 4 elementos, porque en el nudo B y D actlan la carga P y el momento M,
respectivamente.

Légicamente el problema se complica si se tiene algunas cargas concentradas o
momentos concentrados actuando en los elementos por la hipétesis considerada, ya que este
artificio conduce a que se tenga que trabajar con demasiadas coordenadas generalizadas. En
consecuencia este artificio no es el mas adecuado.

_——

GHA

A
T
e

Figura 2.13 Estructura con carga lateral y momento concentrado.

Por ultimo, bajo la hipétesis de que las cargas actlan, solamente sobre las juntas y en la
direccion que se ha definido las coordenadas generalizadas no se puede resolver, por ahora,
problemas relacionados con incrementos de temperatura, asentamientos de apoyos ni otras
solicitaciones que sean diferentes a cargas o momentos concentrados actuando sobre los
elementos.

2.2.2 Sistema Q-q

Debido a que tanto Q como (se miden en el mismo sistema de coordenadas se puede
dibujar simbdlicamente cargas generalizadas y coordenadas generalizadas en un solo sistema al
que se denomina “sistema Q — (" o simplemente Q — (. Para el sistema de coordenadas de los
porticos de las figuras 2.11 y 2.12 se tiene que los sistemas Q —( respectivos son los indicados
en la figura 2.14.
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Figura 2.14 Sistema Q — ( en coordenadas ortogonales y no ortogonales.

En los capitulos posteriores se trabajard generalmente con sistemas de coordenadas
ortogonales y la convencidn de signos, adoptada es la siguiente:

La fuerza es positiva si va de izquierda a derecha ( = ) o de abajo hacia arriba (1), y el

momento es positivo si es anti horario ( _¥ ).

Finalmente, es necesario hacer hincapié que entre carga y desplazamiento existe una
importante diferencia: la carga sobre un nudo es la suma vectorial de las cargas actuantes sobre
ella, pero no sucede lo propio con los desplazamientos g como se vio en el numeral 2.1.3.

2.2.3 Solucion general del problema

Para ilustrar el procedimiento de calculo de estructuras en las cuales actlan: cargas
distribuidas sobre los elementos, incrementos de temperatura, asentamientos de los apoyos, etc.
Se fijara la atencién en el pértico plano de la figura 2.15, sobre el mismo gravitan las cargas

indicadas a la derecha, en este grafico At corresponde a un incremento de temperatura sobre los
elementos y A;. A, y Az, son asentamientos de los apoyos A y C. En la parte central se

presenta el modelo del pértico y a la derecha de la figura 2.15 se indican los grados de libertad
considerados.

Al no tener cargas en los nudos y en la direccién del sistema g, para encontrar el vector de
cargas generalizadas ( se recurre al artificio denominado: Problema Primario y Problema
Complementario, que se presenta a continuacion.
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2
B[ 3 2

B Ao c 1 N 5\ 4

A “
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lo

A

Figura 2.15 Estructura con diferentes condiciones de carga y sistema Q —

2.24  Problema primario

Es aquel en el que actlian todas las cargas, asentamientos de apoyo, incrementos de
temperatura, etc., todo lo que produce deformaciones. Pero el vector de coordenadas
generalizadas g es nulo. Para que esto suceda es necesario colocar vinculos externos que estén

de acuerdo con el sistema Q —( de tal forma que los nudos no se desplacen ni giren.

Para el nudo B, por ejemplo, en la figura 2.16, se ha colocado un vinculo ( 1) el cual impide
el desplazamiento horizontal (qi1), desplazamiento vertical (gz) y la rotacién (gs) del nudo B. Lo
propio se ha realizado con el nudo C.

Estos vinculos adicionales originan reacciones que son de sentido contrario a los
desplazamientos y rotaciones, a los cuales se les ha definido con la letra R; y se denominan
cargas de fijacion o cargas primarias. En consecuencia, las cargas de fijacién R, son las cargas

que hay que aplicar para que los nudos de la estructura queden fijas y cumplan con la definicion
del problema primario.

Por lo tanto, en el problema primario los elementos estan empotrado-empotrado. Y sobre
cada uno de ellos acttan las solicitaciones respectivas.

El Problema Primario tiene dos etapas, a saber: i) equilibrio de elementos; ii) equilibrio de
juntas. Al término de estas dos etapas se determinan las cargas de fijacién R;, con el verdadero

signo, por esto no importa que se cologuen inicialmente con sentido contrario al sistema Q —(.

2.2.5 El problema complementario

En este capitulo no interesa todavia que el lector sepa resolver el problema primario, esto
se vera con detenimiento en el Capitulo 1V, lo que importa es que comprenda como se resuelve
una estructura. Conozca el por qué se tiene elementos empotrados en la solucién, esto se debe a

la condicion de que g =0.
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En la estructura original, se aplican Gnicamente las fuerzas de fijacion ~R; que actuaron en

el problema primario, pero aqui actian con sentido contrario, es decir se tiene ya la hipétesis
considerada, de tener cargas y momentos concentrados en las juntas o nudos.

R7 ;Rz
R
P ",_R' - , R1 \ i
_I_B‘ /./ \:B/
=~
Ay
/_/
./7/
w_|

Figura 2.16 Cargas de fijacion y Problema complementario.

Con relacién al pértico plano de la figura 2.15, cuyos elementos son totalmente flexibles, no
tienen la misma seccioén transversal, es Unicamente por notacion que todos tienen la misma letra.
Con respecto a ésta estructura, a la derecha de la figura 2.16 se presenta el Problema

Complementario. Nétese que ahora las acciones R; generan los corrimientos o giros g que
realmente tiene la estructura y que en el problema primario se anul6.

Al observar las figuras que estan a la derecha de 2.15 y 2.16 se encuentra que: Q1 es la

fuerza horizontal que actlia en la junta B, que en este caso vale Ri; Q2 es la fuerza vertical que
actGia en la junta B, que vale Rz, etc. En resumen se tiene:

Q1:R1 Q2:R2 Q3:R3 Q4:R4 Q5:R5

Luego el vector de cargas generalizadas Q para la estructura analizada, es:

&
Q =||R3 ||

R}
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Evidentemente, este vector de cargas Q es el que genera el vector de coordenadas
generalizadas ( Yy estos a su vez las fuerzas y momentos internos en cada uno de los miembros
de la estructura.

Este es el problema general de célculo en el cual se centra la teoria de “Analisis Matricial

de Estructuras”. Practicamente se puede decir que con matrices se resuelve el problema
complementario ya que el problema primario se resuelve por estatica como se vera en el siguiente
ejemplo y en el capitulo 4.

La solucion total de una estructura es la suma del problema primario mas el
problema complementario. Por ejemplo, el momento en el nudo inicial del elemento BC es igual
al momento de empotramiento perfecto del problema primario mas el momento que reporte la
solucién del problema complementario. Para este mismo nudo B, las ordenadas de la elastica son
nulas en la junta B, por la definicion del problema primario g = 0 existiendo Unicamente
desplazamientos y giro del problema complementario.

Para un punto intermedio de la barra BC los corrimientos y giros de un punto
cualquiera, seraigual a lo que reporte el problema primario mas lo que reporte el problema
complementario.

Se hace hincapié en anotar que la solucidn total del problema es la superposicion
del problema primario y complementario.

e EJEMPLOG6

Encontrar la ecuacion de la elastica v(x) para la viga de seccién constante de la figura
2.17, si se desprecia la deformacion por corte.

N
-
o

BN
lq
AN\

x
| 2

=
I‘ >

Figura 2.17 Viga de seccién constante con carga uniforme Po
e SOLUCION
La ecuacion diferencial que gobierna el problema en estudio, es:
d 4
ax' El

P,

~I<

La solucién de la ecuacion diferencial de cuarto orden, es:

43
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V)= AX®+B X?+C X +D+ - o X*
24E|

Las constantes de integracion: A, B, C y D se obtienen de las siguientes condiciones de

borde:
1. EnX=0 v(x)=0
2. EnX=0 V' (x) =0
3. EnX=L v(x)=0
4. EnX=L V(x)=0

Donde V (X) corresponde al giro 0 (X). La solucion del sistema de ecuaciones que se

obtienen al reemplazar las condiciones de borde, reporta:

2
A— _RBL B RL C—0 D—0
12E1 SAEI

Luego, la ecuacion de elastica V(X) es:

3 0
-p,L X P2 w2y Po oy
12E| 24E| 24E|
Po (X4 XL —2X°L
AE|

V(X) =—
v(x) =

00)= "o (4X®+2XL2~6X°L]
24EI

Es importante destacar que la ecuacion diferencial, fue obtenida con la siguiente
convencion de signos:

i. Desplazamiento vertical positivo, si es hacia abajo.
ii. Rotacion positiva, si es horaria.

Convencion contraria a la que se considera en este texto, por lo que se debe cambiar de
signo. Esto se ilustra en el siguiente capitulo cuando se encuentra el desplazamiento vertical en
una viga que tiene carga en el elemento.

2.3 DESPLAZAMIENTO DE LOS ELEMENTOS

Para describir los desplazamientos y rotaciones de un elemento de un pértico plano, se
observa por ejemplo el marco de la figura 2.18, cuyos elementos se consideran totalmente

flexibles, A,, l,. Se recuerda que la letra A hace relacion al area de la seccion transversal y la
letra | alainercia a flexion de la seccion transversal.
La estructura tiene seis grados de libertad, tres en cada nudo, dos desplazamientos y un

giro, los mismos que se indican a la derecha de la figura 2.18, en donde se presenta una
deformada lo méas general posible.
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Figura 2.18 Deformada general y coordenadas de la estructura.

En la figura 2.19 se ha aislado el elemento BC, de la figura 2.18 y en ella se define un
sistema de coordenadas X-Y. El eje X coincide con el eje del elemento y el eje Y es perpendicular
a este. A la derecha de la figura 2.19 se presenta el elemento BC con su deformada, en esta figura
se va a estudiar sus componentes de desplazamiento y rotacion de los nudos. Se ha colocado con
lineas entrecortadas para indicar que es su posicién inicial, antes de deformarse y con linea
continua la posicion final de BC.

Al definir el origen de coordenadas X-Y se esta definiendo cual es el nudo inicial y final del
elemento. Se utilizard el subindice 1 para definir las componentes de desplazamiento y giro del
nudo inicial y el subindice 2 para el nudo final.
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Figura 2.19 Coordenadas de un elemento.

En la figura 2.19 se indican los componentes de desplazamiento y giros del elemento BC.
En este ejemplo, se tiene.

e u1 Componente de desplazamiento en el sentido longitudinal, del elemento BC del nudo inicial.
e vi1 Componente de desplazamiento en el sentido transversal, del elemento BC del nudo inicial.
e ©O1 Rotacion del nudo inicial, B.

¢ U2 Componente de desplazamiento en el sentido longitudinal del elemento BC del nudo final.
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e V2 Componente de desplazamiento en el sentido transversal del elemento BC del nudo final.

e ©O2 Rotacién del nudo final, C.

Nétese, que el sentido positivo de las componentes de desplazamiento, coinciden con la
direccion positiva de los ejes de coordenadas. Si los ejes de referencia, hubiesen sido los
indicados en la figura 2.20. Las componentes de desplazamiento, giro y su nomenclatura serian las
presentadas a la derecha de la figura 2.20.

Por lo tanto, la eleccion del nudo inicial y nudo final de un elemento es arbitraria. En el
futuro se usaran los ejes de coordenadas de la figura 2.19, para definir el nudo inicial y el nudo
final, en un elemento inclinado. Si el pértico es ortogonal el nudo inicial se considera en el
nudo inferior del elemento y en los elementos horizontales el nudo inicial se considerara a la
izquierda del elemento. Asi se trabajara en este texto pero se destaca una vez mas que esto es
arbitrario.

C Ml
; ul
/ \ Vi
\ /

-/ '\.
7 \ V o2
—y S B

V2

Figura 2.20 Otro sistema de coordenadas de un elemento

Finalmente, es necesario que se diferencie entre las coordenadas ( Yy las coordenadas uz,
vi, ©1, Uz, etc. Las primeras definen las componentes de desplazamiento de las juntas o nudos de
la estructura. Generalmente las componentes de desplazamiento de los nudos son horizontal y
vertical, en cambio que las segundas indican las componentes de desplazamiento de los nudos de
cada elemento, estas componentes de desplazamiento son longitudinal y transversal al eje del
elemento y se conoce con el nombre de “Coordenadas Locales®. En cambio las coordenadas
generalizadas ( son “Coordenadas Globales” de la estructura.

Para cierto tipo de problemas, como por ejemplo calcular marcos planos con apoyos
inclinados, es conveniente definir coordenadas especiales de nudos que sigan la direccién
paralela al apoyo de esta forma se facilita el calculo de la matriz de rigidez de la estructura.

En la figura 2.21 se presenta un elemento de una estructura que tiene un apoyo inclinado;
por el tipo de vinculo en el apoyo se tiene dos grados de libertad, un corrimiento en la direccion
paralela al apoyo y una rotaciébn. En este caso las coordenadas del nudo inicial se puede
considerar las mostradas a la derecha de la figura 2.21.



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 47

Figura 2.21 Coordenadas especiales de un nudo.

2.4 EJERCICIOS RESUELTOS

e EJEMPLO7

El modelo de calculo del pértico de la figura 2.22, es muy utilizado en la Ingenieria Sismica;
las vigas son totalmente rigidas y las columnas axialmente rigidas. Este pértico tiene 2 grados de
libertad los mismos que se indican a la derecha de la figura 2.22. Se pide dibujar las deformadas
elementales.

( A=0 2
T 0 A 4
A= A=o0
lo lo H
A= 00 1
B E —x— >
| = 00
A=o0 A =00 H
lo lo
A F v
TESL TEIR TER 7-%:-7.?.
L L N
b (

Figura 2.22 Estructura de Ejemplo 7 y Sistema de coordenadas Q —(

e SOLUCION

Se deja al estudiante que explique el porqué de los diagramas presentados en las figuras
siguientes.
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&« u=1yqgi=0 i#1 g2=1yqgi=0 i#2

O
-
__———I_‘

Zi‘.] >
?‘A‘n
@

Figura 2.23 Deformadas elementales ¢ y g2

e EJEMPLO 8

Para la estructura de la figura 2.24, seleccione un sistema de coordenadas Q —(

apropiado, dibuje las deformadas elementales y en cada una de ellas defina las coordenadas del
miembro BC.

e SOLUCION

Sea O el &ngulo que forma el eje del miembro BC con la horizontal, de la geometria de la

estructura se desprende que: sen a = 3/5; cos a = 4/5.En la figura 2.9.2 se presentan los tres
grados de libertad que tiene la estructura y las deformadas elementales son:

LA
R

Figura 2.24 Portico plano de ejemplo 8. Sistema Q —(
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& Deformada elemental (;
c
P -
B“' 7/ e
A~ R
BY % y’ B ‘&
! AN
6 B’
1
.

Figura 2.25 Deformada (; . Coordenadas del elemento BC.

De la figura derecha de 2.25, se tiene que:

uir=cos a =4/5 uz=0
vi=-sena=-3/5 v2=0
©1=0 ©2=0

& Deformada elemental (

Figura 2.26 Deformada elemental  (, Coordenadas del elemento BC

Tanto en la coordenada elemental g1 como en esta deformada para definir las coordenadas del
miembro BC se procede como sigue:

i) Se determina B” para esto el nudo B primero se deforma axialmente ui y luego
transversalmente v1 hasta llegar a B'.
ii) Aparte se dibuja el triangulo rectdngulo BB’ B” y en él se ubica el angulo o .

Para la deformada elemental g2 se tiene:

ur=sena=23/5 uz=0

Vi =cos a=4/5 v2=0

©1=0 ©2=0
« En la deformada elemental gz se tiene:

ur=0 u2=0

vi=0 v2=0

©1=1 62=0
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Se deja al lector dibujar la deformada elemental 43

& EJEMPLO9

En la siguiente armadura seleccione sistema Q-g apropiado, dibuje las deformadas elementales e
indique las deformadas de cada elemento.

40 om

60 cm

Figura 2.27 Armadura del ejemplo 9

& SOLUCION

Se considera que los elementos de una armadura plana son transversalmente rigidos de tal
manera que sus elementos trabajan a compresioén o traccion. En una armadura plana se tienen dos
grados de libertad por nudo, que son las componentes de desplazamiento horizontal y vertical; si
existe rotacion pero es coordenada dependiente. Los grados de libertad, de la armadura de la figura
2.27 se indican en la figura 2.28 y son un desplazamiento horizontal en el rodillo y dos grados de
libertad en el nudo B.

— w7

ﬁ—b

Figura 2.28 Sistema de Coordenadas Generalizadas Q-q
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& 1=1yqgi=0 i#1

Figura 2.30 Deformada elemental ¢

ELEMENTO AB
n=01=012=11n=0
ELEMENTO AC
n=01=012=0 1n=0
ELEMENTO BC
i U2 =cos60° =05

V2 =sen60° =0,860
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* Q2=1yqgi=0 i#2
Figura 2.31 Deformada elemental ¢,
ELEMENTO AC
—_— U2 =cos60° =05
2 V2 =-sen 60° =-0,860
Uul=0 U2=0
v
ELEMENTO BC
v
=< o Ul =cos60° =05

V1=sen60° = 0,860
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& Oo3=1yqg=0 i#3

ELEMENTO AC

ELEMENTO BC

Figura 2.32 Deformada elemental ¢3

U2 =cos 60° =05
V2 =sen60° =0,860

Uul=0 V1=0

Ul =-cos60° =-0,5
V1= sen60° = 0,860

Uu2=0 Vv2=0

53
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En la figura 2.33 se presenta una articulacion fija de una armadura. Este tipo de
articulacion es la que se ha trabajado en el ejemplo desarrollado. No se puede pensar que todas
las estructuras de acero tienen este comportamiento de articulacion fija, depende de la forma como
se construye. Si es una conexion con capacidad de momento se modelara igual que un portico

plano.

Figura 2.33 Articulacion fija de una estructura de acero.

e EJEMPLO 10

En la siguiente estructura seleccione sistema Q-q y determine el Vector de Cargas generalizadas
aplicando el Problema Primario y Complementario.

LP
B Ao C -I—
10
Ao Ao H
Io Io
A D
e oo TR T
L2 L2 ;
le = |
I |

Figura 2.34 Estructura con carga en un elemento

e SOLUCION

Se deja al lector la explicacion de los pasos dados en la solucion del Ejemplo.
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gl 1
BN ot
T T

Q-q

Figura 2.35 Grados de libertad

=  Problema Primario

P
R2 l R3
A1y ¢ s
\ L) 5 '_}_
f/ RE~1~
T q= 0 Enuaiad

Figura 2.36 Problema Primario

Equilibrio de Elementos

P
PL/8 J PLS
i
3
-5 I b
B PR P2 c
A D
R AR

Figura 2.37 Equilibrio de elementos
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P2 RE

R L\ l\,l PLs (i‘ﬁv}_ R4
C

- — PLI8
RS RE
B
Figura 2.38 Equilibrio de Nudos
Equilibrio del Nudo B
D h=0 - R1=0
P
D=0 - R2 + -2=0 - R2=-P)2
i)
>M=0 - R3 + ‘g =0 - R3 = -PL/8
Equilibrio del Nudo C
D h=0 - Rt=0
P
D=0 - RS + -2=0 - RS=-P/2
il
2 M=0 - R— g =0 - R6=PLf8

= Problema Complementario

[ P2
( )
G PLB
b TR

Figura 2.39 Problema Complementario

P il P oL
r= 0 _ = .
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2.5 EJERCICIOS PROPUESTOS

En las siguientes estructuras se ha seleccionado un sistema Q —( para cada ejercicio.
Se pide dibujar todos los diagramas de desplazamientos elementales.

¥ooa
- 1 2 3
A Ao A PNARE b A= 00 Y A=w . ) 4
T A4 lo 13 AN lo N/ lo N
Ac A=o00 A= 00 A= o0
H o 3m lo lo lo
PIRIEILIE VL S
L 4m L 4m |
I " f T |
et f=90°
Ejercicio 1 Ejercicio 2
A=o0 3
I==2 Sl = o
A — oo =
I=lo I=lo 2
A=eao m H
1=e0 T
1
A=Ao0 o
I=lo I=lo
|
- L +|
Ejercicio 3 Ejercicio 4
Ao 5 A=00 i
lo L lo pVAY
o oz
H H
e o X
Lz i L, |
| |
Ejercicio 5

Ejercicio 6
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e

-

L dm . 4m M L L ’i
I~ Lk | |
Ejercicio 7 Ejercicio 8
IZ 4 6
e 5
Sy Ao o Ao QO —»
Ao Ag Ao Ao Ao Im
S\' Ao S Ao ‘! +
L 4am N 4am |
™ T |

Ejercicio 9



CAPITULO 3

FUNCIONES DE FORMA O DE INTERPOLACION

RESUMEN

Las funciones de forma tienen una aplicacion muy amplia en el andlisis estatico y
dinamico de estructuras razén por la cual en este capitulo se le da la importancia respectiva y
se presentan algunas aplicaciones de las mismas. Se inicia el estudio deduciendo las funciones
de forma desde el punto de vista estructural y luego con el objeto de que el lector vea que son
funciones de interpolacion se calculan las mismas considerando que pasan por dos puntos en
los que se conoce el desplazamiento y giro, que corresponde a la forma tradicional de célculo
pero también se afiaden funciones de forma para flexién de una viga considerando un punto
intermedio, con lo que se encuentran funciones de forma mas exactas.

Las aplicaciones que se dan estan orientadas al calculo de ordenadas de la elastica y
obtencién de momentos de empotramiento perfecto para cualquier tipo de carga, todo esto en
miembros lineales de seccién constante.

Se presenta ademas la manera como se obtiene los estados de carga D y L
correspondientes a carga permanente y transitoria respectivamente, para el disefio sismo
resistente de un edificio de hormigdén armado y luego se obtiene las acciones de empotramiento
perfecto con funciones de forma. Finalmente se indica una forma préactica para convertir una
carga triangular o trapezoidal en uniforme.

3.1 ORDENADAS DE LA ELASTICA

Dado un portico plano cualquiera, como el mostrado, en la parte superior izquierda de
la figura 3.1. En el elemento inclinado BC se tiene un punto interior P. Ahora al actuar cualquier
tipo de cargas este se deforma como se observa en la parte superior derecha de 3.1; el punto

P pasa a P’. Se desea encontrar las ordenadas de la elastica u(x), v(x) y 0 (X) para el punto
P. Siendo:

e Uu(x) Componente de desplazamiento axial del punto P.

e v(x) Componente de desplazamiento transversal del punto P.

e 0 (X) Rotacion del punto P.
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”
s
‘:\B’\A'

Figura 3.1 Ordenadas de la Elastica y coordenadas de un elemento

Para comprender el calculo de las ordenadas de la elastica se aisla al elemento BC y
se dibujan las coordenadas del elemento, en la parte inferior de la figura 3.1. Se destaca que
para el marco tedrico se pudo considerar un punto de cualquiera de las columnas, antes y
después de deformarse y encontrar las ordenadas de la elastica pero la explicacion es general
en la viga inclinada.

Para encontrar las ordenadas de la elastica se vera la contribucion de cada una de
las coordenadas del elemento y luego se aplicara el principio de superposicién lineal.

3.2 PRIMERA FORMA DE CALCULO: RESISTENCIA DE MATERIALES

En este apartado la obtencién de las ordenadas de la eléstica se realiza aplicando
Resistencia de Materiales, es decir desde el punto de vista estructural.

3.2.1 Efecto de u:i en la ordenada de la elastica

En el elemento lineal, que se encuentra a la izquierda de la figura 3.2 se le aplica un
desplazamiento axial en el nudo inicial como se observa en la parte central de 3.2. Se desea
encontrar la ordenada de la elastica axial para encontrar el desplazamiento en un punto P, de
la viga. Se destaca que solo existe un desplazamiento axial del nudo inicial u1 y las demas
coordenadas locales son nulas.
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Por facilidad a este elemento se lo considera horizontal, pero su aplicacion es general.
Para que el miembro de la figura 3.2 experimente un desplazamiento ui es necesario aplicar
una fuerza axial N, la misma que se observa en la parte derecha de la figura 3.2.

Figura 3.2 Viga con desplazamiento axial U, debido a una fuerza axial V.

De la resistencia de materiales se conoce:

N dx

— (3.1)
A(DE

Donde A(X) es el area de la seccion transversal, para el caso de seccion variable es

funcién de X, E es el modulo de elasticidad del material y N es la fuerza axial, la misma que
es constante, razén por la cual sale de la integral. Luego:

En consecuencia la fuerza axial que produce un corrimiento axial de magnitud ua es:

N=_ _"
j_ dx
. A(X) E

Ahora interesa calcular el desplazamiento longitudinal que experimenta un punto
cualquiera P del elemento que se encuentra a una distancia X del nudo inicial, cuando existe
la carga axial N, si el nudo final permanece fijo. En la figura 3.3 se ilustra el problema en la
parte superior de dicha figura se indica la posicion inicial del punto P, que se encuentra a una
distancia f y en la inferior se aprecia que el punto paso a P’, se deform6 axialmente u (x). No
existe deformacioén transversal por gue el problema es de tipo axial.

Figura 3.3 Descripcion del problema que conduce al calculo de @4(x)

La deformacion u(x) sera igual a la deformacion del nudo inicial u1 menos la
deformacién producida por la fuerza axial N en el intervalo de longitud X.
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e

0
Por ser N constante se tiene:

u(x) =u, — ka(j)xE

0

Al reemplazar la ecuacion de la carga axial, en la Ultima ecuacion y al factorar u1, se
tiene:

u(x) = uy| H— — | (3.2)

A la expresion encerrada entre paréntesis se le conoce con el nombre de funcién de
forma o funcion de interpolacion ¢;(X)

todx
j AKX E (3.3)

¢1(X) =1 dx

AX) E

O e

Luego:
u(x) = Uy ¢z (X)

Como se observa Ji(x), al igual que las demas funciones de forma que se van a
calcular, depende de las propiedades geométricas del elemento.

Para elementos de seccién constante se tiene que: EA (x) = EA, al reemplazar este
valor y resolver la integral definida en la ecuacion (3.3), se encuentra:

(9 =1- )E (3.4)

3.2.2 Efecto dev:ien laordenada de la elastica

Es complicado, por las integrales que resultan, encontrar las ordenadas de la elastica
en un elemento de seccidn variable cuando solo existe V;, desplazamiento transversal al eje

del elemento en el nudo inicial, razén por la cual se presenta el calculo para un elemento de
seccion constante. En la figura 3.4, se presenta un elemento en el cual al nudo inicial se da un
desplazamiento vertical »; un punto P que se halla a una distancia X, pasa a P’. El
desplazamiento vertical en este punto es v (x). Se destaca que u(x) = 0. Interesa calcular v (¥)

para cuando solo existe 5; y los demas desplazamientos y giros de los extremos son cero.

Antes de resolver el problema, en la viga de seccion constante, se debe indicar que si
se tiene una viga de seccion variable, se procede en forma similar pero la solucion de la
ecuacion diferencial, que se vera mas adelante se realiza con Métodos Numéricos.
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Posicion inicial
»
|
Vy
Posicion final
| X %
[ >
Figura 3.4 Solo existe deformacion transversal en el nudo inicial y las demas son nulas.
Se va a resolver, un problema de flexion, sin carga en el tramo, Po = 0. Unicamente se tiene
condiciones de borde.
La ecuacion diferencial que gobierna la flexion, en un elemento de seccién
constante, en el que se desprecia el efecto del corte, es:
dv _PR,
dx* El
Las variables, no definidas todavia, son P, que es la carga transversal que actda en
el elemento, | es el momento de inercia a flexion del elemento y V es la ordenada transversal
de la elastica. Al ser Po = 0, la ecuacion diferencial se transforma, en:
d'v
El =7 =0
dx’ (3.5)
Las condiciones de contorno, del problema, son:
1.- EnX=0 vV (X)=v1
2.- EnX=0 V(x)=0
3.- EnX=L v(x)=0
4.- EnX=L V(x)=0

Las integrales de la ecuacion (3.5), al ser la inercia constante, son:

d’v
El [ s=A
2
g1 d
dx
2
%:A;( +BX +C (36)

3 2
Elv(x)z-Ag +.B;< +CX +D

Y_AX +B

El

(3.7)
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Donde A, B, C y D son constantes de integracién las mismas que se obtienen al aplicar
las condiciones de borde, en las ecuaciones (3.6) y (3.7)

Al reemplazar las dos primeras condiciones de borde, en las ecuaciones (3.6) y (3.7),
se encuentran los valores de las constantes de integracion D y C. Estas son:

D=Elv,
C=0

Ahora al reemplazar las otras dos condiciones en (3.6) y (3.7), se halla:

3 2
0:.AL +.BL +CL+D
6 2

2
0=.A2L +BL+C

La solucion del sistema de ecuaciones reporta luego de reemplazar C y D.

_12El
- 3

A V1 B:——

Al reemplazar A, B, C y D en la expresion (3.6) se tiene:

1216
Ior) = - e o i

i 2

De donde, luego de simplificar i, se halla

V(x) = vllﬂ 1-3X° +_2>L<33 \| ) (38)

2
L
Se denomina funcién de forma (|)2 (X) a la expresion encerrada en el paréntesis.

2 3
$>(x) =1- .352 +2X (3.9)

LS
Luego:
V(X) = V1 ¢2(X)

El giro 0 (X) se encuentra derivando la ecuacion (3.8) con respecto a X. Por otra parte
nétese que u(x) = 0 en este problema.

3.2.3 Efecto de 9, en la ordenada de la elastica

Con las mismas consideraciones indicadas en el numeral anterior, se tiene que en el
elemento existe Unicamente O, las demés coordenadas son nulas. En la figura 3.5 se describe

el problema, en la parte superior se indica la posicion inicial y en la inferior el problema de
flexion a resolver.

No se ha colocado el punto P que pasa a P’ pero es obvio que solo existe v(x) y que
uy) = 0.
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Figura 3.5 Solo existe ©1, las demas componentes de desplazamiento son nulas.

El problema es similar al calculo de (I)z (x) Unicamente cambian las condiciones de
borde, en este caso son:

1. EnX=0 v(x)=0
2. EnX=0 V' (X) =01
3. EnX=L v(x)=0
4. EnX=L Vi(x)=0

Reemplazando las condiciones de borde en las ecuaciones que definen v(x),§(x) se
encuentra el sistema de ecuaciones lineales que conduce al célculo de las constantes de
integracion. La solucién de este sistema reporta:

A=%e1 B=-4Ely, C =Elp, D=0

Finalmente al sustituir los valores de A, B, C y D en 1(x), se encuentra luego de alguna
simplificacion:

3 2
V(X) =g 1(|.X2 -2X" 4 X =0 19 3.11
LL L) L. e
Por tanto:
3 2 2
¢ ) =X, —2 X"y x|( — .X) (3.12)
L L L L

Si en el elemento existe 1, y §;; la ordenada de la elastica v(x) = 11 @2(x) + b1 B3(x).
Esto ya nos da una idea de la forma de obtener la ordenada de la elastica 1(x) cuando existan
todos los desplazamientos y giros en los extremos del elemento. Para el efecto axial se tiene

algo similar.

El calculo de @4(x) es similar al calculo de @4(x). De igual manera la obtencion de @s(x)
Y @6(x) es parecido a la forma como se hallé @, (x) y @s3(x).
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3.25 Resumen de funciones de forma para seccion constante

En base a los calculos realizados, por induccién, se puede observar que las ecuaciones
que definen las ordenadas de la elastica, cuando no existe carga en los elementos, son:

U(X) = Uy 2 (X) + Uz ¢a(X) (3.13)
V(X) = V1 ¢z (X) + 01 s (X) + V2 s (X) +02 dhs (X) (3.14)
0(x) = d_\é(f) —v(x) (3.15)

Donde ¢1(X), d2(X), dp3(X), ¢4 (X), ¢ps(X) ¥ ¢ps(X) son las funciones de forma o de
interpolacion asociadas a: us, v1,Q;, U2, V2, Y Q. Las funciones de forma para un elemento de
seccion constante, son:

X
2 3
2 (%) :1_3-); + 2-X3

200 =X1-XY
¢ <09=211-X)

_ X
¢« 00 =1

XA X
¢5(X)—-L K3—2-Lj

w00=-% (1-]

Relaciones fundamentales:

$1(X) +¢pa(X) =1
h2 (X) + s (X) =1
s (X) + Lps (X) + s (X) = X

Se destaca que las ecuaciones (3.13), (3.14) y (3.15) son debidas a corrimientos y
rotacién de los nudos extremos de un elemento; en consecuencia, constituye la solucion del
problema complementario. Por lo tanto, en las ecuaciones indicadas se debe afadir el
problema primario para obtener la solucidn total, como se indico en el capitulo anterior.

3.3 SEGUNDA FORMA DE CALCULO: INTERPOLACION

En Métodos Numeéricos se denomina Interpolacion a la forma de obtener una ecuacion
gue pasa por un nimero de puntos o condiciones. Por ejemplo si se tienen dos puntos se
obtiene un interpolador lineal, que es la ecuacion de una recta y es asi como se va a obtener

D1(x), Da(x)-

En el problema de flexién se tienen 4 condiciones de borde, en consecuencia a partir
de un polinomio cubico se  obtendran las restantes funciones de

forma: @,(x), @3(x), @s(x), De()
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3.3.1 Problema axial: Calculo de @i(x)

En este apartado se obtiene @,(x), para ello se recuerda que solo existe un

desplazamiento axial en el nudo inicial 1; y todo lo demés es cero. Entonces para encontrar
u(x) se debe encontrar una ecuacion que pasa por dos puntos dados, con las condiciones de
contorno presentadas en la tabla 3.1.

Tabla 3.1 Condiciones de borde

Punto X ux)
1 0 u1
2 L 0
La pendiente m de la recta, es: 0—u u
m=L-0=-"L

Luego de la ecuacion de la recta, que pasa por un punto dado y se conoce su pendiente
es:

U(X)—u, =— U_L1 (X -0)

u(x)=u, - lf_l X

[ X)
u() =L~ L J=usdp 1 ()

Se deja al lector que obtenga @4(x) en forma similar.

3.3.2 Problema de flexion: Forma clasica
Ahora se desea encontrar la ordenada de la elastica V(X) para las condiciones de

borde indicadas en la tabla 3.2. Se denomina forma clésica cuando para el problema de flexion
se tienen las cuatro condiciones indicadas en la Tabla 3.2 y que se indican en la figura 3.6

Tabla 3.2 Condiciones de borde para encontrar funciones de forma de flexion

Punto i 0 1
Xi 0 L
V(X) Vi v,
0(x) 01 02
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1

Figura 3.6 Condiciones de borde del problema de flexién en forma clasica.
Al tener cuatro condiciones se debe trabajar con un polinomio clbico y mas que eso
cuando se obtuvo las funciones de forma desde el punto de vista estructural, se encontré que
la solucién de la ecuacion diferencial, para un elemento de seccién constante es de tercer

orden. Se indica a continuacion este polinomio pero las constantes de integracién son ahora
las siguientes:

o) = A3 + B2+ 1+ (3.16)

B =342 + 281+ ¢ (3.17)

Al aplicar las condiciones de contorno para el punto inicial, X=0, se obtienen las
constantes de integracion Dy C.

D=V1

(=h

Al reemplazar las condiciones de borde del punto final, X=L se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones lineales.

AR 812 =1y —1 —tal
342428l=th—h

La solucion del sistema de ecuaciones lineales reporta.

2 1
b= — 3 (vz—vl—ﬂlL)+L2 (2= 61)

1 3
b= - L(UZ—U1)+ 2 (12 =11 — 1 L)

Al reemplazar el valor de las constantes que definen el polinomio cubico, en (3.16) se
encuentra, luego de agrupar términos.

_1.3x%  2x3\(3x?} 2x %) IR X2 x)
v(x) lkll B JVB«ML-LZ - JVHXdl .L)e R

De donde:
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13X X
(I)Z(X) l 3 L2 + L
¢ 3(X):)(|1—,X )2

\ L

X4 o X
=" (3 2.L)

)

v(x) = 11@2(x) + 6103(x) + 1205(x) + §206(2)

Las funciones de forma presentadas corresponden a la forma clasica de calculo en que
las mismas se obtienen a partir de un polinomio cubico, que pasa por dos puntos y se tiene
cuatro condiciones de borde.

3.3.3 Matriz de rigidez en coordenadas locales

A partir de las funciones de forma se puede obtener la matriz de rigidez de un elemento,
en coordenadas locales; se destaca que existen otras formas de hacerlo; pero lo importante es
gue el lector vea una posible aplicacién de las funciones de forma.

De la Resistencia de Materiales se conoce que el Momento, ¥ se obtiene a partir de la
segunda derivada de la elastica y que el Corte, I derivando tres veces i(x), con las siguientes
ecuaciones.

w=ia - (3.18)

=g (3.19)
i3

Las ecuaciones anotadas fueron deducidas con la condiciéon de que el momento es
positivo si produce traccién en la fibra inferior, es decir que el momento en el nudo inicial es
horario y en el nudo final anti horario; el cortante es positivo si en el nudo inicial es hacia arriba
y en el nudo final hacia abajo.

Por otra parte, la convencién de signos que se utiliza en este libro es la siguiente: el
momento es positivo si es anti horario y el cortante es positivo si es hacia arriba. Por lo tanto
cuando se evalle el momento con la ecuacion (3.18), en el nudo inicial se debe cambiar de
signo para el nudo final no; en cambio para el corte (3.19) es al revés, en el nudo inicial es
positivo y en el final es negativo.

Al derivar la ecuacién que define la ordenada de la elastica v(x) dos y tres veces se
obtiene:

6 12 X 4 6X 1212 6 X
M=E[[U1(— L2+ L3)+91(_L+L2%+V2(L2_' ’L3_)_+_52_(_L+L2)]

V=“(3L11 621—1L322 6L252)

l
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Sea M, M, el momento en el nudo inicial y final respectivamente y V1, el corte en el
nudo inicial y final. Al encontrar estos momentos y cortantes con las ecuaciones obtenidas y al
escribir en forma matricial se tiene.

V 12 6l
(M= T I T
yiTB 120 -6l
M 6L

De donde, la matriz de rigidez de un elemento de seccién constante K, es:

g 12 6L =12 6L
p= S 6L 42 oL A

6. 22 -6l 42

La matriz de rigidez obtenida es para la flexién, es muy facil incorporar el efecto axial y
obtener la matriz de rigidez en coordenadas globales para un elemento de seccién constante.
Esto se ve con mas detalle en capitulos posteriores, donde se incorpora el efecto de corte a la
ecuacion (3.20).

El objetivo de este apartado era mostrar que a partir de las funciones de forma se halla
la matriz de rigidez de un elemento.

3.4 TERCERA FORMA DE CALCULO

Otra forma de encontrar las funciones de forma es considerando el comportamiento de
un elemento totalmente rigido, como el presentado en la figura 3.7. La deformada ante cualquier
tipo de carga serd como de cuerpo rigido y es la indicada a la izquierda de la figura 3.7. Las
ordenadas de la elastica para este elemento se observan a la derecha de 3.7.

Vo = vyt by L

le. L | | X | U{K} |
| » 1

Figura 3.7 Deformada de un elemento totalmente rigido y ordenadas de la elastica

Por ser axialmente rigido, se tiene que:
u(x) =u,
De la figura derecha de 3.7, se encuentra por geometria, lo siguiente:

v(X) =Vv; +0; X
e(X) =01

En base a las ecuaciones, se calcularan las funciones de forma s (X), s (X) ¥ ¢s (X)
en el presente apartado.
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3.4.1 Caélculo de ¢a(x)
Al reemplazar la ecuacién de la elastica ux) en la primera ecuacion, se obtiene:
Uz ¢1(X) +Uz da(X) = Uy
Pero por ser el miembro, axialmente rigido uz = u1. Luego, la ecuacion, queda:
Usa(X) + Uzdpa (X) = Us
De donde:
d1(X) +a(x) =1 (3.21)

La ecuacion (3.21) es fundamental y se aplica para elementos de seccion constante o
variable. Para un elemento de seccién constante, se tiene:

$s(¥) =141 () =11 .X):.X
L L) L

da(X) = X
3.4.2 Célculo de ¢s(X)y ds(x)

De igual manera, si se remplaza la ecuacion v(x) en la segunda de las ecuaciones, se
halla:

V(%)= Vage (X)+01¢a (X)+Vaps () +0 246 (X) = V1 +0(X)
Pero por ser miembro transversaimente rigido, se tiene:
Vo (X)=Vv; +0.L
02 =01
Al reemplazar se encuentra:

V12 (X) +01 ¢p3(X) +V1 ps(X) +01 L ps(X) +01 ¢ (X) = V1 +01 X
Va2 (X) +ps () |+ Bdps (X) + Leps () + e (X)]= Vo +01 X

Para que esta expresion se cumpla, deberd cumplirse que:

d2(¥) +¢ps (¥) =1
d3(¥) + L s (X) + s (X) = X

(3.22)

Relaciones que permitiran calcular faciimente s (X) y ¢e(X) @ partir de ¢2(X) y

03 (X) . Paraun elemento lineal de seccion constante se tiene:

5\X) =L—fo\K) =1— (lJ. oX +2X \
0 o \ ﬁ

Il
— X

N
A~ =~

2X)
3—2m
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00 =X, (3= 2X)
\ L LJ

Usando, la relacion ¢z (X) + L ¢s (X) +¢s (X) = X, y por un procedimiento analogo se
tiene:

w1

3.4.3 Resumen de las ordenadas de la elastica

= Elemento totalmente flexible
U(X) = Uz ¢a(X) + Uz ha (X)
V(X) =V ¢2 (X) +01 pa(X) + V2 s (X) +02 e (X)
0(x) = d—‘é(? —v (%)

= Elemento axialmente rigido

Si un elemento es axialmente rigido A =00, significa que, u1 = U2, en consecuencia no
existe ¢1(x) y ¢4(x), quedando de la siguiente manera las expresiones de la elastica:

u(x) =u; =u,
V(X) =V, 2 (X) +6: ds (X) + V2 0s (x) +0. [0 (x) (3.23)
0(x) = d—‘é(? —v ()

= Elemento transversalmente rigidos

El elemento no trabaja a flexion, | =, solo se deforma axialmente. Por consiguiente,
las expresiones de la elastica son:

U(X) = Uy ¢ (X) + Uz ¢pa (X)
v(X) =Vv; +0; X (3.24)
0(X)=0.=0:

Por lo tanto, cuando el miembro es transversalmente rigido, no es necesario calcular

2(x), ¢3(), 95(X) Y ¢s(X).
3.5 INTRODUCCION A LOS ELEMENTOS FINITOS

En este apartado se van a obtener las funciones de forma y la matriz de rigidez para
un elemento lineal, en forma similar, por no decir igual, a la presentada en los apartados 3.3.2
y 3.3.3. Pero en una forma similar a la que se hace con los elementos finitos. Se destaca que
un elemento lineal es un elemento finito de dos nudos; para el caso de flexion se consideran 2
grados de libertad en cada nudo.
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3.5.1 Funciones de forma en un elemento finito lineal de dos nudos

Otra manera de interpolar, para el caso de flexion en que se desprecia el efecto de
corte, consiste en imponerse un determinado polinomio, cuyas constantes se calculan en base
a las condiciones de borde. Para imponerse el polinomio es necesario tener en cuenta que la
deformacién transversal de un elemento viene definida por la siguiente ecuacién:

d*v(x)
c—yd
y dx’

Donde € esladeformacion transversal, Yy es la ordenada vertical que define un punto

de la viga, medida a partir del eje. En el apartado 3.3.2, se indic6 que la ordenada de la elastica
y(x) tiene que ser de la siguiente forma.

v(X)=A+B X +C X*+D X°® (3.25)

Al derivar (3.25) se encuentra el giro:

0(x) =B+2C X +3D X° (3.26)
Las condiciones de contorno que sirven para el calculo de las constantes A, B, C Y D
son:
1. EnX=0 V(X) = v1
2. EnX=0 0(X) =01
3. EnX=L v(X) = v2
4. EnX=L 0(x) =02

Al reemplazar las cuatro condiciones, en las ecuaciones (3.25) y (3.26), se tiene el siguiente
sistema de ecuaciones:

v 1 0 00TA]
v, 11 L 2 lc|
Le z|J [o 1 2L 3° DJ|

Algunos libros de elementos finitos, al sistema de ecuaciones lo escriben en forma
compacta de la siguiente manera:

U"=CBp

Donde U " es el vector que contiene el término independiente del sistema, C es la
matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones lineales y 3 es el vector de incognitas.

B:C_l Un

La inversa de la matriz C es:
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1 0 0 0 |
0 1 0 0
ci_l 3 2 3 1
L2 L L? L
2 1.2 1
L L® L > |
Luego:
|7V1—|
0 |

Al sustituir las constantes A, B, C Y D en la ecuacion que define la ordenada de la
elastica vertical (3.25), se encuentra luego de factorar, lo siguiente:

V(X) = V1 p2(X) +01 dp3(X) +V2 §s(X) +02 ds(X)

En forma matricial:
v(x)=dU"

Siendo:

O=[p()  $s00 90 (X))

3.5.2 Célculo de la matriz de rigidez de miembro

Al calcular la deformacion € , se tiene:

d2V d2 n n
eE=y~ o = oU " =BU
Yae =7 ae
Siendf): D — y|- ) ) (I)G X)]
d d
d2 F e d? d? a©
B = 2 (X X X
dxz 2¢ ( ) dX2¢3( ) dX2¢5( ) 2 J
Y

B Las Xégﬁndasﬁefivadas de las funciones de forma indicadas, reportan: -

[ 6 12X 4 6X 6 12X 2 6X]

| L L3 L L2 N L L? |
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Para encontrar la matriz de rigidez de un elemento, para el caso de flexién, se tiene:

k ZIIIB EBd (3.27)

Donde ¢ es un diferencial de volumen. En el apartado 3.3.3 se obtuvo
directamente la matriz de rigidez del elemento finito lineal de dos nudos. La forma mas general
en que se trabaja con los elementos finitos es la indicada en la ecuacion (3.27) en la cual la
matriz de rigidez se halla integrando; la integracion se realiza empleando la cuadratura de
Gauss.

3.5.3 Elemento finito lineal de 3 nudos

Se desea encontrar las funciones de forma y matriz de rigidez, de un elemento finito
lineal considerando tres nudos, los dos extremos y uno en el centro. A las funciones de forma
de este elemento se denomina funciones “refinadas”. Se realiza todo esto para que el lector
vea que es algo similar a lo realizado en el apartado 3.3.3, cuando se trabajé el elemento lineal
con dos nudos, pero no se presentard aplicaciones en este libro con las funciones de forma
refinadas es més se las identificara con otra letra. Evidentemente que es mejor trabajar un
elemento finito de lineal con 3 nudos en relacién a un elemento finito lineal de 2 nudos,
especialmente cuando se tiene carga en el elemento.

En la figura 3.8 se presenta la nomenclatura considerada en los tres nudos y en la tabla
3.3, se indican las condiciones de “borde”.

Figura 3.8 Elemento con tres puntos de interés

Tabla 3.3 Condiciones y nomenclatura para hallar funciones de forma refinadas

Punto i 0 1 2
Xi 0 L/2 L
v(X) Vi Vs 13
0 () o1 02 b

Al tener 6 puntos la ordenada de la elastica v(x) sera un polinomio de quinto grado, de
la forma:

o) = A +B* 0B+ D2+ B+ T
B) =54 +48° +3(2 +2D1+F

Al reemplazar las condiciones indicadas en la tabla 3.3, en las ecuaciones que definen
el giro y el momento se obtiene, el siguiente sistema de ecuaciones lineales.
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0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 "
15 1r 13 L2l . ; i
(2) (2) (2) (2)2( ) L,
L4 |3 | 2 l D b2
5(2) 4(2) 3(2) 2(2) 1.0 13
L5 L4— L3 LZ I 1 [F] [63]

[ 54 43 312 L 1 0]

La solucion del sistema de ecuaciones reporta.

241 401 43

N L N ]64 - L4—

Uy 16h
A lov 73 7 27 )
B 681  Sus 126, 408, B
L — m 1 ] ] 1
! 325 M 138, 3, &
P 16, 703 12 V3 1 2 3

(7] B 11

23V1 , . 691 , 892 , 93

1

[ 1 ]

Al reemplazar las constantes de integracion en la ecuacion que define la ordenada de
la elastica y luego de agrupar términos se halla.

v(x) = N1(x) 11 + N2(x) 1 + N3(x) 12 + Na(x) 62 + N5(x) 13 + No(X) O3 (3.28)

Donde }i(x) son las funciones de forma para el elemento lineal de 3 nudos

X 5 x 4 x 3 X 2
N1(9 =24 () —68 () +66() —23() +1

x 4 x 3 X 2
N3(9 =16 () —32() +16 ()

x5 X 4 x 3 X 2
N5(x)=-24 () +52 () =34 () +7()

x 4 x 3 x 2 X
N2(x)=—4x(L) +12X(B —13x ( i +6x( l—x

x 4 x 3 X 2 X
N4(x)=—16x(L) +40X(B —-32x( l +8x( l

x 4 x 3 X 2 X
N6() = —4x () +8x () —5x() +x()

Para encontrar la matriz de rigidez, se procede en forma similar a la descrita en el
apartado 3.3.3 y se obtiene lo siguiente.



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 77

5092 33 512 384 1508 242
- | s d ey | Fy S | Sy
35.L° 3L 5.7 L 35.L°  35.L°
38 332 128 64 242 38
3Lt L s 7L 35y L
512 128 1024 512 128
- - - by - -
sty 532 533 517 512
k= ELf ~ ) )
%4 64 2% 384 64
v
112 L L gp2 L
508 242 512 384 5002 38
_ .3 oD _ 23 2 _.3 _ .2
351 351 s 712 51 ssa?
42 38 28 64 1138 332
3512 AL 512 L 3512 3L

3.6  APLICACIONES DE LAS FUNCIONES DE FORMA

3.6.1 Célculo de momentos de Empotramiento

Del estudio anterior se deduce que: ¢1(x), es la elastica longitudinal, cuando existe un

desplazamiento unitario en el nudo inicial, ui= 1 y los demds desplazamientos nulos. ¢2(x) es
la elastica transversal cuando existe v2 = 1 y los demas desplazamientos y rotaciones nulas,

etc.

% 7 % '
2 % 7 7 M
% " M 7 7
% 7 7 i
% 7 7 i
Z Z ‘
7 G
V

[x
—_
ES

v

G

WERLETIITNET 7

,

Figura 3.9 Célculo del Momento de empotramiento perfecto en nudo inicial

En la parte superior izquierda, de la figura 3.9 se presenta una viga empotrada-
empotrada que también se conoce con el nombre de biempotrada, con una carga vertical P,
actuando a una distancia X del nudo inicial; a la derecha se observa la elastica de deformacion
vertical y las acciones de empotramiento perfecto, que garantizan el equilibrio del elemento.
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Ahora si se elimina el empotramiento pero se coloca su momento M, se tendra lo
ilustrado en la parte inferior izquierda de la figura 3.9, nétese que el giro es nulo tanto en el
nudo inicial como final a esto se denominara sistema I.

Por otra parte, al aplicar un momento cualquiera u de tal forma que produzca un angulo
01 en el nudo inicial y los demas corrimientos de nudo cero, como se indica en la parte inferior
derecha de la figura 3.9, se tiene el sistema .

El trabajo virtual del sistema | en el sistema Il que se llamara TV.i es:
TVion =M 01— P v(x)
De otro lado el trabajo virtual del sistema Il en I, TVii vale:
TV =p 0=0

Como TV =TV se tiene que:

Mo: —Pv(x)=0
De donde:
V- PV
01

Al existir tinicamente el giro @ en el gréfico del sistema Il el valor de v(X) =0, b3 (x)
. Al reemplazar este valor se encuentra.
M =P ¢3(x) (3.29)
Por un procedimiento similar se obtiene:

M’ =P ¢s(x) (3.30)

3.6.2 Célculo de cortantes de empotramiento

En el sistema de cargas, indicado en la parte superior de la figura 3.9, se procede al
calculo del cortante en el nudo inicial para esto se elimina el empotramiento perfecto y se coloca

un empotramiento mavil como lo ilustra la figura 3.10 pero actGa el cortante V . Este sera el

nuevo sistema |, nétese que el nudo inicial no se desplaza verticalmente; para que se mueva
verticalmente se aplica una fuerza F de tal forma que produzca un corrimiento vi y todos los
demas corrimientos de nudo nulos, teniéndose de esta manera el sistema |l.

X

N

Figura 3.10 Sistemas | y Il para el célculo del cortante de empotramiento en el nudo inicial
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Al aplicar trabajos virtuales y proceder de forma similar al numeral anterior se tiene:

TV|_|| :V Vl - PV(X) PV!X!
V vy(X) =P v(x) =0 V=
TV||_| = F O:0 = 1( ) ( ) = Vi

V(X) = V1 ¢2(X) Luego:
Pero

= 3.31
Al trabajar con V' se obtiene: V=P(x) (3.31)

V' —P ¢5 (X) (3.32)

3.6.3 Calculo de la fuerza axial de empotramiento

En este caso la carga P actla axial al eje del elemento y se encuentra a una distancia
X. Se deja al lector la explicacion de la forma como se obtiene la fuerza axial de empotramiento

N en el nudo inicial y N en el nudo final, en forma resumida se tiene:

= N

lz
|

>

N

Figura 3.11Fuerza axial en un elemento y sistemas | y Il para el calculo de la fuerza axial.

TV|,|| = N Ul - P U(X) P U!X!
Nu,—Pu(x)=0 N =
TV||,| = F O:O = ! ( ) = Uy

Pero u(x) = uz (x) ¢1 (X).
Luego:
N =P ¢:(x) (3.33)

De una manera similar se demuestra que:

N =P ¢s(x) (3.34)

Es decir, que una interpretacion estatica de las funciones de formas es la siguiente:

* ¢1(X) es la linea de influencia de la fuerza axial N.
* (X) es lalinea de influencia de la fuerza de corte V.

* (s (x) es lalinea de influencia del momento M.

* ¢ (X) es lalinea de influencia de la fuerza axial N ;
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¢ (s(X) eslalinea de influencia de la fuerza de corte V .

. ¢6(X) es la linea de influencia del momento M .

Antes de proceder a realizar ejemplos, sobre el calculo de momentos y fuerzas de
empotramiento perfecto, es necesario tener presente:

i. Laabscisa X se mide a lo largo del eje del elemento, no en la proyeccién horizontal como
puede pensarse en elementos inclinados.

ii. Enlas ecuaciones (3.29) a (3.32), la carga P actta perpendicular al eje del miembro, no
es vertical en un elemento inclinado sino perpendicular al eje del elemento.

iii. Enlas ecuaciones (3.33) y (3.34), la carga P es axial al eje del miembro, no es horizontal

en un elemento inclinado, sino que se mide en la direccion axial.

3.6.4 Forma directa de encontrar las acciones de empotramiento perfecto

Otra forma de demostrar las ecuaciones (3.29) a (3.34) es la siguiente. Para el caso de
flexion se tiene que el trabajo de la fuerza vertical P, en la deformada v(x) es:

W="Pux) =P O2(x) + 81 B3(x) +12 Ds(x) + b2 De(x)]

Por otro lado al liberar los nudos se tienen fuerzas discretas 1, M,I', M, para el caso
de flexion, cuyo trabajo virtual vale:

W=Tu+Mb+1 2+ M 6
Pero estos dos trabajos virtuales deben ser iguales, luego:
Pn @2(x) + 61 @3(x) +12 Ps(x) + b2 Pe(x)] =Vr1 + M b1 +V 12 + s b2 (3.35)

Para calcular el cortante 7 solo existe y; y los demas nulos §; = 0; 1, = 0; §, = 0. Al
reemplazar esto en la ecuacion (3.35) se obtiene:

P@ox) =7V
Por lo tanto, a partir de la ecuacién (3.35) se demuestra el célculo de las fuerzas y

momentos de empotramiento perfecto para flexion; se deja al lector la generalizacién para el
caso de las fuerzas axiales.
lP

Figura 3.12 Viga con carga puntual
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e EJEMPLO1

Para el elemento lineal de seccion constante, de la figura 3.12, determinar las fuerzas
y momentos de empotramiento perfecto, silacarga? =10Tc=2ml=6m.

e SOLUCION

Para calcular las fuerzas y momentos de empotramiento primero se evallan las
funciones de forma en los puntos de aplicacion de las cargas.

Para el ejemplo se tiene, para X = a:

d)l(x) =1-

o
o

) _3a2 _2a3
() =1- |, + B
b s)=41-a) =ab’
\ L?

L

y
e

a’(,2a)

CU )T
__a‘'( a) a%
40 = LU L) L

Solamente, para ilustrar la forma de célculo se obtuvieron las seis funciones de forma,

d1 (X) Yy b4 (X) no se rgqyiere y. e la carga es perpendicular al elemento y no existe fuerza
axial en consecuenciaYas fuerz axid)es de empotramiento perfecto son n asl.

( 3a_|_2a\

K 2 3
V= (Baxb) L

Se deja como ejercicio a que el estudiante demuestre que:

Pb~ -
L3
Para lo cual debe tener en cuenta que a +b =L
- 13— |=
Pab
M = P ¢3 (X) = L2

M =P go(x)=— P& D

Al reemplazar los datos del problema: P = 10 T.;a = 2 m;L = 6 m. Se obtiene.
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P b’ 10 = 4
V= ¥ (Ba+b)= = & (3%2+4)=7.4074T.
2 2
moFPab _10%2%4" o ess9m.
L 6
v = Pa @rab)="0" "2+ 3+4)= 25026 T.
L® 6
2 2
M o_Pab_ 10%2*4  \ atm.
L 6°
En la figura 3.13 se presentan los resultados obtenidos.
l1o T
8.8889 Tm
4.4444 Tm
arz A
T7.4074 T

}‘ 2m + 4dm .( 25926 T
s

Figura 3.13 Resultados del Ejemplo 1.

Para comprobar que el ejercicio esti bien realizado, se debe verificar que exista
equilibrio en el elemento.

T>Fy =0 = 7.4074+2.5926-10=0
SM.=0 =  2.5926%6+8.8839-4.4444-10+2=0

e FEJEMPLO 2

Calcular las fuerzas y momentos de empotramiento perfecto para la viga de seccién
constante que se indica en la figura 3.14

5T 5T
l I Eff‘

4m |

Figura 3.14 Datos del Ejemplo 2
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e SOLUCION

83

Se aplica el principio de superposicion lineal en la solucion del ejemplo 2. En
consecuencia la solucién total seré igual a la solucién de cuando se aplica la carga de 5 T. de
la izquierda mas la solucion de cuando se aplica la otra carga de 5 T. de la derecha, como se

indica a continuacion.

X=3m £
»

a |67 " 6T' .
(7 ' . )M. @ Mz( ] | p
IV{ vj }

= Para X =1m.

V; =5%0.84375=4.21875T.

$2(x) = 0.84375 =
¢a(X) = 0.56250 = M, =5#0.56250 = 2.8125 Tm.
s (X) = 0.15625 = V, =5%0.15625 =0.78125 T.
s (X) =—0.18750 = M, =5%(-0.1875)= —0.9375 Tm.
* Para X =3m.
¢2(X) = 0.15625 = V, =5%0.15625=0.78125T.
2 (X) = 0.18750 = M, =5%0.1875 = 0.93750 Tm.
s (X) = 0.84375 = V, =5%0.84375=4.21875T.
ds(X) =-0.56250 = M, =5%(-0.5625)=-2.8125Tm.
Luego:
V =V;+V, =5.00T. V =V; +V, =5.00T.
M =M;+M,=3.75Tm. M =M;+M; =-3.75Tm.
5T 5T
9 | | |
3.75 Tm o S

L .
[EEa——y

4m

aT

I‘ I
I‘ ’

Figura 3.15 Solucion del Ejemplo 2
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e FEJEMPLO 3

Calcular las fuerzas y momentos de empotramiento perfecto para la viga de seccion
constante de la figura 3.16 si sobre ella actia una carga uniforme distribuida de magnitud Po.

~

=
L

VI

i \'

A
-

Figura 3.16 Viga con carga uniforme distribuida

e SOLUCION

En el Ejemplo 2 cuando se tienen dos cargas puntuales al aplicar el principio de la
superposicion lineal los momentos y fuerzas de empotramiento son iguales a la contribucién de
cada una de las cargas. Este mismo principio se aplica el presente ejemplo teniendo en cuenta
gue la sumatoria no es nada mas que la integral. Entonces para carga uniforme distribuida se
tiene:

vszo 42 () dx
M :TPO 4 (%) O
V' :JEPO ¢5(x) dx
M =}Po 4o () AX

Los limites de las integrales corresponden a donde act(ian la carga para el presente
caso de “0” a “L”. Para el corte I, y momento M

2 3 3 1 4L
V:jPOI(|133X2 +_2X3 \f&x:Pox_—z + X RV
LT

2L° 2
M= | P, X[ 1-X ﬂdx:J Pl x(1-2X 1 X? ﬂdx:jPo(x —2X L X7
o | UL L L L \ L L
'X* _,x*, X4'L:po|(lL2__2L2+‘L2\(: pOLF§—8+3\ VLT

M =Py- SR
2 3L o4, 2 3 4)U 127) 12

Al efectuar las integrales indicadas para V' y M se obtienen:
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2
V = M-:__POL
2 12

El signo menos del momento M significa que el sentido es horario.

Po

&
W
N
AN RS
ENNAARARNANRRNANNNY
.}E
a8

—_—
| B
—_—
SR
NN
<
)
b~
Em——
-
I~

Iul

o
Y
y

Figura 3.17 Acciones de empotramiento para carga uniforme.

e EJEMPLO4

Encontrar las fuerzas y momentos de empotramiento, para el elemento de seccién
constante de la figura 3.18 si actlla un momento concentrado de magnitud M en el centro de la
luz.

M
77
\u | M
Z
v s L2 =I= L2 N V'
i) L .
Figura 3.18 Estado de carga del ejemplo 4.
e SOLUCION

Al tener un momento, se tienen que derivar las funciones de forma previamente:

. 6X . 6X°?
¢2(X):_'L2 +- K

ux#ulj( -3X)
’ L L _Lrl_ )
¢ s X)X —6X*

L L

: 3X?  2X
500=> -2
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Luego se debe evaluar ¢2' (x), ¢3'(x); etc., en el punto de aplicacién del momento, el
resultado que se obtiene para X =L/2

3

oy PP |
px=L1D)=- px=L1)==,

. 3 . 1

x=L/2)=". X=L/2)=- =

d)s( ) oL (I)G( ) 4
En consecuencia:

V=M pK)=—:M

2L
M = Mgi (0 =
V= Mgs (o = 5

()
LR P M
|« %
M
2L
L &
-
M
M
IM
2L
B L N
I~ °

Figura 3.19 Resultados del Ejemplo 4

En la figura 3.19, se presenta dos maneras de escribir el problema realizado, la
notacién que se indica en la parte superior es la que se utiliza en este libro.

3.6.,5 Calculo de las deflexiones

Dentro del hormigdn armado, uno de los problemas que todavia tiene que ser estudiado
y analizado es el célculo de las deflexiones diferidas. Este fenémeno producido por dos causas,
conceptualmente distintas pero muy dificiles de separar con precision en la practica: la
retraccion y la fluencia del concreto, llamada también deformacién lenta y escurrimiento
plastico, depende de una gran cantidad de variables, entre ellas se han de enumerar las
siguientes: la relacién del agregado al cemento, la mineralogia del agregado y su tamafio, la
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temperatura, velocidad del viento, humedad relativa del ambiente, el curado y la edad del
concreto, el tamafio de la muestra y el nivel de esfuerzos.

Por todo esto es tan complejo el calculo de deflexiones diferidas, pero no asi el calculo
de las deflexiones instantaneas las mismas que pueden calcularse por medio de las
funciones de forma.

Por lo tanto, la deformacion total es igual a la deformacién instantanea mas la
deformacién diferida. En este capitulo se estudia el célculo de la deformacién instantanea
exclusivamente.

En el capitulo anterior se indicé que la solucién total de una estructura es igual al
problema primario mas el problema complementario. El problema primario se resuelve
considerando al elemento biempotrado y se resolvié un ejemplo en el cual se determiné la
ordenada de la elastica v(x) de una viga empotrada-empotrada sometida a una cara uniforme
distribuida. La solucién se obtuvo a partir de la ecuacién diferencial de flexion de cuarto orden
la misma que es obtenida con la convencion de signos de resistencia de materiales, en la que
el desplazamiento vertical es positivo si va hacia abajo; en este libro la convencién de signos
es lo contrario por este motivo es que se cambia de signo, para tener desplazamiento positivo
si va hacia arriba.

Para una viga de seccidn constante, en la que gravita una carga uniforme distribuida
de magnitud Py, la ecuacion con la que se obtiene el desplazamiento vertical, en un punto
interior de la viga es:

V(X) = Va2 (X) + 013 (X) + Vachs (X) + O2ps (X) — ; AI,DEI (X“ + XL —2X°L (3.36)

e FEJEMPLOS

El portico plano de la figura 3.20 esta conformado por columnas de 35 cm x 35 cm y
vigas de 30 cm x 30 cm, (columna fuerte viga débil). Ttiene un modulo de elasticidad igual a
1800000 T/m2. Sobre éste portico gravita una carga uniforme distribuida de 2T/m. Se desea
encontrar v(x) en el punto medio, de la viga, del vano derecho

2 Tim
. 9 v - E 3 -
f B 30x30 c 30x30 S
3m 35x35 35x35 35x35
Y A D F
= e s
4m 5m

o W
=N
1

Figura 3.20 Estructura de Ejemplo 5.
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= SOLUCION

Se consideran que los elementos son totalmente flexibles, en consecuencia existen
tres grados de libertad por nudo. Los grados de libertad con las cuales se resuelve la estructura
se presenta en la figura 3.21.

1_’2‘[\3 ST'\ 4t 8T 7
b

S/ N A S |

(3 VAT L

Figura 3.21 Sistema de coordenadas Q —q

El calculo del vector de coordenadas generalizadas g, se verd en los capitulos
posteriores de este libro. Por ahora, se presentan los resultados que se obtuvieron al utilizar un
programa de computacion.

—0.000129
—0.000049
—0.000569
—0.000153
{= —0.000131
—0.000301
—0.000200
—0.000065
[ 0.001191 ]

Los desplazamientos estdn en metros y los giros en radianes. Nétese que son muy
bajos en consecuencia la estructura trabaja en el rango elastico, para las cargas del problema.

Para el célculo de v(x), es necesario encontrar las coordenadas locales del elemento
CE, las mismas que se obtienen del vector g .

11 =5 = —0.000131m.

f1 =6 = —0,000301 rd
12 =8 = —0,000065 m.
f2 =19 =0,001191 nd

Al evaluar las funciones de forma en x = 2.5 m, se tiene:

3x‘
() =1— - — - ~ 3 =05
2 3x25% 2925
fs() =1—¢2() =1— 05 =105
1 2
L 2_57 5 ] =0.625m
I I 25
f(r) = — s b= J1=-06255n

Por otra parte el factor Po/24El, yla-solucion particular, valen:
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o2 — 6,858710+10°5
ML 24+ 1800000 (%30 % 030% n
Vo=~ o (X4 X2~ 2X3L )=0.00267919

24E|

y(x) = —0.5 % 0.000131 — 0.000301 * 0.625 — 0.000065 * 0.5 — 0.001191 * 0.625 — 0.002679
y(x) = —0.003709 m.

Esta es la deformacion instantanea en el centro del segundo vano, el signo menos
indica que en éste punto el eje de la viga se desplaza hacia abajo.

e FEJEMPLO 6

89

Los elementos de la estructura presentada a la izquierda de la figura 3.22, son

totalmente flexibles; a la derecha se indican los grados de libertad. Se pide encontrar la
ordenada de la elastica 1(x) en el punto P, punto medio de la viga, en funcion de las

coordenadas

2
@ - ¢ ,70-4
. B »
e ,'\ 0
lo
3
. B '\,_’:‘}ﬂ
Ao
5
gl |™
S | k
Jd -A_l.- Q.l.w *.-_ Sislema q *l._
y all ”
’ am 4
4 4

Figura 3.22 Estructura de Ejemplo 6.

= SOLUCION

Para determinar las coordenadas del elemento: 14, 11,1; , 1, Se debe descomponer las
coordenadas g, 1, 4,15 €N SUS componentes axial y transversal; esto se presenta en la figura
3.23 para 41,34, Y en la figura 3.24 para g, (5.
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w2 N\y2
c.ﬁ_\,« 0
4 a4
Pl
/
& 3
._/‘/ Sen(2) = T
2 1
,./ Cos(N) = =
¥ 5
v
P
ul A\ 4 ul = gl = cos (Q)
& SN vl = —gl = sen (Q0)
gl :
u2 = g4 = cos (1)
v2 = —q4 = sen (1)
Figura 3.23 Descomposicion de las coordenadas g1, 14
4\\
-—5\\12
q5 \
ll/}' 3
oY Sen(Q) = s
7 4
T Cos(Q) = -
e 5
,/-/
// 1l = q2 = sen()
N . vl = q2 * cos ()
D1 P2
Q2 .
u_l/b/ u2 = g5 = sen ()
8} v2 = q5 ~» cos()

Figura 3.24 Descomposicion de las coordenadas gy, ¢s

Al aplicar el principio de superposicion, se halla las coordenadas del elemento.
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ul = q1 * cos(Q2) + ¢2 * sen(€2)
vl = —q1 * sen(Q2) + q2 * cos(Q2)
u2 = g4 * cos(Q)) + ¢5 * sen(€2)
v2 = —q4 * sen(Q)) + ¢5 * cos(L1

f=ae 2ips3
ul = 3 E
Be g7 5
3
N=-gls S4qe
R LA
2 4 % i+5>|<3
Ul = .
e gTh* g
2 4 x 3+5*4
1 =- )
Tr g TRE g

Ahora al evaluar las funciones de forma en 1 = 2.5, se encuentra.

xZ x3
oy =1-3 1, +205 =05
I
039 =x1- ), 2 0.625
04 =", =05

XZ !
5= 2 (3=2))=05

Z

1
06 =" (1— J=-0625
Luego las ordenadas de la elastica, son:
u() = ul * 01(x) + u2 * P4(x)

o(x) = vl * 02(x) + 61 * @3(x) + v2 * B5(x) + 62 * P6(x)

4 3 4 3
u(y) = (g1 * +§12* )*055+(q4* +q5>§ )% 0.5

5

4 3 4
5) *0.5+q3*0.625+(—q4*5+q5*5) * 0.5 —q6

3
o) = (-glx L

* 0.625

3.7 APLICACION A LA INGENIERIA SISMORRESISTENTE

Para el disefio de vigas, columnas y cimentacion de un edificio, se considera que la
carga que gravita sobre la losa se reparte a los pérticos a 45°, como lo ilustra la figura 3.25.

Practicamente existen dos tipos de cargas que actian sobre las vigas de un pértico
plano. Estas son:
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i. Carga triangular para la luz corta, y
ii. Carga trapezoidal para la luz larga.

Roberto Aguiar Falconi
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50m

50m

wllllﬂ““" ”l "

_u._,i®

Figura 3.25 Vista en planta de un edificio que tiene 7 porticos ortogonales

En este capitulo, se estudiar4 Unicamente el célculo de las fuerzas y momentos de

empotramiento perfecto para estos dos tipos de carga.

——FPo

Figura 3.26 Carga Triangular y Trapezoidal

e EJEMPLO7

Calcular el cortante y el momento de empotramiento, en el nudo inicial, de la viga,

indicada a la izquierda de la figura 3.26, que tiene una cara triangular.

e SOLUCION

Célculo del cortante V:

V= j P(y)¢2 (x) dx

P(y) es la ecuacion de variacion de la carga que en este caso es lineal. Luego hay

gue encontrar la ecuacién de dos rectas de la forma:
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Y=Y, =m(X - Xy)

Teniendo presente que la variable Y corresponde a la variacion de carga PQ/) y que
existen dos pendientes m.

» Para 0<x< L2
— P,—-0
m1=!2 Yi_ o = m1=2P° = P(y):M
Xo—x1 L4 L L
2
= Para L/2 <x <L
2:yz—ylzpo—o . m, = 2P
Xp—xy L_ L

2 R
P(Y)—Oz—-ZEO(X—L) - P(Y)=2Po—-2E°X

Por lo tanto, el cortante V en el nudo inicial se evalia como sigue:

vV — Jr O>_<1(13x L 2X ||dx+JL|2Fg_Fa_M13x _2x\|dx

L2 kU Col e )
0 L’ L°
V= dx—] _ o o dxﬂszodx{chx
2 2Pox L6P X AP X*
2_.‘_L_6P0XQ:|X IZ(B(XJ' +5;‘b|—'xdx j4|—'x

o oo
|

CPXE 6P +4P0x5 He oy X BPXE PXE eP Xt apxS
_ 4 ' _
Lo A

3 2 + 3 4
P +2F5E+P0L 2PL—PL+ 4|'POL— B(I)'L—POL— 2 + 04-i|T 0 —.SLPOL-HZ0

Al reemplazar los limites de integracion se tiene:
V=P, |_|/ 40-15+ 4+ 320—320+160-160+ 240128160+ 4010+ 4015+ 4

V:ﬂ__B PL3 4PLPLPL 3
4 32 40251644 32

a2

L 160 J



v =40 Poin PoL

160
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Célculo del Momento M

M = jo " P(Y)s(x) dx

v ZJO; _2P0LX2 (1_,>|j2 c|x+'f§L [2P°_2PEX}[X(1_'>I§)2}1X

f PoX" (|1-2X + X Vx| 2PoXI| 12X + X \LIdZEoJX 122 4 X\ x
OL\LL)\ LL)2 UL oLy
Jé PoX” dx— Jé 4PoX dx+J§ _2P0)3(4dX+JLLL2P0X - . 4P * | _2Poz<3 "
0 |_ L 0 L 22 I- 2 L

| _2P0X2 | fmox3 - | _2P0X4 "
, L , L , L

l2p x ap x4 2PX5| lopx2 4px3 2px4 2px3 4p x4 2p x5!

M=_0 —-_- 0 +_. 0 +-0 -0 +_0 —-—_ 0 +_0 -_0
3L a2 53 2 3L 412 3L a2 53
0 L/2
Al sustituir los limites de integracion se obtiene:
5
M = (2P|_ P LY, 2P, L\J|P._— Lao __2Pol_?
\3L8 L16 5L32)\ SL )
(PL 4P L0 P LY 2P L° P L' 2P, L)
+ o wig |
\4 3L 8 21716 3L 8 L 16 )
M = Py (20=150-+3)+ 200320 -+1200~1K0-+ 200 - 80 - 60+ 40~ 5+ AD-150+ ) |
240 )
2
M = 125 PL2= bPL
2400 ° 9

Por un procedimiento similar se obtendra la fuerza y el momento de empotramiento
para el nudo final, trabajando con s x) y e (X) . respectivamente. Los resultados a que se

llega, son:
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L2 L2 |

< »
- VI

Figura 3.27 Acciones de empotramiento perfecto para una viga con carga triangular.

2
_SP Ly (3.37)
96
v=Pol_y (3.38)
4
Para carga trapezoidal, se tiene:
I//
M ; M
IV'
L L
N

Figura 3.28 Acciones de empotramiento perfecto para una viga con carga trapezoidal.

2 | 23 (a‘\ | '
M = Pk 12 AR Y 3:39)
12 1 (L)L) | 1
Pol— a '
V="11-"|=
) ( L) V (3.40)

3.7.1 Carga rectangular equivalente

Con el gran desarrollo informatico que se tiene, lo deseable es que se analicen los
porticos con cargas triangulares o trapezoidales, pero si no se dispone de un programa para
este tipo de carga se puede transformar estas cargas a rectangulares equivalentes, como se
muestra en la figura 3.29. Donde W es la carga por unidad de superficie (Ej. T/m?); ), es la
carga equivalente por metro lineal.
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e Po

SR

Po

3

L

I A

Figura 3.29 Carga rectangular equivalente para carga triangular y trapezoidal.

= Carga Triangular

Po= - (3.41)
= Carga Trapezoidal

Po = - 3 - 5 ) (3.42)

Para un vano de una losa se tiene que: s es la menor dimension y | es la mayor
dimension.

3.8 EJERCICIOS RESUELTOS

e EJEMPLOS8

Sobre el elemento lineal de seccion constante de la figura 3.30, que tiene 5.0 m. de
longitud actla una carga concentrada P. Calcular las fuerzas y momentos de empotramiento
perfecto.

e SOLUCION

i) Se evalla las funciones de forma en el punto de aplicacion de la carga.

tgo =%:>a _36.87°
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H=3m

g |

>\ R
» N L=4m ,
I M

Figura 3.30 Carga Puntual en un elemento inclinado

Se destaca que X se mide a lo largo del eje del miembro.
cosa & = X —1.25
X

Figura 3.31 Descomposicion de la carga puntual en transversal y axial.

Se evalua las funciones de forma en el punto de aplicacion de la carga.

¢ 1) =17y =1-195=075

L 5.0
s (X) = 1—% )((x) = %2—)( 0.75= 0.2%53.25)2 2029,
2 (X) =1- 2t =1- 2 +o S08M
s (X) =1 (X) = 1—0.844} = ol..125$\2

s(X) =X 1-X ) _
¢ )?(l J\:1.25| 1_500J —0.703

o) = X" [1x =125 [1-125 ]~ -0234
6 LU L) 5000 500

Se descompone la carga P, en una perpendicular al miembro Py y en una

ii)
longitudinal Py, como muestra la figura 3.31.
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Py, =P cosg = 4p
5
Py =P seng 3p
5
iii) Las Fuerzas y momentos de empotramiento, son:

N = Py ¢1(x) = 0.75P Seng, = 0.45P

V =Py ¢2(x) =0.844P Cosq, =0.675P

M = P, ¢s(x) = 0.703P Cosq, = 0.562P

N =Py ¢(X) = 0.25P Seng, =0.15P

V' =P, ¢s(x) =0.156P Cosg, =0.125P

M’ =P, ¢s(X) =—0.234P Cosg, =—0.187P

e EJEMPLOY9
Para el pértico plano de la figura 3.32, seleccionar un sistema de coordenadas Q —(

y hallar en funcion de las mismas, las componentes horizontal y vertical del desplazamiento y
la rotacion de la elastica, en la seccién media del elemento AB.

-
3L

5

X B
4

lo 2L

Ao 5

D Cc
4L
% : .

Figura 3.32 Geometria del Ejemplo 9.
e SOLUCION

El sistema de coordenadas Q —(, para la estructura en estudio se presenta en la
figura 3.33.
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1 A w2
%l
44
2 s
—_—
5
D

Figura 3.33 Sistema de coordenadas Q —(

Al no haber carga sobre el elemento AB, las ordenadas de la elastica son:
U(X) = Uy 2 (X) + Uz ¢a(X)

V(X) = V1 ¢p2(X) + 01 p3(X) + V2 s (X) +02 s (X)
0(x) =V (x)

:’,\‘ u‘,A w9;
9

{o

P

Figura 3.34 Descomposicion de las coordenadas q1, g3 Yy ga.
Ahora, hay que expresar ui, uz, vi, etc. En funcién de g1, gz, gs, etc. Para esto a las
coordenadas g se descomponen en una perpendicular y una longitudinal al eje del elemento
AB, como lo ilustra la figura 3.17.3.

Para el elemento AB se tiene:

U1= 01 CoS O U2=(g3Ccosa—gssSena
vi=(1sena V2= (3 Sen a + g4 Cos a

O1=q ©2=0s

99
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En la figura 3.32, se observa:

sena = 3
5 =~ 5
’| -
(0 cosa = 4
4 5
Sustituyendo:
4 4 3
ur= - Uz= = Qs- =
1 5 qr 2 5 g3 5 g4
V1= 3 qu V2= §q3- 4 g4
5 5 5
O1=Qq2 ©2=0s

El siguiente paso es evaluar las funciones de forma, en el punto medio del elemento
AB. Al analizar la figura 3.32 se ve que la longitud de este elemento es L=5 m., por lo que habra
gue calcular en X=L/2=2.5 m.

o 10=1-X_;_ L _g5
L 2L
da(X) =1—¢2(x) =0.5
0 Z(X):l_axz 2X° :1__3|_2 +_2|_3 3
? L 4> 8L’
ps(X)=1-¢(¥)=0.5

<|>3(X)=>(|1—_ijzl__( _'LT:L
L L 2(1 oL) 8

I e

Al reemplazar las funciones de forma y las componentes de desplazamiento del
elemento AB, en las expresiones de la elastica se halla:

_4.1.(4, 3.1
U= 5o 2{?@3—794 |

u(x :é(zm"‘z%—i%)

3 1 L
v(X) = 20, = =4 = _qs =
0=301q ] (TW takt oo L

V(X) = %(§q1+l—‘q2+ 3 3 4Q4— I__Cls)

47 5 4

Para calcular 0 (x) se debe escribir la forma general de V(X) para posteriormente
derivar.
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e(x)z.OI V(%)

[vf|1-3%? WX W 2x% |, X*\ (3% 2x3\(+ ’ +_x;\}|
ow=a 28 A5 o AP S
0 w—v(]_qu + 6X \4 111-4X , 3X )4@5 L - XN X _3x22

R ket et sl

= ParaX=L/~2

’ (X):V@ _'26L+'46L)€91|1__+§J€56i|' ‘4@665_ +§j

4
2
3 3
Oy == VG by VG

De donde

33 3(3 4 1
009 33q,~La+ 3 [3q,+ 4q, |2
() oL q1 qz 2|_(5q3 5q4) 4q5

1
—_. % (3q; —30s — 40, )—
0(x) lOL( 01 — 303 Q4) _4(Q2 +QS)

e EJEMPLO 10

Encontrar los momentos y fuerzas de empotramiento perfecto para un vano del pértico
2 de la figura 3.35, si la carga permanente D es 0.8 T/m?y la carga transitoria L es 0.25 T/m?2.

Reparticion de las cargas

| 50m oOm | 50m |
I 50m
] Ll \ |
[ MH $i=l3)
\H
40m
il |7 / |
// AN _1._.®
b 25m q
Figura 3.35 Mosaico de cargas en los pérticos.
e SOLUCION

Sobre el pértico 2 gravitan dos tipos de carga, una triangular y una trapezoidal.
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= D=0.8 T/m?
Po=08 .| *25m=20."
m m
v=yv= BL _2%50 557
4 —_
M 9
bP,L2  5*2%*5 T (‘ v L=50 V’TM
M=M=2"°" = =2.604. » Skl >
96 96 m
Tﬁ\[\l\y Eﬂm
M 7 : / M
VI a=2m | Tm a=2m L/'
L L=5m N
B )
Po=0.8 -1 *20m=161
m m

Vv e PL(l_a)_16 16*50(2) | _, 47

2 UL 4\5)
PoL’| z(a\|23 (a\| |_16 25( 2|(2\|23 (2\| 1|:2,48 T.m
1

12’U—J \LJI 1L 12 [(5) (5)]

M=M=

Superposicion de efectos.

L= m———

V=V =25T+24T=49T
M=M =2.604 +2.48 =5.084 T.m
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e  Portico 2 L=0.25 T/ m?

Para la segunda parte del problema se puede volver a repetir el calculo pero con el
objeto de ilustrar una nueva forma se realiza aplicando la definicién de que en el rango elastico
la teoria es lineal. En consecuencia con dos simples reglas de tres se obtiene la solucién, una
para calcular el cortante y otra para encontrar el momento.

Con 0.8 T/m? 49T
V=V=1531T
0.5 T/m? V =?
Con 0.8 T/m? 5.084 T.m
M=M =1.589 T.m
0.25 T/m? M =?
EJEMPLO 11

Calcular los elementos de la segunda columna de la matriz de rigidez de una barra de
seccion constante de longitud L, para las coordenadas indicadas en la figura, empleando la
formulacién de elementos finitos.

2 54
1 _1 . A=00 V4
3 Io 6
‘ Lm
|
LH r
i)=J 10 ()0 @)
0
e Calculo de k(1,2)
L
k(12) = Elodl (x) @2 (x)dx
I °. 1 .
P1(x) =1 - ;=2 oly=- = @1 () =0
k(12) =0
e Calculo de k(2,2)
L
k(22) = J Elod"(x)@2 (x)dx
0
e , b . 6 12«
P2() =1- - 7 = 020 =- e = 2W== 2+t ;
X X
L6
ke=J (= - -5)
0 fo
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36 144X
k) =uf C a= T -y
’ 144
L 36d L 144} | 144 2
k@2) = f _i -0 -5 bk+0S S
0 L 0 l 0 [
361 | 1448 |
K(22) = fi 1
CA = 0152 {paxgo I9+3 { 0
C Tla
3648 /-
kK2 =m( 22%
B )
k22 =i ( 5) *1132 12 "0
Ll
e Calculo de k(3,2)
L
k32) = [ Elof3"(x) 02 (1)dr
" 0 6 12x
02@== 2t
1 2
¢3=:1(1- L)
, 4 o
03 =1-" > g3 =-
2 y
vo T oy g 12
kGZ):fgm(_ R Gt )b
L =,
K3=nf (2% 5y
o ! 2k
S . lear ! L2412
kG32) =1t J T di—1f RN S
2% L 0 253
X | I
=m" - ) 7
k(32) = 0 24?4@2#50-!-2% 153 {0
k@2 =i ( 2% - e L’Z%
N 6 £
62=""",
e Calculo de k(4,2)
L " "
k@2) = [ Elopd (x)02 (1)dx
0
02 (1) = — 2_6+ !
l 3
I
04 =
l
1
04 =, = 04 =0
k(42) =0

e Calculo de k(5,2)

kG2) = J Efo@s"(x)(z)z"(x)dx
0
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" 6 12
02 == ,+ 3
2 LA
05=",3~- )
L
o5 =" 5 gy S L
e 2T B

l LLA
k52) = J i ( 2 _,L6 3 ) (- L26+ 71[% x) i
0

Ry 144r 3
K=0f (= s
L 14442 L 144 I 36
k(G2) = -t J AR T TS N R
o L 0 o b
] ﬁ |
k(52) = -fl - - { — 1t {
Oy B0
K(5Z) = thh (— _3+L_3_T3)
ko = 125
69=- ",
e Calculo de k(6,2)
L " "
K(62) = [ Elod (x)02 (x)dr
0
6 1
02 (@) = — 2 + 3
XZ
06 =~ (1- L)’
06 W 2x 66x 2
e T % =em
Ke=[ B(, 5y 6 121,
0 l l L l
L 60x 12
Kep=if (- - % )
| 0 \ 7&3{3 o
60 12 ' 7
k(62) = -t J fo brnf ) LA
0 0 0
ke =-m ! |
—a) 0 _ _ B
0 1&‘ i 0 72x3L5 {0
KoL) = th (= ?z ﬁr 2L4;A
ez < oL
62="",
o RESUMEN
k(12)=0
1280
K2)=""
_6El
K=",
k(42) =0
kS (_) 2E b
62=- -,
6E I
K62) = -

L3
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3.9 EJERCICIOS PROPUESTOS

Roberto Aguiar Falconi
UFA-ESPE

Encontrar las funciones de forma, para los siguientes elementos lineales de seccién

variable. Todos tienen un ancho b constante y altura variable.

L L
le 2 N) 2 o
| I ol
Ejercicio 1
h h
2
_KA
le L |
I )
Ejercicio 2
/ J_l_
a2 2
-
w0
h
2 2
L L
2 2 |

KN

Ejercicio 3
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Calcular las fuerzas y momentos de empotramiento de los siguientes elementos
lineales por medio de las funciones de forma.

EEEEEETINEN T
. i | —_
Ejercicio 4 Ejercicio 5

- N

Ejercicio 6 Ejercicio 7

Para los siguientes ejercicios, seleccione un sistema de coordenadas Q—(Qy
encuentre la expresion de las elasticas horizontal y vertical del elemento BC en términos de las

coordenadas (; Y las funciones O P2reeeees caracteristicas del elemento.
B et
h
Ao Ao
B =3 e 3L
lo c =00 5
D : 5
A=00 A=g0 H
lo lo Ac
o Ao 2L
lo 5
A D
b T T A c
L L | bz T
| | aL
L &
* "l

Ejercicio 8 Ejercicio 9
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=t c ad
1= oo |
Ao
Sk lo
5 Ao
X B
L lo
Ao
X aL
L S J L q
f | i
Ejercicio 10

Ejercicio 11

Deducir las ecuaciones correspondientes al momento y cortantes en el nudo inicial de
una viga de seccién constante con carga trapezoidal.



CAPITULO 4

VECTOR DE CARGAS GENERALIZADAS Q

RESUMEN

Se presenta el célculo del vector de cargas generalizadas Q en marcos y armaduras planas
cuyos elementos pueden ser: totalmente flexibles Ay, l,; axialmente rigidos A=oo, l,; Yy

transversalmente rigidos A, | =c0. El célculo se lo realiza de dos formas:

i) Mediante la aplicacion del problema primario complementario que fue presentado en el capitulo
2,y

i) Mediante trabajos virtuales.

El algoritmo que se utiliza para programar el célculo del vector de cargas generalizadas se lo
indica en el capitulo 5 una vez que se haya estudiado la matriz de transformacion de coordenadas T.
Sin embargo es importante que en este capitulo se diferencie entre cargas en elemento y cargas en los
nudos, y como las cargas de los elementos en los nudos actian cambiadas de signo.

4.1 PROBLEMA PRIMARIO Y COMPLEMENTARIO

4.1.1. Introduccién

Como se indicé en el capitulo 2, la solucién de estructuras en las cuales la carga no esta
Unicamente concentrada en los nudos se realiza mediante el problema primario y complementario.
Teniéndose que:

I QO LI IAN

(Y el |
SULUCUIVIN UJLL

SOLUCION ESTRUCTURAL = +
SOLUCION DEL PROBLEMA COMPLEMENTARIO

En efecto en el problema primario se considera que actlan:

e Cargas en los nudos,

e Cargas en los elementos,

e Cambios de temperaturas en los elementos,
e Asentamientos en los apoyos, y

e Acciones dinamicas.

En este capitulo solo se consideran los dos primeros tipos de carga.
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4.1.2 Problema primario

Es aquel en el cual actia todas las cargas con la condicion de que el vector ( sea nulo. Esto

se consigue colocando vinculos adicionales en las direcciones de los desplazamientos definidos por
las coordenadas generalizadas, como consecuencia de estos vinculos se van a generar cargas de
fijacion que se los designa con la letra R.

Por la condicion de que el vector ( es nulo, cada uno de los elementos de la estructura se
encuentra empotrado-empotrado, independiente de la forma de los vinculos.

Por ejemplo, al considerar el pértico plano, indicado en la parte superior izquierda de la figura
4.1, compuesto por elementos totalmente flexibles sobre la cual actian las cargas indicadas. En la

figura adyacente se indica el sistema de coordenadas generalizadas denominado sistema Q —(.

2 5
TIITT A « ~
3 3 £ P, 17 ) If' . 4
! g N N
|
|
.Il
—
3.5
R e B = e
AR, +Rs

» —_— —_—

P s T
Emmnmimlo:

Figura 4.1 Grados de libertad, Problema Primario y Complementario.

El problema primario para la estructura analizada es el presentado en la parte inferior izquierda
de la figura 4.1. N6tese que mediante la colocacién de vinculos se han restringido los desplazamientos

en la direccion del sistema de coordenadas Q —(, de tal manera que cada elemento se encuentra
empotrado-empotrado. Es conveniente colocar las fuerzas de fijacion con sentido contrario al sistema
Q —(, luego cuando estas se calculen se obtendra el verdadero signo.

El Problema Primario tiene dos partes, que son: Equilibrio de Elementos y Equilibrio de Nudos
y finaliza con el calculo de las fuerzas de fijacion §.
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4.1.3 Problema complementario

Ahora en la estructura solamente actlan las fuerzas de fijacién § pero con sentido contrario al

gue tuvieron en el Problema Primario. Al actuar de esta manera se generan los desplazamientos y giros
gue tiene la estructura, los mismos que se consideran nulos en el Problema Primario.

Es el Problema Complementario lo que se resolvera en los capitulos posteriores ya que el
Problema Primario se resuelve por estatica. Para el ejemplo que se estd analizando el Problema
Complementario se presenta en la parte inferior derecha de la figura 4.1

Al observar las dos figuras de la derecha de 4.1, se determina el vector de cargas generalizadas
gue es el siguiente.
IR

e EJEMPLO1

Determinar el vector de cargas generalizadas Q, por medio del problema Primario y
Complementario para el marco plano de la figura 4.2 cuyos elementos son totalmente flexibles.

/ 2Tm o 54
LT . [ 1y
8 C ¥ > - :
Ao 3 .
lo "_'/ ——
Ao Ao Im
o lo
A D
‘ i 5 ; :

Figura 4.2 Pértico con elementos totalmente flexibles y sistema Q —
e SOLUCION

Ala derecha de la figura 4.2, se presenta el sistema de coordenadas generalizadas Q — (. En
la presentacion del problema primario por facilidad se suprime el dibujo de los vinculos con lo que se

logra que los desplazamientos sean nulos, solo se colocan las fuerzas de fijacion { en la figura de la
izquierda de 4.3
Como se indic, la solucién del Problema Primario comprende dos puntos, a saber:
i) Equilibrio de elementos, y
ii) Equilibrio de nudos.
Para el equilibrio de los elementos, se deben calcular las fuerzas y momentos de

empotramiento perfecto utilizando las funciones de forma, estudiadas en el Capitulo 3. Para el ejemplo
analizado estas se indican a la derecha de la figura 4.3



112

Roberto Aguiar Falconi

UFA-ESPE
Z2Tm
e [ AT
2667 T/ 44 s st b N\zeerTm
e (NI N e | T 3 .
|/ R.:“— 8 o aT ¢

=0

{o

A

Figura 4.3 Problema Primario y Equilibrio de Elementos

Cada junta del marco plano debe estar en equilibrio. En consecuencia, debe cumplir que la suma

de fuerzas en el sentido “X” e “Y” sea igual a cero y que la suma de momentos sea igual a cero.

4T AT R,
Rg l l
R-T B 2.667 Tm ST R:\ .

Figura 4.4 Equilibrio de las Juntas B y C.

En la figura 4.4 se presentan las fuerzas y momentos que acttan en las juntas B y C

respectivamente. No6tese, por ejemplo, en la junta B que el cortante de empotramiento perfecto de 4T
gue en el elemento BC, de la figura derecha de 4.3, esta hacia arriba, en la junta actia hacia abajo
como lo muestra la figura izquierda de 4.4. Esto se debe a que, en un caso son cargas en el elemento
y en el otro en los nudos; lo propio sucede con los momentos de empotramiento perfecto. Por otra parte
las cargas (fuerzas y momentos) de fijacién Ri gravitan directamente en las juntas o nudos.

Equilibrio de lajunta B

Z E;(:o - R, =0
+I>Fy=0 5 R,+4=0 >  R,=-4
ZM =0 - R;+2.667 =0 — R; =-2.667
Equilibrio de la junta C
Z Fx=0 - R, =0



ANALISIS MATRICIAL DE ESTRUCTURAS 113

ZM =0 - Rs —2.667=0 — R =2.667

En el problema complementario solo se tienen las fuerzas de fijacion actuando sobre las juntas.

AT lAT
~ e
. N
2.667 Tm\-.,__-/ 2667 Tm

Figura 4.5 Problema Complementario

Al observar las figuras 4.2 y 4.5 se determinan los elementos del vector de cargas
generalizadas, que resultan:

Q1=0 Q2=-4T. Q3=-2.667 Tm.
Q4=0 Qs=-4T. Qs =2.667 Tm.

0.0000 ]

| —4.000 '|

Q=" 2.667 |

0.0000 |

—4.000]

2.6670 J

e EJEMPLO 2

Para la estructura de la figura 4.6 que esta conformada por elementos totalmente flexibles,
cuyas dimensiones son: a =5.5m. y b =3.0 m. Se pide:

a) Seleccionar un sistema de coordinas Q — ¢ apropiado.
b) Resolver el Problema Primario.

c) Senalar cual es el Problema Complementario.

d) Determinar el vector de cargas generalizadas Q
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Figura 4.6 Estructura de ejemplo 6.

e SOLUCION

Figura 4.7 Sistema Q —

b) Problema Primario

Se puede considerar a los volados como un elemento, en este caso se aumentaria el nimero
de grados de libertad. La otra opcion con la cual se trabaja el presente ejemplo es colocar cargas
concentradas en los nudos provenientes de la accién de los voladizos ahi se disminuye el nimero de
grados de libertad.

Rz Rs
w=3T/m
FRERRRCICRRAYERINNIINE
AR R ’ Rs

Figura 4.8 Problema Primario =0
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. Equilibrio de elementos

—3Tim (‘ 3TIm
My M
Guuum% e ngma
Va v Ve

0 05a = 2
U b I LA |
Figura 4.9 Voladizo y acciones de empotramiento en viga
(.5)
MA:BZ‘_Z_\2 =11.344Tm. N 12 o
V. =3%275-8.25T. Vi =V = 3*;'5 _825T,
4. 125 T!m
/_4125 Tim
Mc
H § ) : MC\ ] c D N
— 05 fe
I l
Figura 4.10 Voladizo y acciones de empotramiento en viga
(8.25f
Me =2125 @7 _15508Tm Mo =Mc =4.125 =7
2 * =23.396 Tm. 8.05
V. =4.125%2.75=11.344T. Vp =Vc =4.125% T =17.016T.
e Equilibrio de Juntas
azsT Nud®mA  g2s5T
11.34Tm 7563 Tm
Figura 4.11Equilibrio de Nudo A.
z Fy =0 = R, =0
ZFY =0 = 8.25+R,+8.25=0 =R, =-16.50T.

ZM =0 = —11.344+7.563+R; =0 = R; =3.781Tm.
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Nudo B
825T Rs
v B 557
7.563T.m 6
Figura 4.12 Equilibrio de Nudo B.
ZFX =0 = 55-R, =0 =R, =55T.
ZFY =0 = 8.25+Rs =0 = R; =-8.25T.
ZM =0 = R —7.563=0 = R¢ =7.563Tm.
Nudo C
MN344 T Re 17.‘016 T
( 'y
M
15.598 Tm Ry ‘fajses Tm
Figura 4.13 Equilibrio de Nudo C.
S F =0 = R, =0
Z Fy =0 = -11.34-Rg -17.016=0 = Rg =-28.360T.
Z M=0 = Ry +23.396-15.598 =0 = Ry =—7.798 Tm.
Nudo D
17016 T Ry
R
2 ,.30T
g
23,386 Tm Ri2
Figura 4.14 Equilibrio de Nudo D
ZFX :O = —R10+3.0:O :>Rlo:3.0T.
Z F, =0 = 17.016+R; =0 =Ry =-17.016T.

Z M=0 = 23.396-R;; =0 = Ry, =23.396 Tm.
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¢) Problema Complementario

1657 8257
/1 ,3.781 Tm [+ 55T
2836 T L Tn
r'r.ms T
(Y /N 30T
7.798 Tm 3356 Tm

Figura 4.15 Cargas que actian en Problema Complementario.

d) Vector de Cargas Generalizadas Q

0.000 ]
~16.500 '
3.781
5.500
—8.250
7.563

0.000

—28.360
—7.798
3.000
—17.016 |
23.396

. EJEMPLO 3
Para la estructura de la figura 4.16, resolver el problema primario; indicar el problema

complementario y obtener el vector de cargas generalizadas.

1200 Kim 8000 K
1000 K ;. 1
\ B..
3000 Kim
40m Ao
lo
- —-f- — - -
L 40m L 30m |
f* (5 |

Figura 4.16 Estructura con elementos axialmente rigidos.
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e SOLUCION

Para el portico analizado, se tiene que el sistema de coordenadas generalizadas es el
presentado a la derecha de la figura 4.16.

R’\ A200Kim ]800 K

k. y y 1

- P
q=0
LA i

Figura 4.17 Problema Primario

1200 Kim

W 110040000000 RO

\ : 4
[ m M\ I) \
] 2

qar

\
\
Ny

Figura 4.18 Equilibrio de elementos

Ve =Ve =1ZOOT*4 2400 Kg
2
Mg = Mc = @012* 4" _1600 Kg.m

Notese que en los elementos BC y CD existen fuerzas axiales N1 y Nz que se deben calcular,
esto es debido a que estos miembros son axialmente rigidos. Otra forma de ver esto seria que, debido
al sistema de cargas que actlan en la estructura estos elementos se deberian deformar axialmente

pero como no pueden hacerlo porque se consideran axialmente rigidos se originan estas fuerzas N1 y
N2.

Una vez que se ha terminado el equilibrio en cada uno de los elementos, se procede al equilibrio
de los nudos. Las fuerzas que acttan en los elementos, en los nudos, lo hacen con sentido contrario.
En cada nudo se debe cumplir que:
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XFx=0 , Fy=0 y *M=0
R, 2400K
l 1600 K. m
R{+ 1000 Ny
Rs 0 Km
Figura 4.19 Equilibrio de Nudo B
SFx=0

1000—-R,—N, =0
+1XFy=0
2400+R, =0

>M=0
R, +1600 —-3000 =0
2400 K
8000 K
Ny
1600 K. m Ry
N2 oSt
N X
[
— = IN2 senc

Figura 4.20 Equilibrio de Nudo C

YFx=0
N, —N, cosg =0

+yYFy=0
—N, seng, +2400+8000=0

2M=0
R,-1600=0

Unicamente por didactica, a los nudos se los ha dibujado mas grandes. Al resolver el sistema
de ecuaciones y considerando que: sen a = 4/5 y cos a = 3/5 se obtiene:

Nz = 7800 Kg Nz = 13000 Kg
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R1 = -6800 Kg Rz = -2400 Kg
Rs = 1400 Kg.m. R4 = 1600 Kg.m.

Ahora en el problema complementario actian solamente las fuerzas de fijacion R, con sentido
contrario al del problema primario.

2400 K

6800,K/ » 1400 K. m £ 1600 K. m
\\‘

¥, B

—_—
P

Figura 4.21 Problema complementario

El vector de cargas generalizadas Q se obtiene del problema complementario.

|- 5]

Q :~ 1400 ’
Lleoo

e EJEMPLO 4

Con el objeto de ilustrar el procedimiento de calculo cuando se tienen elementos
transversalmente rigidos se resuelve el ejercicio anterior cambiando la condicion de A = « por | = «,
para el miembro BC. Por lo tanto se resolvera la estructura indicada en la figura 4.22.

8000 K
1200 K/m 3
; | 1
1000 K L_Ll_l_l__l_l_L_l_Ll_J. c ( aR W
t\ B s Ao, 1=00 \ J
T3000 K. m T
Ao A= o0
Io lo
A D

Figura 4.22 Estructura de ejemplo 4 y sistema Q —(

Al hacer equilibrio de elementos hay que tener presente que el miembro BC no trabaja a flexion,

en consecuencia en sus extremos actuaran dos momentosill ~ yll  que deben ser calculados. Esta es
una forma de resolver el ejercicio, calculando los momentos finales que en este caso se han llamado

|y | . Otraforma de resolver es encontrar los momentos de empotramiento debido a la carga vertical
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y a esos momentos afiadir un momento por la condicion de | =o0. Se resolvera el ejercicio de las dos
formas en los ejemplos 4 y 5.

g 8000 K 1.2‘00_K]m
1200 K/m & Inn u‘! N
T N ct®* / N\
WAL | = N
1000—:(1‘ S ® gner 1p-22¥ %
R‘I\\::ﬁk.m 3 b
D
=5 A \
\
e R

Figura 4.23 Problema Primario y equilibrio de elementos

El cortante en el miembro BC es igual al producido por la carga distribuida mas en el que se
produce por la accion de los momentos 1 y W . El sentido positivo de estos momentos es arbitrario.

En este caso se ha colocado  horario y 1 anti horario. Se pudo haber colocado al revés pero lo

importante es que los cortantes se encuentren en concordancia con los momentos para que exista
equilibrio.

= Equilibrio de las juntas

Junta B
- /_‘4UIJP > Fx=0=>1000-R =0
K l v +¢Z|:y=o:>R2+2400+“—!i:1 ‘~0
J } ,}
DEUF‘m ZM:O:R3+u—3000:O
Junta C
- = 3.
2400 - 8000 K Z Fx=0 :—?N =0

\
N
LS

L
l l +4> Fy=0
p N 2400- ! 18000~ 2N =0
B J\v 4 5
¥ 5 'i\w:o:“ '=0
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De la solucién del sistema de ecuaciones se tiene:

N=0 u =41600 Kg.m
u=0 R1 = 1000 Kg.
R2 = -12800 Kg Rs = -38600 Kg.m.
112800 K
1000K_+ )
""‘58600 K. m

Figura 4.24 Problema complementario

El vector de cargas generalizadas se obtiene directamente del Problema Complementario.

[ 1000]
Q =|-12800 |
| -38600 |

e EJEMPLOS

Resolver de otra forma el ejemplo 4, considerando los momentos de empotramiento que
produce la carga vertical, para el elemento transversalmente rigido.

e  SOLUCION

Al hacer el equilibrio de elementos, en la figura 4.23 no se colocé las acciones de
empotramiento perfecto que produce la carga uniforme repartida, esto se lo va a realizar en este
ejercicio y luego se afiadiran los momentospl  yLL ' gue son necesarios que actden en los extremos
del elemento transversalmente rigido para que no trabaje a flexion.

En la parte superior de la figura 4.25 se presentan las cargas de empotramiento perfecto como
que el elemento fuera totalmente flexible. En la parte central en cambio se tiene la viga con los
momentos 4, que se han considerado con sentido anti horario, con sus respectivos cortantes para
gue exista equilibrio. Notese que el cortante del nudo final es hacia abajo.

Finalmente, en la parte inferior de la figura 4.25 se aplica el principio de superposicion, por este
motivo es que se suman las cargas anteriores.
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1;20!(3_1“
1600 Kg. m % % 1600 Kg. m
7 _
] 2400 Kg IZJOO Kg
l[: im R

1200 Kg'm

1600 ...Ci%

2400+ %=X
4

AN

-

2400- %=%
4

Figura 4.25 Equilibrio del elemento BC

R, 2400 , u_qu

1600 +#

_f'
3 Fx=0=>18 =1000

+IT =02 R+ 040 =0

/X
STM=0= 1600 +x -3000 + R, =0

1600 - v’

3
2 Fr=0=-ZN=0=N=0

Bk > Fy=0

T |
2000+2400- 22 _ 2y

La solucion del sistema de ecuaciones reporta:

1}

SM=0=1600 - =0

L

123
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u = 40000 Kg.m u' = 1600 Kg m
N=0 R: = 1000 Kg
Rz = -12800 Kg Rs = -38600 Kg.m

Por lo tanto, se obtiene el mismo vector de cargas generalizadas, ya que los valores de las
fuerzas Ri son los mismos del ejercicio anterior. Se deja al lector la justificacién del porqué los

momentos L y u'son diferentes, con relacion a los del Ejemplo 4.

4.2 TRABAJOS VIRTUALES

Otra forma de obtener el vector de cargas generalizadas en una estructura es mediante la
aplicacién del principio de los Trabajos Virtuales.

Por ejemplo, si sobre la estructura con el sistema de cargas, mostrada a la derecha de la figura
4.26; siendo el sistema Q —( el que se indica a continuacion. Mediante la aplicacion del problema
primario y complementario, se puede tener solamente cargas concentradas Q en las juntas, como lo
ilustra la figura central de 4.26.

Figura 4.26 Estructura; SistemaQ —(; Cargas en los nudos y coordenadas virtuales.

El objetivo es calcular Q1, Qz, Qs, Q4, Qs, Qs por Trabajos Virtuales. Para esto en parte derecha
de la figura 4.26, se han dibujado unos posibles desplazamientos y giros, que podria tener la estructura,
desplazamientos virtuales. Por ser virtuales se les antepone la letra d a la variable g.

El Trabajo Virtual (TV) del sistema de cargas concentradas en los nudos en los
desplazamientos virtuales, vale:

TV =Q1 501 +Q2 302 +Q3 80z + Q4 504 +Qs 505 + Qs SUs (4.1)

Este trabajo virtual también es igual al producido por el sistema de cargas indicado a la
izquierda de la figura 4.26 en los desplazamientos virtuales.

Entonces, para calcular Q1, se construira la deformada elemental siguiente:
0qi=1ydgi=0 i#1
Para esta deformada elemental la ecuacion (4.1) queda:

TV=0Q;*1

Pero este trabajo virtual es igual al que produce el sistema de cargas, presentado a la derecha
de 4.26, en la deformada elemental indicada.



